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Sur les processus arithmétiques
liés aux diviseurs
R. de la Breteche & G. Tenenbaum

To Nick Bingham,
with the belief that friendship
is a non-random process

Abstract. For natural integer n, let D,, denote the random variable taking the values
log d for d dividing n with uniform probability 1/7(n). Then t — P(D,, < n') (0 <t < 1)is
an arithmetic process with respect to the uniform probability over the first N integers. It
is known from previous works that this process converges to a limit law and that the same
holds for various extensions. We investigate the generalized moments of arbitrary orders
for the limit laws. We also evaluate the mean value of he two-dimensional distribution
function P(D,, < n%, Din/pny < nv).

Key-words. Arc-sine law; arithmetic model; arithmetic process; Diriclet laws; divisors.
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1. Introduction et énoncés des résultats

Soit E C [0,1]® un espace de fonctions métrisable. Une suite {t — f(n,t)}>; de
fonctions de E peut étre considérée comme un processus arithmétique a valeurs dans E
relativement & la mesure de comptage vy uniforme sur Qn := {n € N* : 1 < n < N}.
Notant B(FE) la tribu des boréliens de E et posant

un(A) :==vn{n: f(n,-) € A} (A e B(E)),

on dit que f(n,t) converge en loi vers un processus p a valeurs dans E si l'on a
limy o0 pn(A) = p(A) pour tout borélien A de B(FE) tel que u(0A) = 0. On écrit
alors

pN =p (N — o0).

On étend trivialement ces définitions au cas d’une suite double {t — fn(n,t)}.

Si (2, A,P) est un espace probabilisé, X : ¢ — X, est un processus sur {2 a valeurs
dans F, et si uy = vy o f]\_[1 = Po X!, on dit aussi que que fy constitue un modéle
arithmétique de X.

La modélisation de processus classiques par des fonctions arithmétiques additives a
été abondamment étudiée dans la littérature — voir par exemple [5], [6], [16], [14], [15],
[20], [12], et les références incluses dans ces travaux. Considérons une suite {hy}n>1 de
fonctions fortement additives et posons

By(z) = Z th(p)a By := Bn(N),

p<z
an(t) :=sup{z: By(2)? <tB}} (0<t<1),

WN(n,t)::BLN< S - Y th(p))

p<an(t), pln p<zN (t)

Ici et dans la suite, la lettre p est réservée pour désigner un nombre premier. Précisant
des résultats de Kubilius [15] et Billingsley [5], Philipp [20] a montré en 1973 que Wy
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constitue un modele arithmétique du processus de Wiener W dans E = €[0, 1] muni de la
topologie de la convergence uniforme des que que la condition de Lindeberg

(1-1) (Ve > 0) Z hN](Qp) =o(BY}) (N — o0)
|hN(I;7§J:£BN

est satisfaite. Une démonstration alternative a été produite par Babu [1]. Timofeev &
Usmanov [24] ont prouvé en 1982 que la condition (1-1) est aussi nécessaire.
Soient 7(n,z) =34, a<. 1, T(n) :==7(n,n) (n =2 1, z > 1). Manstavicius [17] a établi

la convergence Uy = W, ot}

_log7(n,(log N)") — t(log 2) log, N

Un(n.t) := (log2)\/log, N

est considéré comme un processus & valeurs dans 'espace de Skorokhod D = DJ0, 1],
constitué de ’ensemble des fonctions continues a droite et possédant des limites & gauche,
muni de la topologie éponyme. Les résultats de ce type sont obtenus en exploitant
’approximation naturelle de 7(n, z) par 2¢(%2), ot w(n, z) := 2p|n,p<z 1.

Des phénomenes plus exotiques apparaissent en analysant le processus

dont Dress, Deshouillers & Tenenbaum [7] ont montré que 'espérance des lois marginales
d’ordre 1 tend vers la fonction de répartition de la loi de I'arcsinus : on a en fait, plus
précisément,

(1.2) En(Xn(t)) = ;arcsinﬁ+ of ) O<t<1LN>2)

1
Vdieg N
ou En désigne 'espérance relativement a la mesure vy . Il serait incidemment intéressant
de proposer une explication probabiliste pour ’apparition de cette loi dans un tel contexte
arithmétique : peut-on, par exemple, modéliser le membre de gauche de (1-2) par une loi de
fluctuations dans un jeu de pile ou face comme dans [9] (chap. III) ou, plus généralement,
par celle du nombre des sommes partielles positives d’une suite de variables aléatoires
indépendantes comme dans [8] 7 Voir également [13].

Plus généralement, on peut considérer le processus

. - Zedimasn 9)
) X0 = 5 o@

ou g est une fonction multiplicative positive ou nulle. Dans ce cadre, la convergence en
loi a été établie par Manstavi¢ius & Timofeev [18] lorsque g(p) = x > 0 est indépendant
de p. Posant puy = vy o X, 1 et p:= limy py, il résulte alors d'une estimation effective
de Bareikis & Manstavicius [4] que, notant o := 1/(1 + k),

(1.4) [ etduie) == [

généralisant ainsi la formule (1-2), relative au cas k = 1.

1. Dans tout ce travail, nous notons log,, la k-ieme itérée de la fonction logarithme.
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En fait, le résultat de [4] fournit une estimation de l'espérance de X, (g,t) sous
I’hypothese plus faible que g(p) est assez proche de k, en un sens en moyenne précisé
dans le travail. Une estimation de la vitesse de convergence est également fournie.

Dans le cas ¢ = 1, une autre spécificité de la mesure limite p est que, pour tout
couple (s,t) €]0,1[?, la suite des accroissements X,,(t) — X,,(s) converge en loi vers une
variable aléatoire dont les points de croissance appartiennent & ’ensemble R des rationnels
dyadiques, autrement dit

2= p{p € D:p(t) — ¢(s) < 2}

est une mesure atomique a support dans R. Cela découle directement des résultats du
second auteur dans [21] et implique en particulier que p # W. On déduit également des
estimations de [21] que

(Vtelo,1)) ¢'(t)=0  (upp),
et 'on peut établir que les relations ¢'(0+) = —oo, ¢'(1—) = +oo ont lieu p-presque
stirement.

Dans [22], Tenenbaum a montré que les conditions suivantes, concernant la fonction
multiplicative positive ou nulle g, sont suffisantes pour impliquer la convergence en loi
de X, (g,1) :

Vhk(0<h<k),Yac€l0,1] IAN(a;h, k) : lim Z %:)\(a'hk)
) =X X ) ’ (R N—oso No TN p{1+g(p)}k [ )
lim A(a;1,2) =00
a—0+

De plus, sous ces hypotheses, le support de la loi limite x est inclus dans ’ensemble €[0, 1]
des fonctions continues sur [0, 1].
Ainsi, par exemple, une fonction g telle que g(p) = {1 + (—=1)P=1/2} entre dans le
champ d’application ; comme on vérifie aisément que les hypotheses de [4] sont satisfaites
2

dans ce cas, il s’ensuit que la relation (1-4) est valide avec xk = 3, et donc o = 2.

Dans leur récents articles [2] et [3], Bareikis et Maciulis ont évalué le second moment
de la loi limite p sous ’hypothese de régularité en moyenne de g(p). Un premier objectif

du présent travail consiste a évaluer, pour ¢ = 1 — voir cependant la remarque (iii)
infra —, les moments généralisés d’ordre r > 1 quelconque, soit, pour tout r-uplet
t—(to,... —1) €]0,1["
s = T %) = X T "5
o<y<r n<N o<ji<r

Pour énoncer notre résultat, nous introduisons le développement en base 2 d’un entier h,

soit
h=>Y ¢;(h)2,
Jj=0
ou €;(h) € {0,1}. Nous dirons qu’'un entier i est dominé par un entier £ et nous écrirons
h < €sie;(h) < ej(f) pour tout j. Nous posons encore R := 2" — 1. Pour tout vecteur
v = (vy,...,vg) € RE nous notons s(v) la somme, et p(v) le produit, des coordonnées
de v. Nous établissons ’estimation suivante.

Théoréme 1.1. Nous avons, uniformément pour N > 2 et t € [0,1]",

1 dv 1
@ S = i [, e e O )

ou 'on a posé dv = dvy - - -dvg et

D(t) == {u = (v1,eesvr) €10, 17 ST e(h)on <t (0< 5 <), s(v) < 1}.

1<h<R
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Remarques. (i) Pour r = 1 nous retrouvons bien (1-2).

(ii) Pour r = 2 et tg = t1, notre résultat coincide avec celui de [2] (th.2.1). En effet,
lorsque t = tg = t1 < %, I’égalité des termes principaux est obtenue en insérant dans le
domaine d’intégration de (1-5) la condition de symétrie vo < v1. On vérifie aisément que,
lorsque t > %, le terme principal indiqué dans [2] est identique au noétre.

(iii) Notre méthode peut étre généralisée sans difficulté majeure a des hypotheses en
moyenne du type de celles de Bareikis & Manstavicius dans [4]. Avec la définition (1-3)
et lorsque la fonction multiplicative positive ou nulle g est telle que g(p) est assez proche
en moyenne d’une constante x > 0, nous obtenons alors

(16) Enx ( H Xn(gv tj)) = J(K“; t) +0 < (log N)O'}min(l,nr)>

oj<r
ou l'on a posé o :=1/(1+ k),

1 dv

(1-7) J(k;t) == T / P )
Io<n<rn T(*™a7) [ [ichervn ™ Mo — g(v)}1-o"

la notation s(h) := 3,5 4¢€;(h) (1 < h < R) désignant la somme des chiffres de l'entier h
dans le développement en base 2. Pour r = 2, ty = t1, cette estimation coincide exactement
avec celle de Bareikis et Maciulis dans [3]. Nous n’explicitons pas les détails de la preuve
de (1-6) dans le présent travail.

La moyenne S,.(N;t) peut donc étre interprétée comme espérance, relativement a la
mesure de comptage vy, de la probabilité

t tr_
Ogno,...,an_lén 1)

lorsque les variables aléatoires D, ; sont équiréparties sur les diviseurs de n et indépen-
dantes. Notre second résultat consiste a explorer une situation de dépendance. Nous nous
restreignons au cas r = 2, mais notre méthode fonctionne sans changement majeur dans
le cas général.

Des hypotheses de cette nature ont été considérées par Nyandwi & Smati dans [19], ou
le modele choisi est celui de la probabilité uniforme sur 1’ensemble des couples (d, d") tels
que dd'|n. Un tel dispositif est incompatible avec I’équirépartition pour la loi marginale
du premier diviseur. Un modele plus naturel de dépendance consiste a choisir un premier
diviseur D,, de n avec équiprobabilité, puis un diviseur A,, de n/D,, selon le méme mode.
La loi conjointe de (D,,, A,) est alors donnée par

! si m|n/d
_— &
B(D, = d, A, = m) = { W7 (n/d) ’
0 dans le cas contraire.

Il s’agit donc d’un tirage de deux diviseurs consécutifs, sans remise. Contrairement a la
situation considérée dans [19], la loi de D,, demeure ici uniforme.

La valeur moyenne de la fonction de répartition bidimensionnelle est donnée par la
quantité

N

1 u v
(1-8) S(N;u,v) = N Z P(D,, < n" A, <n").

n<N

Nous obtenons le résultat suivant.
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Théoreme 1.2. Nous avons, uniformément pour 0 < u,v < 1

1 ds dt 1
1.9 S(N; = O\ fog vy
(1-9) Wsw) = F o) /D ST 5 — 1)o7 <<10gN>”4>’

ou 'on a posé
Dy = {(s,t) € [0,u] x [0,0] : s+t <1},

)

Nous avons

On vérifie que

ST Y -0 ¥ 49)

mln p¥|n v—p<i<y pln  0<uSy v—p<i<y

pH[Im
1

p¥[ln 0w

Il est & noter que la loi de A,, n’est pas symétrique par rapport a /n.
Nous déduisons immédiatement du Théoréme 1.2 une estimation de la valeur moyenne
de la loi du second diviseur A,,. Nous posons

S(N:v) i= S(N: 1,v) = % S P(A, < nY).
n<N

Corollaire 1.3. La variable aléatoire A, suit en moyenne une loi Béta de pa-

rameétres (%, i) Plus précisément, nous avons, uniformément pour 0 < v < 1,

1 v dt 1
(1.10) S(N3v) = m/i/o AL — 1)1/ +O(W>'

Remarque. Le terme d’erreur de (1-10) est optimal. Nous avons en effet

1 1
N' = — _—
S(N;) N mdzk<N 7(dkm)7(km)
mg(dk)“\/“*“)

Si0 < v < (log2)/log(2N), seul m = 1 apparait dans la sommation. Le membre de droite
est donc indépendant de v alors que le terme principal de (1-10) est ~ (2v/2/7)v'/2.

L’apparition de lois de Dirichlet dans les deux derniers énoncés induit naturellement
la question des liens avec les cadres probabilistes ou elles sont classiquement définies,
comme par exemple la statistique bayésienne non paramétrique [10] — un challenge
supplémentaire pour arithméticiens et probabilistes.
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2. Démonstration du Théoreme 1.1

La premlere étape de la démonstration consiste remplacer, dans la somme S,.(N;t), les
bornes n'i par Nt . Notant

spvit) = >0 [

n<N oj<r
nous avons en effet
1 — 7(n,n') 1
S (N:t) — Sy ~ > Z <
N 0o<j<rn<N ) 1OgN

ainsi qu’il a été établi dans la démonstration du théoreme de ’arcsinus, correspondant au
cas r = 1 — voir par exemple le chapitre I1.6 de [23].

Nous opérons ensuite un paramétrage des diviseurs d; apparaissant dans le dévelop-
pement du produit H0< j<r 7(n, N%). Nous proposons a cette fin une variante de la
définition des ensembles de décomposition unique donnée dans [11].

Soit » > 1. Conservons la notation R = 2" — 1. Nous dirons quun R-uplet
k= (ki,...,kgr) est réduit si 'on a (kp,k¢) = 1 dés que h £ et £ £ h. A tout r-uplet
d = (di,...,d,), nous pouvons associer bijectivement un R-uplet réduit k tel que

H kigzj(h):dj (0<j<7”), [dlv"'vdr]: H k.
1<h<R 1<h<R

Il s’ensuit que

1
2.1 SY(N — 7
21) N Z mH1<h<Rk )

m21l k

ou I'astérisque indique que la somme intérieure porte sur les R-uplets réduits k € (N*)£
satisfaisant les conditions

IT s™ <Ny (0<j<n),
(22) 1<h<R

H kn <N

1<h<R
Nous pouvons restreindre I’ensemble de sommation aux R-uplets k tels que
(2:3) K= [ kn<Ne
1<h<R

En effet, lorsque cette condition n’est pas remplie, la variable m vaut 1 ou 2 et la
contribution correspondante est au plus que l'ordre de grandeur du terme d’erreur
annoncé Ry := 1/(log N)1/?".

Pour chaque d > 0, posons

(2.4) osm) =TT (1+ ) (>0

b
pln

11 résulte du théoreme I11.5.2 de [23], de type Selberg—Delange, que 'estimation

1 B HoN goa(K)
2 TmEY ~ TR K les V)T {Q(K) * O(loguv/K))}

m<N/K
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est valide pour chaque § > 0 fixé et uniformément pour 1 < K < N/e avec

1\ 1/27 1
Ho::g(l—]_) ;}m’
9(K) =[] Yook + 1)/ (v + e+ 1)

|| K ZV}O 1/(1/ + 1)pr

La contribution a S} (NV;t) du terme d’erreur est encore < Ry.
En conservant la notation (2-3), nous obtenons la contribution principale

H * 9(K)
(25) T2y, 2 KA sV
I/K’é}\’r/g/

Notons x(ki,...,kgr) la fonction indicatrice des R-uplets réduits. Nous évaluons la
contribution du terme principal (2-5) en sommant successivement sur les variables
kr,...,k1. L’inversion de l'ordre des indices est justifiée par le fait que h < R pour
tout h € [1,R[. On note également que, pour tout h € [2,R], on a x(ki,...,kn) =
X(k1,... kn_1)x(k1,...,kp). De plus, cette quantité dépend multiplicativement de ky,
lorsque les autres variables sont fixées.

Posons K, := ki -k, (1 < h < R). Une application immédiate du théoréme I1.5.2 de
[23] (th.I1.5.3 dans la seconde édition), de type Selberg-Delange, fournit alors 'existence
d’une constante Hp et d’une fonction multiplicative gg, vérifiant gr(p) = 1 + O(1/p),
gr(p’) <1 (p =2, v > 2), telle que 'on ait, pour tout 6 > 0 fixé,

g(K)x(k1, ..., kr)
kRZ:y T(K)"
_ Hryx(k1, ..., kr-1) ¢s(Kpr-1)
T T(1/27)7 (K1) (1 4 logy)=1/2 {gR(KRl) * O( 1+logy ) }

uniformément pour y > 1.

Notant Wg_1 := (log Kr—1)/log N et wy, := (logks)/log N (1 < h < R), introduisons
alors la fonction indicatrice ¥ de I'ensemble des R-uplets w = (wy, ..., wr_1) € [0, +oo[F
tels que s(w) <1 —1/log N et

s;(w) == Z gj(h)wn, <t 0<j<r).
1<h<R

Sous la condition Kr_1 < N/e, une sommation d’Abel fournit donc l'estimation
uniforme

3 g(K)x(ki, ..., kr)d(w)

r 1-1/27
kRgN/KR_lT(K) {log(N/K)}'=1/2"kp

= Hpx(ky, - kr-1)gr(Kr-1) /1 J(wi,...,wr—1,vR)dvr
F(l/Qr)T(KRq)T(log N)1=2/2" [y v}l%—l/z"'(l g WR_1)1_1/2T

5 (Kn1) )

o me

On vérifie sans peine que la contribution a l’expression (2-5) du terme d’erreur est
encore < Ry.
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Itérons le procédé en définissant inductivement des fonctions arithmétiques multiplica-
tives gr—¢ (1 <€ < R). A cette fin, nous écrivons, pour 0 < £ < R — 1,

Z 9r—o(Kr—o)x(k1, ..., kr—s) _ HRfé(SvKRféfl)X(klw-‘7kaZ71)C(S)1/2T
T(Kp—) kg 7(Kr—e-1)"

kr—¢2>1

avec

Hp—o(s,m) = H (1 — l)l/y Z (p+ 1)rgR7€(pu+#+1)'

p* = (whpt+1)pe

pH|lm

Nous définissons alors
Hpr_y:= Hr_4(1,1), gr—¢—1(m) := Hp_¢(1,m)/Hp_¢(1,1).
La fonction gr_s est bien multiplicative et vérifie

gr—e(p) =14+ 0(1/p), gr_e(P") <1 (p=2,v=2).

Pour ¢ < R — 1, la f-iéme itération fournit, uniformément pour y > 1,

Z 9r—t(Kp—o)x(k1,...,kr—s)
T(Kp—o)"

Hr_ox(k1,... kr_o-1)y {g o (e )+O<<,D§(KR—E—1)>}
D(1/2)7 (Kpe-1) (14 logy) -1/ |71 L+logy ) J°

kr—¢<y

d’ou

Z g(K)x(k1,....kr)(w)Kp_r—1
by T {log(N/K) 12K
K<N/e
_ Hg---Hp ox(k1,... . kr—e-1)gr—e(Kr—e-1)
T(1/27) i (Kp_o—1) (log N)1=(t+2)/2"

/ Y(wi,...,WR_¢—1,VR—t,...,VR)AVR _¢---dUR
1-1/27
[0 1][+1 (,UR ) ) /

cop)! YT (1 —vp—y — ... —vr — Wr_y—

s (Kr-i-1) )

+0 ]
(T(KR_E_l) {log(N/KR_e_l)}1—(£+1)/2T

La sommation d’Abel est justifiée par le fait que, lorsque toutes les autres variables
sont fixées, on a Y(w) = 1y z(wr—¢) ot Z est une fonction affine par morceaux de
Wi,..., WR—¢—1, WR—¢+1, WR-

La contribution & l'expression (2-5) du terme d’erreur est encore < PRy. L’intégrale
apparaissant dans le terme principal est

log N )1—(4-1-2)/7

< (logtv i)

Pour £ = R — 1, nous obtenons essentiellement (1-5) mais ou le terme principal est
multiplié par H := Hy---Hpg. Or, le cas t; = 1 (0 < j < r) fournit immédiatement
H = 1, par intégrations successives et utilisation itérée de la formule d’Euler pour la
fonction Béta. O
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Remarque. On retrouve bien le terme principal de S,._1(NN;t) en choisissant ¢,,_; = 1 dans
celui de S, (N;t). En effet, dans cette circonstance, la seule condition sur la variable vgr—1

est
Vor—1 < 1-— Z Vp -
1<h<R
h#2m 1
Il vient
1 / dv
r(1/2r)2 renen ’11 1/2 (1— Zlgth op)11/2r
1 / dv
F(1/2r)2f—2r(1/2r—1) 1—[ L <h<R Uhfl/Q (1 _ Z L <h<R Uh)l_l/zr—l
h£27~ 1 h7é2r71

Pour chaque indice h < 2"~! — 1, nous effectuons alors le changement de variables
wp, = Vp, + Vor—1,p, €t observons que

o L _ )
/o {var—1n(wh — var-14)}17120 T (1 j2r-1) T2
Par insertion dans l'intégrale relative & h < 2"~! — 1, nous obtenons ’expression
1 dv
r(1/2r-1)2"" / nghgzr—l—l w}llfl/zrf1 (1— Zlghgzr—l—l wp)1-1/27

ou le domaine d’intégration est bien D(tq,- -, t,—2).

3. Démonstration du Théoreme 1.2
Pour chaque couple d’entiers positifs (m, d), posons

o 7(m)7(md)
S CTECT

Alors A, 4 est multiplicative et nous avons

S 2t ()1 ),

k>1

'_ 1/4 {vp ) + 1}H{vp(md) + 1}
Hpna(s) = 1;[ ( ) Z < {vp(m) + v+ 1H{vy(md) + v + 1}p~*’

(k> 1).

ou v, désigne la valuation p-adique. Posant

(31) S (Vo) = T() Y Al

d<N*, m<Nv k<N/md
nous avons
S(N;u,v) = S*(N;u,v) + O(l/(logN)1/4),
ou l'erreur provient du remplacement, dans la définition (1-8), des bornes n* et n” par
N" et NV
Considérons d’abord le cas u 4+ v < 1, pour lequel nous avons D, ,, =]0, u[x]0, v[. Sans
restreindre la généralité, nous pouvons alors supposer que l’on a

(3-2) min(u,v,1 —u—v) > (log2)/log N.

En effet, si min(u, v) < (log2)/log N nous avons min(d, m) = 1 dans la sommation de (3-1)
et l'on constate aisément que S*(N;u,v) et le terme principal de (1-9) sont englobés par
le terme d’erreur. Lorsque v > w := 1 —u— (log2)/log N, on note que seul k = 1 apparait
dans la somme intérieure de S*(N;u,v) —S*(NV; u, w) : Perreur induite est donc facilement
majorée.
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Posons H := Hy (1), et g(m,d) := Hy, 4(1)/H. Pour tout § €]0, 5[ et uniformément
pour Res > 1 — 4, nous avons H,, 4(s) < ps(md). Le théoreme 11.5.2 de [23] implique
donc

_ Hotmd) [t potmd)y
o kzgy)\md(k) - T(y) /1 (1 +logt)3/4 + O((l +logy)7/4> (y=1).

Insérons cette estimation dans (3-1). La contribution du terme d’erreur est

1 ws(md) N/md dt
<N 2 7(m)7(md) /1 (1+logt)7/4

md< N
_ 1 /N Z ws(md) dt
N 7/4
N J; md<N/t 7(m)7(md) (1 + logt)?/
< /N dt - 1
1 t(141log N/t)Y/4(1 4 logt)™/4 — (log N)'/4

Pour évaluer la contribution du terme principal de (3-3) au membre de droite de (3-1),
nous introduisons les fonctions multiplicatives

)= e 9D

Pour tout § €]0, 5[ fixé et uniformément pour y > 1, nous avons

_ Gi(m) [¥ ds  yes(m)
%gm(d)_ I'(3) /1 m+o<(1+logy)3/2>’

ou l'on a posé

1\1/2 N4 2uz0 9o (P7)/P"
G112 S o T e

v>0 pH|lm

et

B Ky )
g(m)d(m) = D(3)(1+ logy)3/4 * O(W»

avec

K= 1;[ (1 _ %)1/4 Z 9(17213(13”).

v>0

A fins de référence ultérieure, nous observons que

! 1
3-4 HGK = lim —— 1
(3-4) min(n§k)>l 7(mdk)T(mk)(mdk)s

puisque ’on a en fait, pour tout s > 1,

1 1 1
2 7(mdk)r(mk)(mdk)* n; ) > k) ~ o)

m>1,d>1,k>1 mk|n
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La contribution du terme d’erreur n’excede pas l'ordre de grandeur obtenu précédem-
ment. Posant Ey := 1/(log N)/4, nous obtenons, compte tenu de (3-4),

gm — + O(F
(4 m;w m > (1 + logt)3/4 (En)

< d<Nu

1 Nfm dt
B r'(3) Z g(m)/l Z gm(d)W-FO(EN)

m<NvY d<min(N/mt,N%)

S(N;u,v) =

=

=

La contribution correspondant a la contrainte supplémentaire mt < N'=% est < Ey. 11
suit

S(N;u,v) =

Z/ J(m )3/4/ = L O(Ew)
- 1+logt) V1+logs

1
5 m<NY

HG N min(N/t,N*) m)9(m)ds
- 7/ 73/4/1 Z MJFO(EN)_

NT($)I(5) Jnr-u—v (14 logt) m<min(N /st N") V1+logs
Nl_u/t<m

Dans cette intégrale double, les contributions respectives correspondant aux conditions
supplémentaires st < N'7% et ¢t < N'~% peuvent également étre englobée dans le terme
d’erreur. Nous obtenons

S(N;u,v)
HG /N dt /min(N/t,N“) g(m)d(m)ds + O(Ew)
A At g(m)(m)ds )
T NN Jwoee (108073 Jracy 20 VT+ Iogs
- ST / ) L/ o i +O(Ey)
= F(%)QF(%) Nl—u—v t(1+10gt)3/4 Ni—v/t ${1+10g(N/8t)}3/4\/m N
1 1 dw min(l—w,u) dz
IRREYENE)) OB
1‘(%)%’(%) /1—u—y w3/4 /max(O,l—v—w) (1 —w— 2)3/421/2 =+ ( N)
1 ds dt
“rderd) O(E
F(%) (%) / f (1 — s — t)3/4¢3/4 + O(EN),

ou la derniere ligne est obtenue via le changement de variables (s,t) = (2,1 —w — z). Cela
fournit bien (1-9) lorsque u +v < 1.
Lorsque u + v > 1, nous observons que

1
S*(N;u,v) = S*(N;1—v,v)+

2
—
5
QU
g~
=
g

kdm<N
N7V <d<N"
S*(N;1 )t > !
= i 1—v,0)+ —
’ ’ N 7(m)

Im<N
Nl—u<m<Nu

Compte tenu de ce qui précede, la loi de ’arcsinus fournit alors, pour u + v > 1,

1 1= qs v dt
S(N; = —
( u, U) F&)QF(%) /O \/g 0 (1 —5— t)3/4t3/4

9 1
+ —(arcsin u — arcsinv/1 — v) +O<W>'

s
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Cependant, d’apres le théoreme I1.0.8 et le corollaire I1.0.9 de [23], nous obtenons, via un
changement de variables adéquat,

;/“ E/I_S dt
FG)QF(%) 1-0 VS Jo (1 — s —t)3/4¢3/4

1 /u ds /1 dw
L(1)2r() Jicw /s —s) Jo (1—w)3/4uw3/A
1 [ ds 2
= - ——————— = — | arcsiny/u — arcsinv'1 —v ).
7T/l—v \/5(1*5) 7T( )

Cela acheve la démonstration.

4. Preuve du Corollaire 1.3

Compte tenu de (1-9) et de lexpression classique de B(%, %) (cf., par exemple, le
théoréme I1.0.8 de [23]), nous obtenons

1 vt [t ds 1
S(va)ZS(Nﬂ’U):W/O W/o (1 —s—t)3/4s1/2 +O<(logN)1/4>
1 v dw 1

cre , O o)

Cela implique le résultat annoncé via la formule des compléments.

Sl

Remerciements. Les auteurs expriment leur gratitude envers ’arbitre pour de judicieuses
suggestions. Le second auteur tient de plus a remercier Eugenijus Manstavic¢ius pour les
éclaircissements prodigués relativement a certains éléments de la bibliographie.

Bibliographie

[1] G.J. Babu, A Note on the Invariance Principle for Additive Functions, The Indian Journal of
Statistics, Series A, 35 n°®3 (1973), 307-310.
[2] G. Bareikis & A. Magciulis, Cesaro means related to the square of the divisor function, Acta Arith.
156 (2012), 83-99.
[3] Bareikis & A. Maciulis, On the second moment of an arithmetical process related to the natural
divisors, Ramanujan J. 37, 1-24.
[4] G. Bareikis & E. Manstavicius, On the DDT theorem, Acta Arith. 126 n° 2 (2007), 155-168.
[5] P. Billingsley, Additive functions and Brownian motion, Notices Amer. Math. Soc. 17 (1970),
1050.
[6] P. Billingsley, The Probability Theory of Additive Arithmetic Functions, The Annals of Proba-
bility 2 n° 5 (1974), 749-791.
[7] J.-M. Deshouillers, F. Dress, G. Tenenbaum, Lois de répartition des diviseurs, I, Acta Arith. 34
(1979), 273-285.
[8] P. Erdés & M. Kac, On the number of positive sums of independent random variables, Bull.
Amer. Math. Soc. 53 (1947), 1011-1020.
[9] W.J. Feller, An introduction to probability theory and its applications, vol. 1, John Wiley, 1970
(1ere éd. 1950).
[10] T.S. Ferguson, A Bayesian analysis of some nonparametric problems, Ann. Stat. 1 n°®2 (1973),
209-230.
[11] R.R. Hall, Sets of multiples, Cambridge Tracts in Mathematics 118, Cambridge University Press,
Cambridge, 1996, xvi+264 pp.
[12] R.R. Hall & G. Tenenbaum, Divisors, Cambridge Tracts in Mathematics 90, Cambridge 1988.
[13] U.M. Hirth, Probabilistic number theory, the GEM/Poisson-Dirichlet distribution and the arc-
sine law, Combin. Probab. Comput. 6 n°1 (1997), 57-77.
[14] J. Kubilius, Méthodes probabilistes en théorie des nombres (en russe), Uspehi Mat. Nauk 11,
n° 2 (1956), 31-66 = Amer. Math. Soc. Transl. 19 (1962), 47-85.



Sur les processus arithmétiques liés aux diviseurs 13

[15] J. Kubilius, Probabilistic methods in the theory of numbers, Amer. Math. Soc. Translations of
Math. Monographs, n° 11 (1964), Providence.

[16] E. Manstavic¢ius, An invariance principle for additive arithmetic functions (en russe), Dokl. Akad.
Nauk SSSR 298 (1988), n°® 6, 1316-1320; traduction anglaise : Soviet Math. Dokl. 37 (1988),
n° 1, 259-263.

[17] E. Manstavicius, Natural divisors and the Brownian motion, J. Théor. Nombres Bordeauz 8 n° 1
(1996), 159-171.

[18] E. Manstavi¢ius & N.M. Timofeev, A functional limit theorem related to natural divisors. Acta
Math. Hungar. 75 (1997), n° 1-2, 1-13.

[19] S. Nyandwi & A. Smati, Distribution laws of pairs of divisors, Integers 13 (2013), A13.

[20] W. Philipp, Arithmetic functions and Brownian motion, in : Analytic Number Theory, Proc.
Sympos. Pure Math. (St. Louis 1972) 24 (1973), 233-246.

[21] G. Tenenbaum, Lois de répartition des diviseurs, 4, Ann. Inst. Fourter 29, 3 (1979), 1-15.

[22] G. Tenenbaum, Addendum to the paper of E. Manstavi¢ius & M.N. Timofeev “Functional limit
theorem related to natural divisors”, Acta Math. Hungar. 75, nos. 1-2 (1997), 15-22.

[23] G. Tenenbaum, Introduction a la théorie analytique et probabiliste des mombres, quatrieme
édition, coll. Echelles, Belin, 2015. (English translation : Graduate Studies in Mathematics 163,
Amer. Math. Soc. 2015 ; 2nd ed., English, Cambridge Studies Adv. Math. 46, Cambridge Univ.
Press, 1995).

[24] N.M. Timofeev & Kh.Kh. Usmanov, Arithmetic modeling of Brownian motion (en russe) Dokl.
Akad. Nauk Tadzhik. SSR 25 n®4 (1982), 207-211.

Régis de la Breteche Gérald Tenenbaum

Université Paris Diderot-Paris 7 Ins.titut.élie Cartan.

Sorbonne Paris Cité, UMR, 7586 gglgoorgétgc de Lorraine

Institut de Mathémati de Jussieu-PRG

C]Ja;sé 1;0126 F_a%g)oelrglab;c:?ses ¢ Jussien F-54506 Vandoeuvre-les-Nancy Cedex

1d.t baum@univ-1 ine.f
regis.delabreteche@imj-prg.fr gera enenbaumBuniv-torraine.tx




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


