N

N
N

HAL

open science

Sur la répartition du noyau d’un entier
Olivier Robert, Gérald Tenenbaum

» To cite this version:

Olivier Robert, Gérald Tenenbaum. Sur la répartition du noyau d’un entier. Indagationes Mathemat-

icae, 2013, 24 (4), pp.802-914. 10.1016/j.indag.2013.07.007 . hal-01281342

HAL Id: hal-01281342
https://hal.science/hal-01281342
Submitted on 3 Mar 2016

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://hal.science/hal-01281342
https://hal.archives-ouvertes.fr

Indagationes Math.
4 (2013), 802-914

Sur la répartition du noyau d’un entier
Olivier Robert & Gérald Tenenbaum

A la mémoire de Nicolaas Govert de Bruign,
pour la lumiére, I’élégance et le partage.

Abstract. We investigate the asymptotic behaviour of the number N(z,y) of
those integers n < x with squarefree kernel k(n) < y. Using a double saddle-
point method, we obtain an asymptotic formula with remainder that holds, for
any given € > 0, uniformly in the domain y > ellog2 2)* T g depends on
the saddle-point parameters, defined as the solutions of a transcendental system
and for which explicit estimates are provided. This result is in turn exploited to
obtaining various explicit estimates for N(z,y). For instance, writing

min(1,et/m)
F(t): (t > 0),
2 ,,;1 Hp‘ (p + 1)
and Y, = o’ VZToga(log; 1)3/2, My = \/2log x log, x logs « where log), stands for
the k-th iterated logarithm, we show that
N(z,y) ~ yF(v) &y > Yge 3Me/Sevoviosrlonzr (3 .= Jog(z/y))
for some function 9, — co. We also define an explicit function X = K(z,y) such
that, as ¢ — oo,
N(z,y) ~yF)e” I (2 >y > 2).
More precise formulae describe quantitatively the transition phase between the
two behaviours
N(z,y) ~ yF(v) and N(z,y) ~ yF()°"  (z — o0),

the latter occurring if and only if logy = o (\ /log x log, x)
Other consequences of the main formulae are : (i) the exact determination of the

size of the factor lost by application of a Rankin type bound ; (ii) the derivation of
precise formulae for the local behaviour of N(z,y) with respect to both variables,
e.g.
(Vb>1)  N(z,2y) ~ 2°N(z,y) & logy = (logz) /(T Fe);
(iii) the complete solution of a problem of Erdés and de Bruijn related to the sum
1
K(z) := Z —;
n<x k(n)

and (iv) a new, refined, and heuristically optimal, form of the abc conjecture.

This last application is detailed in a forthcoming work in collaboration with C.L.
Stewart.

Classification AMS : principale 11N25, secondaires 11D99, 11N56.
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1. Motivation et présentation qualitative des résultats

Désignons par k(n) := len p le noyau sans facteur carré d’un entier naturel n.(Y) La
fonction n — k(n) est 'une des plus naturelles parmi les fonctions multiplicatives non
triviales. Elle intervient génériquement dans les problémes de crible et dans des questions
arithmétiques aussi diverses que :

- la conjecture d’Artin [33];

- le probleéme des diviseurs de Dirichlet [15];

- la représentation des nombres premiers par un systéme de formes quadratiques [20] ;
- la taille des coefficients de formes modulaires [21] ;

- la logique mathématique(® [22] ;

- Le probléme des nombres parfaits [17] ;

- Le probléme du zéro de Siegel pour les fonctions L de Dirichlet [12] ;

- la conjecture abc de Masser et Oesterlé et celle de Szpiro [19].

D’abord seul [3], puis en collaboration avec van Lint [6], de Bruijn s’est également
intéressé a cette fonction, mais par une voie totalement différente. Il s’agissait de répondre
& une question d’Erdés relative & la fonction ¥,,(x), égale au nombre des entiers n
n’excédant pas x et dont tous les facteurs premiers divisent m, soit encore

(1-1) Up(z) = Y 1
n<z, k(n)|m

La nature asymptotique de ¥,,(x) constitue depuis longtemps une source de curiosité
pour les arithméticiens. La conjecture de Syracuse,®) par exemple, est clairement liée
aux variations de ¥g(x) — voir notamment [27]. Un remarquable résultat de Tijdeman
[30], [31] stipule que, pour m fixé et y assez grand, l'inégalité ¥,,(y) > ¥,,(z) implique
y > az{1+1/(logz)"} et est impliquée par y > z{1+1/(logz)P"}, ou C,, et D,, sont
des constantes positives convenables.

Posée en 1960 dans une lettre a de Bruijn, la question d’Erd&s consistait a évaluer

(1-2) Ki(z) = Y Uy (2).
m<z
Or, une simple interversion de sommations montre que
T 1
(1-3) Ky(z) = 7; mz; 1= n; LM)J = 2K(z)+0(z), avec K(z):= ; o)

k(n)|m

Confirmant une conjecture d’Erdés, de Bruijn [3] a ainsi établi que

(14) K({L‘) _ e{1+o(1)}\/810gw/ log, (x _ OO)(4)

1. Ici et dans la suite nous réservons la lettre p pour désigner un nombre premier.

2. Le probleme d’Erdés—Woods, consistant & décider s’il existe un entier N tel que k(a + j) =
k(b+j) (1 € j < N) implique a = b pour tous entiers a, b, est en effet équivalent & une
conjecture de J. Robinson sur la constructibilité de Parithmétique par les fonctions de coprimarité
et successeur.

3. Egalement appelée conjecture de Collatz, de Kakutani, ou encore d’Ulam.
4. Ici et dans la suite, nous notons log;, la k-ieme itérée de la fonction logarithme.
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Cependant, la méthode employée, reposant sur un théoreme taubérien de Hardy &
Ramanujan [13] via I’étude de la série de Dirichlet ) 1/{k(n)n} lorsque ¢ — 0+,
est loin de fournir une formule asymptotique. Dés 'introduction de son article, de Bruijn
remarque qu’elle ne permet pas de distinguer K (x) de

(15) Ka(a):= Y % = {\I/m(m) T 1)}.

n<x m<x
Rebondissant sur cette observation, Erdds a immédiatement conjecturé que
(1-6) Ky (z) = o(Ki(z)) (x — o0),

ce que de Bruijn et van Lint ont établi 'année suivante [6].

Alors que la répartition des entiers y-friables — autrement dit dont le plus grand
facteur premier P (n) n’excede pas y — fait I'objet d’une abondante littérature depuis
les articles fondateurs dus & de Bruijn [2], [4], ’étude de la répartition des entiers & petit
noyau — hasardons la dénomination d’entiers nucléaires — est confinée a de tres rares
travaux. Une explication de ce phénomene réside sans doute dans le fait que la fonction
indicatrice des entiers n tels que PT(n) < y est multiplicative alors que ce n’est pas le
cas pour la condition k(n) < y. Ainsi qu'il a été signalé par de Bruijn et van Lint [7], cela
induit une complication significative des calculs, qui refletent la nature des singularités
des séries de Dirichlet en cause.

La fonction de deux variables
(17) Ny = > 1 (@<y<a)

n<e
k(n)<y

recele toute I'information relative a la répartition des nombres k(n) et permet en principe
d’exprimer toute quantité liée a ce probleme. Ainsi, nous avons, par exemple,

K(w)=/100 N(;;y) dy, Kz(x)zxK(:c)—/loo%/lzN(t,y)dt (z > 1).

Dans ce travail, notre objectif principal consiste a fournir, dans un domaine aussi vaste
que possible, des formules asymptotiques pour N(z,y). Outre les applications directes &
des problémes arithmétiques variés, cela permet de donner une base solide aux conjectures
liées & ce probleme : il suffit de supposer que le noyau des entiers considérés est réparti
statistiquement selon la loi décrite par N (z,y) — voir notamment le paragraphe 4.4 pour
le cas de la conjecture abc.

La seule étude antérieure dévolue & ce probléme est due & Squalli [25], dans une these
dirigée par le second auteur. Posons

(18) v(n)=[Jp+1) (@ >1).

pln
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Guidé par le théoreme d’Erdés & Wintner [11], qui implique

Z 1~{1—a(t)}x (t>0, z — ),

n<x
k(n)/n<e™t

avec a(t) = (6/72) Y m<et 1/{my(m)} (t € R), et notant

(1-9) F(t) 1=1+/0 e“{l—a(u)}du:%Z%et/m)

Zovmo 7Y

Squalli montre que yF(v) est une bonne approximation de N(z,y) pour les « grandes»
valeurs de y, avec la notation

(1-10) v = log(x/y).
Pour la simplicité typographique de certains termes d’erreur, nous notons également
(1-11) vi=v+2.

Plus précisément, Squalli établit élémentairement, pour tout ¢ > 0, 'estimation

1/24¢
<

N(z,y) = yF (o) TOU/15M) (5> 16, 182 <y < ),

et, par voie analytique, la formule asymptotique

1 =
(112) N({L'vy):yF(v){]_-f—O(‘I%)} (1'216, e(logw)3/4+ <y<x)

Il fournit également un développement asymptotique pour log K(z), avec la nota-
tion (1-3).

Au Théoréme 3.1 infra, nous obtenons une formule asymptotique pour N(z,y), valable
dans un vaste domaine, analogue au domaine H. apparaissant dans 1’étude des entiers
friables — cf. par exemple [29], chap.IIL.5. Le terme principal s’exprime en fonction des
parametres du col de la représentation intégrale de Perron en dimension deux. Grace aux
estimations de ces parametres établies au Théoreme 3.5, ce résultat, de nature implicite
et caractéristique de la méthode du col, nous permet en particulier :

(i) d’évaluer, en (4-1), le rapport de N(z,y) & sa majoration de Rankin ;

(ii) de fournir, au Théoreme 3.2, des formules asymptotiques intrinseques pour
N(z,y) dans un grand sous-domaine ;
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(iii) de déterminer exactement, au Corollaire 3.4, le domaine de validité de la
relation asymptotique N(z,y) ~ yF(v);

(iv) de décrire précisément la transition de phase — voir notamment (3-24)
nfra —;

(v) de donner, au Théoreme 3.3, des évaluations asymptotiques uniformes dans
l’ensemble du domaine = > y > 2 pour log{N(z,y)/y};

(vi) de décrire, toujours uniformément dans de tres vastes domaines en (z,y),

le comportement local de N(z,y) relativement & chacune des variables — cf. le
Théoreme 4.1 et les Propositions 13.1, 13.2, 13.2 —;

(vil) de donner des formules et des développements asymptotiques explicites
pour des quantités liées & la répartition du noyau, notamment K(z), Ki(x) et
Ky(z) — cf. (4-10), (14-6), (14-14) et (14-15) infra —, ce qui fournit, au Théo-
réme 4.4, une évaluation explicite tres précise du rapport Ko(z)/Kj(z) dans le
probleme d’Erdés (1-6) ;

(viii) de formuler une nouvelle version, plus précise et heuristiquement optimale,
de la conjecture abc — voir le paragraphe 4.4 et, pour plus de détails, [23].

2. Méthodologie et notations

La série de Dirichlet de deux variables associée a la fonction de comptage N(z,y) est
1 1
2-1 F(s,z) = — = (1+7)a
=y 5= 2 e - L =

initialement définie pour Re s > 0, Re (s + z) > 1.

Notre approche consiste a évaluer I'intégrale de Perron bidimensionnelle représentant
N(z,y) par la méthode du col. Cela présuppose l'existence d’un unique col réel pour
I'intégrande. Nous établissons en effet au paragraphe 6.1 que, dans la majoration de type
Rankin

N(z,y) < if 27y F(o,k)  (z2y>1),
K+o>1
la borne inférieure est atteinte, dés que 2 < y < z, en un point unique (o*, k*), qui est
donc le col réel de la fonction (s, z) — x*y*.% (s, z), solution du systéme
Z _ logp lo
Trpipr —1) Y
(2-2) ’

logp .
zp: (7 = D{1+p (7 = 1)}

sous les conditions ¢ > 0, kK + o > 1.
Lorsque le rapport x/y est petit, les parametres o* et k* sont peu exploitables. Cela
nous amene a poser, ici et dans tout 'article,

(o*, k") si2<y<afel,
(v, B) ::{

(2-3)
(3,5 +1/logy) simax(2,y) <z < yed.

Le choix de la valeur % est purement pragmatique : il permet d’étendre le domaine de

validité de certaines estimations, par exemple (4-1), qui mesure le rapport de N(z,y) a

sa majoration de Rankin.
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L’approximation yF(v) de N(x,y) apparaissant en (1-12) releve d’une technique
similaire mais en une seule variable. Une application immédiate de la formule d’inversion
de Laplace (cf. Lemme 8.1 infra) implique en effet

1 SU g( )
2:4 F(v) = d 1
(2:4) (v) = %mlﬂR41—@ s (0<o<1),
ou l'on a posé

_ s—1
(2:5) @(s) =[] (1 + 1—7”)) (0 := Re (s) > 0).

S __
. p(p* —1

Il est & noter que ¥(s) = Rés (F(s,2);2 = 1 — s) — cf. la remarque suivant (11-43)
infra.

Notant
(2:) 4(0) =log%(0) (0 >0),

il est facile de montrer que, pour tout v > 0, 'équation ¢'(o) +v = 0 possede une solution
unique o = g, de sorte que

(2-7) e""v¥%(0,) = mine’¥Y (o).

o>0
Pour des raisons de commodités techniques, nous redéfinissons

(2-8) opi=1  (0<v<6).

Le comportement asymptotique de o, fait l'objet du paragraphe 6.3 infra. Nous
montrons notamment que, pour tout entier K > 1,

2 Py (log, v log, v)K+1

1<h<K

ou P est un polynome de degré au plus k. Ainsi,
(210) Pi(z) = %(z —log2), Pu(z)= %ZQ — (% log2 + %)z + %logQ + %(logQ)2 + %7‘(‘2.

Une application standard de la méthode du col — cf. Théoreme 8.6 et formule (8-4) infra
— fournit alors, lorsque v — oo,

po- froof {555} e

= {1 +O(1§)%;;)}eﬂ0;§j;av) (102%}1])1/4,

des estimations précédemment établies dans [25] selon une approche différente.
Il est aisé de déduire de (2-11) et (2-9) I'existence d’une suite de polynomes {Q;}52,
vérifiant deg Q; < j, telle que 'on ait pour chaque entier N > 1,

o om0 U0 ()} 05

En particulier, @Q1(z) = Pi(z) + 1, Qg(z) = P5(2) + 3P1(2) + 2. Nous donnouns les détails
au paragraphe 8.3.

(2-11)
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3. Résultats
3-1. Evaluation implicite de N (xz,y)

La fonction (s, z) — Z (s, z) est holomorphe dans le domaine
{(s,2) e C:Re (s) > 0, Re(s+ 2z) > 1}.

La formule de Perron permet donc d’écrire

1 8,7
(2m’)2/ rJp R‘g(s’z)xsz dsdz (z,y e RT\N,2<y <ux).
a+i +i

La mise en ceuvre de la méthode du col nécessite d’établir que 'intégrale précédente
est dominée par un voisinage convenable du col («, 8) défini plus haut. Posons

(31) N(z,y)=

(3-2) flo,k) :==log F(0,k) (0 >0,k+0>1).

Le résultat fait classiquement intervenir la hessienne

(3-3) 8(0,8) = fro(0, k) foa(o, k) = fli(0,K)* (0> 0, k+0>1),
ou, ici et dans la suite, nous notons, pour la simplicité typographique,

¢
O (g ) o= 2SOy
fj (Ua’%) T 00j0/<;k (]—‘,—k’—é)
Dans toute zone ou la méthode de col est pertinente, I’estimation obtenue est de la
forme

a*y’ F (o, B)

2rafB+/6(a, B)

ou r(z,y) < 1. Avec la terminologie introduite dans [28], nous pouvons préciser cette
assertion. Lorsque la méthode du col s’applique de maniere standard (méthode « directe »)
nous avons

(34) N(Z‘, y) ~ ’I“(l‘, y)

(x — 00),

r(z,y) =1+ o(1)

deés que les parametres tendent vers l'infini. Cependant, nous exhiberons des sous-
domaines (correspondant essentiellement aux « grandes» valeurs de y) pour lesquels, bien
que le choix optimal des abscisses d’intégration conduise & une estimation asymptotique,
lintégrale (3-1) n’est pas dominée par un voisinage infinitésimal du col. Cela correspond
au champ de la méthode «indirecte », et se traduit par 'existence d’une limite différente
de I'unité pour r(z,y) : voir le Théoreme 3.1 infra.

Nous sommes & présent en mesure de décrire nos estimations de type (3-4). Nous
conservons dans toute la suite les notations (1-9), (1-10) et (2-7). Nous introduisons
également la quantité

(3:5) Ai=a+f-1

qui intervient naturellement dans les résultats qui suivent.
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Notant classiquement I" la fonction Gamma d’Euler, nous posons

(3:6) D(u) :==T"(u)/T(u) (u>0),
(37) y(u) = %eumw—expmu) (u>0),

D'(w) _ () y/T (@) (u) —T"(u)?
27 V27T (u)

(3-8) D(u) :=7(u)

Nous montrons au paragraphe 5.2.1 que

1+0(1/u) (u=>=1),
(3-9) Pu) <1 (u>0), P(u)=1< 21

e

{1+0w)} (O<u<1l).
Ici et dans la suite nous utilisons la notation a =< b pour signifier que a < b et b < a ont

simultanément lieu.
Nous obtenons le résultat suivant ou 'on note

log, = (log, x)%/6 [logv
3-10 E* = .
(310) (logy) 7= (oga) e Vv

Nous observons que, pour € > 0 et dans le domaine

(3-11) D. = {(z,y) : 2 > 16, 12" <y <a},

nous avons E* < +/(logv)/v + (logy x)—1/2+35.

Théoréme 3.1. Soit 0 < & < 55. Lorsque (z,y) € 2., nous avons

22y’ F (a, B)Q(A/a) OB

2rafy/(a, B)

Remarque. Nous avons en toute circonstance e?(®) = 1 4 O(E*). Cependant, la
formulation choisie pour (3-12) permet d’inclure le renseignement que les deux membres
sont du méme ordre de grandeur dans I’ensemble du domaine Z,.

(312) N(z,y) =

En reportant (3-12) dans (3-4), nous obtenons que le choix
r(z,y) = 2(\a)
est admissible, de sorte que r(z,y) — 1 si, et seulement si, \/a — oo, alors que

r(z,y) — V27 /e si, et seulement si, \/ae — 0.%) Notons que, d’apres I'évaluation (6-75)
infra, A/« et vo, /y°> tendent conjointement vers 0 ou vers U'infini.

5. La premiere éventualité correspond aux ( petites) valeurs de y, la seconde aux ( grandes) :
cf. (3-29) infra.
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Le phénomeéne de changement de phase ainsi mis en évidence nous a amenés & définir
trois zones, décrites dans la suite et respectivement désignées comme sous-critique,
critique et sur-critique, selon que y°v /vo, est petit, de taille modérée (incluant l'ordre de
l'unité) ou grand. En pratique, ces zones auront toujours de larges plages de recouvrement
et, méme si elles correspondront toujours aux criteres qualitatifs indiqués plus haut, leurs
définitions précises pourront varier en fonction des spécificités des problemes étudiés.

Les Propositions 11.3, 11.5 et 10.1 infra fournissent dans chacune des trois zones une
formule asymptotique pour N(z,y) plus précise que le résultat uniforme (3-12). En
particulier, le terme principal secondaire de la formule (11-34), apparaissant dans ’énoncé
de la Proposition 11.5, permet de disposer, dans la zone critique, d’une précision suffisante
pour les applications développées dans la suite.

Avant de préciser les conséquences théoriques qui peuvent étre déduites de la for-
mule (3-12), mentionnons I’aspect numérique. En I’absence d’une hypothétique méthode
globale plus performante, la complexité du calcul de N(x,y) coincide avec celle de la
factorisation de ’ensemble des entiers n’excédant pas x. Le terme principal de (3-12),
en revanche, ne nécessite essentiellement que ’évaluation d’un faible nombre de sommes
et produits sur les nombres premiers. En effet, lorsque, par exemple, I'on approche les
coordonnées du point-selle par une méthode itérative a convergence rapide comme celle
de Newton, le nombre nécessaire des valeurs des parametres est tres réduit. L’une des
applications possibles du Théoreme 3.1 consiste donc, via une estimation effective des
constantes impliquées, & approcher numériquement N (z,y) pour de grandes valeurs du
parametre x.

3-2. Evaluations explicites de N (z,vy)

Comme il est usuel dans I’emploi de la méthode du col en théorie analytique des
nombres, nous pouvons exploiter la formule (3-12) de deux maniéres. D’une part, nous
pouvons y insérer des estimations explicites du point-selle («, 3); d’autre part, nous
pouvons "utiliser, via une étude différentielle du terme principal, pour décrire le compor-
tement local de N(z,y), avec notamment 1’obtention de formules semi-asymptotiques.(©)

Les résultats obtenus par la premiere voie correspondent aux deux théoremes sui-
vants, fournissant respectivement des formules asymptotiques pour N(z,y) et pour
log{N(z,y)/y}-

Quelques notations supplémentaires sont nécessaires.

Posant
(3-13) Z =Z(x,y) := o, logy,
> —st dt
(3-14) Je(8) == ST (s>0,keZ),
1

nous montrons au Lemme 5.1 infra que I’équation

(3-15) J1(0)? = Z%Jx(0),

6. Voir [28] pour une définition de cette notion et la description d’un exemple fondamental.
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posséde dans RT une solution unique ¢ = g(x,y). Nous déduisons notamment de cet
énoncé les estimations suivantes :

. {2+O (M) }log(l/Z) (Z — 04),

(3-16) log(1/2)
{1+0(2%/e%) o777 (Z>1),
(3-17) o=<e Zlog(2+1/7) (Z > 0).

Nous écrivons alors

. — — 1 2 L _ Vo, 'Ua'v'
(3-18) O:= /e e+ 1(p2)2, XK:=2(1-Oo,, A= e = et

Pour simplifier I’écriture, nous avons omis d’indiquer la dépendance en (x,y) de ces
quantités — nous réservant, en cas de nécessité, d’écrire O(x,y), K(z,y), A(z,y).
Nous notons par ailleurs qu’'une application standard de I'inégalité de Cauchy—Schwarz
implique ©% < (1+ g/4)e™? < 1.

Nous avons

(3-19) 0—1 (Z—o0), O~ 1Zlog(1/Z) (Z —0),
alors que
(3-20) K=A (z=2y=>2), K~A (Z— ).

Enfin, nous désignons par {p,},>1 la suite croissante des nombres premiers et, pour
x > 16, nous définissons les quantités

L, := iy/?logx(logz x)3/2, Y, :=el= M, :=/2logzlog, zlog; x,

(3-21) B logs © (logy $)13

€ = , r 1=
v/1ogs x 1 Viog z

Comme nous le verrons plus loin, la fonction N(z,y)/y présente un changement de phase
au voisinage de y = Y,. Pour fixer les idées, nous avons log{N(z,y)/yF(v)} < —A

uniformément pour z > y > 2, o A est la quantité définie en (3-18). Or, I'estimation de
oy en (6-26) infra implique

(3-22) y =Y e tMatOWMe/logs o) o A = (log, x)2t—3/4 (t<1).

On voit ainsi que A est susceptible de tendre vers 0 ou vers U'infini lorsque y prend ses
valeurs de part et d’autre de Y e 3Ma/8 — H}ﬁo(l). Le Corollaire 3.4 infra décrit plus

précisément la transition de phase.
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Théoréme 3.2. (i) Sous la condition x > €5, VYg e!PMa/8 gy < x/eb, nous avons
(3-23) N(z,y) = {1+ O(R})}yF (v)e” PP/,
avec R := e %(logy x)%/? + (logy x)°/2 /\/logz < (logz)~/*(logy 2)~%/4.
(ii) Pour x > 16 et Yye 3Me/4 Ly <z, nous avons
(3:24) N(z,y) = {1+ O(R; yF(v)e?,

avec R, := (log, x)%/?/\/logz + e~ Z/Tog x/(logy 2)%/? < 1/(logy )7/*.

Les termes d’erreur apparaissant dans cet énoncé ont été calibrés pour étre uni-
formément valides dans des régions aussi vastes que possible. Ils sont cependant lar-
gement améliorables dans des sous-domaines spécifiques dont la réunion recouvre celle
des conditions (i) et (ii). En particulier, la Proposition 10.1, relative & la zone sur-critique
est susceptible de fournir des termes d’erreur relatifs de ’ordre d’une puissance négative
de x. Il découle par exemple de cet énoncé que, pour tout € > 0 et uniformément sous la

oL 1/2+e
condition y > e(log®)

(3-25) N(a,y) = yF(0){1+0(y~V*/1orrioan) ) |,

Ce résultat améliore significativement (1-12). La Proposition 10.1 fournit des précisions
supplémentaires.

, 1ous avons

Théoreme 3.3. (i) Nous avons

(3-26) N(z,y) = {140 (n,)} yF(v)e  PFOEI (5> 4 > 2),
(ii) Sous la condition z > 16, e*= < y < x, nous avons
(3-27) N(z,y) = {1+ 0 (n,)} yF(v)e 2HOA/(ogv)*)

(iii) Pour = > 16, logy < /logz e~ V!°%2% nous avons
(328) N(x’ y) = yeg[{y{14’0(555)}7
ot H, est le plus grand entier H tel que ngHpj <y.

Nous déduisons notamment du Théoréme 3.2(ii), du Théoreéme 3.3(i) et de (3-22) le
résultat suivant qui, comme indiqué plus haut, confirme que le changement de phase du
comportement asymptotique de N (z,y)/y se situe autour de la zone y ~ Y, e 3M=/8 et
fournit une description quantitative de la transition.

Corollaire 3.4. (i) La relation asymptotique N (z,y) ~ yF (v) a lieu si, et seulement si,
A = o(1), autrement dit y > Y,e 3M=/8e¥e V1080t qyec g oo,
(i) Siy < Ype~M=/% nous avons N(z,y) = yF(v)® avec v < e, /y7".
Ainsi, pour tout ¢ €]0, 1[ fixé, nous avons N(z,y) = yF(v)*T°(!) si, et seulement si,
y= e{ZC/2—§-0(1)}\/210g;:1clog2 T
ol Z. := Ji(0c)/v/J2(0c) et oc est solution de I'équation e™¢ + §02.J1(0)%/J2(0) = 2,

alors que
N(z,y) = yF(v)°Y & logy = o(\/logzlog, z ).
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3-3. Evaluation des paramétres du col

La détermination de formules asymptotiques satisfaisantes pour les parametres « et
B solutions du systéme (2-2) est particulierement délicate, notamment dans le cas des
petites valeurs de y, ou les discontinuités de différentes fonctions sommatoires liées aux
nombres premiers doivent étre prises en compte.

Pour fixer les idées, commencons par indiquer les ordres de grandeur. Pour x assez
grand et x > y > 2, nous avons, en vertu de (6-8), (6:76) et (6-74) infra,

logy Zlogy x
=0

= oy Z K1), 1
a =<4 logzlog, 2y log, 2y (<) ﬂx1+)\xlog2;7
oy (Z>1), 082 2Y
(3-29) log(1 +1/Z
©s+1/2) (7 o),
log, 2y 1
A (A+1) )\Xl (Z > log, x)
v (0]
T (Z> ), gy

log(2+1/A)

L’énoncé de nos résultats les plus précis nécessite de nouvelles définitions. Notant avec
Tchébychev

(3-30) I(x) = Zlogp (z > 2),

p<zT

nous introduisons, pour ¢ > 0, les fonctions réciproques

(331) U :=inf{peP:9(p)>t}, U7 :=inf{peP:9(p)>t}, U =/ UFU,

et posons

o 9(Up) —t _ d(Uy ) —t
3.32 T(t) = m(U]) — L 0~ pUy) — ot
(332) () = w(U7) = L = e ) - e,
de sorte que
loglE = log(2 4+ 1), T(t)= — 2 (450), T()~——  (t—o00).
¢ ’ log(2 +t) ’ logt
Comme ’application D := I"/T" est une bijection de ]0,+oo[ sur R, nous pouvons
définir
1
(3-33) G(t) = ZD_l(logt) (t > 0),
de sorte que(”
1 1
1+ 5, +0() (t — +00),
G(t) = oM )
(3:34) — 1 — -
tlog(l/t){ +O(log(1/t))} (t=0+),

Gt) =< (241/t)/log(2+1/t) (t>0).

7. Voir le Lemme 5.4 infra.
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Nous verrons plus loin que la quantité log y/+/log x log,  intervient naturellement dans
les calculs. Nous définissons les domaines

(3:35) 9 = {(w,y) € [16,00[x[2,2/2] : logy/+/log x logy x < e_\/log?””},
(3:36) 9T .= {(az,y) € [16,00[x[2,2/2] : logy/+/log xlog, x > efzvlog”}.

Il est & noter que les domaines 2~ et 2 ne sont pas disjoints. Ils correspondent & des
zones centrées sur des régions dans lesquelles les parametres du col ont des comportements
distincts.

Rappelons les définitions des parametres A en (3-5) et ¢ en (3-15). Nous obtenons le
résultat suivant.

Théoréme 3.5. Sous la condition 2 < y < x, le systéme (2-2) admet une unique solution
(0,k) = (0*,k*) avec K* € R et 0* > max{0,1 — x*}. Posant o = o*, § = k* lorsque
v =log(x/y) > 6, nous avons en outre :

(i) uniformément pour (x,y) € 2,y €N, y > 2,

T(logy)
logz '

log xlog, = 1
Alog (Uiegy) =1 ——=— |<1+0 ;
08 (toss) °g< (logy)? >{ ! (<1og2x>19/8°<log3x>41/4°>}

(ii) uniformément pour (z,y) € 2%, y < x/eS,

(3-38) a={1+0<\/ﬁ7>}ov T2(0), /\z{l—&—O(ﬁ)}gG(A)vof.

Remarques. (a) Dans chacune des zones 2~ et 27, des estimations plus précises sont
fournies au paragraphe 6.4.

a={1+0()}
(3-37)

(b) Par (3-15), nous avons g,1/J2(0) = J1(0)/logy. La seconde expression est plus

maniable dans (3-38) lorsque Z — 0, soit y = oo(Viogalog; m), alors que la premiere
fournit immédiatement a ~ o, (avec un terme d’erreur explicite) lorsque Z — oo, i.e.

(logy)/+/log zlog, x — oc.

En pratique, explicitation des formules asymptotiques (3:37) et (3-38) n’est pas
toujours immédiate. Pour fixer les idées, observons par exemple que, si logy = (logz)?
avec b €]0, 1] fixé, nous avons, quand = — oo,
ot 1—2b

-1 o -1
—_— S 3 <0< ]. 71 5 .
1()g.13 10g2 X ’ (log -T) . 2 < b < 1

(log x
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4. Applications

4-1. Comparaison avec la majoration de Rankin

Compte tenu de (3-9) et (9-2) infra, Pestimation (3-12) permet d’évaluer précisément le
facteur perdu Z := x*y’.F (o, 3)/N(z,y) par application de la majoration de Rankin :
dans le domaine 2., nous avons

log(2 + 1/A) .
V= o \(/1++£ ) 34 (1ogv)*  silogy > \/ogzTogg v,

1
082 % logy si logy < 4/logxlog, .

log, y

(4-1) X =

On constate ainsi, a 'instar d’autres problémes arithmétiques comme les entiers friables
ou les entiers ayant un nombre prescrit de facteurs premiers, que la majoration de Rankin
est remarquablement précise : nous avons (logyz)/? < Z < (logx)®/*(log, x)~1/*
dans I'ensemble du domaine 2. et il est vraisemblable que la majoration persiste pour
xZzy=2.

4-2. Comportement local

L’un des avantages spécifiques de la méthode du col et des évaluations implicites qu’elle
produit consiste a permettre une description précise du comportement local des quantités
étudiées méme lorsque le comportement global ne releve pas d’une formule asymptotique
explicite. Dans cette direction, nous obtenons les résultats suivants.

» N o . 3+¢
Théoréme 4.1. Sous les conditions e(1082 %) < y < x, nous avons

(42)  N(ze',y) = {1+ O0(E" )} N(z,y) ([t <),
(4-3)  N(z,ye") = {1+0(E")}e’ N(z,y)  (|t| < min((logy)'/%,v'/12)).

De plus, pour 2 < y < eV1°8%10822 14| « (log xlog, 2y)/ logy, nous avons

logy} 1
(4-4) Nzet,y) = {1+ o Ul H1osutlosy\ | ey ar
log xlog, y

Présentée de maniere uniforme, la premiere partie de ce théoreme est en fait la
concaténation de trois énoncés plus précis, respectivement relatifs aux zones sous-critique,
critique et sur-critique, et établis au paragraphe 13.

La Proposition 13.1, relative a la zone sur-critique, étend notamment le domaine de
validité des estimations de Squalli [25]. Une version adaptée aux intervalles courts fait
I'objet du Corollaire 10.2.

La spécialisation suivante, établie en détail au paragraphe 13.5, donne une idée concrete
du comportement local.

Corollaire 4.2. Nous avons, lorsque x — 00,

(4-5) N(2z,y) ~ N(z,y) <y = o(z),

(46) N(z,2y) ~ 2N(z,y) < logy > (loga)/>+oW),
(4-7) (vb>1)  N(x,2y) ~ 2°N(2,y) < logy = (logz)"/ D +oh),
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4-3. Etude de K (x) et d’autres quantités liées au noyau d’un entier
En 1965, Schwarz [24] obtient la formule asymptotique implicite

_1+4o(1) floggz\1/4
(48) K(z) = 2/ (210g:c) 520" Z(o:1)

en utilisant un théoréme taubérien di & Ingham [16].

Les estimations asymptotiques de N(z,y) établies au Théoreme 3.2 et les formules
relatives au comportement local dans la zone critique (Proposition 13.4) permettent une
évaluation explicite de K (z) via la représentation

(4-9) K(z) = /100 N.y) dy.

y2

Les détails techniques nécessaires a cette application sont fortement simplifiés par le
fait de disposer de formules précises pour le comportement local : il suffit de développer
I'intégrande au voisinage du point dominant. Nous obtenons le résultat suivant, démontré
au paragraphe 14.1. Ici et dans la suite, nous désignons par -y la constante d’Euler.

Théoréme 4.3. II existe une suite de polynémes {R; };";1 vérifiant deg R; < j et telle
que Don ait, pour chaque entier N > 1 et uniformément pour x > €3,

(4-10) K<x)=gevF(logx)(logﬂ){H T MJFON((M)N“)}.

2z, (log, ) log, @
En particulier,

(4-11) Ri(2) = —z, Ry(2) =2z — in*.

Remarque. 11 est possible déduire rapidement (4-8) de (4-10) en utilisant (8-8), (14-2),

(5-98) et (5-80) infra. Nous omettons les détails.

Nous pouvons également donner, pour le facteur o(1) dans la conjecture d’Erdés (1-6),
une formule asymptotique tres précise, qui fournit a son tour un développement asymp-
totique grace a (2-9). Le théoréme suivant est démontré au paragraphe 14.2.

Théoréme 4.4. Nous avons

(4-12) Kg(x)—Kl(:n)mogm{l—i—O(’/ll(f;;)} (x = 3).

Nos estimations sont en principe susceptibles de fournir des évaluations asymptotiques
pour la fonction sommatoire de toute fonction réguliere de k(n). Ainsi, en écrivant
k(n) =t [ u'~'du avec I := [0,k(n)] ou [k(n),oo] selon que t > 0 ou —1 < ¢ < 0,
nous obtenons

G(t+ 1)zttt

> k() ~ {1 —tF(t+1)}a' ! = 1

n<x

(t>-1,2— 00)
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oll nous avons posé
Y (s)—s
s(1—s)

On retrouve de cette maniére le terme principal de la formule de Wigert [34], correspon-
dant & t = 1 et dont le terme résiduel a été précisé par Cohen [8] puis, sous ’hypothese
de Riemann, par Suryanarayana [26].

Bien que non triviaux, les termes d’erreur obtenus par cette méthode pour les cas
particuliers précédents sont structurellement moins précis que ceux que I’on peut déduire,
par exemple, d’une approche par convolution. Dans certains probléemes analogues,
cependant, cette approche permet des améliorations significatives de résultats de la
littérature.

C’est le cas, par exemple, pour le probléeme de la valeur moyenne de la fonction indice
de composition d’un entier, i(n) := (logn)/logk(n) (n > 1). Nos estimations impliquent

F(s) == /000 e " F(u)du = (s >0).

immédiatement
“ N(z,y)l
> it =la)+ | No,y)logz // S dydt
1<n<z 1ogy ty logy
(4-13) =

e o (o)

pour tout ¢ < V/3, ot 'on a posé

lig(u) := /; dt/(logt)? (u>2),  L(z):= (logz)*?/(og,z)"/3.

Cela fournit en particulier un renforcement significatif du résultat correspondant de [10],
ol est établie la formule

(4-14) Z i(n) = Z (102953)]' JrO((log,‘a:)J”1>

1<n<z 0<ysN

pour tout N > 0 et une suite réelle convenable {cj 2 - De plus, nous pouvons aisément
identifier les coefficients : posant P;(v) := jvi =1 (] =D o<mej1 v™/ml, nous avons

(415) w=1 o= [ BEFEE D (21),

4-4. Nouvelle formulation de la conjecture abc

Issue, en 1985, d’une discussion entre Masser et Oesterlé, la conjecture abc est
aujourd’hui 'un des plus célebres problemes ouverts en mathématiques. L’une de ses
formulations équivalentes consiste a stipuler que, pour tout € > 0, il existe une constante
M. telle que les conditions a € N*, b € N*, (a,b) = 1 impliquent ¢ := a+b < M k(abc)'*=.
Elle fournit donc une limitation essentielle pour la structure multiplicative d’un produit
dont les facteurs sont liés par une relation additive. Ses trés nombreuses conséquences,
notamment au grand théoréeme de Fermat, ont été abondamment décrites dans la
littérature.
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L’hypotheése heuristique sous-tendant la conjecture abc consiste a supposer que les
nombres k(a), k(b) et k(c) se comportent essentiellement comme des variables aléatoires
indépendantes lorsque les tailles des parametres sont d’un ordre de grandeur fixé. Nos
résultats relatifs & N(x,y) fournissant essentiellement une description des mesures de
répartition de ces variables aléatoires, il est naturel d’en attendre une formulation précise
de la conjecture. Dans le travail [23] en collaboration avec Stewart, nous obtenons la
version suivante grace a un argument probabiliste de type Borel-Cantelli.

Conjecture. Soit ¢ > 0. Il existe une constante positive A telle que, pour tout triplet
(a,b,c) d’entiers positifs satisfaisant a (a,b) =1, c = a + b, k = k(abc), on ait

c< AkF(% log k)iif(logélfe)/log?‘(kJr2)7

3—(log4+-¢)/log,(k+2)

alors que I'inégalité ¢ > kF(%logk) a lieu pour une infinité de tels

triplets.

L’article [23] contient une variante plus élaborée de la conjecture, également établie
sous la seule hypothese d’indépendance statistique entre k(c) et le vecteur (k(a), k(b)),
dans laquelle le facteur d’incertitude pour ¢ = a 4+ b est de 'ordre d’une puissance fixe
de log k.

5. Estimations préliminaires

5-1. Les fonctions Ji,
Rappelons la notation (3-14). Nous avons

(5-1) sdi(s) = e ° — kJir1(s), Ji(s) = —Jk—1(s) (s>0,keZ).
La derniere inégalité implique immédiatement

s+u
(5:2) @@y—h@+uy:/ Tea()dt < ufer(s)  (s,u>0, k€ Z).

Par ailleurs,

—S

(63) Al =eClog(l1/s) (>0, Jule)=e 1 (s> 0,k>2),
d’ou

(5-4) Jao(s) =1+ O(slog(1+1/s)) (0<s<1),

(5-5) *“):E%T+O“) (k>3 0<s<1),

(5:6) Jls) =000/} (k20,52 1).

Pour k > 0, les intégrales J_j(s) se calculent classiquement. On obtient

e;sf%(l/s)

J,k(s) =
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ou P est un polynéme a coefficients rationnels positifs de degré k, de terme constant 1,
et de coeflicient dominant k!. En particulier,

e—S

(5-7) J,k(s) =k

(1+5ik) (k>0,s>0).

s
La formule suivante est classique (cf. par exemple [29], lemme I11.5.9)

(5-8) Ji(s) = log(1/s) — v + /OS 1 7:7

Le résultat suivant nous permettra de déduire de ’équation (3-15) une évaluation du
parametre o. Nous posons

(5:9) 3(s) = Ji(s)%/ J2(s).

dt (s > 0).

Lemme 5.1. La fonction u — j(u) définit une bijection décroissante de I'intervalle
10, +-00[ sur lui-méme. Notant t — h; sa réciproque, nous avons

(5-10) ht = e*V*‘/Z{l + O(te*‘/z)} (t = +00),
B B log,(1/t) + O(1)
(5-11) hy =log(1/t) — logy(1/t) + = log(lh) (t — 0+).
En particulier,
— -V
(5:12) Ji(he) = Vi + O(te ) (t = +00),
t
(513) B =1+ 0(prs) (6= 04,
Démonstration. Nous avons
ooy D) (i (w)? = 275 (u)e™ /u)
j'(u) = Ta(u)? (u>0).
Comme Pinégalité de Cauchy-Schwarz implique J; (u)? < Ja(u)e™"/u, nous obtenons
iy Ji(we™

ce qui établit bien la premiere assertion.
11 est alors immédiat que h; = o(1) lorsque ¢ — oco. Par (5-8) et (5-1), il suit, lorsque
t — oo,

(5-15) Ji(he) =log (1/hs) —~ + O(hy),
(5-16) Jo(hy) = e — hyJi(he) = 1+ O(hylog (1/hy)),
d’ot, successivement,
log (1/hs) =7+ O(ht) = V{1 + O(hslog(1/hy))},
log(1/hy) = v + Vi + O(thy),
hit =V + O(thy)} = eV*\/f{l + O(te—\/f) }
Cela fournit (5-10), puis (5-12) grace & (5-8).
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Pour établir (5-11) et (5-13), nous observons que lim;_,o4 hy = +00, d’ol, par (5-6),

—hy

hy

(517) t=j(h) ==

{1+0(1/he)}, (t— 04).

11 suit
ht 4+ log hy = log(1/t) + O(1/hs) = log(1/t) + O(1/log(1/t))

d’ott Pon déduit (5-11), puis (5-13) en reportant dans (5-6). O

Lemme 5.2. (i) Soit k > 3. Nous avons Ji(s +u) = Ji(s) {1+ O(uw)} (s > 0, u > 0).
(ii) Nous avons Jo(s 4+ u) = Ja(s) {1+ O(ulog{l + 1/u})} (s > 0,0 <u < 1).
(iii) Pour k € {1, 2}, nous avons Ji(s +u) = Ji(s) {1+ O(w)} (s > 1,0 < u < 1).
Démonstration. Le point (i) résulte de (5-2) et de la seconde formule (5-3). Le méme

argument fournit (iii) via (5-6). Pour établir (ii), nous pouvons supposer 0 < s < 1. Le
résultat annoncé découle alors de la premiere formule (5-3). ad

Lemme 5.3. Avec les notations précédentes, nous avons

e_h“
(5-18) Jo(hy) + ———— = /B2t +de=ht (£ >0).
! Jo(e) t

Démonstration. Posons provisoirement h := h;. Par définition de h et en utilisant (5-1),
nous pouvons écrire

Ji(h)? = tJa(h) =t(e™" — hJi(R)),

d’ont
—ht + VA2t + 4te—h 2te "
Ji(h) = = —.
2 ht + Vh2t2 + dte—h
11 suit

—h “hVt i
A R )
Jo(h)  N(h) Vi

e "ViE(ht + VR 4 dte=P)  —ht + VA2 + dteh

2te—h + 2V/t '

d’ou la formule annoncée. O
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5-2. Autour de la fonction T d’Euler

5-2-1. Preuve des relations (3-9)
Rappelons la définition (3-7), o D :=I"/T', de sorte que

(5-19) Dis)=Y ﬁ - /OOO wdu e (s) > 0).

m-+ s 1—e v
m2=0 +

Les relations (3-9) résultent immédiatement de 1'énoncé suivant.

Lemme 5.4. Nous avons

Dl —%+0(1) (0<u<1), @ %+0(1) (0<u<1),
logu—%ﬁ-O(%) (u>1), %+o(%) (w>1),

2
) = { %{1 +OM@}  (O<u<1),
y(u) = V2ru{l + O(1/u)} (u>1).
Démonstration. Lorsque 0 < u < 1 les estimations indiquées découlent de la formule du

produit pour I'(u). Lorsque u > 1, elles sont conséquences immédiates de la formule de
Stirling complexe

—+oo
logF(s):(57%)log575+%ln(27r)7/ B (t) (se C~\R7)
0 S+t

ou dans le membre de droite, le logarithme complexe est pris en détermination principale
et By désigne la premiere fonction de Bernoulli. Nous omettons les détails. O

Notons a fins de référence ultérieure que
1 1
5.2.2. Evaluation d’une intégrale complexe
Pour A\>0,s=a+ir€C,a>0,(€C,0< |7T < a), ¢ € C, posons
T . .
I\ s T,0) ::/ F(W)e“idt.
-7

On vérifie sans peine que cette intégrale est bien définie car 'argument de la fonction I"
est de partie réelle positive dans I'intégrande.
Lemme 5.5. Il existe ¢y > 0 tel que, notant s := « + i7 et sous les conditions
0<a<min(3,7), |7|<ie, TIr|<ia), A7 < iTaq,
A coal T o
g (1+2) < 29T e < L om0l < 0T
Irlleg {1+ 3 ) < 5 ReCAl< gy MM EOls oy

on ait

(521)  I(\,8T,C) = 2mse— SXPUSQ+IO+INC 4 0 ((A + a)r(i)e*TQ/ {6a<A+T>}> .
«
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Démonstration. Nous avons

T/S )\ .
P( T +it)es<t at.
T/s $

H%&Ti)ZS/
Posons r := |s|, ¥ := args € [—7/16,7/16], de sorte que |9 < 7|7|/2r, et remplagons
le segment d’intégration [—T/s,T/s] par [~Ta/r?, Ta/r?] dans la derniére intégrale.
D’apres le théoreme des résidus, 'erreur commise est

T|7'|/7“2 A . T -
< maxa/ F(e*mﬂ +i—3 +Eh)esC(Ta/r2+zh) dh
e==+1 0 r r
T|‘r|/r2 . " B
< maxa / r(w " h+iw) T/20a(THN] g,
E= 0 r P

2
< ar(ﬁ) (Q)QT‘T'/(’ T2/ {5a(MT)} o af(i>e—Tz/{6a(>\+T)}7
« [0 o

ou l'on a utilisé les majorations

Dz +ay)* _ 11 1

I'(z)? i L2/ (k+x)?
B (x>0,y=0),
1 v —y?/(2a+2y)
<en{ =33 G} <

k>y
D(z +y) < T(x)(2z)W (x>0, |yl < 3.

En effet, il résulte de nos diverses hypotheses que

A1 —=cos?) 7sind  T|7]
+ +
r r r

A [97]  T|7| A A
< ZJ)1g92 1700, 210~ 2192 1 1l -~ 2.
\a{zﬂ—i— A +a)\}\a{219+6|19|+6}\2a

Nous pouvons alors étendre I'intégrale sur [T /r?, Ta/7?] & la droite réelle tout entiere,
la convergence étant assurée par la majoration de |Re (s¢)|. Notant R le terme résiduel
de (5-21), il suit

I\, 5T, 0) :s/

r(AET i)t a4 o(R) :s/F(u+z’(t+u))eS<tdt+O(R)
R

s R
ot I'on a posé 1 := (aX + 72)/|s|?, v := (a — \)7/|s|?, de sorte que u + iv = (X +iT)/s.
La derniere intégrale vaut

27T86(H+iy)isci. / F<Z)e—isCz dz = 27_(_86(pz-|—i1/)is(—exp(is{)7
271 pu+iR

en vertu de la formule d’inversion de Mellin

1
e”OPY = — I'(z)e **dz (u >0, |Smw| < 7/2).
2710 Jir 0
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5-2-3. Une formule intégrale pour D(x)

Lemme 5.6. Nous avons

(5-22) D(z) =logz — /OOO ( LI l)e_”’f“ du (x> 0).

l—e* wu

Démonstration. Une formule de Gauss (cf. [32], § XII.12.3) permet d’écrire

D(x) := /000 (g e ) du (x> 0).

U 1—e v

Le résultat annoncé découle alors de 'identité bien connue

/ idu:logx (x > 0).
0 U

5-3. Sommes sur les nombres premiers

Posant
(5-23) L(t) = exp {(logT)%?/(log, T)"/°} (¢ >0, T :=t+3),
nous pouvons énoncer le théoréme des nombres premiers sous la forme

(5-24) 9(t) ;= logp=t+O0(t/L(1)*)  (t>3)

p<t

ol c¢ est une constante positive convenable.

Lemme 5.7. Soient a,b € R, 2 < a < b et soit ¢ € €([a,b]) une fonction monotone.
Pour tout entier j > 0, nous avons

[ a0 (120 alp@l | [* Lol
> eloiony ™ = [ wtoioney at+ 0, (il + Ll + [T

a<p<b

ot ¢ > 0 est la constante apparaissant dans (5-24).

Démonstration. Les estimations annoncées découlent classiquement, via (5-24), d’une
intégration par parties. a

Lemme 5.8. Soit j € Z. Pour = assez grand et 2 < u < x19/40, nous avons
_ log )7
(5-25) Z (log p)7*! = m7
z—z/u<p<z u
14+u i
(5-26) Zpuaogp)jﬂ = M’
p<T v
(logp)’™ _ a'~*(logx)!
27 = .
521 > (e u

p>x
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Démonstration. La majoration contenue dans (5-25) découle de celle de Montgomery &
Vaughan [18]

2y

(5-28) m(r+y) —m(z) < gy

(x,y = 2).

La minoration correspondante résulte de celle de Baker, Harman & Pintz [1]

9 221/40

9 21/40y _ D
(5-29) m(z+x ) —m(x) > 100 Tog

x> :EO).

Les estimations (5:26) et (5-27) sont obtenues & partir de (5-25) en scindant les
sommations en intervalles du type Jze®/* ze(*+1)/4] (k € Z). Nous omettons les détails.
O

Lemme 5.9. Sous les conditions z > 2, 0 < 1 < 75, 2(712)=1 <y < x/(logz)*, nous
avons

(5-30) () — 7wz —y) = loZa:{1+O(n4+ (%)4)}.

Démonstration. 11 ’agit du théoréme principal de [14]. O

Lemme 5.10. Pour x suffisamment grand et logz < u < m5/12/10g 2, nous avons

(5:3) x Aploer, {1+ 0( i)}

Démonstration. Posons K := [2°/12| et zy, := (22)47%/K (0 < k < K), de sorte que

2 =<z (0 <k < K). Comme z — Ty < xz/lz uniformément pour 0 < k < K, nous
obtenons, en choisissant n(x) =< 1/log x; dans (5-30), P'estimation uniforme en k

Z logp = {logz + O(1) H{m(zg) — m(xk41)} = {1 + O(L) }(xk — Tgt1)-

log x
Tp41<PSTk

Posons alors p(x,u,t) = (t/z)*/{1 + (t/x)*}? = %ch&{%ulog(t/x)}, de sorte que,
toujours uniformément en k, nous pouvons écrire

o(z,u,t) = p(x,u, oK) {1 + O(ﬁ)} (0< k<K, xp41 <t < xyp).

5/12

Comme u/x°/'? <« 1/logz, il s’ensuit que le membre de gauche de (5-31) vaut

> Y ewupsr={1+0(p=)) Y - mae )

0<h<SK —1 2py1 <p<z 0<k<K—1

= {1 +O(lo;;x)} Z /;:; o(x,u,t)dt = {1 +O<lo;;x)}/;z o(x,u,t)dt.

0<k<K —1
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Enfin, en faisant appel a la seconde formule (5-41) infra, nous pouvons écrire

2z 9 “ - )
[ustmmon=s [ = ol [ 5
(rola)liimn = (re@))

Lemme 5.11. Soit k € Z. Il existe une constante o = zo(k) telle que l'on ait,
uniformément pour s > 1

(IOgP)kH (IOgP)k—H k+1
— X ~———— + (log 2z J_ s —1)log2x x> Xg).
Z ps k Z ps ( 2 ) k (( ) g ) ( O)

p>x z<p<L22r

En particulier, nous avons, uniformément pour |o| < 3 min(1/log(2z), s — 1),

1 k+1 1 k+1
(5-32) Z(Oisﬁg g Y ng

p>x p>x

Démonstration. Pour 1 < s < 2, nous avons

1 k41 % (] k
3 (logp)™" / (ogu)® , J_k((s — 1) log 2z) (log 22)" .
p>2x P 2z v

Pour s > 2, un découpage dyadique fournit

1 k+1 1-s(] k
T (logp)™ _ 2 7*(logz)
pS 28

p>2x

alors que nous avons trivialement
lo k+1 lo k+1
Z {logp)™" gps) > Z (ogp)™ gps) > (3/5)%x % (log z)*.
r<p<2x p z<p<bz/3 p

D’ou

1 k+1 1 k+1
$ (logp)**t « ¥ (logp)**1
P P

p>2x r<p<L2x

ce qui établit le premier point, en vertu de (5-3) et (5-7).
Le second point est alors immédiat. a
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Lemme 5.12. Soit e €]0, 1] fixé. Il existe xo(e) > 1 tel que, sous les conditions x > xo(e),
1< u< 9/, [t| < 2'7¢, 9 € R, on ait

xt?

: in(9 +t1 2>, .
(5-33) > {sin(W+tlogp)}* > NCESEITT:

z<p<zel/u

Démonstration. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer ¢ € [0,2x] et t > 0.
Désignons par S la somme & minorer et posons I :=|z, xel/”].

Notant |[v]| := min,ez |v — n| (v € R), nous avons, pour tout v €]0, 1],
0+ tlogp||”
(5-34) S>3 ﬂ” > 2V - W),
pel
avec -
V= 1 W = 1
D1 >, L

pel pel

|(9+tlogp) /|| <v

ou la minoration de V résulte de (5-25).
Choisissons v := ht/(u+t) o h €]0, %} est une constante absolue qui sera précisée plus

loin. Alors
W< > 1.

keN pel
km—v<9+tlog p<hkm+v

La somme intérieure reléve de (5-28). En observant que, pour z = x(e),

kr =tlogz + O(1+t/u), kmr+tlog(v/t) <k,

nous obtenons

zv(l +t/u) < hx

1774 .
< tlogx ulog x

Pour h assez petite, nous avons donc W < %V. Cela implique la minoration annoncée en
reportant dans (5-34). O

Le résultat suivant est relatif & I’équirépartition de la suite {tlogp},ep modulo 1 ou P
désigne I’ensemble des nombres premiers. Nous posons

(5-35) W(z) := exp {21/4} (z =2 3).

Lemme 5.13. Soient c¢j,ca > 0. Pour z > 3, 1 < o < W(logz)®, |t| <
exp { (log 2)37/3¢}, nous avons

1—o—it

logp =z ~
(5-36) Z potit g — 144t * O(W(log Z)”).

p>z
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Démonstration. Posons
Ye(t) == 1/{1og(2 + [t) )"V (teR),  L(2) = exp{log2)¥D T} (2> 3).

Le membre de gauche de (5-36) vaut classiquement

A(n) (1/2)—c\ _ gl 1-o 1 —7e(t)
Zn"+it+0(z )_071+z’t+0 7% {Zs(z)2+z }

n>z

ou la seconde estimation peut étre établie par intégration complexe — cf. [29], (I11.5.72).

Choisissons ¢ = . Les conditions [t| < exp{(logz)'**/?} et o < W(logz)™
impliquent
1
- —ws(t)} -
0{36(2)2 e < Wogz)=’
dott (5-36). 0

5-4. Une famille d’intégrales
Pour j,¢mne€Z,r:=0+m+n—1,0>0, k>0, nk+ro > 1, nous définissons

(log t)7tms
lfl{]_ + t”(ta _ 1)}m+n

(537) yjémn = yjfmn(o-’ "i) = A (to’ _ ]_) dt.

Pour certaines valeurs des indices, ces intégrales interviennent, via le théoréeme des
nombres premiers, dans l'estimation des dérivées successives de la fonction f(o, k) définie
en (3-2).

Nos approximations sont exprimées en fonction des intégrales Jy définies en (3-14) et
de la fonction & définie par

mt/(1+1)

(5-38) 5= sin {rt/(1+1)}

(t>0) et &(0):=1.

Notons en particulier que

r %—1<<L (t >0).

. St)=x1+t, 6(@1)—-1x
(5-39) (*) tt (*) 14+t 14t 1+t

La fonction & permet le calcul des intégrales

> ™ dt
M(m,n,s) = | — > 1).
mns) = [ 6>

Le changement de variable u := t*/(¢t* 4+ 1) ramene le calcul de M(m,n, s) a celui d’une
fonction Béta d’Euler. En utilisant alors 1’équation fonctionnelle de la fonction I' et la
formule des compléments, nous obtenons

S(s—1) H 1_1+ms"

(5-40) M(m,n,s) = —— "

1<k<m+n—1
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/°° dt S(s—1) /OO ts S(s—1)
= ) dt = )
o L1+t s—1 o (1419)? s(s—1)

/°° . S(s—1)
o (1+1t)2 s

alors qu’une intégration par parties fournit

° 1 _ s6(s—1)

Ainsi,

(5-41) (s > 1),

Dans toute la suite, pour o > 0, k > 1 — 0, nous notons X := X (o, k) 'unique solution
sur |0, +-o00[ de I'équation

(5-43) "X (X —1) =1,
et nous posons systématiquement
(5-44) E=Kk+0—-120, r=L+m+n—-1 J:=nck+ro—1L

Commencons par expliciter quelques relations asymptotiques liant o, k et X.

Lemme 5.14. Sous les conditions 0 > 0, k + 0 > 1 et X (o, k) > log 2, nous avons

545 0<oX <log2,
( g
(5-46) 1< oXe"™ =1+ 0(cX),
—£X —£X
. x_ ¢ x_ €
(5:47) of = — {1+0(0cX)}, * = X
(5.48) X 1+k/o ¥ = log(1+1/0)
" log(1+k/o)’ K

De plus, pour toute constanten €]0,1] et o assez petit, la relation x log(1+x) < nlog(1/0)
implique X > log,(1/0) et

(5-49) Kk < eX{1H0(E)}

ot I'on a posé € := {logy(1/0)}/logs(1/0).
Démonstration. L’encadrement (5-45), qui implique 0 < ¢ < 1, est immédiat. La relation
(5-46) en résulte via la formule 0 X < X —1 = 0 X {1 + O(¢X)} par insertion dans
(5-43). Les relations (5-47) sont de simples reformulations de (5-46). Nous déduisons enfin
de (5-46) que "X kX = r /0, ce qui implique la premiere estimation de (5-48). La seconde
est alors immédiate.

Sous I'hypothese xlog(l + k) < nlog(1/0), nous avons X > (1/n)log,(1/0) d’apres
(5-48). Enfin

klogk < nlog(l/o) < nkX + O(logkX) = nrX {1+ O(e)}.

Cela implique bien (5-49). O
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Remarque. En vue des applications arithmétiques correspondant au cas (o, k) = («, §)
défini par (2-2), nous privilégierons dans les énoncés 'emploi systématique de (5-47).

Dans toute la suite de ce paragraphe, nous allégeons les notations en omettant les
indices j, ¢, m,n. Nous posons ainsi

- (log t)7tm* _ (logt)!
(550) g(t) T (to' _ 1)471{1 + tn(to _ 1)}m+n’ h(t) T tnn(to _ ]_)r’
~ tmlsto) ~ 1
(5:51) a(t) == [t oetoymin’ h(t) := prip—E

1 00 —
(5-52) A(o, k) ::/0 a(t) dt+/1 {a(t) — b(t)} dt.

A fins de référence ultérieure, nous observons d’une part qu’un calcul de routine implique,
des quen > 1, m >0,

559 A< [ @0d [0 -5 <

et, d’autre part, que, sous ’hypothése supplémentaire xk+ ¢ > 1, nous avons E € L1, 00]
et

(5-54) A(o,k) = M(m,n,k+0) —1/(nk+no —1).

Rappelons la notation ¢ en (5-44).

Lemme 5.15. Pour tous j,{,m,n € 7Z satisfaisant a n > 1, m > 0, r > 1, et
uniformément sous les conditions

(5-55) 0<0<i, k+o21l, nk+ro>1, X(o,k) 21,

nous avons

—9X xj . XJ+1
(5:56) V(oK) =< m + XTI (9X) + er—j (9X),
—9X yj 0o j o —ud X
(557) :))(O'7 Ii) = e(o_)())f_jA(O', K/)+X'j+1/1 (:lu_jeemdu+O(R)

avec R = e "XXI=1/{(6X)" (1 + mr)} = eUH+mOXXi-1/{(X) 11 + mkr)} <
V(o,k)/X.
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Démonstration. Nous avons trivialement Y(o, k) < Y1 + Y5 avec

X . .
¢ (logt)t™r e logt)’
Y ::/ (log)7t™ dt, Ys ;:/ _ (logt)? dt.
9 (ologt)t-1 ox (T —1)7

Or
v Xje(l—&-mf@)X Xje—'&X
YT X)) T 1+ me)  (0X)7(1+ mk)

ol la seconde expression est obtenue par insertion de la relation ¢X = e *X. Pour
estimer Y5, nous utilisons la formule

(5-58) L v X wsorz
(176*114)7‘“ ur u , Tz .

(logt)? 1
Y, <
/x trrtro { (clogt)” } dt

ce qui implique (5-56), aprés changement de variable. On remarque que chacun des trois
termes du membre de droite est susceptible de dominer les deux autres.
Pour établir (5-57), décomposons Y(0, k) =31 <j<3 V®) | avec

Il suit

eX /X 0o
Y = / atydi+ [ {a(t) — b(o)}dr,

XeX

e = [ amars [ o) by

eX /X e
00 e8] Ja—udX
(3) — ) dt = Xj+1/ u’e J
Y LX b( ) L (1_efuaX)r Uy

et observons que

(logt) [{t*(t” — 1)} — {1+ t*(t” — 1)} "]
(ta _ 1)rt'rm{]_ + tn(ta _ 1)}m+n
(logt)’
(to — 1)t {14 t5(t — 1)}

g(t) —h(t) =

<

Nous avons tout d’abord

P « 014/
2

Xie(+me) e (logt)? 1
—— 1+ —— At <K R
< (e X)-1X1+me(] 4+ mk) + /ch t("+1)ﬁ+(r+1)0{ + (o 1ogt)’“+1} < &

grace & (5-3) et (5-7), compte tenu du fait que (n + 1)k + (r + 1)o > 1.

X /X

. o logt)?
log t)7~¢F1gme dt / (
(log?) + xex tHDE(glogt)rtl
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Ensuite, les approximations
logt

logt
X\o _ oX X\k X\o K+o

(teX)? 1= (e ){1+o( 2 )} et (teX){(teX)7 —1} =1t {1+0( i )}
valides pour 1/X <t < X, permettent d’écrire

PO = X /1;Xg(tex)dt+ex /lx{g(tex) —p(te¥)} dt
= (eaxexfitlml{/l/xg( >{1 +O<1O§t)}dt

n /1X{§(t) —hH1+ O(lo)?t)}dt}

En estimant eX par (5-47), puis (5-47) sous la forme
(5:59) e~ — {14 0o X)Je " J(oX)"!
et enfin (5-53), nous obtenons

—9X vj
Y = Ao, K)% +O(R).

O

Compte tenu de la seconde expression de Y(3)| cela implique bien (5-57).

L’énoncé suivant contient I’essentiel de nos évaluations concernant les intégrales (5-37).
Nous nous limitons aux cas utiles pour les dérivées d’ordre un et deux de f(o,k) =
log % (0, k), soit

(5-60) je{0,1}, £>0, me{0,1}, ne{l1,2}.
Lemme 5.16. Sous les conditions (5-55), nous avons
560 Yl = {1+0() LS s,
5o oo = {1+0(3) 2L 2D
68 e = {1+ 0( )} TR o0
(564) Voron (0, 1) = S(§)1(6X) +1o (5/0) D(E/o) | eg;)
665)  Yom(o.m) = S 20) +0<J§§Zl) (0>2),

6(¢)

_ ﬁ{e—; +Jz<§X>} +log(1+1/¢) +O< _;K)

De plus les relations (5-61), (5-63) et (5-65) sont également valides lorsque o + Kk = 1.
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Démonstration. Commencgons par établir les relations (5-61), (5:63) et (5-65), pour
lesquelles r > 2, ce qui permet de faire appel & la formule
1 1 1

-67 ——=—4+0—+1 t>0
(5 6 ) (1 7eft)r tr + (trl + > ( > )
pour estimer le second terme du membre de droite de (5-57), pour lequel nous conservons
la notation Y. Cette démarche est justifiée par le fait que Iintégrale correspondante
est dominée par les petites valeurs de la variable . Il suit

- Jr—i(0X) Jr—j—1(9X)

568 (®) = x9H+1q 0 o =2 J_;(9X) ) ¢.
( ) y (O_X)T + (O,X)Tfl + ]( )

Montrons (5-61). Nous avons j = 1, m = 0, n = 2, r = £ + 1. Compte tenu des
estimations de Ji et du fait que ¥ > 1, estimation (5-68) implique

y®) — {1+O(i)}w _ {1+O(i)}(Xe—z9X

X/ (oX)t1 X/ (oX)H19
De plus, par (5-54) et (5-40), nous avons
Ao, x) = S(¢) 1 _6¢ 1 +0(0)

1+6 n(l+6)—-1 1+¢ 0
d’ol, en reportant dans (5-57),
1\ 6() Xe¥X
Vo) = {1+0(3) T G
ce qui implique bien (5-61), compte tenu de (5-59).
Considérons ensuite (5-63), correspondant donc & j =1, r =£44+1> 2, ¢ = £ + Lo.
Nous déduisons alors de (5-3) et (5:7) que (6 X)"J_1(9X)/Je(9X) < 1/X. Par (5-68), il

e “ 1\ X2J,(0%)
v ={1+0( ) oxyer

En reportant dans (5-57) compte tenu de (5-54), nous obtenons
e VXX [ (¢ 1 X2J(9X) 1
= - = ——11 —= -
Yo = Xy <£<§+ 1) 5) T oxy {1+o(3)}
SiéX < 1, alors {6(£)/(€+1)} —1 <« £ <« 1/X. Comme cette condition implique
également J,(9.X) > 1, il vient

o = {1+ 0() P = Do () T Gy

Si £€X > 1, nous avons

oo =i o)), = {rso(1))aen
Nous pouvons alors conclure la preuve de (5-63) en remarquant que
e€X x (281 X2I(EX)  8(8) X2I(EX)
(@X)" \&(E+1) ¢ (eX)"  1+& (oX)
X2 [(6(¢) e & X Jo(€X)
<garlern ) (ar ~ ) < o5

ol 'on a fait appel & (5-6) et & la derniére majoration (5-39).
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Nous utiliserons a plusieurs reprises dans la suite de cette démonstration une variante
du calcul précédent : pour tout k > 1, nous avons

_ e ¢X
e—fx(e‘(?gx” T+ J(EX) = S(©)J(6X) + 0 ( : ) (€ >0)

(5-69) Lo

Cette estimation est obtenue en soustrayant au membre de gauche le premier terme du
membre de droite et en factorisant le terme &(&) — 1 : le résultat découle alors de (5-6)
et de la deuxiéme estimation de (5-39).

Prouvons a présent (5-65). Nous avons j =m =0, n = 1, r = £ > 2. Les estimations
(5-57) et (5-59) permettent d’écrire successivement

_9X _ X _
Yiok) = Srer (%) FYO L O(R) = Sy <%> Y9 4 Oo(R),

olt le terme d’erreur est acceptable au vu de Pestimation annoncée. Estimons alors Y3
par (5-68). Les termes restes sont & nouveau acceptables. Le terme principal releve du
Lemme 5.2(iii) qui fournit J,(9X) = {1+ O(1/X?)}J,(£X), d’ou

XJ(£X)

3) _
y()_ ot X?

+O(R).

L’estimation (5-69) permet alors de conclure.

Pour établir (5-62), avec donc j =m =n=r =1, £ =0, ¥ = £, nous déduisons de
(5-57) et (5-68) sous la forme Y3 = {1 + O(c X + 0 /&)}e X /(0€) que

o\ e X
V(o, k) = {1+O(%+E)}W§(§'

Compte tenu de la relation

)5 r0fz) oo

nous obtenons ainsi la validité de (5-62) lorsque £ > 0 X.
Lorsque ¢ < 0X, nous remplagons (5-68) par ’évaluation plus précise

y<3>:/:ﬂdu:/o°° ue € duw(?) :D'(é/a>+0(£)

1—eou 1 —eou o2

et appliquons la derniére majoration (5-39) pour obtenir

Y(o,k) = D'(¢/o) —&—O({) = m{l +O0(0cX?)},

o2 o 02

oll pour la seconde estimation nous avons utilisé la décroissance de D’ sous la forme
D'(¢)o) = D'(X) > 1/X (£ < 0X). Comme &(£)e X /(1 + &) = 1+ O(£X) lorsque
¢ < 0X, nous obtenons & nouveau (5-62).
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Considérons a présent (5-64). Pour (j,¢, m,n) = (0,1,0,1), la formule (5-57) s’écrit

B0 Yew = (@) +/X°°1idu+o<e§f)

La derniére intégrale vaut

l—e* u

Jl(é-X)_’_l/OC( 1 1)e—§u/adu: Jl(fX)—FlOg(g/O')—D(é-/U)+O(X)

o g g

d’aprés le Lemme 5.6, et olt nous avons utilisé le fait que 1/(1 —e™™) — 1/u € [3,1]
pour v > 0. En reportant dans (5-70) et en utilisant (5-69) avec k = 1, nous obtenons
bien (5-64).

11 reste & prouver (5-66). Désignons par Vy(o, k) le membre de gauche et posons

1 1 1
go(t) :=log (1 + m) @, bo(t) := m.

Nous commengons par établir un analogue de (5-57). La méthode étant identique, nous
nous contentons de breves indications. Nous obtenons successivement

¥ /X? ¥ /X? e" XX\ dt Xk
D o () At et
/2 %(t) <</2 RGN logt/ logt < X2

oil la premiére borne résulte de 1’évaluation 1/0 < Xe"X | et

[t -nnare [T gt <

X2eX X2eX tQK(t )2 logt

ol nous avons utilisé la minoration x > 3/4. Nous avons ensuite

X

/;/XZ :—/ log )dt—l—O(i;)
X

/:%X{go() bo(£)} dt — —/ log(l—l—tmra) tn+g}dt+o(e ,.;)

d’out

e * dt Xk
(571) y()((f,li)— YB(J+H)+/X t"“(—l)logtJrO(XQ)
avec

S(© -1

B(o + k) ::‘/Ooolog<1+tﬁl+g>dt—l:6(§)+ ¢

3
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L’intégrale de (5-71) vaut

o g—tu o g(Etolu
/ e4udu:J1(§X)+/ ©

—d
x (1—cov) x (—eouyu "

o 00 o—(E+0)u
:J1(5X)+—J2(§)§; X)+/X € ’ (1_;(”—0_—2)@
=J1(§X)+w+0(th({f+a}X))

Jz({§+J}X)

=log(1+1/¢)+ + 0(X),

X

ou la dernitre estimation résulte de (5-8). En insérant successivement dans (5-71),
Destimation (5-46), la formule J5({{ + 0}X) = J2(£X) + O(oxX?), qui découle de
(5-8), et (5-69) avec k = 2, nous obtenons finalement (5-66). O

5-5. Une famille de séries
Parallelement aux intégrales ;o définies en (5-37), nous introduisons, pour
5lmneZ, o>0 k>0,
les séries

lo j+1, mk
(5-72) Sitmn = Sjtmn(0,5) = ( (log p)’™* p
P

p7 — 1)1+ pr(p — 1)pmtn

convergentes deés que nk + ({ +m +n — 1)o > 1, et qui interviennent, pour certaines
valeurs des indices, dans le calcul des dérivées d’ordre au plus 2 de la fonction f(o, k)
définie en (3-2).

Lemme 5.17. Soient j € N, n € {1,2}, ¢ € N*. Avec les notations (5-72) et (5-37), et
sous les conditions 0 < o < %, k+oz21l,nk+(n+€—1)o>1, X(o,k) > 1, nous avons

(5-73) Sieon (0, k) = {1-&-0(%)}3’;‘[&*07 K),

ol ¢ est une constante absolue positive.

Démonstration. D’apres le Lemme 5.7, nous avons, pour une constante absolue conve-
nable ¢ > 0,

e log) L[ plt)(logty
SjZOn = L (to — 1)571{1 4 tn(tcr _ 1)}n dt + O(F +/2 W dt>

avec ¢(t) == 1/[(t" — 1)*~1{1 + (¢t — 1)}"]. Scindons la derniere intégrale & t = X et
observons que p(t) < 1/{ologt}*~! si 2 <t < eX. Par un calcul de routine, il suit

1 exp X o(t)(logt)? 1 exp X .
dt t)(logt)’ dt
/—1 +L ‘Z(t)c << ‘Z(QX)C\/Q 80( )( Og ) I

a

ce qui implique immédiatement (5-73). O
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Lemme 5.18. Soit ¢ € N. II existe une constante absolue ¢ > 0 telle que 'on ait

(5-74) 111 (0, k) = {1 +0 <%) }ylm(o, )

uniformément pour 0 <o < %, k+o0>1, s+ ((+1)o>1, X(o,k) > 1.

Démonstration. Observons que Sip11 = Sie41)01 — Si(e+1)02- En appliquant le Lem-
me 5.17 a chacun des deux termes du membre de droite, nous obtenons

y1(€+1)01)

S1e11 = Ve + O(W

Or, il résulte de (5-56) que, notant ¥ = k + (¢ + 1)o — 1, nous avons

e VXX + X2J,(9X)

Yie+1)01 = (o X)) + X2 (9X),
XX + X2T,(9X) |,
Vi < (0 X) 1y + X*J_1(0X).

Les membres de droite sont trivialement du méme ordre lorsque, par exemple, % <K <2
Sous I'hypothese > 2, nous avons ¥ < k > 1, et, d’apres (5-3), J_1(VX) < J,(¥X) =<
e"*/kX. Cela implique Pestimation Y;(o11)01 = Y111, qui est donc uniformément
valable dans les conditions de I’énoncé. La formule (5-74) en découle immédiatement. O

Lemme 5.19. Soient 0 < n < % et £ € N. La formule asymptotique

5 S = {14 0(1)} 2 < 10 (3 Pt

a lieu uniformément sous les conditions
! log(1/0)
O0<o<yg, kKzl-o, X(o,k) 21, k+(1+Ll)o>1, +/log(l/o) <k < nm.
ng g

Démonstration. Pour j = m =n = 1 et avec la notation g(¢) introduite en (5-50), nous
avons

Xo(l+m)X XeX XeX(2/3)"
1 = . T oixt
Z g(p)logp <« (o X) T 2ralXC Z g(p)logp > Six?

p<eX /2 2eX /3<pLeX

De méme, en minorant p” — 1 par o log p, nous obtenons

XeX XeX
> o(p)logp < SRl > olp)logp> Srxe(3/9)%,

p>2eX eX<p<heX /3
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ou la premiere estimation résulte d’'un découpage dyadique. Nous voyons ainsi que

(5-76) St =Y ap)logp={1+0((3)")} >  ap)logp.

eX /2<pL2eX

Or les estimations p” — 1 = {1 + O(cX)}ologp, logp = X + O(1) (eX/2 < p < 2e%) et
la seconde formule (5-47) impliquent

{14+ O0(cX)}

p* = (p/e™) ~

p*(p” —1) = (p/e®) {1+0(1/X)} (/2 <p<2e¥)
et donc

X K
>, a)logp= fLoonis ngf)}X > Apfe) vep
eX /2<pL2eX g eX /2<p<2eX {1+ (p/eX)"}
Or il résulte de (5-48) et (5-49) que nos hypotheses impliquent X < x < e>X/12/X. La
premiére égalité de (5-75) découle donc du Lemme 5.10 via (5-76). Pour établir la seconde,
nous observons d’abord que, puisque £ < k> X, nous avons &(§)/(1+¢) = 1+0(1/X).
Nous appliquons ensuite (5:62) lorsque £ = 0 et (5-63) lorsque ¢ > 1. Dans le premier cas,
la formule annoncée résulte de (5:47) et de Pestimation D’(u) = 1/u+ O(1/u?) (u > 1)
donnée au Lemme 5.4 ; dans le second cas, il suffit d’insérer (5-6). ad

La proposition suivante précise ’approximation de Syr1 par Voeo1 lorsque ¢ vaut 1
ou 2. Dans la preuve, nous ferons notamment appel au résultat suivant, qui est valable
sous des hypotheses plus générales et que nous énongons séparément a fins de référence
ultérieure. Avec la notation g(t) de (5-50) et en spécialisant (j,m,n) = (0,0,1), nous
avons

(5:77) Soeo1(0, &) < g(2) + Voeo1 (o, k) (O’ >0,0€{l,2}, k+lo > 1).
Pour établir cela, nous observons que le Lemme 5.7 permet d’écrire

a(t)
ZL(t)

Soeor = Yoeor + R, R < g(2) +/ dt,
2

avec donc Yoeo1 = f;o g(t)dt. Cela implique immédiatement la majoration contenue
dans (5-77). Pour établir la minoration, nous observons d’une part que ’on a trivialement
9(2) < Spwi1 et d’autre part, en scindant convenablement la derniére intégrale et
exploitant la décroissance de g et 1/.%, que |R| < %yoml + 0(9(2)), d’olt Vo1 <
Soeo1 + 8(2) < Socor-

Proposition 5.20. (i) Sous les conditions 0 > 0, k+0 > 1, X (o, k) > log2, nous avons

s e tX g8 X g EX 1 1 1

(578) 0101(0’, K)) = O'X =+ 5 + pu og ( + g—X>,
e &X e~ &X

(5:79) So201(0, k) < + .

02X?2 02X (14€X)
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(i) Pour 0 < o < %, 0+ k> 1, X(0,k) > 1, nous avons

(5-80) So101(0, k) = SEAEN) + 1(;5‘(5/0) —Dtele) +0 <eg_;;( )’
e—8X
(5-81) So201(0, k) = 6(§) Ji(f)i() +0 <02X3> '

De plus, les relations (5-79) et (5-81) sont également valides lorsque o + k = 1.

Démonstration. Prouvons d’abord Dassertion (i). Sous les hypotheses effectuées, nous
avons g(2) < ¢'~¢ dans (5-77), d’ott

exp X 1 exp X dt eX
-82 2 X —— = .
E8) e+ [ ands o [ e =
De plus, (5-58) fournit directement
o —(E+(-1o)X  J,(¢X {—1)cX
(5-83) / g(t)dt = = 4 el t(H o X).
exp X £+(£71)O— ot X

En reportant dans (5-77), nous obtenons (5-78), puis (5-79), en notant que, pour £ = 2,
le premier terme de (5-83) est dominé par le second.

Pour achever la preuve, nous observons que les formules asymptotiques énoncées en (ii)
découlent immédiatement de (5-73), (5-64) et (5-65). O

5-6. Etude asymptotique de flo,K)

Proposition 5.21. Sous les conditions 0 < o < i, k+o0>1, X(o,k) 2 1, nous avons

—eX —Xg
(5-84) Flo, k) = %{ex n JQ(fX)} +log(1+1/6)+0 (GUX—3 ) .

Démonstration. Conservons la notation Yy(o, k) pour le membre de gauche de (5-66) et
posons

g1(t) :=log (1 + ﬁ),

de sorte que la seconde estimation (5-48) implique alors g;(t) < g1(2) < X (t > 2).
D’apres le Lemme 5.7, nous avons donc, en minorant par exemple £ (¢)¢ par >> (logt)3,

g1(t) re /OO g1(t)

dt < —5 +
xp X (logt)g

flo,k) = Yo(o, k) < 91(2) + /20o (logt)* X3

Observons ensuite que

gl(t)xtﬁ%<l+ ! ) (t>e¥).

ologt
Nous obtenons que la derniere intégrale est
1 [ _ 1 \dz  J3(€X)  Ju(€X) e X
— X2 (1 ) d 3
<<X2/1 ¢ +UX;Z z3<< X2 + oX3 <<0X3’
en vertu de (5-3). L’estimation (5-84) résulte alors de (5-66). O
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5-7. Dérivées secondes

5-7-1. Estimations de f;;c aux arguments réels

La fonction f(o,x) est définie en (3-2). Ses dérivées secondes sont données par les
expressions

_ N (ogp)?p{1 +p*(p*” — 1)}
400 = 2 G 1P+ P

(log p)?p™(p” — 1)
Z{1+p (p7 — 1)}’

(5-85)

K+o

logp
(1) Z{l (7 — 1))

Proposition 5.22. Sous les conditions 0 < o < 1, K+ 0 > 1, X(0,x) > 1, nous avons

(5-86) éh(a,%):{HO(%)}?fé{j;; +2JZ(§))(() +€i2}

Démonstration. Posons U := p? — 1. De la décomposition

P+ p"(p* = 1)} = 1+ U +p"U° 4+ 3p"U? + 2p"U
nous déduisons, avec la notation (5-72),
50(0, K) = S1302 + S1202 + S1011 + 351111 + 251211
Appliquons alors les lemmes 5.17 et 5.18. Nous obtenons, avec la notation (5-37),
50(0, k) ={1 4 O(e) {1302 + Y1202} + {1 + O(re) {1011 + 3Vi111 + 2V1211},
oll nous avons posé ¢ := 1/.2(eX)"; d’ott
(5-87) 30(0, k) = {1+ 0(e) } (V1302 + Y1202 + Vo1 + 3V1111 + 2V1211)

lorsque, par exemple, k < 2.
Nous allons montrer que (5-87) persiste pour x > 2. En effet, posant ¥y := x + (£ +
No—1xk (£=0)etd:=2k+40c —1 = k, nous déduisons de (5-3), (5:7), (5-45) et

(5-46) que
o PeX  a—EX e 9X  o—EXg—rX X X
9, X) < = —— 9X) < = = kelZ).
TeWeX) = S =5 H0X) =55 KX x keZ)

L’estimation (5-56) implique alors
—£X —£X

03X2’

e

Vi1 < o lTixE (¢>0), Vizo2 <

d’ott k(Y1011 + V1111 + Vi211) < V1soz-
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Ainsi (5-87) est valide sous les conditions de ’énoncé. En utilisant (5-56) & nouveau, on
constate que Vigo2 + V111 < {Viz02 + Y1211 + Vio11}/X. Compte tenu de (5-61), (5-62)
et (5-63), nous obtenons

(o) = {1 +o(§)}ffg{§;j; N 2JZ<§§) . e-fo;@/a) }

Le dernier terme dans I’accolade de droite vaut {1 4+ O(1/X)}/€? lorsque ¢ < o/VX.
Dans le cas contraire, il est < e X (0 +¢)/(0€?) < J2(€X)/03X? en vertu de (5-3) avec
k = 2. Cela implique bien (5-86). O

Proposition 5.23. (i) Soient 1o, m tels que 0 < my < =, mo < m < 411_8' 1l existe
0 <m < 3 tel que, sous les conditions 0 < 0 < n2, k+0 > 1, klog(1+ k) < nolog(1/0),
nous ayons

e Y D'(§/0)

(5-88) 020, k) < 2
S —&X ny
(589)  fiplons) = {1 +o(%) } 1 fé Do)
" X 1
(5-90) 11(o, k) = 67 log (1 + m) + 5—2,
—£X
(5:91) (oK) = {1 + O(%) } 1652 N(EX + UX); D 0

De plus, (5-88) et (5-90) sont également valides lorsque nglog(1/0) < rlog(l + k) <
i log(1/a).
(ii) Pour 0 < o < §, k = 1, nous avons

(5-92) " (g,1) = IZ—ZX{1+O(%>}.

Démonstration. Avec la notation (5-72), nous avons

02(0, k) = S1011,  f11(0,K) = Sto11 + St111.

Les relations (5-89) et (5-91) découlent donc de (5-62), (5-63) et (5-74), lorsque, disons,
k < X2 Dans le cas contraire, observons que, d’aprés le Lemme 5.14, nous avons
r < e®X/12 dés que 1y est assez petit. Le Lemme 5.19 fournit donc la validité de (5-89)
et (5-91) dans ce domaine complémentaire.

Montrons (5-88) et (5-90). Nos hypotheses impliquent alors £ < e!?X/4! via (5-49). Une
manipulation impliquant (5-58) et analogue & celle de la preuve de (5-56), fournit alors

S1e11 < Yierr (£ = 0 ou 1), grace au Lemme 5.8. Les estimations annoncées résultent
donc de (5-56), (5-3) et (5:7).
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11 reste a établir (5-92). Nous avons

(e ) u

" _ (log p)*p” Ly 1 / ue 1
W =3 5+ 0(ox) =2 | @t O(ox)

p>eX

ou la seconde égalité découle d’une application standard du théoreme des nombres
premiers. Maintenant

/OO uet d X n /OO du
U= _
oX (eu - 1)2 eUX -1 oX ev —1

:1+O(UX)+/OO( ! ! )du—i—Jl(aX):1+7+O(UX)—|—J1(0X),
X

u - U
oX \€ 1 we

d’apres (5-22) avec x = 1. La formule annoncée résulte alors de (5-8) en notant que
log(1/0X) = X 4+ O(cX) d’apres (5-47). O

5-7-2. Estimation de la hessienne

Rappelons la définition de la hessienne d(o, k) en (3-3) et posons

—£X —eX 1y 2
(5-93) E(o, k) = (;X? + 2J02§§(X)) ° D2(§/a) — J1(EX + 0 X) )

o o4

Proposition 5.24. Sous les conditions ¢ > 0, k + o > 1, nous avons 6(c, k) > 0. De

plus, pour tout 0 < 1y < %, il existe 0 <1y < i tel que I'on ait

(5:94) §(0, k) = (%)25(0, H){HO(%)}

dés que 0 < o <m1, k+0 >1et klog(l+ k) < nolog(l/o).
Démonstration. Avec les notations (5-72), nous avons

50(0y k) = S1302 + S1202 + S1011 + 351111 + 251211,

5-95
(5:95) 02(0, k) = S1o11,  f11(0,K) = Sto11 + Sti11,

d’'ou 8(c, k) = (S1302 + S1202 + S1111 + S1211)S1011 + S121151011 — SF111- Linégalité de
Cauchy-Schwarz impliquant S1211.51011 — Sfln > 0, nous obtenons

(5-96) (o, k) =< (S1302 + S1202 + S1111 + S1211) S1011 > 0.

Il résulte alors des Lemmes 5.17, 5.18 et 5.19 que

§(o, k) = (V1302 + Vizo2 + V1111 + Vi211) Viorr + (Vizn1Vionr — Vi) + 0(6(0, 8)/ X).

De plus, pour 7; suffisamment petit, nous déduisons de (5-96) et de ces mémes trois
lemmes, compte tenu de (5-3), que

et e X D'(&/o)e X e XX (1+&)(1+0/€)
(5:97)  dloy k) = <03X2 X +§X}) 2 T X (1 +EX)

La relation (5-94) découle alors du Lemme 5.16. O
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5-7-3. Estimation de ¢" (o)

Lemme 5.25. Avec la notation (2-6) et sous la condition 0 < o < %, nous avons

a2 logy(1/0) +0O(1)
(5-98) g (o) = m{l log(1/0) }

Démonstration. Pour tout o > 0, nous avons, par (2:6),

ey N~ Qogp)?p7 {1+ (p+ (> — 1)}
70 = 2 G I+ D~ D

(log p)*p”{p” +p' 7 (p*>” — 1)}
Z (p7 =12 {L+p'=o(p7 — 1)}

(5-99)

p

ou la seconde expression découle de la premiere via ’identité

I+ (p+1)(p" -1 =p’{1+p"7(p" - 1)}.

Posant U := p° — 1, la décomposition p° +pt=7(p?*? —1) =1+ U + p'=°U? +2p* U
permet alors d’écrire, avec la notation (5-72),

g"(0) = S1302(0,1 — 0) + S1202(0,1 — 0) + St111(0,1 — 0) + 251211 (0, 1 — 7).

Cela étant, désignons par X := X (0,1 — o) la solution de (5-43) pour k = 1 — o, de sorte
que & = 0 dans (5:61) et (5:63). Notons d’emblée que, comme 0 < ¢ < %, nous avons
eX —e3%/* > 1 et donc X > 1.

Evaluons S1e02(0,1 —0) par (5:73) et Y1p02(0,1 — o) par (5-61) pour £ € {2,3}. Il vient

Suoa(o,1— ) = {1 +0(%)}# (¢ € {2,3}).

Semblablement, en estimant Sis11(0, 1 — o) par (5:74) et Vip11(0, 1 — o) par (5:63) pour
¢ € {1,2}, nous obtenons

Sien(o,1— o) = {1 +0(%)}% (¢ {1,2}).

De plus, Jo(0X) = 1+ O(clog{1/(cX)}) = 1+ O(1/X) dapres (5-4), alors que (5-3)
implique Jq(0X) =< log(1/0X) < X. Ainsi

o) {105 s e + 250 42450} - 2e{ivo(3)

Enfin, la relation (5-47) implique eXoX =< 1, et donc X = log(1/0) —logy(1/0) 4+ O(1).
O




Sur la répartition du noyau d’un entier 43

5-8. Prolongement holomorphe de f(o, k)

Ici et dans toute la suite nous posons systématiquement s = o + iT, z = k + it et
adoptons la méme convention lorsque les nombres complexes s ou z sont assortis d’un
indice.® Pour ¢ > 0, 0 < 0g < i, Ko+ 09 > 1, & = 09 + ko — 1, nous définissons les
domaines

R(00, ko) := {5 € C: o — og| < cmin(oo,&), |7] < oo},
(5-100) X (00, ko) := {2 € C: |k — ko| < cmin(1/Xo, &), |t| < c/Xo},
%6(0'07"{0) = %C(Uo,lﬁlo) X %/6(0'0, /430).

<
<

Proposition 5.26. (i) Il existe une constante absolue ¢ > 0 telle que, sous les conditions
0<og < i, o0+ ko > 1, Xo := X (00, ko) > log2, la formule

(5-101) fls,2) = log (1 + pz(psl_l))

ou le logarithme complexe est pris en détermination principale sur C ~\. R, définisse un
prolongement holomorphe de f(o, k) dans le domaine % (og, ko). De plus, nous avons
dans les mémes conditions

(5102)  f9(s,2) < (gio + Gio)j_zfé’o(oomo) (j = 2),

6103 6 < (g %) fplonm) (22,

. 1 1N\Ji-1,1 k—1 )
(5104) f](i+k)(572’) <<j,k (5—0 + 0—0) (5—0 + X0> f{ll(O'(),Ho) (j 2 1, k 2 1)

(ii) Sous Ies conditions 0 < o < 1, K+ 0 > 1, X(0,k) > log2, |7| < co, |t| < ¢/X, nous
avons

" 1 ! z—1 IOg(l/U)
(5-105) (s, 2) = D' (1+ ) +0(ZL2).
Démonstration. Les estimations dX/do < 1/(ok), dX/drk < X/ impliquent immédiate-
ment X — Xy < ¢ sous les hypotheses effectuées. Ainsi, pour un choix convenable
de ¢, nous avons certainement X < Xy + log2. Cela implique que le facteur eulérien
1+ 1/{p*(p® — 1)} n’est pas réel négatif si p > 2eX0. Dans le cas contraire, notant
¥ := arg(p® — 1), nous avons

t*(logp)? + 9% < * X2 + 12 /08 < 2,

ce qui implique & nouveau que le terme général de (5-101) est bien défini. Comme nous
avons également k + o > 14 &(1 — 2¢) > 1 lorsque (s, z) € %.(so0, 20), la premiére partie
de Passertion (i) est bien vérifiée.

8. Dans ce paragraphe uniquement, la notation og est affranchie de la convention (2-8).
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Pour établir les majorations indiquées des dérivées, il suffit de vérifier qu’il existe ¢ > 0
tel que, pour j + k = 2,

(5-106) fi(s,2) < flieB)  GG+k=2)  ((5,2) € Zacloo, o) ).

En effet, les majorations annoncées résultent de (5-106) via les inégalités de Cauchy
appliquées sur le bord de %, = %sc(00, Ko)-

Pour prouver (5-106), nous nous restreignons au cas de f45((s, z), les deux autres étant
similaires. Posons pour tout (s, z) € Z.

p{1+p*(p** - 1)}
(p* = 1)2{1 +p*(p° — 1)}’

de sorte que fiy(s,z) = Zpg(p;s,z)(logp)2. Comme p~o(p° — 1) > e?X0 > 2 si par

a(p; s, z) =

exemple p > e*X0 nous avons certainement g(p; s, 2) < g(p7 00, ko) lorsque (s, z) € .,
p > e*Xo Lorsque p < e*¥° nous avons p*(p*—1) = p*°(p°° —1){1+O0(tlogp) } +O(7 /),
d’ou |g(p; s, 2)| < g(p; 00, ko) et donc fi(s,z) < fio(oo, ko). Comme nos hypotheses
impliquent x < kg, 0 < 09, £ < & et donc ko Xpe X0 < kXeX puis kg Xo = kX +0(1),
il est clair que g(p; o, k) < g(p; 00, ko) pour p < e*°. Nous concluons la démonstration
en observant que la majoration

> spio,r) < Y 8(p;oos ko)
p>eXo0 p>eXo

découle de (5-58) et de (5-32).
11 reste & établir (5-105). Nous avons

(5-107) (s,2) = Z(ILP)) ~ R R:= Z (logp)*{1+2p*(p* — 1)}

— p*(p* (o = D{L+p(pr —1}?
Pour p > 2e¥, P'inégalité triviale [p*(p* — 1)| = p®(p® — 1) > 2% > 23/4 implique
1+2p*(p° — 1) L+ 2" (p° — D] 1+2p"(p” — 1) .
p*(p* — {1 +p*(p* — 1)} p*(p* = 1) pr(p7 — D{L+p=(p7 — 1)}

2eX

Par ailleurs, pour p < , nous avons, sous les hypotheses de ’énoncé,

T+p*(p* = 1) <1+p"(p7 = 1), [142p*(p° — 1) <1+ 2p"(p7 - 1).

Ainsi
(logp){1 + 2p” ( (log p)?
R« <
Z f(p7 — {1+ p~(p }2 Z f(p7 — {1+ p=(p° — 1)}
log p 1 X U= 2~>X X log(l1+1/0)
< 3 E Y syt g <y <
p<LeX p>eX

ol 'on a successivement fait appel a (5-46), (5-47) et (5-48).
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Compte tenu de 'estimation classique

(logp)* (¢ 1 y y
D (T mrom == ron e <,

nous pouvons récrire le terme principal de (5-107) sous la forme

1 2 (lo 1
Sy = Y S oy )

P P* v>1 pve 1<v<1+1/0 P p
- > { roml+o(t) =3 ~o(d)
— 2 — 5
Oévgl/a (Z"’S 1+l/5) ag V>0 (Z—|—$ 1+y3) o
Compte tenu de la premiére représentation (5-19), cela implique bien (5-105). 0

6. Les parametres du col

6-1. Ezxistence et unicité
Rappelons la notation (3-2).

Lemme 6.1. Soit y > 2. Pour tout k € R, I"équation

logp
6-1 (oK) = — — =1o

possede une unique solution réelle o = (k) > max(0,1 — k). Nous avons

(6-2) lim o(k) = +oo, lim 2%0(k) = 0.
KR—— 00 K— 00
Démonstration. Pour chaque nombre réel k fixé, le membre de gauche de (6-1) est une
bijection décroissante de |max(0,1 — k), +oo[ sur |0,c0[. Cela implique l'existence et
l'unicité de la solution o = o(k) de (6-1).
La minoration o(x) > max(0,1 — x) fournit trivialement la premiere relation (6-2).
Pour établir la seconde nous observons que, pour x > 2,

2 26(29(5) — 1) log 2 log 2
o) < ( ) log =log2 — %8
260(k)+1  26(20(k) — 1) + 1 2r(20(K) — 1) +1
log 2 log p
<logy — -
0gY 2&(20(&) _ 1) +1 Z pn(pa(m) _ 1) +1
p=3
1 log p 1
<< (R Z K << K :
3()—1p>3p 3ro (k)

Il suit 2270 (k)2 /{20 (k) + 1} < (2/3)", d’on résulte I'égalité requise. O
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Proposition 6.2. Pour tous nombres réels x,y tels que x > y > 2, le systéme (2-2)
admet une unique solution réelle (¢*,k*) dans le domaine o > max(0,1 — k).
De plus, si y < Tx/15, alors k* > 0 et si y < e "2z, alors k* > %

Démonstration. Posons

log p
R).
RN G e I

La premiere assertion équivaut clairement a montrer que, lorsque x >y = 2, 'équation
S(k) = v = log(z/y) possede une unique solution réelle kK = k* : cela étant acquis, la
solution de (2-2) est alors (o(k*), K*).

A cette fin, nous allons établir que S(x) est une bijection strictement croissante de R
sur ]0, oo[. Compte tenu de (6-1), le théoréme des fonctions implicites implique que o (k)
est dérivable sur R et vérifie

J/(H)m (k €R).

Il s’ensuit que S(k) est également dérivable sur R et vérifie, avec la notation (3-3),

) — Plo (0. R) Ta (o), ) ~ (Fa(o(r). )2 3{o().5)
{ii(o(e), )32 THGERIE

La Proposition 5.24 implique donc que S’(k) > 0 pour tout x € R.
Maintenant, nous avons o(k) > 1 —k > 1 pour k < 0, d’on

lo lo
080 < Y G R T € e

p

(k € R).

et donc lim,_,_ S(k) = 0. De plus,

log 2
(20(r) — 1){25(20(%) — 1) + 1}

S(k) =

— +00 (k — 00).

puisque, d’apres le Lemme 6.1, 2%(2°(%) — 1) tend vers 0 lorsque £ — oo.

Nous avons donc établi que ’équation S(k) = v possede une solution réelle unique,
notée k*.

Lorsque v > log 2, nous avons

logp Ing
SO =S loer _~ loep o
(0) ; 7O (7@ — 1) zp: p(p—1)

Il s’ensuit que k* > 0, en vertu de la monotonie de S. De méme, S(%) < %, d’ou k* > %
des que v > % O
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6-2. Ordres de grandeur

Avec les notations (1-10) et (5-72), le systeme (2-2) peut étre récrit sous la forme

(6-3) { So101(0, k) = logy,

50201(0', Ii) = .

Grace aux évaluations de la Proposition 5.20, nous sommes en mesure d’établir un premier
jeu d’estimations concernant la solution (o,k) = («, ) de (6-3) lorsque v > 6. Plus
précisément, nous fournissons, dans certains domaines, les ordres de grandeur de « et
A= a+ @ — 1 définie en (3-5). Réinsérées dans un processus itératif, ces estimations
permettront, au paragraphe 6.4, I'obtention de formules asymptotiques.

Nous posons

(6-4) X :=X(a,f).

Le lemme suivant donne des conditions suffisantes pour que les hypotheses de la Pro-
position 5.20 soient satisfaites.

Lemme 6.3. Sous les conditionsy > 2 et v > 6, on a X > log 2.

Démonstration. Supposons X < log 2. La relation e(#+®)¥(1 — ¢=*¥) = 1 implique donc

1 1 S 1
LTI R Og(l—e—(/\+1)3€) Z I Jog 2 Og(1—2—(>\+1))'

Observons alors que, pour tout p > 2, I'expression p**! — p*1=%x est une fonction
croissante de A. En effet, la dérivée est proportionnelle a

1 o 1 0

N I Q) - -
p l+ay=p 1 _eoOanx = °© 1 _ o (DX

SiA> g, il suit

logp logp
1 = < < log2,
- ;pﬁ(p@—lHl ;1+p13/5(1*p*“8/5) %

une contradiction.
Donc I'hypothese X < log 2 implique A < %. Comme « est une fonction décroissante
de X et 14 pM! — pMI=ax > p pour A > 0, nous pouvons écrire

logp logp
v = < < 6’
Zp (p> = {1 +pM1(1 —p=)} Zp (p*s/> = 1)p

apres vérification numérique. a
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Nous déduisons immédiatement du Lemme 6.3 et des estimations (5-78), (5-79) que,
sous les conditions y > 2, v > 6, nous avons

e M aX 1
(6-5) logy =< 0% {1+7+%10g(1+/\—)},
—Ax —Ax “AX(] 4\
(6:6) b © L _ eI+

a2X2  a2X(1+AX) ~ a2X(1 +\X)

La proposition suivante fournit les estimations annoncées pour les ordres de grandeur
de a et A\. Nous posons

(6-7) w = log(llo_’g_yz) = log min (log 2y, \/vlogv) (y =>2,v>6)

et notons que Z < 1 & logy < vvlogv & logy < +/logzlog, z < logy < /ow.

Proposition 6.4. (i) Sous les conditions y > 2, v > 6, nous avons

1
(6-8) - = Vow+ —2.
@ logy
(ii) Pour x assez grand, et 2 < y < eV!°821°82%  nous avons
1 log z log, Zy)
69 /\x—log(1+7 :
(69) log, 2y (logy)?
(iii) Il existe C > 1 tel que l'on ait, pour x assez grand,
logy ( 1 ) logy
610) ——2Y  —qog (14— (1<4<010 :p)
(6-10) l9ogzlog, x & Alogy @ l9ogzlog, x 82

(6:11) A=

3/2 S
Tog (1ogy>C’\/loga:(log23:) , v/6).

Démonstration. Un calcul facile permet de montrer que toutes les hypothéses impliquent
v 2> 6.
Dans un premier temps, établissons les relations

(6-12) log(1+1/a) =< logw,
(6-13) ZK1le XX > 1.
Pour prouver (6-12), nous reportons 'estimation (5-47) sous la forme
o AX
6-14 * =
(6-14) et X —=

dans (6-6) et obtenons e* /(aX) < v < e¥(1+))/{a(1+AX)} < e¥/a, d’ou la conclusion
requise, en vertu de (5-48).
Pour prouver (6-13), nous déduisons de (6-5), (6-6) et (6-12), que

logy)? e (1 + AX) aX 1112
7% = ( < 1+ — log (1+—)¢ .
vlog v (1+A)xlog(1+1/a){ +o5 e (14 13 |

Si AX < 1, le membre de droite est > X/log(1 + 1/a) > 1 par (5-48). Si AX > 1, il
est < e X (14 N)/{Alog(1 +1/a)} < X/log(1l + 1/a) < 1.

(6-15)
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Nous sommes & présent en mesure de prouver l'assertion (i). Gardons a l'esprit la
relation Z < (logy)/+/vlogv qui découle de (3-13) et (2-9).

Lorsque logy < \/logxlogzx = y/vlogv, nous avons AX > 1 et done, par (6-5) et
(6-6), en tenant compte de (5-47) et (5-48),

e (A +1)
aXA

e (A +1)

xe* =
<2 v a?X2)\

(6-16) e* < logy =
Cela implique immédiatement (6-8) sous la forme

_ e XN+ 1) _logy _ logy _ logy
vAX2a T 0¥ T wlog,2y T ww

Lorsque logy > y/logzlog,z > +/vlogv, nous avons AX < 1, d’olt par (6-6),
a? < 1/vX = 02, en vertu de (5:48), (6-16) et (6-12). Cela implique bien (6-8) sous
la forme 1/a < yvlogv < ow.

Pour prouver l'assertion (ii), nous réutilisons la premiere relation (6-16) sous la forme
log X = logz 2y + O(1) et nous appliquons (6-15). Il suit AXe** =< Xv(1 + \)/(logy)?,
d’ou

(6-17) A% = log (&) +0<1og (1+%)>

ce qui établit bien (6-9) en notant que nos hypotheses impliquent logv =< log, .

Considérons a présent 1’assertion (iii). Comme AX < 1, nous déduisons de (6-14), (6-5)
et (6-6) et e**e*aX < 1 que, sous les hypotheses effectuées,

1 1 1 1 1
6-18 logy = ~ + =1 (1 —)x— 1 (1 —)\/1 ,
(6-18) osy=yrgoslltag) sy tiost Nigg,) Vo8
d’apres (5-48), (6-12) et (6-8). Si logy < vIogz (logy 2)3/2, on déduit de la majoration
1/A < logy que le membre de droite est dominé par son dernier terme, d’ou (6-10),
puisque l'on a encore v < log x. Par ailleurs, (6-18) implique

1 1
08y < + yvlogw.

logwv Alogwv

Si logy > Cy/logz (log, )3/ avec C' assez grand, il s’ensuit que Alogy < 1 et donc
Alogy =< 1, soit (6-11). O

Lemme 6.5. Sous les conditions y > 2, v > 6, nous avons

e w(4+N 1 | wl+ N1+ 2)
6-19 T = =
(6:19) ¢ 14w (logy i \/vlogv) (1+wA)logy ’

(6-20) X=xw, X=w+O0(logw).
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Démonstration. Lorsque logy < y/vlogwv, nous avons X < log, 2y < w par la premiere
relation (6-16). Reportant dans la seconde en prenant (6-14) et (6-8) en compte, nous
obtenons

XN w(l4))

T Aogy T wMlogy’

ce qui équivaut & (6-19). Lorsque logy > +/vlogv, nous avons Aw < Alogv < AX < 1 et
a =< 1/y/vlogv par (6-8). En reportant dans (6-14), nous obtenons de nouveau (6-19).

Les estimations (6-20) découlent immédiatement de (6-19). O
6-3. Etude asymptotique de o,

6-3-1. Formule asymptotique

Rappelons la notation (2-6). Pour tout v > 6, la quantité o, définie en (2-7) est donc
I'unique solution de ’équation

(6:21) SAGEDY T

logp .
p

7= D}p7 - 1)

Nous rappelons la convention o, := % (0 < v < 6).
Pour tout v > 0, nous notons V' = V(v) la solution réelle de I’équation

(6-22) VeV = 2.

Ainsi, V est la valeur en 2v de la fonction W de Lambert — voir par exemple [9]. Un
calcul itératif élémentaire fournit V' = log (v/ log v) + O(1) pour v > log4, puis, par
exemple,

(6-23) oV 20 {1 log, 2v n (log, 2v)? — log, 2v 4+ O(1)

> log4).
log 2v (log 2v)? } (v>log4)

- log 2v

Lemme 6.6. Nous avons

(6-24) vo?log(vo,) = 1+ O( (loglv)Q) (v>=3),
(6-25) & = (voy)? {1 + 0(<10glv)2)} (v>3).

En particulier,

o2 %{14‘0(@)}

2 ) logy 20 (logy 2v)? — log, 2v + O(1)
v log 2v log 2v (log 2v)?

(6-26) (v > 3).

Démonstration. Les estimations annoncées étant triviales lorsque v est borné, nous
supposons v suffisamment grand, et en particulier, 0 < o, < i, Xy i =X(oy,1—0y) 21,
ot X (o, k) est défini en (5-43).
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Pour v assez grand, le Lemme 5.14 fournit alors les estimations

1+ O0(e v
(6-27) X =1, o,X,eXv <1, o, = %
La relation (5-79) appliquée avec (o,k) = (0,1 — 0,,) fournit vo2X, =< 1, d'ott

2Xy —

nous déduisons par (6-27) que X,e v, puis eX* < /v/logv, X, =< logv et

oy < 1/4/vlogo.

Avec la notation (5-72), nous avons —¢' (o) = Sp201(0,1 — o). Appliquons alors (5-81)
avec (0, k) = (04,1 — ) et donc £ = 0. 11 vient

1 1
v = —g/(O'rU) = S()QOl(O'v,l—O'U) = W {1 +O<W>} .

En reportant dans la derniére estimation de (6-27), nous obtenons

(6-28) X,e?% = v 4 O(v/(logv)?),
1 1
2 X,e¥v = =11 —
(6:29) ¢ av{ +O((logv)2)}’
d’ou

: 1 v o— 1
(6:30) 0—3=va{1+0((10@)2)}7 o _W”{HO((logv)z)}’

X, = log(voy,) + O(m).

En reportant ces deux estimations dans (6-29), nous obtenons bien (6-24).
Multiplions alors (6-24) par 2v et insérons (6-22). Il suit

(voy)?log (v?oy) = eVV{l + O(m) }»

d’ou (6-25). Les estimations (6-26) découlent de ce qui précede en écrivant (6-22) sous la
forme e = 2v/V et en faisant appel & (6-25) puis (6-23). O

Remarque. Nous aurons ultérieurement 1'occasion d’utiliser (6-26) sous la forme

(6-31) ovy/2vlogy > 1 (v > 1)

ou vy est une constante convenable.

6-3-2. Développement asymptotique

Nous nous proposons ici d’établir les relations (2:9) et (2-10).

Pour tout v > 0, o, est la solution de ’équation ¢'(o) + v = 0. Or, il résulte de (5-81)
et (5:47) que —¢g'(0) = {1+ O(1/X?)} Xe*X ot X = X (0,1 —0). Comme Ve" = 2v par
(6-22), cela suggere que X = V/2 fournit une bonne approximation de o,. Nous avons
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X(7p,1—7) = V/2 avec 7, := (2/V)log{1/(1—e~V/?)}, donc 72 = {1+0(e"V/?}2/vV.
Nous déduisons ainsi de (6-26) que

(6-32) 2y 1= 0y — Ty L 0,/ (logv)?.

Nous montrons plus loin que, lorsque o tend vers 0, ¢’(c) posséde un développement
asymptotique de la forme

(6-33) J(0) ~ _Xe2X{1 +3 %}

m>1

avec X = X(o0,1 — o). Comme il est d’usage, la relation (6-33) signifie que, pour tout
entier k > 1, on peut remplacer le signe ~ par une égalité quitte a interpréter, dans le
membre de droite, la somme des termes d’indices > k par O(1/X**1).

Définissons formellement la suite {c;}52, par I'équation e(1 + T/2X) = 1 +
Doms1 @m /XM o T =37, ¢j/X7. 1l s’ensuit que V =~ 2X + T, d’ott nous déduisons
successivement, pour des suites {d}72 1, {bm }2>_; convenables, les développements

(6:34) D LA DI PTG T S

k>1 m>1

En reportant dans la relation opXpeXv =14 O(o,X,), nous obtenons finalement

/2 bm
. ~1/—<1 — .
(6-35) Oy UV{ + mil vm }

La relation (2-9) découle immédiatement de (6-35) au vu du développement asympto-
tique classique (cf. notamment [5], §2.4)

qn (1og2 21})

(6-36) V =~ log2v — log, 2v + (log 20)"

n>=1
ol ¢, est un polynome de degré n sans terme constant. Nous avons

q1(2) =z, @(z) =122 — 2, g3(2) == %z?’ — 32242, qu(z) =14 - %23 4322 — 2,

et plus généralement ¢,,(2) 1= > <<, (@n—j; + bn—1-j.4)7" avec

o (ED)E R\ [ AT e
WITGIDIN k) [T @ e ER

1
b (—D)* [(k+j di-1 SRti+l
v e

(h>0,j>1),
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11 reste a établir (6-33). Nous montrons en fait que, pour tout m > 1,

(6-37) apm = (m—1)!{1+(—1)mz(_;#(k+”;> +3 ﬁ(lﬁ ;mf)}

m—
k>1 k>1

En particulier, a; = 0, az = 72/3, ce qui implique (2-10) par un calcul de routine.
Compte tenu de (5-73), nous pouvons nous limiter & établir (6-33) en remplagant, dans
le membre de gauche, —¢’(o) par

oo eu

Yozo1(051 = o) = /10g2 (e7v — 1){1 +ev(l —e-ou)} a

oo eu

={1+0(V7)

log2 ou(l +e“ou) “

ou la seconde égalité résulte de 'approximation 1 —e~7* = cu{1+O(ou)} sur U'intervalle
u < X +1/4/0 et d’'une majoration standard de la contribution complémentaire. Au vu
de (5-47), nous pouvons encore, avec une erreur acceptable, remplacer o par e™X /X dans
I'intégrale. Développons alors 1/(1+e%~Xu/X) en série entiere en e*~*u/X oueX~* X /u
selon que I'on a ou non u < X. Comme les sommes partielles sont uniformément bornées,
nous obtenons, grace au théoreme de Lebesgue,

Yoai (0.1 —0) = Xe¥ {F(0) + 24 (0)} + X2e* B4 (o) + O(*¥)?)

avec %(o) = fli(g2e“ du/ure® 3 S on! /X" et

(—1)ke—hX X
(o) = E — Xk / el Duy k=1 gy,
log 2
(6:38) = N
- k kX vk €
(o) == kio(fl) "t X /X s du.

Examinons la série %] (c). Nous avons

X m

/ e(kJrl)uukfl du = Z k—1 Me(l+k)XXk717m + O(?k) (k > 1)

log 2 m ) (k+ 1)+ '
o<m<k

d’ou, pour X assez grand,

X

E>00<m<k
olt 'on a posé ugm = (—1)* ™ (" yml/{(k + 1)™*1X™}. Le développement asymp-
totique souhaité résulte d’une interversion de sommations. Les séries étant semi-
convergentes, la question n’est pas anodine. Cependant, comme |uy,| est une fonction
ultimement décroissante de k, nous avons, lorsque K — oo

Z Z Uk, = Z Z Ugm + 0(1) = Z Z Ugm + 0(1)

k>0 0<m<k 0<k<K 0<m<k 0<m<K m<k<K

> {Z“km+0(ﬁ)}+0(1)= STt + o).

o<m<K k>m o<m<K k>m



54 OLIVIER ROBERT ET GERALD TENENBAUM

Alinsi, posant ay,, = (—1)™m! Zk>m(71)k(k;1)/(l€ +1)™*L, nous pouvons énoncer que

Aim
(6-39) AGET DY X;H~
m=0

La série % (o) releve d’un traitement similaire. Pour & > 1, nous avons

/OC _e:“; du = kF+2 /°° ek_“ du ~ e Z hm 7(—1)7"171!’
x U + X U +2 Xk+2 = m km+1xm

d'oi -
1 & kE+m+1\ (-1)™ml!
Pa(o) ~ 5+ (-1 Z( o )W
k>1 m=0

Comme précédemment la valeur absolue du terme général est une fonction décroissante
de k. Posant ag,, := (—1)"m! Zk>1(—1)k(k+z+1)/km+l, il suit

1 a2m,
%)~ 5+ D i
m=0
Cela implique bien (6-33) avec ay, 1= a1.m—1 + d2m—1 (M > 1).
6-4. Formules asymptotiques pour les parameétres du col

6-4-1. Petites valeurs de y

Rappelons que nous notons {p; }‘;‘;11& suite croissante des nombres premiers et que,
pour chaque y > 2, nous désignons par H = H, I'unique entier vérifiant

(6-40) II vi<v< I »s
1<j<H 1<i<H+1

+ _ _ : _ X - _
de sorte que Uj,,, = Wogy = pu+1, sauf si y = [[,; <y pj, auquel cas U, = pm,

ufggy = PH+1, ulogy = /PHPH+1-

La proposition suivante fournit, pour les petites valeurs de y, des évaluations asympto-
tiques pour « et 3 dont le terme d’erreur relatif tend vers 0 dés que x tend vers l'infini. La
gestion des valeurs bornées de y est particulierement délicate et nécessite 'introduction
des fonctions UFE.

Lemme 6.7. Pour x assez grand, y € N, 2 <y < exp {\/logQ x/logg x}, nous avons

641)  a={1+0( =N T08Y 511 o(1/s,)

v

logy
log Uiog 4’

ou l'on a posé s, 1= (/log, .
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Démonstration. Nous pouvons supposer x assez grand, et donc v > 6. D’apres (6-8) et
(6-9), nous avons, sous les conditions de ’énoncé,

logy logy x
6-42 =" <A< .
(6-42) @ log z log, 2y’ s log, 2y
Soit H := H,. Selon (3-32), nous avons T(logy) = H + 1, avec

. logy —d(pn)

6-43
( ) logpr 11

Rappelons que (o, 3) est la solution du systéme (6-3). En restreignant la sommation
de la premiere équation a p < py+1, nous obtenons successivement

19(10H+1)

logy > . Phyelogpaa)logy > 9(pry1) — logy,

(6-44) 1 +p'?{+1(17%1+1 -1)
ap% 1> __ = 2(sz)
7 y(logy)log, 2y
puisque ¥(pri+1) = 10g (ITi<;j<pry1ps) = log(y +1) > logy +1/2y.
En reportant la premiere évaluation (6-42) dans la troisieme estimation (6-44) compte
tenu de la relation pyi1 < logy, nous obtenons 8 > {2 + o(1)}(log, x)/logs z. Cela
implique en particulier

; B
(6-45) (Zﬂ) > eldto(D}se (H-1<j<H+1).
pj

Cette inégalité découle trivialement de la deuxieme évaluation (6-42) pour y borné;
lorsque y est suffisamment grand, il résulte du théoréme des nombres premiers que

pr+1 = {1+ 0(1/logy 2y)} logy < {1 + o(1)}+/log, z/logs =,

et la minoration ,
(pj+1/pj)’8 > (1+ 2/pj)ﬁ > 28/r;i—2B/p;

fournit encore (6-45).
Il s’ensuit que

- log p 1 B logp 35,
logy = 2 pﬁ(p“—1)+1+0( )7 2 pﬁ(pa—1)+1+0(e )

B-1
PEPH+1 aﬁpH+2 PEPH+1
log p -3
<9 _1)+ — 2 1+ Ofe ).
< d(pu-1) Z pg(pa_l)_i_l ( )

PHEPSPH+1

Comme i(long +logppi1) < %long pour H > 1, il suit

(6-46) pr(ph —1) <3

pour z assez grand et donc, en minorant pg /pg—1 par (6-45), pgq(p%[q —1) < e 75/,
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Nous obtenons donc

log p Py (03 — 1) logpm
logy= Y, —————7p +logpy —
plpmy LT O™/ L+ p(pg — 1)

I

ﬁonga-‘rl + 0(6—3%)

1 +pH+1(pH+1 - 1)
B (a
—1)lo lo
— 9pn) — (P — 1) logpy N SPDH 1 +O(e=550),

Lp (g —1) L4 ph, (0%, — 1)

ce que nous récrivons sous la forme

) Py (0% — 1) log py +O(e=%) = logpp 41 '
1 +p?{(p?i -1) 1 +p?{+1(p%+1 -1)

(6-47) logy — J(pu) +

Siy>1+][li¢;chpj; alorslogy —I(pu) > 1/y =e° o(s2) o1, pour z assez grand,

lo 1
logy — Y(pr) < 3 gp]i“ L —5—
T+ pg 0 — 1) QAP

Ainsi, pgﬂa < y =e°62) et donc, compte tenu de (6-44) et (6-42),
Blogpr1 = log(1/a) + o(sy) = logy x + Ology 2y + 5) = {1+ O(1/5,)} log x.

Cela fournit bien I’évaluation de 8 annoncée en (6-41) lorsque Uiogy = PH41-
Lorsque y = ngngpj, et donc Uiogy = +/PHPH+1, 108y = Y(pm), nous pouvons

écrire
Z -1 logp Z logp
_ - B(mo
p<pH 1 + 1 PZ2PH+1 p (p 1) +1

puis, par une manipulation a présent standard,

B a
— 11 1
Py (P —1)logpn (14 0(e=%)} 0g PH 41

(64 1+, (0 — 1 V400 (0% ay — 1)
+pp(p% — 1) + P (P — 1)

Compte tenu de (6-46), nous obtenons p?; (p% — 1) log pr < 1/(04p€[+1), et donc

—35,/2

« 2 — 1
(6-49)  {Ph (0 — 1} < (pu/pu)’ < e, —— <e
L+ 9 (pf — 1)

En reportant dans (6-48), nous obtenons

log prry1

Po (v — 1)logpr = {1+ O(e™%+/?))} ———
pH+1(pH+1 —1)

et finalement (pypr41)?/2alogpy = 1+ O(e™3=/2), puisque alogpy 1 < e 3%/2. 11
suit
BlogWiogy = 5610g(prpr+1) = log(1/a) + O(logy) = {1+ O(1/s,)} log, .

Nous avons donc établi inconditionnellement I’évaluation de 8 annoncée dans (6-41).



Sur la répartition du noyau d’un entier 57

Pour établir celle de o, nous raisonnons a nouveau par dichotomie selon les valeurs
de y.

&

Siy > 1+H1<J<Hpj, alors ’estimation p;Hla < y = e°52) précédemment obtenue et

—3s,

I'inégalité (6-45) impliquent apg logpy < e
nous obtenons

(6-50)

/y. En reportant & nouveau dans (6-47),

1

1 +P’16q+1(p(1)'—‘1+1 -1)
ol 7 est défini en (6-43).

Lorsque y = [[,<;<mPj. la seconde estimation (6-49) implique que le membre de
gauche de (6-50) est < e~ 3%/2,

Insérons finalement ces estimations dans la seconde équation de (6-3). Nous obtenons

alogp

@ =) D —DF 1)

p
—354/2
={1+0@®/")} > 1+ 1;0(.3 - )
vapy Y PEa (PR — 1)
= {1+0(e /%) }(H +1),

ce qui implique bien le résultat annoncé.

= (1+0( ),

+O(e7/?)

Lemme 6.8. Sous les conditions z > 3, 2 < y < expexp +/log, z, nous avons

H logy y 1
6-51 =—2140 2
(51 “ 7 loge { i <logzx i (logy)19/40) }

logy logy y 1 logs x
6-52 =—>= 2140 .
(6:52) v log Uiog y { " (10g296 " (log )™ " log,

Démonstration. Nous pouvons supposer x assez grand. Nous observons par ailleurs que
les relations (6-42) persistent dans le domaine considéré.

Posant 1
S:=5_ a,f) = _
e =3 by
nous commencons par établir la formule
(logy)*
6-53 logz =S +0( -2l ).
( ) 8T + log x log, 2y

A cette fin, ajoutons membre & membre les deux équations (6-3) pour obtenir, avec la
notation (6-4),

p*alogp

alogr =
zp: (> = D{p?(p* - 1) + 1}
14 O(al 1+al
= 2 pﬂ(paml())gf))1+0( 2 pf’(p“a(l))gi1>
p<exp(3X) p>exp(3X)

1 1
:S+O<alogy+ Z m)25+0(alogy+m>
p>exp(3%)
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La relation (6-42) implique que le premier terme d’erreur est de l'ordre du reste de
(6-53). Comme (5-46) implique e’*aX = 1, le second terme d’erreur est < e3=29% «
e~ DT <« q.

Cela acheve la preuve de (6-53).

Considérons ensuite (6-51). La premieére équation (6-3) permet d’écrire

(6-54) logy > 29(e¥) > e*

et
-1 logp log p
logy — ¥(e Z — 0+ Z —
B —
p<cxp% + 1 p>exp X p ( 1) + ]'
Notons que X =< log, 2y < (log, z)/logy 2y < (3 par (6:42). Posant X; := (1 — 3/8)X
Xy = (1+3/3)X, ® := 2+ e*X/B3, nous avons
(6-55)
logp 6(3/5_2)x

—1)logp xX—3% —2X
) —+ Y o < aXe’ + <
ﬁ 3 — BX ’
p<exp X1 p + 1 p>exp X2 p (pa 1) +1 aXe

et, par (5-28),
(6-56)

P (p"‘ —1)logp logp DX
8 — B(me
Xi<logp<X p ( 1) +1 X<logp<X2 p (p 1) +1 Xi<logp<Xa logg

Rappelant la définition de H = H,, en (6-40), de sorte que logy = ¥(py) + O(X), nous
avons donc

(6-57) I(pm) — I(e*) < DX/logD.
Si pg — e* > e?1%/10 le membre de gauche de (6-57) est > py — e* par (5-29). Nous

obtenons donc inconditionnellement

(6-58) pr —e* K DX/ log®D + e21X/40,

Nous pouvons alors écrire S — H = S; + So + S3, avec

Sy = Z (™ 1)

B(moa
p<min(pm,exp X) 1 +p (p 1)

< 3 PP —1)+ > PP(p* -1

p<min(py ,exp X1) min(py,exp X1)<p<min(px,exp X)

0 P
log®  log®’

grace a (6-55) et (6-56),
_pB(p> —
P’ —1) 1
Sy = 3 S N V. 3 S —
1+ pP(po — 1 1+ pP(pe — 1
min(pg,exp X)<p<pnu +p (p ) pu<p<max(pm,exp X) +p (p )

ﬁ(ex) _ 19(pH) D e2136/40 eX e2136/40
x — _
< m(et) —mlpy) < % < log D + < 3 + T

<e X4
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et

1
Ssi= D, L+ pP(p~ — 1)

p>max(pg,exp X)

1 1
< 2 P —1) 2 pP(p* —1)
max(pm,exp X)<p<max(pm,exp X2) p>max(pm,exp X2)
@ —_2% D
<<1og33+e < log®’
de nouveau grace & (6-55) et (6-56).
En tenant compte de (6-54), il suit
S g N logy | (logy)/h0 H{log2 2y ! }
BX X log, @ log, 2y logoz  (logy)t9/40

dont nous déduisons (6-51) en reportant dans (6-53).

Pour établir (6-52), nous déduisons dans un premier temps de 1’évaluation

B%eﬁx < BJa= log xlog,
logy

que SX = logy x + O(logs y + logs ). Comme par ailleurs (6-58) implique

X

e log ylog, 2

pi — et < 5 + e21X/10 7gfég g; Y 4 (logy)*/%
2

et log Uiog y = logpr + O(p;{lg/w), nous pouvons écrire

log, 2y 1
X = log Wiee {1 0( ) ,
0g Uogy 1 + log, « + (10gy)19/40 }

ce qui implique bien (6-52).

Posons

Q) = tog (oo ).

de sorte que, pour (z,y) € 2~ — cf. (3-35) —, nous avons Q(x,y) >
Lemme 6.9. Pour (z,y) € 2, y > logx, nous avons

logy { 1 logs y }
6-59 a=—8Y Jiio(— + ’
(6:59) log zlog, y (Q(x, y)  log, y)

Q(z,y) { logzy  logsy }
6-60 A= 1+0 .
(6:60) logy y * (Q(x,y) - log, y)

log, .

59
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Démonstration. D’apres la Proposition 5.20(ii) et le Lemme 6.3, nous avons, dés que
y=2,v2=6,

(6:61) logy — S(N)J1(AX) +lo§()\/a) —D(\«) N O(eax2 )7
—AX
o2 - S o)

Or, dans la région considérée, nous déduisons de (6-8), (6-9) et (5-48) que

e—/\%

X

log()\/a)(; D()\ ) < % < X, JI(AX) < J,(\%) =

Comme &(\) < 1+ A par (5-39), il suit

UZG()\)JQ(AI){1+O(( A )}

a?X 1+ A)logyy

Effectuons le quotient de ces deux estimations membre a membre. En faisant appel a
(5-6), (6-20) et en notant que AX < Q(z,y), nous obtenons bien (6-59).
D’apres (6-17) et (6-54), nous avons

Q(z,y) = AX + O(logX) = A\X + O(logs y).

D’apres la deuxiéme estimation (6-20) pour X, cela établit (6-60). O

Proposition 6.10. Sous la condition (z,y) € 27,y € N, y > 2, nous avons

_ T(logy) (logy )!%/1°
(6-63) a = log © 1+0 (log, x)19/80 ) [

. (logs x)19/40
(6-64) Mog Ujogyy = Q(a:,y){l + O(W :

Démonstration. Lorsque logy < +/log,z/logs x, nous pouvons appliquer (6-41) en
observant que, dans cette circonstance, Q(x,y) = log, z + O(logs ). Cela implique bien
(6-63) et (6-64), avec de la marge.

Lorsque +/logs x/ logs & < logy < exp 4/log, x, nous avons

H, = 7(1ogy){1 +0(@)}, log, @ = Q(z,y){l +0<\/101g7>}.

Les estimations annoncées découlent donc du Lemme 6.8.

Enfin, lorsque exp y/log, = < logy < v/logz/eV o827 nous pouvons appliquer le Lem-
me 6.9, en notant que logy,y = logUg, + O(1), T(logy) = (logy)/{log,y + O(1)}.
O
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6-4-2. Grandes valeurs de y
Rappelons les notations v en (1-10), o, en (2:7), et Z = Z(x,y) en (3-13). Il est
également utile de garder a l’esprit la formule asymptotique (2-9). Nous posons encore
Z (1+ 2)%*1log(2+1/2)

Ro = .
07 (log, 7)? * eZ logy @

Lemme 6.11. II existe une constante absolue ¢ €]0, %[ telle que, sous la condition

I
(6-65) 2>16, e 2Vlome o BY 150 4
v/log xlogy
nous ayons
(6-66) a={1+0®R0)}o,\/Tale), A= {1+0<mo>}$~

Démonstration. Nous pouvons supposer x assez grand. Observons d’emblée que les
conditions (6-65) impliquent Ry < 1/+/log, .

Pour un choix convenable de ¢, les relations (6-8), (6-9), et (6-10) impliquent 1/\ <
(logz)Y/8 et Ma < 1, d’on

log(A/a) — D(A\/a) < % < /8,
@

De plus, il découle de (6-9), (6-10) et (6-13) que (6-65) implique A <« 1/4/log, = et donc
S(A) =1+ O0(\?), en vertu de (5-39). Reportons cette estimation dans (6:61) et (6-62),
en tenant compte de (6-14) et (6-67). Comme v'/®/logy < A2, nous obtenons

AOX) 1y o

(6-67)

X

+>\2)}1ogy, Jz(;\;) :{1—1-0(0;;%—1-)\2)}@.

Xlogy
Nous avons e* logy < (A + 1/w)/(1+ Z) par (6-19), avec w < X < log, x. Ainsi

e* < ! + A < ! + A?
Xlogy ~ (1+2)(logz)? (14 Z)logex — (1+ Z)(logz)?

Par ailleurs, grice & (6-14) et (6-8) récrite sous la forme 1/a < Jow(l + 1/Z) sous la
condition (6-65), nous pouvons écrire

X 1 A+ 1/w)y/ A 1 1
w w w

aX2y * w2vZ
Il suit
- {1 y O<<1 T AQ)}““’
(6-68) 2

JZ@;) = {1 + O(m + AQ) }v.
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Rappelons la définition de p en (3-15) et I’évaluation (3-17), que nous récrivons sous la
forme

_ log z log, =
6-69 gxezkg(2+——————>.
(6:69) (logy)?

Dans un premier temps, établissons (6-66) sous la condition

(6-70) e 2VIoe2® < Jogy/\ flogzlog, < 1

qui implique donc X < log,y =< logyz, 1 < AX < +/logyz et Z < 1, de sorte que
0 = Alog, y d’apres (6-9). Nous déduisons alors de (6-19) que

lo 8Y _ v logy
log logv \ /log zlog, =’

d’'ott X = Llog(v/logv) + O(0) = log(vav) + O(p). Comme il découle de (6-25) et (6-26)
que vo; log(vav) =1+ 0(1/(logv)?), il suit

x= o)}

Effectuons alors le quotient membre & membre des estimations (6-68). Compte tenu de
ce qui précede, nous obtenons, avec la notation j(s) définie en (5-9),

0w =G = e {10 (i)

=215 0(f5) ;= O+ 0 5) -

Comme o > 1, nous avons j'(p) < j(o) = Z? d’apres (5-14) et (5-3). Par ailleurs,
comme \X > 1, il résulte de (5-47), (6:71) et (6-8) que j'(A\X) < e ¥ /(AX) < ae® /A <
alogy = Z2. 1l suit

(6-71) = Aogy =< o

AX
ﬂH%MQX/ §(u) du < () A% — 0} = j(0){AX — g},

et donc AX = p{1 + O(1/logv)}. Nous avons établi plus haut que X = log(vo,) + O(p)
dans le domaine (6-70). Compte tenu de (6-69), nous obtenons bien I’estimation annoncée
en (6-66) pour A.

Pour établir estimation de o dans le domaine (6-70), nous observons que A > 1/ log, x
et donc a = {1+ O(A?)}J1(AX)/logy par (6-68). Or, nous avons comme précédemment
J1(0) < J1(AX) < J1(0) < j'(0), d’ou

AX 0
BOX) = (o) = [ T du=50%) - o) < Ao) L
0 ogv

et donc o = {1 + O(p/logv)}J1(0)/logy. La formule requise pour o découle alors de
Videntité J; (o) = Z+/Ja(0) et de (6-69).
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11 reste a établir (6-66) lorsque 1 < (logy)/+/logxlog, < clogy . Nous avons alors
A < 1/logv par (6-10), d’olt nous déduisons, en effectuant le quotient membre & membre
des relations (6-68), que

(672) jox) = dosy)”

11)% {1 +O((log1v)2)}'

D’apres (6-10), nous avons AX < 1 et donc e* =< /v/logv par (6-19). En insérant
Destimation X = 1 log(v/logv) + O(1) dans (6:72) et en tenant compte de (6:26), nous

obtenons
0= -0{gh)) s 0}

Comme j(u) < {log(1+ 1/u)}? et j'(u) =< {log(1 + 1/u)}/u pour u < 1, nous obtenons
que j'(u) < Z/u lorsque u varie dans un intervalle d’extrémités p et AX, puis

2

AX
00 =30 = [ J(wdu= Zlos(x/0) < -

Comme Z/logv < 1, il suit

= ofiro()

En diminuant si nécessaire la valeur de ¢, nous obtenons AX = ¢ < e~ Z > v~/3. Comme
aX =< +/(logv)/v < o d’apres (6-8), nous pouvons déduire de (5-47) que

(6-73) e*aX =e {1+ 0(0)} =1+ 0O(o).
Insérons alors ’évaluation

J2(AX) =1+ 0 (A\xlog(l+1/A%X)) =140 (Ze™?),
qui découle de (5-3), dans la seconde formule (6-68). Il vient

1 1
— =vX{1+0(E)}, E=—=+Ze7”
o? vX{L+0(E)} (logv)2+ ¢
En exprimant a par (6-73), nous obtenons 2Xe?* = 2v{1 + O(E)}, d’'ou e* = vo, {1 +
O(E)} par (6-25), et finalement X = log(vo,){1 + O(E/logv)}.
En insérant cette derniere évaluation dans (6-72), nous obtenons

JAX) =22 {1+ 0(B)}

puis, en raisonnant comme précédemment, |log(o/A\X)| < EZ, ce qui établit (6-66) en
tenant compte de notre derniere évaluation de X.
Pour prouver I'estimation (6-66) relative & «, nous utilisons la premiére formule (6-68)
et observons que, dans le domaine considéré,
AX —u
J1(AX) — J1(e) = / o du < log(A%/0) < EZ.

4

Cela implique immédiatement le résultat souhaité, compte tenu de l'identité Ji(o) =

Z\/JQ(Q). O
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Corollaire 6.12. Soit K > 1. Il existe xg = zo(K) tel que, sous les conditions
v>a(K), oM<y <afed

nous ayons A < 1/(logy 7)5+1 N7 < (logy v)/(logv)K+1.

Démonstration. Lorsque v < /log z, nous déduisons de (6-11) et (6-26) que

1 1 \Z 1
= = , e =G E—
logy logx v Vulogw

ce qui implique trivialement le résultat annoncé.
Lorsque v > y/log x, nous avons en particulier

Z =o0,logy > Kovq/%vlogvloggv > K logy v
d’apres (6-31).

Si Z < clogwv ou ¢ > 0 est une constante assez petite, nous déduisons alors de (6-66)

et (6-69) que
A= e - " < ! , A= Ze”? logy v ,
logv = logw (logv)K+1 log v (logv)K+1

ce qui fournit le résultat requis puisque logv =< log, .

Si Z > clogv > log, x, nous invoquons (6:11) pour obtenir Alogv < e™% <« v,

ol ¢; est une constante convenable.
Rappelons que la quantité A < vo, /e a été définie en (3-18).

Proposition 6.13.
(i) Pour y > 10, v > 6, nous avons

(6-74) A 82+ 1/7) To____
eZ log, y log (2+1/A)
1
BT \og(1+1/2) siZ <1,
(675) A ] lesy
o | Al siZ>1
log(2+1/A) ’
1
(6-76) B A+1x= 827,
logy y
(i) Sous la condition eM= < y < x/eS, nous avons
(logv)? (logv)/2
6-77 = 1+0 .
(6:77) @ UU{ + (ezlog2y+\/q710g(2+l/A))
(iii) Avec la notation (3-18) et sous Ia condition e*M+ < y < x/e8, nous avons
1
. D(A/a) =
(678) e A{1+0((1Ogv>2)},
0G(A) 1
6-79 A=—9-—"""<140(+—5 ] ¢.
(6:79) log(voy) + (log v)?
iv) Sous les conditions logy > v/logx (logy )2, v > 6, nous avons
(iv) Sous les conditions logy > /log z (log, ), v > 6
1 Vo(logv)3/2
6-80 A=—14+0(————) .
( ) logy{ + ( logy )}

O
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Démonstration. Commengons par établir 'assertion (iii). A cette fin, prouvons que 'on a

(6-81) a=0,{1+0(X(logv)?)}

pour eM= <y < x/eb, notant que, sous ces hypotheses, le Corollaire 6.12 fournit

AMlogv)? < (logv)?/(logy 2)* < 1/ log, .
Rappelons la définition de g(o) en (2:6). Avec la notation (5-72), nous avons
g'(@) = =So201 (e, 1 — ), v = Soz01(a, B),

de sorte que, notant f(t) := > (logp)*p' = /{1 + p'~*T*(p* —1)}?, nous avons

A
v+ ¢'(@) = Soz01(ev, B) — Soz01 (e, 1 — ) = 7/0 f(t) dt.

Lorsque v est borné, nous avons « > 1 par (6-8), donc f(t) < Zp(logp)g/pl"’“ <1
(t > 0).
En revanche, si v est assez grand, nous avons « < 1/y/vlogwv par (6-8), d’ou

(logp)® 1 1 (logp)?
f(t) < Z plfa(pa _ 1)2 < g Z ; + Z p1+oc
» p<exp(1/a) ¥ poexp(i/a) (t >0).

log(1/a)

< 02 < v(logv)?

Nous avons donc dans tous les cas
(6-82) g (@) — g (0,) < Mv(logw)?.

Rappelons lexpression de ¢”(0) en (5:99). Si v <« 1, alors o, > 1, @ > 1, donc
g (o) > 1 lorsque o parcourt 'intervalle d’extrémités o, et a. Il suit

oo — 0| < |g/(oz) - g/(av)| < )\Jv(logv)z.

Il reste & examiner le cas ou v est suffisamment grand, et donc o, et a arbitrairement
petits. Pour o € [0,[, nous avons par (5:98) ¢”(c) = 1/{c3log(1/c)}. Comme
a = o, < 1/y/vlogv, nous déduisons de (6-82) que |a — o, |v3/2(logv)'/? < Mv(logv)?.
Cela complete la démonstration de (6-81)

Nous sommes maintenant en mesure d’établir Passertion (iii). Les hypothéses im-
pliquent trivialement Z > 4log, v via (6-31) dés que x est assez grand. D’apres (6-13),
nous avons donc A\X < 1. Comme X < logv par (6-20), nous avons G(A\) = 1+ O(A\?) en
vertu de (5-39). Reportons dans (6-61) pour obtenir

J1(AX) +log(Ma) — D(A/«)

)\2
aX? + o

—AX
logy = c J1(AX) )

+0(
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Maintenant (6-14) et (6-19) fournissent e ** /aX? < e*/X < (logy)/{Z(logv)?} alors
que (5-3) et (6-5) impliquent J; (AX)/a < e **log(1 + 1/AX)/a < logy. Ainsi

J1(AX) +1log(A/a) — D(\/a) _ {1+O(A2+%>}logy
o logv)?2Z 7

(6-83)
d’ou, par (6-81),

JL(AX) +log(\ @) — D(\a) = Z + O(AZ(logv)2 + @) —Z+ o(m),
ou la seconde estimation découle du Corollaire 6.12 qui implique, sous nos hypotheses,
A< 1/(logv)®, MZ < 1/(logv)t.

Cela étant, observons que (5-8) permet d’écrire
Ji(AX) = log(1/AX) — v+ O(AX) = log(1/AX) — v+ O(1/(log v)*).
Compte tenu de la définition de A en (3-18), nous constatons que (6-78) résulte de
log (ali%) = log(vo,) + O(@).

Pour établir cette évaluation, nous déduisons de (5-47) et des estimations (6-8), (6-20)
et A < 1/(logv)® que

e X

Xe¥* =

—{1+0(a)} = ${1 + 0(7(10;0)4)}.

Or il découle de (6-81) et (6-24) que e* = vo, {1+ O(1/(logv)?)}. Ainsi
1 1 1
log (—:) = —) =1 ) T3 |
©8 (a%) 3€JrO((logv)‘l) Og(v01)+0((logv)2>
ce qui compleéte la preuve de (6-78).
Considérons ensuite (6-79). Rappelons la définition (3-33), posons r := AG(A), de
sorte que D(r) = log A, et récrivons (6-78) sous la forme

D(\/a) — D(r) < 1/(logv)?.
Compte tenu de (5-20), il suit
Ao 1 1
/, (4 +30)

et donc A/av =7 {1+ O(1/(logv)?)} = AG(A){1+ O(1/(logv)?)}.
Comme (3:16) peut étre récrite sous la forme A = UO’UQ{l + O(l/(log 0)3)} (puisque
Z > 4log, v), nous obtenons par insertion de (6-81)

lo AT < < !
& (logv)?

A= QUU?)G(A){l + O(m)}

Il suffit alors d’appliquer (6-24) pour obtenir (6-79). La preuve de ’assertion (iii) est donc
complete.
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Etablissons ensuite assertion (iv). Nous pouvons supposer x, et donc v, assez grand, de
sorte que nos hypotheéses impliquent Z > (log 0)3/ 2 et, par exemple, via le Corollaire 6.12,
A < 1/logv. Nous évaluons A a partir de la premiere équation (2-2). Nous pourrions faire
appel & (5-80) mais il est plus simple de raisonner directement. Nous avons

log p log p (p? —2)logp
6-84) 1 = = .
( ) logy Z pBpr —1)+1 Xp: | Z {pP(p™ — 1) + 1}(pPte —1)

Comme v est grand, nous avons 0 < a < 5, (> 0. La derniere somme est donc

logp 1 logp  log(l/c) 32
< Z m < Z an T Z plta < o < Vu(logv)®/2.
P

ap
p<exp(1/a) p>exp(1/a)

Comme la premiere somme du membre de droite de (6-84) vaut classiquement 1/A+0O(1),
nous obtenons bien (6-80).

Prouvons a présent I’assertion (i). Comme le résultat est immédiat lorsque x est borné,
nous supposons z arbitrairement grand.

Lorsque logy < +/log z log, z, nous avons Z < 1, donc le premier terme dans le membre
de droite de (6-74) domine. Les estimations (6-9) et (6-8) fournissent alors
log(1+1/2) logy
logyy logxlog,y’
ce qui implique bien (6-74) et (6-75).
Lorsque 1 < logy/+/logzlog, x < clog, x avec une constante ¢ suffisamment petite,

nous avons v < logz, A < e~4,/logx/log,z et o, < 1/y/logxlog, z. Pour un choix
convenable de ¢, nous avons e? < \/log x/log, = de sorte que A > 1 et e=Z/logy x> 0.
Par ailleurs, (6-66) implique alors

A=

y
A= e = © , A = A.
log(vo,)  logyz’ «

Nous retrouvons donc encore (6-74) et (6-75) puisque A > 1.

Lorsque clog, = < logy/+/log xlog, = < (log, x)%/2, nous avons A =< e~Z/log z/log, «
et 0, < 1/4/logxlog, x. Les relations (6-74) et (6-75) découlent donc de (6-79), (3-17) et
(3-34).

Lorsque logy/\/logzlogyz > (logy 2)%/2, nous avons A\ = 1/logy d’apres (6-11).
Compte tenu des estimations o < 1/4/vlogwv et log(2 +1/A) < Z, nous obtenons encore
(6-74) et (6-75).

11 reste & établir (6:76). D’apres la derniére partie de la Proposition 6.2, nous avons
8 > % pour v > 6. De plus, par (6:74), nous avons A < 1 si Z > 1. La relation (6-76)
est donc satisfaite sous cette hypothese supplémentaire. Lorsque Z < 1, nous avons
A+ 1 =< (logy x)/log, y par (6-74), alors que a =< (logy)/{logzlog, y} = o(1) par (6-8).
Cela compléte la preuve du point (i).

Pour établir D’assertion (ii), nous appliquons (6-81) et (6-74), en notant que les
hypotheses impliquent Z > 1. O
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Proposition 6.14. Sous la condition (z,y) € 27, nous avons

(6-85) 04:{14-0(\/%)}% J2(0), /\z{l—&-O(ﬁ)}gG(A)vag.

Démonstration. Dans le domaine (6-65), nous pouvons appliquer (6-66). Quitte & res-
treindre la taille de la constante ¢, nous avons A = vo,e=Z > (logx)'/4, de sorte sur
(3-34) implique G(A) = 1 4+ O(v~—'/*). Nous obtenons donc (6-85) puisque nous avons
Ro < 1/4/log, © dans le domaine (6-66).

Dans le domaine complémentaire, nous avons Z > logy x et y/J2(0) =1+ O(Ze_Z),
compte tenu de (5-4) et (3-17). L’évaluation souhaitée pour « résulte donc de (6-77).

Si clogyx < logy/+/logxlog,x < (logy x) 3/2 la formule asymptotique relative a A
découle pleinement de (6-79).

Enfin, lorsque logy/+/logzlog, x > (log, )*/2, nous avons Z > (log, x)%/? et donc
log(1/A) = Z —log(va,) —v = Z{14 O(1/y/log, x) }. La relation (3-34) implique alors

1 1
G(A)vo? = 1+0| —— | ¢,
0G(A)voy, log y { + ( —logQ I) }

de sorte que I’évaluation souhaitée découle de (6-80). O

6-5. Preuve du Théoréme 3.5

Le Théoreme 3.5 est la synthese des Propositions 6.2, 6.10 et 6.14.
Nous notons en particulier que la Proposition 6.10 implique la deuxiéme estimation
(3-37) puisque nous avons, sous les hypotheses effectuées,

s (B e {1 o L))

ce qui fournit bien un terme d’erreur admissible.

7. Préparation a ’emploi de la méthode du col

Nous nous proposons ici de majorer | F (o + i1,k + it)|/F (0, k) dans le plus grand
domaine possible en (7,t). A cette fin, nous introduisons le facteur eulérien

1

Op(7,t) =1+ prrit(petit — 1)

et observons que, pour p > 2, nous avons

1 — cos(7 log p) p*(p” — 1){1 — cos(tlogp)}
(71) ‘ﬁP(T7t)| <9H (0 O)exp{_16pq{1 _'_pn(pa_ 1)}_ 16{1 +p“(p”—l)}2 }

De plus, sous la condition supplémentaire |7logp| < 1, |tlogp| < 1, nous avons

min(1,72/0?) _ p"(p” —1)(tlogp)? }
Ar2pe{1+pr(p” — 1)} 8w2{1+pr(p7 —1)}?

(72)  [9p(r.5)] < $Hp(0.0) exp{ -
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Pour établir (7-1) et (7-2), posons, dans ce paragraphe exclusivement, D := p*(p®—1) et

9 :=71logp, 1:=tlogp, w:=arg(p’™" —1), 14h:=

de sorte que

|9p(T, )% (1 o )2 ~ 2D{1 —cos(w +1)}
B D+1 (14 h)(D + 1)2
r(2—r) 2D{l1—cos(w+)} }
D+1 (1+hr)(D+1)2 [

gexp{—

Si h > 1, nous avons r/(D + 1) > 1/(2D + 2), donc (7-1) et (7-2) sont vérifiées.

Dans le cas contraire, r < %, et

19p(7,1)]
$,(0,0) S eXp{ Y

3r D{1 — cos(w + )} }
D+1) 2(D +1)2
3r D(1 —cos®) }

(7-4)
GW{_&D+U_]mD+U2

N

La premiere inégalité résulte immédiatement de (7-3). Pour établir la seconde, nous
observons que, si |w| < £[¢| (mod 2), alors 1—cos(w+v) = 1 —cos(3¢) = {1 —cosv}.
Si, au contraire, |w| > 3|¢| (mod 27), nous avons sinw = p? (sind) /{(1 + h)(p° — 1)}, et
donc

20 (& 2 2 20 1—
p? (sind) 0 (1 — cos V) <3

1 1— 3 < 1 2 S ~ .
2( COs w) (Slnw) (po' _ 1)2 + 2p0’(1 —_ COS'&) (pa — 1)2 —|— 2p0(1 — COSQ?)

Maintenant, 3k > h(2 + h) = 2p°{1 — cos 9} /(p° — 1)?, d’ott

2p° (1 — cos ) < 1 —cos?

75 > = )
(7:5) " 3(p7 —1)2 +2p°(1 — cos¥) 2p°

et donc (7-1) en reportant dans (7-4).
Pour établir (7-2), nous observons que, puisque r < i, la premitre inégalité (7-5)
implique 2p? (1 — cos¥) < 3(p° — 1)2, et donc

p? (1 — cos ) 272

7-6 = = '
( ) r 3(po' _ 1)2 371_2an2

En reportant dans (7-4), nous obtenons immédiatement (7-2).
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Nous notons également que, lorsque ¢t = 0, la preuve de (7-1) et (7-2) fonctionne mutatis
mutandis lorsque D est remplacé par (p + 1)(p® — 1). Ainsi, posant

1
(p+1)(potim — 1)

Hy(r) =1+

nous obtenons pour p > 2

_ 1 — cos(tlogp)
[$95(7)] e { 16p7 {1+ (p+ 1) (p° — 1)}} (p>2),
(77) 97(0) < min(1 7_2/0_2)
eXp{ A {1+ (p+ 1)(p7 - 1)}} (p=2,[rlogp| <1).

Le résultat suivant sera utile pour estimer les produits eulériens relatifs aux facteurs
9, et 5. Nous rappelons les notations W (z) en (5-35), X (0, %) en (5:43), et £ en (5-44).

Lemme 7.1. Soit ¢ €]0,1[ et ¢ > 0. Supposons 0 < o < %, 1—0 <k <e9X/40 et X
suffisamment grand.
(i) Si1/X < |7] < exp (X37/36) et £ < W(X)®, nous avons

1 — cos(7logp) eXr2 £X _ex
(7:8) Z pR(p7 — 1) >>52+7.2 1+£2X2+e

p>eX

(ii) Si1/X < |r| < e1=9X ousi 1/X < |7 < exp (X37/3%) et 0¢ < & < W(X)©,
nous avons

1 — cos(7log p) eXr2 X ex
(7:9) > (7 — 1) >>§2+72 1+§2X2+e

eX <pgel/e

(iii) Si 0 < n < 1/2X, nous avons

2 X
T A= e

eX <p<Lel/n

Démonstration. Prouvons 1’assertion (i). Posons T':= W(X)¢. Le membre de gauche de
(7-8) est clairement minoré par

Z 1 — cos(7logp) < /T Z {1—cos(Tlogp)}logpudu
0

anro’O- logp O—p/{Jrchru

p>eX
T (o (EHu)X (X Yy o EX
2 / - —r—du+ 0| ———5
0 E4u € +u+ir|]o oW (X)7eX?

o—€X T we—uX 72 e—¢X
Z 2 / <f+u>{<g+u>2+ﬂ}d“O(aW(X)?CX?)
o—EX oo we—uX 72 e—¢X
(711) Z 20 / (§+u){(£+u)2+72}du+O<UW(X)7CX2)’

p>eX
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ou la seconde estimation résulte de (5-36) puisque nos hypothéses impliquent pleinement
k+o+T < W(X)?, et la derniere inégalité découle de la précédente grace a la majoration

/oo ue—uX,TQ du < e—TX < 1
v (E+u{(§+u)?+72} X W(X)reX?

De plus, comme |7]| > 1/X et £ +1 < W(X)?¢, I'intégrale du second membre de (7-11)
est supérieure &

T —uX
ue du > L
/0 (E+u{XH(E+u)? +1} XOW (X)6e’

de sorte qu’elle domine le terme reste dans (7-11). En estimant e ¢ /o par (5-47), nous
obtenons que la quantité & minorer dans (7-8) est > XeX7J avec

- /°° we” X 12 dy S £ ueuX 72 dy /°° we” X2 dy
Jo EHu{E+u)2+2 Ty E(E2+72) ¢ (E+u){(§+u)?+72}

_ X 25075 ds n o0 r2e=uX dy
~) e ) s

_ 7-25 72€|T‘X
S @ ex Fpee A )

7_2§ 7_2e—§X 7.2 f e—fX
@i exy  (MrorX rex) & b Texztx b

Cela implique bien (7-8) en comparant £X a 1.
De plus, lorsque ¢ > ¢¢, nous avons

1 —cos(tlogp) 1 — cos(rlogp) 1
Z Tope(pr —1) Z —1)+O< Z W)’

K g 1 a
eX <pgel/e p (p p>eX p (p p>el/o

ol la derniere somme est < log(1 4+ 1/¢) < X. Il s’ensuit que (7-8) implique la seconde
partie de Passertion (ii). Pour établir la premieére, nous pouvons pleinement supposer
&> W(X)c. Nous avons alors, d’apres (5-33),

X, 2

1 — cos(7logp) X7
Z — > Z {1 —cos(rlogp)} > ——5——-
eX <p<Lel/e p (p - 1) eX <pLeX+1/k H(H +7 )X

Comme nos hypotheses impliquent £€X > 1 et £ < k, il est immédiat que la derniere
minoration est du méme ordre que le membre de gauche de (7-8). Cela conclut la preuve
de l’assertion (ii).

Il reste & établir lassertion (iii). Posons Y := 1/n. Nous pouvons écrire

(logp)? 1 log p
Z _ 1) > o Z pm-&-a'

K o
eX<pLeY p (p eX<p<LeY
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Si k + o > 2, la derniére somme en p est

—kX

e oXeX
> e X Z logp > =
K K

eX <pLeX+1/2r

d’apres (5-25) et (5-47). Cela implique bien la premiere minoration de (7-10). Si k40 < 2,
le théoreme des nombres premiers fournit immédiatement
Z logp - /eY du - 67€X — 675Y — 67£X
+o 7 +o - ’
eX <pgeY P eX UMY € §+m

en vertu de l'estimation générale e —e™® < e~ %(b—a)/(1+b—a) (0 < a < b), puisque
nos hypotheses impliquent ¥ — X < Y. Compte tenu de (5-47), cela permet de conclure.
O

8. Etude de F(v) par la méthode du col
8-1. Série génératrice

Rappelons la définition de t(m) en (1-8). Un calcul standard permet de déduire de
(2-5) que

6 1 6 1

de sorte que la solution o, de I’équation (2-7) est bien donnée par (6-21).
Lemme 8.1. La représentation intégrale (2-4) est valide pour tout v > 0.
Démonstration. 11 suffit d’appliquer (1-9) en faisant appel & la formule de Perron
1/ e il in(1,e”) (0<o<l zeR)
— ————ds =min(l,e o x .
271 Jypim $(1—9) ’ ’
Rappelons la notation g(o) en (2-6).
Lemme 8.2. Nous avons
| NG
52 YR O S Y (N
(82) g(oy) =vo, (1+ Tog(os) + ((logv)5/2> (v=>2)

Démonstration. Nous pouvons supposer v assez grand et donc o, arbitrairement petit.
Rappelons la définition de la série de Dirichlet % (s, z) en (2-1) et la notation (3-2). Pour
o €0, [, nous avons

o—1

(3) 4(0) — f(o,1) = 3 log (1 - m) < logy(1/0),

ott la majoration résulte d'une scission de la somme & eX et e*X avec X = X(0,1) tel
que défini en (5-43). Au vu de (2-9), nous pouvons donc nous limiter & évaluer f(o,,1).
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A cette fin, appliquons (5-84) avec (0, k) = (0, 1). Posant X, = X (0, 1), il vient

S(oy) {e‘”X“

1 =
f(O.U7 ) U/UX'U Xv

e*UuXu
+ JQ(UUXU)} +log(l+1/0,) + O( X3 >

En faisant appel aux estimations (6-26), (5-47) et (6-24), nous obtenons successivement
1 1 1
X X
VT = s 0{ )} - {10t
e v/logw e - + e + (Tog )2 voy, log(voy,)

et donc X, = log(ve,) + O(1/(logv)?). La formule (8-2) résulte alors des estimations
S(0y) = 1+ O(02) et Jo(0uX,) = 140 (Jva) établies respectivement en (5-39)
et (5-4). O

Lemme 8.3. Pourv > 2 et |0 — 0, < 0,/logv, nous avons

(84) §'(0) = i—j{HO(lO;v)}.

Démonstration. Nous pouvons supposer v arbitrairement grand, de sorte que ’hypothese
implique o < i et o < o,. Nous pouvons alors appliquer (5-98) en notant que, d’apres
(6-24), puisque vo, < 1/(0, logv),

log(1/0,) +logy(1/0y) 1 v{log(l/av) —log, v}{log(1/0y) + log, v}
S oetjmp — 0 Og)) flog(1/0,)}?

- {10t .

Lemme 8.4. Pour v suffisamment grand, la formule

(8-5) g(s) = log(6/m%) + Zlog (1 + m) (Is — 0u| < 204),

ou le logarithme complexe est pris en détermination principale sur C ~\ R™, définit un
prolongement holomorphe de g(o). Pour tout ¢ € N*, nous avons alors

(8:6) g9 (s) < D2 (log v)(E=1/2 (Is — o] < 30v).

Démonstration. Notons U = U,, > 1 la solution réelle de I'équation (1+U)(U7*/3~1) = 2,
de sorte que U < /v/logv. Soit s € C, |s—0,| < %01,. Comme [p® — 1| > p°/3 —1 pour
tout nombre premier p, nous avons |(p+1)(p*—1)| = 2sip > U. Pour p < U, s = o +it,
nous pouvons écrire

1 ) _ p? cos(tlogp) —1 |+ p° — 1+ O(c?(logp)?)
(p+1p°—1) (p+1lp° -1 (p+1)lp° — 12
puisque p? — 1 > %O’v logp. Chaque terme de la série de (8:5), qui est uniformément

convergente sur le disque considéré, est donc bien défini. Cela implique la premiere
assertion.

>0

Re (1+
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Pour établir (8-6), nous observons que, pour s = o + it, |s — 0,| < 30,

— —logp log p — (o) = v
|g(8)_'2p:(p3—1)(1+p—p1‘3) gzp:(p"—l)(Hp—pl“’) ==

ou la derniére estimation découle de l'identité —g’(0) = Sp201(0, 1 — o) (avec la notation
(5-72)) et de (5:79) et (6-26). L’estimation requise en découle par application de la
majoration de Cauchy pour un disque de rayon o, /7. O

Lemme 8.5. Posons 7, := logv/+/g" (0,) =< (logv)3/*/v3/* (v > 2). Pour v suffisam-
ment grand, nous avons

B7) Do+ i) < Do) e B (g, < 1] < exp {(logv)™7h),

ol ¢ est une constante absolue convenable.

Démonstration. Posons X,, := X (o,,1) = logv — 3 logy v+ O(1) comme dans la preuve
du Lemme 8.2, de sorte que 7, =< e~3X+/2 La premiere estimation (7-7) et (7-9) appliqués

avec (k,0) = (1,0,) permettent d’écrire, lorsque, disons 1/2X, < [t| < ellogv)*/%7 <
e)(37/.5()7
| (o, + it)| 1 — cos(tlogp) _ X
——— 7 Lexpl — E < emeoxP(Xo)
9) T 1697 (p+ 1)(p> — 1)

eXv <p<el/<7'u

ce qui implique amplement (8:7). Lorsque |t| < 1/2X,, la deuxiéme estimation (7-7)
fournit

|4 (0, + it)| exnd min(1,#%/02)
G0y p{ 47r2pw{1+<p+1><pav1)}}'

eXv <p<el/(tl+ov)
La derniere somme en p est > min(1,t%/02)/(X,0,) > X2 =< (logv)>. O

8-2. Formule asymptotique

Théoréme 8.6. Nous avons

(8-9) Flv) = %{1 + o(@)} (0> 2).

Démonstration. Nous pouvons supposer v assez grand et donc 0 < ¢, < 1. En tronquant
'intégrale (2-4) & Im s = +v? et en choisissant o = 7, nous obtenons

(8-9) F(v) = L/:UHUQ %dsﬂ—O(%),

270 J g iz S(1—5) v2
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dont le terme d’erreur est admissible au vu de (8:4) et (6-26). Rappelons la définition de 7,
dans I’énoncé du Lemme 8.5. La majoration (8-7) nous permet d’englober la contribution
du domaine 7, < |Sm s| < v? dans ce méme terme résiduel. En estimant, dans I'intervalle
restant, l'intégrande par la formule de Taylor & l'ordre 4 et en utilisant (8-6), il suit

oy Mo . R Vo,
F(U) _ € g(o'v) / T(t)efg (ou)t*/2 dt+0<e g(ov))’

2
2T e v
avec

e—ig (0)t?/6+0(t Dy)

(op +it)(1 — o, — it)

1 1-2 2
- —){1 - z’ti””) —Lig" (o,)t® + 0<§ +15D2 + D4t4) }

T(t):=

(1 =0y (1 =0y 2

ott Dy := v V/2(logv)*=1/2 (¢ > 0). La contribution des termes impairs étant nulle
par symétrie, nous obtenons

Ty Ny , 2
F(o) = G (0y)e {/ JIEY /Zdt—i-O(E)}

- 2m0,(1 —0y) .
avec
p._ % + 1 D3 Dy logv
=2 Ung/z D;/Q Dg/z 7" (o0

Comme

g 2 > 2 1

R = [ e B s

— T g (JU) logv g (UU) v

nous obtenons bien (8-8). O

8-3. Développement asymptotique

Le développement asymptotique (2:12) pour log F'(v) résulte simplement de celui de o,
décrit en (2-9) et explicité au paragraphe 6.3.2. En effet, au vu de (8-8) et (8-4), il suffit
d’établir I'existence d’'un développement asymptotique de la forme indiquée pour

v
vo, + g(oy) = / ordt + O(1).
6
Nous obtenons donc (2-12) par intégration. Les polynémes @), sont définis par les relations

(8-10) Qo(z) =1, Qj(2) = (2 —1)Qj1(2) +2Q)_1(2) = Pj(2)  (j = 1).

Ainsi, Q1(2) = Pi(2) + 1, Q2(2) = Pa(z) + 3P1(2) 4+ 2, comme annoncé.
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Remarque. Nous pouvons également établir I’existence d’un développement asymptotique
de la forme

(8-11) g(o) =X Z Cm

Xm’
m>=0

ce qui présente un intérét intrinseque. Cela fournit une preuve alternative de (2-12) en
choisissant X := X (0,1 — o) et 0 = 0, de sorte que, avec la notation (6-22), X = V/2

et eX = /v/X.

Pour montrer (8-11), nous écrivons

1
mw:—/g%mﬁﬂm

et effectuons le changement de variable défini par z := X (s,1 — s), de sorte que

1 ) ﬁzlog(l—e_z) 1 21 ( 1 )
Todz 22 z(e* — 1) 22e? '

11 (
s=~lo _
z & 1—e* ze2z

D’apres (6-33), il suit

b'e
1)e? .
g(U)z/ u{l—l—za—m}dz,
log 2 Z m>1 z
d’out (8-11) résulte immédiatement.

8 4. Comportement local

Proposition 8.7. Pour v > 2, |h| < v¥/4(logwv)'/*, nous avons

(8-12) F(v+h) :th'UF(v){l—&—O(%)}.

Démonstration. Posons ¢(v) := vo, + g(o,) —log o, — % log g” (o), de sorte que, d’apres

(88), F(v) = {1+ 0O(y/(logv)/v) }e#) /\/2rr. Nous déduirons (8-12) d’une étude locale
de ¢(v). Nous avons ¢'(0,) + v = 0 par définition, donc do,,/dv = —1/¢"(0,) et

1 g///(o.v) 1
/
= — O _
¥ (U) Oy + Uvg”(%) + 29/1(0.71)2 Tv + v !

1 ! g"0) gV | ge) 1

1z _ —
T O R L LT O T A A CA LY o

ou les estimations résultent de (6-26), (8-4) et (8-6). Il s’ensuit que, sous les hypotheses
effectuées

h h? logv + h?/v
h) — — hoy, < — < :
plv+h) = ¢lv) —ho v + vy/vlogv Vulogwv

En reportant dans (8-8), cela implique bien (8-12). O
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Proposition 8.8. Nous avons
(8-13) F(v+h) < F)eh  (v>=2,04+h>0).

Démonstration. Supposons d’abord h > 0. D’aprés (8-8), (8-4) et (6-26) nous avons
F(v) =< e'»t9@){(logv)/v}/* pour v > 2. Comme (v 4 h)oysin + g(owin) =
mingsof{(v+ h)o + g(o)} < (v+ h)o, + g(o,) il suit

1/4
Flo+h) = elv+Movintata,) (1080 + 1)
v+h

1/4
< eth)ovtg(ov) (@) < e’“’vF(v),
v

c’est-a-dire (8-13).
Pour établir (8:13) lorsque —v < h < 0, nous pouvons supposer v assez grand.

Lorsque, par exemple, |h| < %v, le raisonnement précédent s’applique sans modification.
Si v+ h < 1, nous avons F (v + h) < 1 alors que, lorsque v — oo,

F(’U) _ e{1+o(1)}\/8v/logv’ hO’v ~ Oy ~ — 12’[) )
ogwv

La majoration (8-13) est donc encore valable. Si, finalement, |h| >
des estimations asymptotiques

%v, le résultat découle

F(v+h) < F(v/5) = F(v)//V5te) — py)e=vor = F()/2Ho0) (4 - o).
O

Le résultat suivant précise (8-12) pour les valeurs modérées de h. L’expression (1-9)
montre que F' est presque partout dérivable : si v € log N*, nous avons en fait

(8:14) F)=m 3 s

Dans toute la suite, nous adoptons la normalisation F”(v) := 2 F’(v+) + 3 F'(v—).

Proposition 8.9. Nous avons

(8:15) F'(v) = {1 + O(ﬁ) }%F(v) (v=2),

(816) F(v+h)—F(v)= {I—FO(%)}hO’UF(U) (v=2,h</vlogv).

Démonstration. Compte tenu de la normalisation indiquée plus haut, nous obtenons par
inversion de Laplace que

oy L/ e (s)
(8:17) F(v)727ri e ds (v>0,0<0<1),
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la convergence de l'intégrale étant classiquement conséquence du fait que ’abscisse de
convergence de la série de Dirichlet ¢ (s) est nulle. Une version effective de la formule de
Perron (cf., par exemple, [29], th.11.2.3) permet alors d’écrire, sous les mémes conditions,

1 o+iT svg
(8-18) F'(v) = Tm/ ; el_(j) ds+O(Ry) (T >2),
avec

eO”U

Ry = Z myp(m){1 + T|v — logm|}

m>1

edvg(a) eO"U 1
SR kD D D DR
1<hLT h<T|logm—v|<h+1
e’"Y (o eVlogT [°FT
(@) g /

< T T

4 (s)]|ds],

—iT

ou la seconde estimation résulte d’une manipulation classique — cf., par exemple, [29],
Exercice 171 — consistant a majorer la fonction indicatrice d’un intervalle par une
fonction en chapeau.

Nous sommes & présent en mesure d’établir (8-15). Nous pouvons supposer v suf-
fisamment grand, de sorte que 0 < o, < 1. Appliquons (8:18) avec o := oy,
T = exp{(logv)?%/?>}. En employant (8:7) pour 1 < |Sms| < T, nous obtenons
Rr < €"v¥Y(0,)(logT)/T. L’intégrale de (8-18) peut alors étre estimée comme celle
de (8-9). Nous omettons les détails, qui sont essentiellement identiques. Cela complete la
preuve de (8-15).

Considérons ensuite la formule (8-16). Comme
(8-19) Opit — 0y L /9" (0y) < to, /v (Jt| < v/2),
nous déduisons de (8-15) et (8-12) que

(8-20) F'(v4t) = UUF(U){l + O(@ + |t|av> } (to, < 1).

Cela implique (8:16) par intégration entre les bornes 0 et h. O

Remarque. Dans son domaine de validité, la relation (8-16) est plus précise que (8-12).

9. Nouvelle estimation de la hessienne

Nous nous proposons ici de mettre a profit les évaluations des paragraphes 6 et 8
pour affiner 'estimation (5-94) dans le cas (o, k) = (a, §) et pour les grandes valeurs du
parametre y. Nous rappelons les notations Z en (3-13) et A en (3-18) et notons d’abord
que les estimations (5-97), (6-6), (6-8), (6-19), (6-20), (6-74), (6-75) et (6-76) fournissent
apres calcul, pour = > y > 2,

o)
(log 2)* (log, 2y)° ;
<L
o, ) = (LF AT a/X) (l0gy)? logg © we
T w1+ 2% T {loa@ + /AN (log )
1 .

1+A
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De plus, il suit, par (6-8) et (6-76),

(logy)* log, G Z7<1
= iZ <1,
log, 2
(9-2) ?3%6(a, B) < 82 %Y
{log(2 +1/A)}?v3/2/logv .
T+ A si Z > 1.

Proposition 9.1. Sous la condition
(9-3) z>el, M <y <a/ed,

nous avons

_ D'(Aa)g"(o) (A +1)(logv)?a,
(9-4) ‘S(O"ﬁ)_T{lJFO( log(2+ 1/A) )}

Démonstration. L’hypothese (9-3) implique Z > 2logs x en vertu de (6-31), X < logv
par (6-20), et

(A +1)o, N v 1 1
9-5 A —————— = = g
(9:5) log(2 +1/A)’ ¢ logv’ “ Vulogy ~ XeX

)
respectivement par (6-74), (6-19) et (6-8). Notons au passage que A < 1/(log, z)% < 1/%3
et que le terme d’erreur de (9-4) est de 1'ordre de A(logv)?.

Posons, avec les notations (5-72), pour 0 < o < %7 k>1-—o0,

(logp)*{p” +p"(»* — 1)}
(p7 = 121 +p=(pe — 1)}’

de sorte que, par (5:95), 0(0, k) = S(0, k) fih(0, k) — S1111(0, K)?.

Pour (0,k) = (a,8) et £ = 1, la premiére estimation (5-75) implique S1111(e, 8) <
e*/a. De plus, (5-73) et (5-61) avec £ € {2,3} d’une part, (5-63) et (5-74) avec £ € {1,2}
d’autre part, impliquent

S(0, k) = S1302 + S1202 + S1111 + 251211 = Z
P

e—)\%
Suon(a, B) = {1+ o(%) }(ﬁ(i;w (e {2.3}),
S(\)Jo(A\X + aX)
1

O g (e,

Sie11(a, B) = {1 + O(%)}

Il s’ensuit que
S(a, B) < 1/(a3%) = ¥2e3%,

ou la seconde estimation découle de (6-14). En effet, le résultat est trivial si v et borné et
résulte, via les formules précédentes, de (5-3) et de la premiere estimation (5-39) pour v,
et donc X, assez grand. Comme de plus fih(a, ) =< (A + a)/(ar?), d’apres (5-88) et
(5-20), il suit, grace a (6-14),

5(a B) = S(a B) 5a<a,ﬁ>{1+0(1f%)}'
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Comme (5-105) implique

b= PO o M)

(07

et comme les deux derniers termes d’erreur sont dominés par celui de (9-4), la preuve de
cette formule est réduite a celle de I’évaluation

(9-6) S(a, B) = ¢"(0u) {1+ O(A(logv)?) }.

Pour ¢ > 0, Kk > 1 — o, nous avons

, _dS(o,k) o (logp)Pp {1 +p"(p” + 1)}
o) = g =T L T L P
(log p)*p*te 3 2nt (logp)? { 1 }
= = Io Ko 14—
; {1 +pﬁ(pa. — 1)}3 p;cx( gp) p p;{ pn+20 0’3(10gp)3

ol nous avons fait appel a (5-58) pour le dernier terme. Lorsque x est borné, le théoréme
des nombres premiers fournit immédiatement, grace & (5-47),

J1(X +0X)

861(07 K) = X2e(1420)X + X3J_2(€X +oX)+ e

X X +oX
= XS (eX 4 ox) 4 LEE TN,
g g

Pourc = a,1—a <k < 3, nous avons 0 < £ < A et eﬁxﬁf{ = "X kX de sorte que
X < X, et donc eX < e¥ par (5:47). Par (9-5), (5-3) et (5:7), il s’ensuit que

1+X%
Shi(a, k) < X%23* + % <X (1-a<k<pP),

d’ou
(9-7) S(a,B) — S(a, 1 — a) < \x*e3* < \X2S(a, B).
Or, avec la définition de g(o) en (2-6), nous avons S(o,1 — o) = ¢”(0) (¢ > 0). Comme

de plus, a = o,{1 + O((logv)?\)}, par (6-77), lestimation (8:6) appliquée avec ¢ = 3
implique

g"(a) = g"(0,){1 + O(A(logv)*)}.

En reportant dans (9-7), nous obtenons bien (9-6). O
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10. Zone sur-critique : méthode élémentaire

Rappelons la définition de la fonction ¢(m) en (1-8) et notons u la fonction de Mdbius.
Posant r(n;9) := [[,(1 +49/,/p) pour n > 1, 0 < ¥ < 1, nous aurons I'usage de la

’ pln
formule suivante

M

(10-1) > p(Mn)? = 263”7 +O(r(M;9)2' ") (M >1, y(M)* =1, z > 1).
= m2p(M)

Pour établir cela, nous insérons la relation de convolution u(Mn)? = p? % Apr(n) (n > 1)
ol Ay est la fonction multiplicative définie par A\p(p”) == (-1)" sip | M, v > 1, et
Av(p¥) :=0sipt M, v > 1. Nous intervertissons ensuite les sommations en observant
que

Av(d) M A ()| 1 2
= ; < r(M;s M =1, p(M)” =1).

Cela implique (10-1) lorsque 9 = %

d’erreur de (10-1) est < {r(M; %)\/E}wxl’w < r(M;9)zt=.
Nous définissons le terme d’erreur

Le cas général s’en déduit en observant que le terme

Vvo, logy 1
(102) @(:L‘,y) = yTUU + x1/16 (J) 2 Yy 2 2)

Il est a noter que le premier terme est d'un ordre de grandeur supérieur au second des
que v est assez grand.

Proposition 10.1. Pour x > 16, 22/2651‘/11/8 < y < x, nous avons
(10-3) N(z,y) = yF(v){1+ O(&(z,y))}.
Remarque. Nous n’avons pas cherché & optimiser ’exposant % apparaissant dans (10-2).

Démonstration. Soit 0 < ¥ < % Gardant (10-1) & Pesprit, nous pouvons écrire,

Ney)= Y wk?= Y ) (sk(m))?

mk<x mk(m)<z s<min(y/k(m),x/mk(m))
k<y,k(m)|k k(m)<y
= 2 D wekm)’+ 3 Y p(sk(m)?
m<a/y s<y/k(m) w/y<m<a s<a/mk(m)
k(m)<y mk(m)<e
{ 6y y 1-9
= > JrO(r(m'ﬂ)() )}
2 )
2\ Kom)
k(m)<y
6z x 1=
— 40 ;0
+ A ol () )
z/y<m<z
mk(m)<z

ZyF(v)—R1+R2+R3,
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avec

6 6x
Ry i=yF(v) - Z 7T21/;:gm) B Z m2map(m)’

m<z/y z/y<m<z
k(m)<y mk(m)<a
y 1-9 7 1-9
Ry < Z r(m;ﬁ)(w) , Ry Z r(m;ﬁ)(mk(m)) .
m<x T m<z
K b

Pour tout o tel que o €]0, %], 0 < ¥ < 0, nous avons la majoration de Rankin

mene (i) () 7o

m>1

~ r(p; 9)p”
< yl 196171) H (1 + ).
. p(p® —1)

-

(10-4)

Comme Y, -, 1/mip(m) = 7*/6, nous pouvons écrire similairement

1 9 . L X X
R= D Gt 2 g 2 )

m<z/y z/y<m<zx m>zx
k(m)>y mk(m)>xz
Yy T Y l—o—9 T o
=Y L+ Y <Y () ( ),
m<z/y w(m) m>xz/y myp(m) m>1 k(m) mk(m)
k(m)>y mk(m)>x

de sorte que Pestimation (10-4) est également valable pour R;.
Lorsque, disons y > x%/%, nous choisissons o = %, 9= %. 11 suit

N(z,y) = yF(v) + O(y"/*2'/?) = yF(v){l + O(\/E/y‘"’/“) }

ce qui est compatible avec (10-3).
Lorsque y < 23/, nous pouvons supposer z, et donc v, grand, de sorte que le choix
o =0y, ¥ =0, — 1/logy est licite. Il vient

v )1/4

9
oy o por(p; v o
N(z,y) — yF(v) < y'~7ve" I | (1—|— #) <y ”F(v)(logv

. p(por —1)

ol l'on a tenu compte de (8-8), (2:9), (8:4) et posé

9 op—1
. p’r(p;d) +p7v T =1 1
Bl) = H (1 " p(p7r —1) +1—poe—! <o { Z pl+l/logy } < logy.

p p

Cela termine la preuve de (10-3). O
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Nous déduisons immédiatement de (10-3) et (8-16) une estimation du cardinal des
entiers a petit noyau dans les intervalles courts.

Corollaire 10.2. Pour z > 16, logy > \/2log:rlog2 x (3logy x +5logg ), z > 1, nous

avons

N(o+ ) = M) = 20 +0(@+ D} ro(Neaeey).

11. Estimations de N (z,y) par la méthode du col

11-1. Majorations de | F (o + i1, 3 + it)|
Dans toute la suite, fixons £ > 0 suffisamment petit et posons

¥ = {(m,y) t 2 > 16, exp {(log, #)**°} <y < expexp {(logs x) }}

(11-1)
¥t = {(amy) : 2 > 16, expexp {(logs 2)*} <y < 963/4}, P = uzt

Nous notons d’emblée que, avec la notation (5-35) et pour une constante convenable ¢ > 0,
nous avons

(11-2) BLW(X) ((z,y) e &),

(11-3) AX < /BT ((z,y) € 2).

Ces estimations sont triviales si # < 2 ; nous pouvons donc supposer logy < +/log z log, x
puisque (6-10) et (6-20) impliquent AX < 1 dans le cas contraire. Dans le domaine 27,
(6-9) implique 8 < 14+ A < logy z alors que (6-20) fournit X!/* > log; x, d’out (11-2).
Pour prouver (11-3), nous pouvons également supposer A > 1. Il résulte alors de (6-19)
que e¥* =< logy alors que AX < log, x par (6-9). Cela implique bien (11-3).

Nous définissons également

i o [ (E) s (e 2
e ell—e)X si (z,y) € &,

(11-5) ui=aXx?2e %2 p.=xe /14 Ne¥/X,

et notons que v2e*X/(u+ v+ \) < X2

Proposition 11.1. Avec les notations précédentes, il existe co = co(e) > 0 tel que, pour
x assez grand, (x,y) € &, (1,t) € [T, T:]* \ [—u,u] x [—v, ], nous ayons
(11-6) |F (a +iT, B+ it)| < F(a,B) e 0%

Démonstration. Soit (7,t) € [~T.,T]*. Par (7-1) avec (0,k) = (a,3), nous pouvons
écrire | F (o +i7, B+ it)] < F (o, B) exp ( — 15{51(7) + Sa2(t)}) avec

- 1 — cos(7 log p) p?(p™ — 1){1 — cos(t logp)}
51(7) '_Zp:pa{lerﬁ(pafl) Z {14 pP(p> —1)}2
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Observons alors que la Proposition 6.4 permet facilement de montrer que, pour une
constante absolue convenable A, nous avons

(11-7) A>at (y =2, 2> e5).

[

Comme e* < p < e'/* implique p®(p® — 1) > 1 et p® < 1, nous pouvons appliquer (7-9)
pour minorer les sommes S;. Grace & (11-3), il suit, lorsque [t] + || > 1/%,

2— 1 - t1 AXeX
S1(7) + Sa(t) > Z cos(r log p) — cos(t log p) > s e/ Bt}

4x4
eX<pLel/x pﬁ( 1) 14+ %%
d’otr (11-6), avec beaucoup de marge.
Considérons & présent le cas [t| + |7| < 1/4%. Posant Y := |t| + |7, nous avons alors,
par (7-2),
|9(C¥ -I—iT,ﬁ + Zﬁ)| < (@(a’ﬁ) e~ min(1,72/a2)53/47r27t25’4/87r2’
avec
1 et P’ (p* — 1)(log p)* Xet
53 = > —, S4 = > s
p;;y pr{l+pP(pr -1} 7 X p;y {147 =1 7 [t + 7]+ A

ou la premiere minoration découle du fait que le terme général est > 1 et la seconde est
obtenue en restreignant I'intervalle de sommation & Je*,eY] et en appliquant (7-10) avec
(0,K) = (e, B), n = |7| + |¢|. Il suit, pour une constante convenable ¢ > 0,

(11-8)

cr2eX ct?xe* 1
—+1 “+1 < — — —+ < — ).
[Fa+in,f+it)] < F(a,B) exp { (a2 +72)X  |t|+ 7]+ )\} ('t‘ Il < 2%)

Comme 72e* /{(a?+72)X} > X2 (|7] = u) et 2Xe* /([t|+|7|+X) > X2 (|7] < u, [t| = v),
nous obtenons bien (11-6). O

11-2. Formule de Perron sur les intervalles courts

Rappelons les notations (11-4) et (11-5) et posons

B F(a,B)log T:
_ « 1y’ F(a,)log S
(11-9) R* TAT. V14 AXeX,

Proposition 11.2. Pour (z,y) € %, nous avons

a+iu B+iv g\ I y
(11-10) N(z,y) / / dsdz + O(R*).
271'2 B—
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Démonstration. La premiere formule de Perron effective (cf. par exemple [29], th.11.2.3)
permet d’écrire

a+iT, B+iTe
(11.11) New) = Gz / / FEATY 404z + 0 + o)
™ a—1iT:.
avec
.’I,‘ayﬁ xayﬁ
m* = s 9{* = .
' ,gl nek(n)?{1+ Te[log(a/n)[}" nz}:l nk(n)?{1 + T|log{y/k(n)}}

Posons U := ay/X/e*. La contribution & R} des entiers n tels que |log(xz/n)| > 1/U
n’excede pas x%yS.F (a,B)U/T.. La contribution complémentaire peut étre évaluée
classiquement, comme dans la preuve de la Proposition 8.9. Nous obtenons

22yP F (o, B)U n z%y” log T.

11-12 R
( ) 1 K T. T

T
/ \F (a+ ir, B)| dr.

€

La derniere intégrale est estimée par (11-6) et (11-8) avec ¢ = 0. Nous obtenons la
majoration

v X 2 2
< ﬁ(a,,@){T e—coX? +/ emarm’e /(%) dT} < F(a,f)e 2% fay/X/eX .
: 0 { Ve

Comme a+/X/e* < e73%/2/\/X < 1/(Xe¥), cette derniére quantité est < Q1.

Pour évaluer Rj, posons V := /1 + AXe* /(Xe%), de sorte que (11-12) est valable pour
R} quitte & remplacer U par V. En faisant alors appel & (11-6) et (11-8) avec 7 = 0 nous
obtenons que R5 < R*.

Maintenant, nous pouvons faire appel a (11-6) pour estimer la différence entre les termes
principaux de (11-11) et (11-10). Nous obtenons que cette quantité est

< F(a, B)zy e 1og(T./B) log(T. Ja) < F(a, B)ay e~ 1%

puisque log(1/a) < (1+M)% < e*/3 lorsque (z,y) € Z. Cela complete la démonstration.
O

11-3. Intégrales gaussiennes

Rappelons ici quelques résultats connus concernant les intégrales gaussiennes en deux
variables. Etant donnés a, b, ¢ €]0, oo tels que d := ac — b? > 0, nous posons

Q(r,t) = tar? + brt + Let? (r,t € R),

d’ot, classiquement,

2
R2 \/& R2
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Lorsque, de plus, d < ac, nous avons, pour tous entiers naturels n, m,
1

1113 T e At dr <y ——e
(1113) [ 1] e
Cela découle trivialement de l'inégalité Q(7,t) > 3d (72/c + t*/a) > ar?+ct? (1,t € R).

Sous la méme hypothese, nous avons donc, pour tout 7' > 0,

Tn—le—dT2/4a

7" e @D dt dr < —— T
~/]R~/|t>T| | ™ e q(mt1)/2

m—1,—dT?/4c

myn| o—Q(rt) e
~/IT>T/RT el At A7 Comn acnt1)/2

11-4. Zone sous-critique : méthode du col directe

Nous nous proposons ici d’établir le résultat suivant. Nous rappelons les définitions du
parametre Z en (3-13) et des ensembles Z°*, 2 en (11-1). Nous introduisons alors la
notation

log,x [ 1 log(2+1/Z2 Z
08 {Jro( /)Jre} Si(z,y)GEZ’,
(11_14) E- logx | Z Zlogyx

logy . _
W S1 (I7y) S .

Il est & noter qu’en vertu de (6-26) nous avons E < 1/(log, x)

1/2=3¢ on toute circonstance.

Proposition 11.3. Soit ¢ €]0, [ Sous les conditions
(11-15) x> 16, ollogy 2)?7° <y < Hme_?’sM”/S,
nous avons
(e} BF
(11-16) N(z,y) ={1+O(E)} z*y"F(a, B) .

27af\/5(a; B)
Pour tout (7,t) € R2, nous posons
Qr(7,t) = 3f30(, O)T° + fli (e, B)Tt + 3 [ (v, B2,

Q5 (1, 1) := fap(, B)T* + foh(a, B)2,
(11:17) Wi =g (3l

0<]<3 J
2
T 72 4 ¢2
E1(rt) = (L5 + T + X242) Q3 (17 1),
Grace & (5-94) et (5-104), nous pouvons notamment énoncer que, pour tout (7,t) € R?,

il

(1118) [Qs(rt) < Q5(Irl ), Wy(rnl < (2 + 55

+ 2Jt]) Q7. It)-
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Lemme 11.4. Soit ¢ > 0 une constante assez petite. Pour |7| < ca et |t| < ¢/X, nous
avons

(11-19) f(a+ir, B+it) = f(a,ﬁ)—irlog:c—itlogy—Qf(T,t)—in(T,t)+O(£f(T,t)).

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la formule de Taylor avec reste intégral a l'ordre 4
pour la fonction u — f(a+iTu, 5+itu) sur U'intervalle [0, 1] en majorant le terme résiduel
grace aux inégalités de la Proposition 5.26(i) avec (og, ko) = (o, (). O

Nous sommes a présent en mesure d’établir la Proposition 11.3.

D’apres (6-26), la condition (11-15) implique
(11:20) y7 = < u/(logo) T2,
d’o, par (6-20), A > (logv)® > X8. En reportant dans (6-75), nous voyons en particulier
que A > aX®, d’oty, par (5:47) avec A < 1/X,
(11-21) A XTe

D’apres (5:97) et (5-47), nous avons
1+ N) (14 N)Xe® < Xe?*
AANX(14+AX) T a?\(1+ %) T a2\
Il suit donc avec la notation (11-9)

a6 R < (14+X)/eX +1/X\XlogT- < (1+ N)e*/?log T.
zeyBF (a, B) T. T. ’

ou la derniére estimation découle de (11-21).

Nous obtiendrons (11-16) en estimant le terme principal de (11-10). L’intégrande est
évalué par (11-19) et notre premieére tache consiste & déterminer les ordres de grandeur
des termes apparaissant au membre de droite. Par (5-86), (5-3), (6-14) et (11-21), nous
avons

(11-22) § = d(a, B) =

(11-23)

e* e* n 1 eX(1+ )
a2% Q2(1+2%) 227 a2(1+ M%)
De plus, la majoration (11-3) permet d’appliquer la Proposition 5.23. Les estimations
(5-88) et (5-20) impliquent donc, compte tenu de (11-21),

(11-25) (a, B) =< Xe* /N

(11-24) s0(, B) =<

Il est alors aisé de vérifier a l'aide de (5-104) et (11-18) que, lorsque |7] < u, |t| <
les quantités Wy (7,t) et &¢(7,t) sont bornées. Il résulte donc de (11-19) que le terme
principal de (11-10) vaut

x yﬂy

t
(11-26) 47r2aﬁ /_u /_D e~ Qr(7:t) 1 —sz(T t) i _iB —|—O(<§";(T,t))}d7'dt
avec
* t? T 2,2 * 2
8} (r.t) 1= E1(t,7) + Wit 72 + 5 - 5 < (5+ ﬁ +x22) {1+ g;(Irl, 10)*},

ou l'estimation découle de (11-17) compte tenu du fait que, sous nos hypotheses, o < .
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Evaluons lintégrale double de (11-26) en remarquant que la contribution des termes
impairs est nulle par symétrie. Pour estimer le terme d’erreur, nous posons provisoire-

ment, afin de simplifier I’écriture, p := (e, B), q := /fih (e, B), de sorte que, par
(11-22), (11-24) et (11-25), v/§ = pq. De plus, puisque Q}(l/p, 1/q) = 2 par construction,
(11-13) implique immédiatement via un changement de variables linéaire que

Er(1/p,1/a) 1+ X\2%2
—Qr(m) gt (r ) dr dt < —L < :
/R/Re jmtdr NG VoAXeX

Comme min(u?p, v2q) > X2, nous avons encore

u v 2 2
D drdt = {14+ 0(e™*) ) =,
[ o= o) g

d’ou finalement

(1127) Nz =

2y’ F(a, B) {1 0(1 + 2222 (1+N)e*/?log T€> }
271045\/5 AXe* T '

Il reste & montrer que le terme d’erreur est bien compatible avec (11-16). Dans le
domaine considéré, nous avons

log(2+1/Z 1+ M1+ 2)1
w= X =< log,y, AXM» o—x o 1+ AN+ Z)logyy
e logyy (14 Alog, y) logy

La premiére estimation résulte de (6-20), la seconde de (6-74) et (11-20), et la troisieme
de (6-19). En considérant séparément les cas AX > 1 et AX < 1, qui correspondent
respectivement & Z < 1 et Z > 1 d’apres (6-13), il suit

1+ X2%2 (14 Ze?)logyy +log(2+1/2) < /logv{l Lo 4 log(2 + 1/2)}
A¥eX T logy v \Z Zlogwv ’

ol nous avons utilisé les estimations log, y < logv et logy < Z+\/vlogv. Compte tenu
de (11-3) et (11-4), cela fournit bien (11-16) lorsque (z,y) € Z* puisque v < logz deés
que ¥y < zl/4,

Dans le domaine 2~ nous avons A < (log, z)/log, y > 1 d’apres (6-9), alors que (6-19)
implique e* =< logy. Le second terme d’erreur de (11-27) est alors < (log, x)/(logy)'/?~¢
et partant domine le premier.

11-5. Zone critique : méthode du col indirecte
11-5-1. Objectif

Nous nous proposons ici d’établir le résultat suivant, qui permet d’effectuer la jonction
entre les Propositions 10.1 et 11.3. Nous nous sommes cantonnés, pour la simplicité
de T’énoncé, a un domaine relativement restreint. Cependant, la méthode employée

permettrait, moyennant un affaiblissement du terme résiduel, de relacher la borne
supérieure jusqu’a, par exemple, logy < (log x)g/lﬁ.
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Nous posons
5/2

log, x (logy )
11-2 = {A? +log(1 + 1/A)} [ —2= = (14 A% =2

Notons que, sous la condition y > v/Y,e*=/% nous avons R < R, < 1/(log, ).
Introduisons encore, pour s = o + 47, les quantités

(11-29) A(s) = A(s; z,y) = w + (s — a)(g + V;; 2) (¢ >0),

ou V a été défini en (6-22), et

(11-30) W(s) == p(s;x,y) = e~ SPAL) (o0 >0),

PO L (PO —1)(D(t) — LV + 7y = 1) + 24V}
29//(‘71))012; ’

(11-32) E(t,v) == ¢(on) {1 — 2(t,v) }.

(11-31) Z(t,v) =

Nous obtenons le résultat suivant.

Proposition 11.5. Sous la condition

(11-33) v >16, MY, <y <y,

nous avons

(11-34) N(z,y) ={1+ OR)}}yF(v)E(N a,v),

B 2y’ F (o, B)P (N )
(11-35) N(z,y) = {1 + 0(9{1)} 2raBV3 ,
(11-36) N(z,y) = {1+ O(R) }yF (v)e™ PPN/,

11 est & noter que, dans (11-34), le terme d’erreur PR est vraisemblablement optimal
lorsque A est de l'ordre de I'unité, soit y = 1éwe_gl\/f‘f/g-’_o( Viegzlog, x)

11-5-2. Préparation

Commengons par déterminer les ordres de grandeur des parametres.
Nos hypotheses impliquent v = log z + O((log x)2/3), d’ou

+logyz + Bloggz < Z < 5logv + O(log, v)

par (6-26) et (6-31), et donc

1 1/4
v/v/logv <"

oZ (log v)17/4.

1
v /4 (logv) P/t < e <« 0°, — <Ax
v
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Nous avons également X =< logv et

(A + 1o, x v 1 e * x_z
11-37 Ax ——2 = = =—, Ax :
( ) log(2 +1/A)’ ¢ logv’ “ Vvlogv X ¢

La premiére estimation est une reformulation de (6-74) et implique A¥X < 1; la deuxiéme
découle ensuite de (6-19) ; la troisieme résulte de (6-8). En particulier,

(11-38) e /%2 = 0, /logv < A < e */2)x5,
A fins de référence ultérieure, nous récapitulons ce qui précede sous la forme

A=xe Z/log, (e */x < A< e X/2/%5),
(11-39) A< X% (/X< A< e /%),
R=e ™ +e 25 /A% + N2x%%, My < X% * 4 A2xtet.

Nous avons encore, avec la notation (11-5),
(11-40) fon(a, B) < X2e3* < X3 /u?, flh(a, B) < (1 + AXe™) /A% < X /0?,

(11:41) fl (a0, B) < (14 A2X3e2X) /A2,

Y " _ 673.’{(1 +/\4x6e43E) _
(11:42) £ (c, B) fly (v, B) _5{1+o( R0 T %) >} = 6{1+0(%)}.

Les deux formules de (11-40) découlent respectivement, via (5-47), de (11-24) et (5-88) ; la
majoration (11-41) résulte de (5-90) et (11-39) ; enfin, (11-42) est conséquence de (5-93),
(5-97) et (11-40).

Posons, pour s := o +i7, 2z := Kk + it,

1—p~ 7
11-43 FO(s,2) = 1+7> c>0,k>0,k+20>1),
(1143 (5.2) H( ) )

de sorte que, sous les mémes conditions, % (s, z) = ((s + 2z)5(s, z). Un raisonnement
analogue a celui de la Proposition 5.26 fournit également que, pour ¢ > 0 convenable et
o9 >0, kg >0, kg + 209 > 1, I'expression
(11-44)

1 4

S

h(s,z) :=log (s, z) = Zlog <1+]WZ:__1)> (6>0,k>0,k+20>1).
P

définit un prolongement holomorphe de log J# (s, z) dans le domaine %, (0o, ko) explicité
en (5-100). Notons encore que, avec la définition (2-5), nous avons S2(s,1 — s) = ¥(s)
(o >0).
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Lemme 11.6. Il existe ¢ > 0 tel que, sous les conditionso > 0,1—0 < k < 2, X > log 2,
|7| < co, |t| < ¢/X, on ait

(11-45) By (5,2) = fou (5.5 + 2) + O(log(1 + 1/07).

Démonstration. Comme dans la preuve de la Proposition 5.26, nous avons sous les
conditions indiquées

(11-46) 1+p(p° - >1+p (" —1)  (p=22).

Posons ensuite

1
i) = Zp:log (1 {1+ prte(p - 1>}>’

de sorte que h(s,z) = f(s,s+ z) + (s, 2). Nous avons
/ _ (log p){1 + 2p™**(p* — 1)}
7"01(572) - Z (pz{l +pz+s(ps _ 1)} _ 1){1 +pz+s(ps _ 1)}

(log p){1 +2p"*7(p” — 1)}
< ; (po{1+pto(pr — 1)} = 1) {1 +prto(pe — 1)}

log p (logp) 1 logp 1 1
< Z pn—l-cr + Z p2(n+cr) L+ O'lng < Z +; Z p2(n+cr) <<X’

p<LeX p>eX p<eX p>eX

p

ol nous avons utilisé (11-46), (5-58), le théoreme des nombres premiers, et finalement
(5-47). La deuxieme estimation de (5-48) permet alors de conclure. O

Nous posons encore, toujours avec la notation s = o + 47,
(1147)  Ao(s) = ~{D(Va) +79} =7 = s(s ) ffs (00, 1) (0> 0),
Ei(t)=e P+ A+ t)X + (N2 +tH)X%T  (teR),
et rappelons les définitions des quantités u et v en (11-5).

Lemme 11.7. Sous les conditions (11-33) et pour s = a+i1, z = B+it, |7| < u, |t| < v,
w = s+ z — 1, nous avons

l.syz(g(s’z) _ yesvg(s) (g) —wAp(s)/s
(11-48) —Y = {1+ O(El(t))}isz r(5)e .
Démonstration. Nous avons

‘%p(svz) - ! /
m = exp {U)/(; h01(571 3+tw)dt

={1+O(Jw|X)} exp {w /1 fo1(s, 1+ tw) dt}
’ 1
= {1+ O(|w|X)} exp {wfél(s, 1) — w2/0 (1 —1)fl5(s,1 + tw) dt}
= {1 + O(|w\%+ %>} exp {wf(’n(s, 1) — w? /01 MD’(l + t?w) dt}

o 52

~ {1+ 0(julx + XYY p(1 4 2 oty

ol nous avons successivement employé (11-45) et (5-105).
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Notant A;(s) : =+ s{logy + f;(s,1)}, il suit

Y F(s,2) ye™'Y (s) WY wAi(s)/s
_ {l—l—O(El )}ye 9 (s ) (_) ewAL(s)/s
s
puisque
z w W w
G=1500d), B=1+00+a) r(1+2) ==1(5), wt+w) =1+0(ul).
Estimons ensuite A;(s). Comme f§; (o, 3) = —logy, nous avons

16
Ay(s) = v+ 5L (s 1) — fly(a, 1)) — s / fi () du

Or, la relation (5-105) fournit, compte tenu de lestimation f — 1 < A + «,

/ () du = S{D(\a) +7} +O((A+ a)2).

De plus, un développement de fi;(s,1) a I'ordre 2 en s = « fournit, grace a (5-104) et
for(s,1) = for (@, 1) + (s — @) fli (@, 1) + O(|s — al*X/a?),

Qo s{ffy(5:1) — fiy (@ 1)} = s(s — a) fla(a, 1) + O(K%e2).
Comme (5-92) et (6-81) permettent d’écrire f)(a, 1) = fi} (00, 1) + O(AX5e?¥), nous
obtenons finalement A;(s) = —Ao(s) + O((A + )X) et donc

ewAL(s)/s _ {1 +E1(t)}e—on(s)/s7

ce qui implique bien (11-48). O

La proposition suivante permet de déduire (11-35) et (11-36) de (11-34). Lorsque aucune
confusion n’est a craindre nous notons comme précédemment § = d(c, ().

Proposition 11.8. Sous la condition (11-33), nous avons
« [Btg' ﬁ
xy a,
DT g )
2ra Ve
_ {1 +O(m1)}yF(U)efexpD()\/a)_

(11.49) yF(v)E(\a,v) = {1+ O(R

Démonstration. D’apres (9-4), nous avons

S, ) = TV 0) Z)Qgﬁ(a“) {1+002%)}.
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Par ailleurs, la relation (11-48) appliquée avec 7 =t = 0 fournit

YA F (o, B)
af

= {140 + A% + Nx%%) Y af(a) T()/a)e A/PO/@),
o 97 (0,) 9(o)

:Cay F O‘7ﬂ yeav o —exp D(A\/a)

——— P\ a)={1+O0(R)}———t=e" P

s O = (1 o) LI

puisque AX2 + \2X%e~* < X2%e~% 4+ A\2X2e~* <« M. Par ailleurs, en vertu de (6-81),
de l'estimation aw + g(a) = oy + g(ow) + O(g” (o) (a — 0)?) et (84) sous la forme
g"(a) < X3e3* | nous pouvons écrire

e*’¥Y(a)

ay/2mg" (ov)

Ainsi, compte tenu de (3-8),

= {14+ 00X + XX} F(v) = {1+ O(R1) } F(v).

r2yP F (o, B)

(11-50) -

d(\/a) = {1+ O(R,) }yF(v)e” P PO/a),
Nous obtiendrons (11-49) en évaluant E(A/a, v).

Commencons par estimer Z(\/a,v) < e2PMNIID(N/a)? + %X%}/(vo,). Comme
ePW) <« u (u > 0), et comme, d’apres le Lemme 5.4, D(\/a) < X dans les conditions
(11-33), nous obtenons

)\2:{462%
v/v/logw

Par ailleurs, les estimations (5-92) et (5-104) impliquent f7;(s,1) < X2e** pour s € C,
|s — o] < a. Grace a (6-75), il suit

(11-51) BN a,v) < < N2 xtet < Ry,

(11-52) Ap(s) < X%e* (Js—a] < a),

d’oti, par (6-81),

(11-53) Ag(o,) = D(Ma) + O(AX?).

et donc

(11:54) () = {1+ 0(PVINx?) fem @@ POV — {14 O(N2xe¥) Je o0 DO/,

Compte tenu de (11-51), nous obtenons bien (11-49). O

La proposition suivante fournit une approximation de 'intégrale double de (11-10) par
une intégrale simple.
Nous rappelons les définitions de u et v en (11-5) et t(s) en (11-30).
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Proposition 11.9. Sous la condition (11-33), nous avons

a+iu pB+iv a+iu sv a, B
/ / F(s,2)x® F(s,2)2°y* dsds = Y / e'Y (s)(s) ds—l—O(m Yy ﬁ(a,ﬂ)iﬁ)-
5 (2im)%sz = %r o—iu S aBVe

Démonstration. Insérons I'estimation (11-48) dans le membre de gauche de la formule
annoncée. La contribution du terme d’erreur Fy(t) n’excede pas

(11-55)

u o
/ |Z (o +i7, B+ it)|E1 (t) de dr.
0o Jo

Compte tenu de la majoration (11-8) pour | % (a + i1, 5 + it)|, et puisque u < min(a, \)
sous la condition (11-33), nous voyons que, pour montrer que (11-55) est englobé par le
terme d’erreur, il suffit d’établir, pour toute constante ¢ > 0,

u v
(11'56) / / eicféé)(afﬂ)7-27Ct2xex/(t+)‘)E1 (t) d7- dt << E.
Vo
Posons
. 1 _ e 3%/2 o LHLAXeT V4 AXeT
50(, B) x oo (a, B) Xet

de sorte que, par (11-42), st =< (1 + 1/AXe¥)/+/5. Pour tous nombres réels a, b positifs
ou nuls nous avons

o0
(11'57) / e—Cfé{)(a,B)TzTa dr = 5a+17
0

00 A ¢S]
/ efctzxcx/(tJrA)tb dt <</ efctzi{'cx/)\tb dt—i—/ efctxcxtb dt
0 A

(11-58) .
< ( A )(HWQ e A </\ - )b <t
XeX XeX XeX '
Il s’ensuit que le membre de gauche de (11-56) est
A+ )X + (A2 + £2)X2eT (1 + AXe™ R
{( <2
AXeX Vo NG
La contribution & l'intégrale double du terme principal de (11-48) vaut
a+iu syg o} _ 1 t )
(11-59) zy/ QT(S)M(S)/ F(M%) o~ itA0(8)/s 4t ds
a—1iu -0

ott I'on a posé M(s) := e~ (s+8-1D40(s)/s Comme s+ 3 — 1 = X\ +ir, Vintégrale intérieure
en t releve de (5-21) avec T' = v, ¢ := —iAo(s)/s. L’hypothese (11-33) implique que les
conditions

CoQv
A+

A
a <min(g,0), [7] < ga, or[ < gad, A7[ < gva, |7]log (1 + E) <

)

ol ¢y est une constante assez petite, sont satisfaites.
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Pour pouvoir appliquer le Lemme 5.5, il faut encore vérifier que

’ [73m (56)] = [ Re Ao(s)] < oo

0A+0v)’

Posons B := s(s — a) f§)(04,1), By := (s/a){D(\/a) + v} — v, de sorte que Ay(s) =
By — Bjy. En vertu de (5-105) et (11-37), nous pouvons écrire

x3/2 o
< :
ae3*/2 T (X4 o)A

By <uafii(on,1) <

De plus

o]

-
Sm By < —|D(A\a) — D(1)| < |7]%%* <« X722« —— .
Semblablement, nous avons fe By < X de sorte que

b

(A +0)Vx

Re (By) < ¥%3/2e73%/2 «

Ainsi toutes les hypotheéses du Lemme 5.5 sont satisfaites. En reportant (5-21) dans
(11-59), nous obtenons que 'expression (11-59) vaut

a+iu _sv
2i7ry/ A 4(s) e~ &P A(s) gg

S
+«9<yr<i)¢w—ﬁ/w@+w>/m dT>.
« —u

Un calcul de routine montre que Re (A + i7)Ap(s)/s = Ap(a)/a+ O(1). Compte tenu
de la majoration |4 (a +i7)| < ¥ («), il s’ensuit que le dernier terme d’erreur est

—iu
Y (a+ir)
e()\+i‘r)A0 (s)/s

< yl—w(/\/a)g(a)eavbe/{E)()\JrU)}*AAo(a)/a < a2xayﬁy(a’ﬂ)efvz/{5()\+b)}

oll nous avons utilisé (11-48) avec (s, z) = (a, 3) et donc w = \. Comme v%/{5(A+10)} >
X? par définition de v, cette majoration est compatible avec le résultat annoncé. Compte
tenu de (11-59), cela conclut la démonstration. O

11-5-3. Conclusion

Nous sommes a présent en mesure de compléter la preuve de la Proposition 11.5.
Comme (11-35) et (11-36) découlent de (11-34) en vertu de la Proposition 11.8, il reste
seulement a établir (11-34).

—etol® (o0 > 0). Compte tenu de la Proposition 11.9, nous pouvons

Y /QH“ 'Y (s)

24w S

Posons ¢y(s) :==e
nous limiter a estimer

Yo(s) ds.

—iu
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La premiere étape consiste & montrer que ’on peut déplacer ’abscisse d’intégration o
jusque o, au prix d'un terme d’erreur acceptable. D’apres le théoreme de Cauchy et
compte tenu de (11-49), il suffit pour cela d’établir la majoration

oy iu

v S’Ug

(11-60) < / ¢ s (s) Po(s)ds < yF(v)e” PP/,
aztiu

Or la majoration (11-52) et 'estimation (6-81) impliquent Ag(s)—Ag(0,) < AX3 et donc,

grace a (11-53),

(11-61) Wo(s) < P(oy) = e” PPN

pour tout s du segment d’intégration. Par ailleurs, une altération triviale de la preuve du
Lemme 8.5 implique 'existence d’une constante ¢ > 0 telle que ’on ait, pour les mémes
valeurs de s, |9(s)| < %(0)670%2 < % (0)R. Enfin, sous 'hypothese o — 0, < 7,AX2,
Nnous avons

o0+ g(0) = ov+9(0,) + O(9(0,)(0 = 3,)%) = 30 + glo) + O(N°X )

et donc e?"¥Y (o) < €79 (0y).
Nous obtenons donc bien (11-60).
Nous avons ainsi réduit la preuve de (11-34) & celle de l'estimation

1 oytiu es“g(s)

11-62 —
( ) 2im

Yo(s)ds = {1+ O(R)} F(v)E(N a,v).

oy —iU

Comme o, est solution de I’équation ¢'(c) + v = 0, le membre de droite releve de la
méthode du col. Nous avons

3(5) = ol O A5(5), (5) = val)] (34 = M) Ao = A1)},

D(\/a) - D(1)

A{)(S) = - (28 - a)fill(o—ih 1); Ag(s) = _2f{l1(0v7 ]-)

Gréce a (11-52), il suit, pour s — 0, < u,

Gols) = Yo(@) {1+ O(Is = aufe I x2%) b = () {1+ O(Is — o ]Axe2) }

puisque e?0(7v) « P(N@) « A/a. Les inégalités de Cauchy impliquent donc Pexistence

d’une constante ¢ > 0 telle que ’on ait
6”(8) <<1/}0(0'v))\3:£966x (|S_0_v|)\%3€23€ gc)’

d’ol, pour s = g, +i7, |7| < u,

Yols) = o) + im(,) — S0 (0,) + O (o) N ZIST ).
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En effectuant le développement de Taylor & l'ordre 4 de sv + g(s) en s = o, et en
procédant comme dans la preuve du Théoreme 8.6, nous obtenons

/o/quiu es’ug(s)

d
o 2mis Yo(s)ds
"

_ RERACAUNCS) /_u e_ng//(Uv)/Q{l +P(r) — %T2w0 (00) _|_O(E2(7‘))}d7'

21w, o (oy)
avec (o) .
Ow) . iT )
PB(7) := Tﬂg(au)” . %zg"’(av)T‘g,
2 /1 4
Eo(1) := A3%%5% |73 + % + 9" (0,)?7% + g 90)7 (Z;)T :

La contribution de PB(7) est nulle pour des raisons de parité. Une variante immédiate
de (11-57) permet de majorer la contribution de E5(7) par

™% (00)t0(90) 1, ( 1 ) TG (00)d0(0v) (1 + NePE2X0)
g//(o.v)
Nous évaluons le terme principal grace aux formules

/u efrzg"(a'v)/27_2j dr = Vv 27T{1 + O(e * )}
—u

gII(UU)j+1/2

2o,/ 9" (00) 2o,/ g" (0y)ex

(j=0,1).

Nous obtenons ainsi
L oytiu es’ug(s) _ eovvg(gv)wo(av){ B 6/(‘711) }
2im /oviu s Yo(s)ds = {1+ 0(Ra)} our/2mg" (o) ! 2¢o(0w)g" (00)

avec My 1= e~ X{1 + \3e5¥/2X6} < M.
Il reste a simplifier I’expression du terme principal. Nous avons

"
0(ow) 240(0y) Ao(a0) A7 2 Ao (o) A1
= (e v —e v An(oy,)” — e\ Ad(oy,).
ol = ) Ao 5(o0)

Les quantités Ag(o,) et ¢o(o,) peuvent étre estimées par (11-53) et (11-54). De plus,
nous pouvons déduire de (5-92) et (6-81) que

DM\ a)+~y—-1-V/2+00X?) 24V

Af(oy) = > . Af(oy) = — = {1 +O(1/x2)}
de sorte que
000 _ (ra,v) +0(eF).

2¢0(0v)g" (o)
Enfin, par (6-81) et (5-92), nous avons Ag(o,) = A(o,) + O(AX), d’ou

1#0(%) = {1 + O(A2%2e%)}w(av) = {1 + O(m)}l/)(%)

Cela acheve la démonstration de la Proposition 11.5.
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12. Preuves des Théoremes 3.1, 3.2 et 3.3

12-1. Preuve du Théoréme 3.1

Soit 0 < e <
en (3-10).

Nous nous proposons ici d’établir la formule asymptotique (3-12). Commengons par
observer que, lorsque v est borné, nous avons N(z,y) < x d’apres la Proposition 10.1,
alors que, en vertu de la définition de a et 8 en (2-3), le second membre de (3-12) est du
méme ordre de grandeur. Cela suffit & établir (3-12).

Dans le reste de la preuve, nous supposons donc y < /eS.

Sie? =y < {logxrlog, x ety > ellogz “’)HE, le couple (z,y) appartient & la zone sous-
critique (11-15). La formule (11-16) fournit alors immédiatement ’évaluation souhaitée :
en effet, le terme d’erreur E défini en (11-14) est < E* alors que les relations (3-9) et
(6-75) impliquent

i. Rappelons les définitions du domaine 2. et du terme résiduel E*

B(\/a) =1+ O0(a/X) =1+ O(E*).

Si e? > ¢logxlog, x et y < YL°, nous pouvons appliquer la Proposition 11.5, relative
a la zone critique (11-33). En observant que le terme d’erreur SRy défini en (11-28) est
< E*, nous constatons que la formule (11-35) implique encore (3-12).

Nous avons ainsi établi (3-12) lorsque e(1°82 2 <y < ylo,

Dans la zone sur-critique Y1° < y < z/e% nous disposons de la Proposition 10.1,
qui fournit une excellente approximation de N(z,y), mais d’une nature différente. Le
résultat suivant permet d’assurer le prolongement des formules asymptotiques issues de
la méthode du col. Nous donnons en fait un énoncé plus précis que nécessaire pour notre
objectif immédiat : seules les valeurs y > Y10 sont & considérer pour compléter la preuve
du Théoreme 3.1 ; le domaine complémentaire sera exploité ultérieurement.

Rappelons les définitions de F'(¢) en (1-9) et ®(u) en (3-8). Nous posons

(1+A?)(logv)? [logv 6 .2M 6
1 = e, e < .
{ + (o2 + 1/A)}2 o sizzele <y<z/e

672Z + 1 22 v sir > eG e,/loga:logzz < y < eQMI.
(logy x)* log v ’

Proposition 12.1. Sous la condition x > €%, eV logwlogs » y < x/e%, nous avons

(121) B :=

(]_22) xayﬁg(aaﬁ)q)()\/a) _ F(U) o~ exp{D(A/a)}—i—O(‘B)'

2maf/3(a, B)

Admettons provisoirement ce résultat et complétons la preuve du Théoréme 3.1.

Comme mentionné plus haut, nous pouvons supposer Y19 < y < x/e%. Des observations
analogues a celles qui ont été effectuées au début de la démonstration de la Proposition 9.1
fournissent alors

(12-3) Z > 5logyx, log(1/A) =< Z =o0,logy, A< o,/(logz)*
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et donc A < 1/logy < 0,,/logv par (6-74). Ainsi B < /(logv)/v. Or, par (6-78),
(12-4) PO/ « A < 1/(logz)*.

En reportant dans (12-2) puis (10-3), nous obtenons encore (3-12). Cela compléte la
preuve du Théoréeme 3.1.

Démonstration de la Proposition 12.1. Un examen de la preuve du Lemme 11.7 montre
que, pour 7 =t = 0, le domaine de validité de la relation (11-48) peut étre étendu quitte
a remplacer le terme d’erreur relatif {1+O(E1(0))} par e?F1(0) Plus précisément, nous
obtenons

(125) xayﬂy(av ﬁ) o yeavg(a) F()\/a)ef()\/a)D()\/a)JrO(alogv+)\logv+)\2\/5(log7j)3/2)
2raf3 a?

des que
(12-6) z > el eVicgzlog, Syéx/eﬁ.

Pour établir (12-2) lorsque y > e**=_ nous insérons dans le membre de gauche les relations
(12:5), (9-4), Pestimation

o+ g(a) = o,v + g(oy) + O((oy — a)?v%/2/log v)

combinée avec (6-81), puis enfin (8-8). Chacun des termes d’erreur ainsi introduits est
bien dominé par la premiére expression de (12-1).

Lorsque eV!°8@1082% < o) < ¢2Me nous avons A < e %4 /X d’apres (6-74), et donc
1/X° < A < 1/X3. Comme a < e /X d’apres (6-14), la relation (5-20) implique
D'(A\/a) = e°®). En reportant dans (3-8) et compte tenu de l'ordre de grandeur
O(A/a) <1, il suit

F(}\/a)e—(A/a)D(A/a) — e—expD(A/a)—&-O(%).
Par ailleurs, il découle de (5:97) que § =< X2e**D’(\/a)/a?, de sorte que § = e©(X),
Insérons alors ces relations et (12-5) dans le membre de gauche de (12-2) en notant que

av + g(a) = oyv + g(0y) + O((0, — @)?v*?\/logv). En explicitant le terme d’erreur de
(12-5) par (6-74), nous obtenons finalement

Y F (o, ) ye™ Y () —(\/a)D(A/a)+O(B1)
2raf N o? P /aje

ol 'on a posé By := {e 27 + (a/o, — 1)?}/v/logv.

Enfin, dans le domaine considéré, (6-66) et lestimation J2(p) = 1+ O(pZ) impliquent

Z Z%e %
=0,914+0(0Z .
a=e { + (g + (log, )2 * log, )}

Comme e? < (logy z)* dés que y < e+ nous obtenons bien B; < B. O
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12-2. Preuve du Théoréme 3.2

La relation (3-23) découle immédiatement de (11-36) lorsque e'®M+/8\/Y < y < Y10,
Lorsque y > Y10 la relation (10-3) implique amplement la conclusion annoncée, compte
tenu de (12-3) et (12-4).

La méme estimation (10-3) fournit encore (3-24) lorsque y > 910 puisque nous avons
alors e™® = 14+ O(1/(logz)*) en vertu de (12-4). Lorsque y < Y10 et donc v < logz,
la condition Yye 3M=/% < y implique Z > %long -3 3 logy x et donc A < log, . Par
(6-78), il suit

cewpor {1 o 2 Ylea,
(logy )2
Comme, A < e~?,/logx/log, x dans cette zone, le terme d’erreur précédent n’excede
pas R .

12-3. Preuve du Théoréme 3.3
Commencons par établir Passertion (iii), relative au domaine logy < /logze™V loga @

Si eV1e22 L logy < logze V1822 nous avons afv6 = (logz)0M) = ¢O(log: OB}
en vertu de (6-59), (6-60) et (5-97). Par (3-12), (5-84) et (6-62), il s’ensuit que

log (N(z,y)/y) = awv + Aogy + f(a, ) + O((logy )?)

Y —AX
:2av+)\logy+%+0<e )

aX? aX3
Comme nos hypothéses impliquent, par (6-59) et (6-60),

= (logy)/logoy,  A>1/y/logyy,

il vient
log (N(z,y)/y) = {1+ O(e,) A\ logy = {1+ O(e,) }Hyo

ou 'on a utilisé les estimations H, = logy/{logyy+ O(1)} et o = log,  + O(logs x), qui
résulte de (3-16).

Lorsque log, y < +/logy z, nous utilisons la méthode géométrique exposée au para-
graphe II1.5.2 de [29], notamment le théoréme II1.5.3. Notant {p;};>1 la suite croissante
des nombres premiers, nous avons, par définition de H,,

0 - {o(a) e

log zlog, y h<dl,
w(k) h

En particulier, nous avons trivialement
Hy log, z+O(Hy log Hy)
)

N(z,y) < ylloga)™s =

qui implique la majoration contenue dans (3-28).
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. . . . ) H,
Pour établir la minoration correspondante, posons ky := szl p;, de sorte que

N(z,y) > 1={1+0< (logy)® >} (log ) Hv

= logzlogyy ) J Hy'Tli<j<p, logp;
k(n)=ky,
> ey logy z+O(H, log Hy)'

En rassemblant nos estimations, nous obtenons

B log, y B 1
IOg{N(xay)/y} - {1 +O(10g2$>}HYJ 10g2m - {1 +O<\/@> }Hy 10g2 €,

d’otr (3-28) en vertu de l'estimation de g précédemment citée.

Nous sommes & présent en mesure d’établir 1’assertion (i).

Rappelons les définitions des termes résiduels e, et 7, en (3-21).

Lorsque y > 23/, nous avons X < 7. La relation (3-26) résulte alors de (10-3).
Posons, pour z assez grand, h, := (log, x)/logs . Nous avons

(12-8) K={1+0()}A  (elF2ha)Ma/d <y g3/4),

En effet, dans le domaine spécifié, Z > %logg x +log, , et donc

(12-9) 0 < 1/{+/log, xlogs x}

en vertu de (3-17). Ainsi, X = vo,0{1 + O(0Z?)}, ce qui implique bien (12-8).
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La relation (3-26) est alors immédiate lorsque 2™+ < y < 23/ : il suffit d’insérer (12-8)

D(M/ o)

dans (6-78), puis de reporter ’estimation de e ainsi obtenue dans (12-2).

Lorsque e(1+2he)Me/4 ) < 02Mz 1ous avons

(12-10) 1/(log, ¥)* < 0 < 1/{y/log, x logs z}.

La majoration coincide avec (12-9), et la minoration découle de (6-26) via (3-17).
particulier, A/a < A > log, x, et donc

(12:11) oD/a) _ 11+ 0(e)iA {1+ 0(es)}e A{1+0(z.))
o o, log(voy,) ‘

En

ou l'on a successivement utilisé le Lemme 5.4, (6-66), l'estimation J2(0) = 1 + O(pZ)

conséquence de (5-4), et (6-24).
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Notons que sous la condition (12-10), et avec la notation (12-1), nous avons

[
B < 0272 logﬁ < e,
08y T

En reportant dans (12-2) compte tenu de (12-11), puis en utilisant (12-8), nous obtenons
bien (3-26) sous la condition (12-8).

Il reste & traiter le cas 2 < y < e(1+272)Ma/4 Nous avons alors e < y/log, zlog, =, et
donc ¢ > 1/{(logs z)+/log, z} par (3-17).

Supposons d’abord

(12:12) 7 >e Ve,

Nous avons alors log, y =< log, = et a3v/8 = (logy)°™M) en vertu de (6-8), (6-74), (5-97)
et (5-45). Ainsi

log (N(2,9)/y) = av + Mogy + f(a, 8) + O(logy ),

d’ou, par (5-84) puis (6-62),

S(\) (e X e X
log (N(z,y)/y) = av+ Aogy + W( ¥ Jo(AX) ) + 0O "
6()\)6fo ef)\%
:204’04’)\10gy+7+0 axs
1
(12-13) = (2av+/\logy){1+0<log2x>},

puisque 2av + Alogy < e* et X < log, x dans le domaine considéré.
Nous avons encore, par (6-66),

S S )

Or, d’apres (8-8) et (8-2) d’une part, et (6-24), (3-13) et (3-15) d’autre part,
(12-14)

Vo, = {1 + O(logtx)}%logF(v), 710;%”) - {1 +o(10g12x)}J1(29) Zg(;(v).

Il s’ensuit que

log {N(z,y)/y} = {1 + 0(%) } (m + 2\‘?}5_2@) log F(v)

{1+ oY 6105 r(0),

log,

(12-15)
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ou la seconde égalité résulte de (5-18).
Nous avons © =1 — X/(20,) par (3-18), d’ou, par (12-14),

Olog F(v) =log F(v) — X{1 + O(1/log, )}.

Si Z > 1, il suit

logy

log (N (z,y)/y) = log F(v) =X + o<w>

Comme log F(v) =< vo, < Ke? < ¢,Xlog,r, ou la premitre majoration résulte de
(3-20), nous obtenons bien (3-26).
Si Z < 1, nous déduisons de (12-12) et (12-15) que

log F'(v)

log { N (2,y)/y} = log F(v) + 0(m> - {1 + 0(\/%) }fK.

Or, X =< vo, = log F(v), d’apres la derniére estimation de (3-18) et la premiere de
(12-14). Cela implique bien (3-26).

Lorsque, enfin, Z < e~ V19822 nous déduisons (3-26) de la formule (3-28) établie plus
haut. En effet, p < log(2 + 1/7) < log, x par (3-16), donc

log ylog, x X
Hyox % < \/logxe_%\/ 1082 & poyey.
2

Ainsi,
(12.16) N(Ly) _ yeO(szvau) _ yF(v)efzvav{lJrO(sz)}’
d’apres la premiere estimation de (12-14). De plus, il découle de notre hypothese sur Z et

de (3-16) que © < g, d’ot X = 2v0,{1+O(e,)}. Cela fournit encore (3-26) en reportant
dans (12-16). La démonstration de l’assertion (i) est donc complete.

Prouvons & présent 1'assertion (ii).

Lorsque y > x3/%, nous avons A =< X < 1,, donc (3-26) implique la formule requise
(3-27).

Lorsque Y10 < y < 2%/%, ’évaluation (3-27) résulte, avec beaucoup de marge, de (12-4)
et (10-3).

Lorsque e'®M«/8/Y "< ¢ < Y10 il suffit d’appliquer (11-36) et (6-78).

Lorsque, enfin, e2M= < y < e!®M=/8,/Y nous avons par exemple A > v/8. Compte
tenu de (12-2) et (6-78), la relation 3-12 sous la forme affaiblie

z*y’ F (a, )N/ ) JREIES
o2rnaf/d(a, B) '

fournit alors (3-27). Cela conclut la preuve de lassertion (ii) et donc celle du Théo-
reme 3.3.

N(xvy) =
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13. Comportement local de N (z, y)

13-1. Zone sur-critique
Nous obtenons le résultat suivant, pour lequel nous rappelons notamment la notation
(1-11).
Proposition 13.1. Soient € > 0, C > 0. Sous les conditions
(13-1) r>16, Y <y<a, |t <Ov¥{logv}/4,

nous avons

(13-2) N(xel,y) = N(J;,y)e"”t{l + O(%) }

_ logv + t2/v
(13-3) N(z,ye') = N(z,y)e" “”)t{l + O(%ogxf) } (|t] < (1 —¢)logy).
Démonstration. Nous pouvons supposer sans perte de généralité que v est assez grand.
En effet, dans le cas contraire, le parametre ¢ est borné et les estimations annoncées
résultent de (10-3).

Nous constatons alors que les hypotheses effectuées impliquent que les couples (efz,y)
et (z,ely) satisfont aux conditions d’application de la Proposition 10.1 et que le terme
d’erreur €(z,y) de cet énoncé est < +/(logv)/v. Les formules asymptotiques (13-2) et
(13-3) découlent donc de la Proposition 8.7. O

13-2. Zone sous-critique

Ce paragraphe est consacré a déduire de 'estimation implicite (3-12) une description
précise du comportement local de N(x,y) dans la zone sous-critique.

Rappelons la notation (11-14) pour le terme d’erreur E relatif & formule asymptotique
implicite pour N(z,y) dans la zone sous-critique.

Proposition 13.2. Sous la condition ellogy 2)™** <y < 1/8 nous avons :

(i) siy < eViesrloe® |1 « (logx),/log, y/(logy)>/?, alors
tllogyy ,_ #*(logy)® )}
log z (logz)?logy y/ )’
(ii) siy > eVicerlosa® 14 « (logx)3/*(log, z)'/4, alors

1 2
135 M=o Nep{1o(E s Ry L),

log l9ogzlog, x

(iii) si y < eVicerloe2® |y < /(logylog, y)/log, =, alors

(13-4) N(e'z,y) = " N(z,y){1+O(E +

log, y)? + log, @ t? log, x ) }

13-6 N(z,ely) = P N(z,y {1+O(E+ t(
(186)  N(z.e'y) = N(x.y) e
(iv) siy > evicerlosas 14 « | flogxlog, , alors

|t|logy x + 12/ logy x) }

v/log zlog, =

(13-7) N(z,ely) = eﬁtN(x,y){l + O(E +
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Démonstration. Avant d’entamer spécifiquement la preuve des points (i) a (iv), com-
mengons par remarquer que, sous les hypotheses effectuées, les couples (z, ye?) et (zet,y)
considérés satisfont aux conditions de validité (11-15) de la Proposition 11.3.

Par (11-16), nous avons sous les conditions (11-15), et donc a fortiori dans les
hypotheses présentes,

(13-8) N(z,y) = {1 + O(E)}er@¥)

avec p(z,y) := alogz + Blogy + f(a, B) — loga — log 3 — Llog2m — Jlogd(a, B). (1L
est & noter que, dans cette expression, « et § sont également fonctions de = et y.) Nous
obtiendrons les résultats annoncés en étudiant les variations de ¢ relativement a chacune
des variables.

A cet effet, nous posons 1 (t) := p(zet, y), pa(t) := p(x,yet).

Les dérivées partielles de la hessienne § = §(o, k) sont données par les formules
suivantes, dans lesquelles, pour la lisibilité, nous omettons I'indication des variables :

/ 1" " " / " 11 "
10 _.f 02+f20 12 fll 21> 501 —J21 02 20 03 11 12

Par (5-102), (5-103) et (5-104), il s’ensuit que
!
10 <<< £)fzo 02 5o1<<(§+X)f20 02

De plus, lorsque £ > o (ce qui est réalisé en («, B) dans la zone sous-critique considérée
ici), (5-86), (5-88) et (5 97) impliquent § =< fIf f{,, et donc

10/0 < 1/o, 6y/0 < (1/€+ X).
Posons encore, pour z,y fixés,

ai(t) == a(ze',y), bi(t):=p

(13-9) a(t) = a(z,ye),  ba(t) = Blz,ye’)  (—log(y/2) <t<v/2)
Li(t) :==a;(t) + b;(t) — 1 (j=1,2).
Notant a; := a;(t), b; := b;(t) pour simplifier ’écriture, nous avons en particulier

f{o(al,bl) +logz+t=0, fl (a1,b1) +logy =0,
flo(az,b2) +logz =0, fii(az,bz) +logy +t =0,

de sorte que, étendant notre convention d’écriture aux dérivées,

y — fhilasb)
6(ar,br) ’ ! §(a1,b1)
5(@2752) ’ 5(@2,[)2)

p féh(a,b1)

CLl:*
(13-10)
by = —

IS
)
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Comme de plus

ay by 0fg(ar,bi)al + 8y (ar, b1)by

LA St S S
L ap b d(ay,b1) ’
o= by — ay by diglaz, ba)ay + 6y (a2, ba)by
2 ag bo 5((12752) ’

nous obtenons ¢} = a1 +0(|a|/a1+|by|/€1+[b1]X), ©h = ba+O(|ah|/az+|bh|/l2+]b5] X).
Gréce notamment & (5-3) et aux évaluations du Lemme 5.4, les estimations (5-86),
(5-88) et (5-90) impliquent respectivement, pour X >1,0< 0 < , K+ 0 > 1,

e8X e 8X 1 eX eX 1
N(O’,Ii)x + + = = + +_7
20 o3X2 D o3X{14+€£X} 27 02X | o2{1+€X) &
_ 1 1
(13-11) oo k) < e §X{§+?},

1 1 1 1
" - —£X —£X
11(0,/{)A—02e 10g(1+7(€+0) )+e {€U+€2}.

En particulier, sous la condition supplémentaire £ > o, nous pouvons écrire

(13-12) oo(o, k) =

—£X X —£X
et Xe . _et )
~ T 11(0,/@),\—2 0g
§o 3 o
Nous sommes a présent en mesure d’établir les estimations annoncées.
Pour prouver lassertion (i), nous déduisons de ce qui précede que, si |t| <

1+§LX)'

1
5 log z, nous

avons a; = o, {1 = \, by =< 3, eX(@1:01) = X et donc
2y yo—X
, a‘AXe , _x
4 K ——, by < ae™,
1 T n 1
de sorte que a; — a < [t|a?AXe % /(1 + )), et donc

[tlad(A + 1)X + t2a?X2X |t|logyy t2(logy)? .
A1+ A)eX log = (log z)2log, y

p1(t) —¢1(0) —ta <

En reportant dans (13-8), nous obtenons bien (13-4).

Considérons ensuite 'assertion (ii). Nous avons, pour |t| < (logz)/log, ,

1 1 1
= ——— =, fx—— =\ b=, X< 08T _ o,
v/log xlogy yovlogy logy ©

Seule l'estimation de ¢; = ¢1(t) est non triviale : comme nos hypotheéses impliquent
to,/v < 1 et logy < v, nous déduisons de (6:74) et (8:19) que £; < 1/(y7w+t1°827) <
1/(y7v logy x). Ainsi, a} < a?/e*, b] < aAX/e¥, de sorte que a; — a < |t|a?/e*, et
donc

tlaX t2 2 t] 1 t2
<P1(t)—<p1(0)—ta<<‘|a l’ o x||0gv+

v v\/vlogv'

Nous obtenons (13-5) en reportant dans (13-8)
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Prouvons (iii). Sous I'hypothese |t| < 5 logy, nous pouvons écrire

1
2
1 log(2+1/Z
= J08Y LA 1/Z)
log z log, y logy y
b2 = 6a X(a'27b2) = IOgZy = ‘%a eX(a27b2) = e%,

)

en vertu de (6-8), (6-9), (6-20) et (6-19). Compte tenu de (13-10), (13-11) et (13-12), cela
implique a}(t) < a/e*, by(t) < A/Xe¥, de sorte que ba(t) — B < [t|A/Xe* et

[t]( 4+ A) + 2\ (logy y)? + logy = t?log, x
t) — p2(0) — Bt t :
P2(t) — 2(0) — Bt < XoX i (logy) (logy)logy y

Le report dans (13-8) fournit donc bien (13-6).
11 reste a établir Passertion (iv). Pour |t| < y/logxlog, z, nous avons

1 1 I
g < ——— =, lyx ———— =<\, byxf3, eX@2b)< o8 = e*,
g
\/log xlog, x yov logy @ log,

ou lestimation de f5 est obtenue comme précédemment via (6-74) et (8-19). Il suit
ah, < adX/eX by, < \/Xe*, de sorte que by — 3 < [t|\/Xe* et donc

[tH{AXZ + 1} + 23X < [t|logs x + 12/ logy @
Xe* l9ogzlog, x

d’ott (13-7) par insertion dans (13-8). O

@a(t) — p2(0) = ft <

13-3. Zone critique

Dans un premier temps, nous déduisons de la Proposition 11.5, et plus précisément de
la formule (11-36), des formules relatives au comportement local de N(z,y) dans la zone
critique.

Rappelons la notation R, en (11-28) et, avec les notations (13-9), posons

qi(t) :=L;(t)/a;(t),  D;(t):=D(g;(t)  (i=12).

Notons encore

Alogx v/log zlog,
Ty =Ti(z,A)i=— 2" To=Th(x,A):= 2" >°".
1 1('177 ) (1+A2)10g2$’ 2 2(3;’ ) 1+A

Proposition 13.3. Pour x assez grand et Hiﬂl <y < 92, nous avons

(14 A?)|t|logy =
Alogz

(1313) N(zel,y) = {1 + 0(9%1 + )}N(x,y)e“t (It < T0),

(1314)  N(z,ye') = {1 n 0(9%1 + M)}N(w,y)em (Jt] < ).

v/1og zlogy x
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Démonstration. Une vérification facile permet de montrer que, sous nos hypotheses,
les couples (z,ye’) et (ze',y) considérés sont dans le domaine de validité (11-33) de
la formule (11-36).

Prouvons d’abord (13:13). Nous avons, pour [t| < (logx)/ log, z,

1 2 1 A
A X — X — X

o, LxA+—— 2
Vl9ogzlog, x ay log(2+1/A)  «

logz
by < Xlaz,b2) o ] 707 o X
1 ﬂ?e long €,

dott df < ®X, b} < (A + a)a?X?, grace a (13-10), (13-11) et (13-12).
De plus, D} = D'(q1){b} /a1 — (b1 — 1)a}/a3}. Comme by — 1 < A+ «, il s’ensuit que
Di(t) < a?(a? + A?)X? /)2, et donc

|t|a? (o + A)23€2)

Di(t) = D(M\a) + 0( =

Pour |t| < A(logx)/{(1 + A?)log, z}, nous pouvons donc écrire

DA/ a)2( 2 A2)x2 t| (a+>\)2x2
Di(t) _ ,D(A\/a) Itle (o + A%) _ D(M/a) It|o
e e +O( 2 ) e +O(—/\ )
2
_ D(M/a) (1+A%)t[logy x
¢ +O( Alogx )

Par (11-36), il suit

N(e'z,y) = {1+ O(R1)}yF (v + t)e” P Dr)

B (1+ A2)Jt[logy = Fut—exp D(A/a)
_{1+0(m1+ Alogz )}yF(v)e :

Grace & (6-81), nous pouvons remplacer ¢?»* par ¢** au prix d’un terme d’erreur qui,

compte tenu de (6-74), n’excede pas le précédent.

Cela acheve la démonstration de (13-13).

Considérons ensuite (13-14). Comme nos conditions impliquent o, logy < log, x, nous
pouvons déduire de (8-19) que

Az, ye') < A (Jt| < v/logzlog, ), Aze',y) = A (|t] < (logz)/log, x),

alors que (6-8) et (6-75) impliquent, pour [t] < +/logz log, ,

1 Uy 1 A
g X ———x= =X« =

o, 2opAp— 2
Vlog xlog, x as log(2+1/A)  «

by < B,eX(@2:02) < logz et
log, x
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dou ay < (A + a@)a?X?, by < A2a /(A + «). Cette derniere estimation peut étre précisée
en observant que § — fi0 fih < {f11}? et en faisant appel a (5-105). Nous obtenons

/ fé,() (a27 b2) _a% )\2x2
= — = 1 — .
b2 (5(&2,[)2) D/(QQ){ +O(>\+Oz)}

Compte tenu de la forme du terme principal de (11-36), nous devons établir un controle
des variations des fonctions D;(t). Nous avons Dj = D'(qz) {by/az — (bz — 1)ah/a3}, de
sorte que en écrivant by — 1 < A + o, nous avons

A2x2
At a

(13-15) Dy = —ax{1+0(5=) } +0((0 + 022D (M ).

Comme, de plus, as — a < [t|(A + a)a?X?, nous obtenons, pour |t| < y/log xlog, ,

A2ax? a(X3 +a®)X
¢ t
e =

2
Dy = D(\a) — at + O( + 1202\ + a)3€2>

= D(A/a) + O(alt]),

et donc eP2(t) = PV 1 O(D(A/a)t|a) = ePP/) + O(A[t)).
L’estimation (11-36) implique donc, pour |¢| < 1/{\ + a},

N(x, yet) = {1 + O(%l)}yF(v _ t)etfexp Do (t)
= {14+ O(R, + Mt|)}yF (v)el—ow)t=exp DV/a),

Comme 1 — g, = 84 O(\) par (6-81), nous obtenons
N(z,ye') = {1+ O(Ry + At } N (z, y)e?t—exp PO/e),

d’our (13-14) puisque A < (1 + A)/+/log xlog, x en vertu de (6-74). O

Nous établissons ensuite, en exploitant la formule (11-34), un raffinement de (13-14) au
voisinage du point
pp— 7f(’)1(a'log:c11)
Yy =€

dont nous verrons plus loin qu’il constitue une bonne approximation du point ou
lintégrande de (4-9) est maximal. Quitte a altérer la forme du terme principal, nous
visons une estimation valide pour des valeurs de t excédant /logxlog, x.

Nous posons

elt‘|t|
A(t) = 1+t
t(l—l—t) sit>0,

sit <0, (log, x)%/?

R —20, —0oy
Ra(t,v) := {1+e 27" +e ™" R(out)} Joss

(t € R).
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Proposition 13.4. Sous la condition H;US <el < H;, nous avons

(1316) N(x7 ymet) = {]‘ + O(mZ (tv Um)) }yzF(vx) e(l_g)t_eXp(_’Y—at)

oll nous avons posé v, := log(x/y,) et o := 0y,.

Démonstration. Pour toutes les valeurs de ¢ considérées ici, le couple (z, y,e') appartient
au domaine de validité (11-33) de la formule asymptotique (11-34).

D’apres (5-78), nous avons A(x,y,) =< 1. Un calcul de routine utilisant notamment
(8-19) fournit alors

1 1
Al yoct) = YUBD/O08T o (11 (log 2)¥/4 (logy 2)/4),

(ymet)gvﬂ A
et donc

1 Ly

X — — Xe

. T
Viegzlogox  « log(2 + eov?)

d’on, par (13-10), (13-11) et (13-12), af < a3X%(1 + e 1), by, < ae vt +
a?/{log(2 + e?!)}2. En substituant £ & X dans la preuve de (13-15) et en prenant en
compte les majorations £y < (1 4+ e 7" et a/ly < log(2 + e7?), il suit

as < o X(az2,b2) =X+ 0(1),

D)+ ay < o?X%(1 + e 7" {log(2 4 ") }2

De plus, la majoration obtenue pour af implique

i ¢ +O(t2/1(1 Yl (t )d) t +0< xQeg”t”5t2> (t < 0)
« —u)a u u) =1t (0% I T——— s
/ az(u)du = 0 2 1+ o2t?
0 to + O(tza?’XQ) (t >0),
alors que
‘ el (t <0),
/ (L+e ") {log(2 +e™*)} du = 1+ 0ot
0 t+o2t3 (t>0).

Nous obtenons donc, pour les valeurs de t considérées, Do(t) + v + ot < aX2R(0,t).
Comme, par hypothese, aX?£(o,t) < 1, nous en déduisons

e~ expD2(t) — {1 + O(a%Qe_‘“tﬁ(avt)) }e_ exp(=y=0ovt)
En reportant dans (11-36), il suit, compte tenu de (8-12),

%) }F(v _ t)et—exp D1 (t)
Viegz
= {1 + O<m2(ta U.L)) }yF(v)e(l_”)t—CXP(—v—ot)_

Nz, goe') = {1+ 0((1+e727)

Cela complete la preuve de (13-16). O
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13-4. Preuve du Théoréme 4.1

Version globale pour le domaine 2. de nos estimations relatives au variations locales
de N(z,y), le Théoréeme 4.1 correspond au Théoréme 3.1 et pourrait formellement en
étre déduit, mis a part le complément relatif aux petites valeurs de y. Nous utilisons
cependant les Propositions 13.1, 13.2 et 13.3, dont les preuves contiennent certains des
calculs nécessaires, et qui nous permettent donc de parvenir plus rapidement au résultat
annoncé.

Sous la condition (13-1), nous pouvons appliquer la Proposition 13.1. Dans les hy-
potheses du Théoreme 4.1, nous avons alors logy > v/vlogv et les termes d’erreurs de
(13-2) et (13-3) sont < /(logv)/v. Par ailleurs, l'estimation A < 1/logy < 1/logY,
résulte de (6-74) alors que (6-81) implique o, — @ < o,A(logv)? < 7, (logv)?/logy <
1/v. 1l s’ensuit que

at = out + O(E™) (|t < v'/9),
Ot=(1—o,)t+ O(/\‘t| +|(oy — a)t|) = (1 —o,)t+ O(E¥) (It < 01/12).

En reportant dans (13-2) et (13-3), nous obtenons bien (4-2) et (4-3).

Dans la zone sous-critique couverte par la Proposition 13.2, un raisonnement dichoto-
mique axé sur les places relatives de logy et (log :E)l/ 3 permet de montrer que les termes
d’erreur de toutes les formules de cet énoncé sont bien < E*.

Enfin, dans la zone critique couverte par la Proposition 13.3, nous avons A < v'/%.
Les termes d’erreur de (13-13) et (13-14) sont donc dominés par le second terme de E*.

Il reste & établir (4-4). La méthode géométrique développée au paragraphe 12.3 fournit
facilement le résultat annoncé.

En effet, rappelant que, pour 2 < y < eV1°8219822 nous avons a = H,/logz, et donc

(logz +1)" = (log )" {1+ O(|t|H,/logz)}  (|hl < Hy, [t| < (logz)/H,),

nous obtenons bien (4-4) sous les conditions indiquées en insérant cette estimation
dans (12-7).

13-5. Preuve du Corollaire 4.2

La formule (3-24) montre que N(2z,y) ~ N(z,y)F(v+log2)/F(v) lorsque v est borné.
Par ailleurs, il résulte immédiatement du Théoréme 3.5 que o = o(1) si, et seulement si,
v — o00. Cela implique immédiatement (4-5).

Pour établir (4-6), nous observons que § = 1+ o(1) équivaut & A = o(1). Le résultat
annoncé découle donc de (4-3) et (6-74).

La relation (4-7) découle de (4-3) et des évaluations du Théoréme 3.5. En effet,
8 = b+ o(l) équivaut & A = b — 1 + o(1) et, en particulier, A =< 1. Par (6-74), cela
implique (z,y) € 2. Le Théoréme 3.5(i) fournit alors 'estimation de y annoncée.
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14. Etude de K (x) et détermination du
reste optimal dans la conjecture d’Erdés

14-1. Développement asymptotique : preuve du Théoréme 4.3
Soit > 2. Pour tous ¢ > 0, 0 < kK < 1, nous pouvons former la majoration de Rankin

> N
(14-1) K(x) :/ / N(z,e")e " du < / e(E=Dutf(o:8) gy,
1

Le membre de droite est minimal lorsque fiy(c,x) + logz = 0 et l'intégrande est
maximal lorsque u + fi;(0,k) = 0. Comme lintégrale de Perron représentant K (z)
est dominée par un petit voisinage du point-selle r, > 0, unique solution de 1’équation
filo(rz, 1) +logx = 0, cela suggere que I'intégrale de gauche dans (14-1) est dominée par
un voisinage de Y, := e foi(ra:1),

D’aprés (8-3), nous avons, dés que 0 < o < 1,

1 1 1
g'(0) = fio(o, 1) Z%< e* 02X2 Z (;if alog(l/a)

p>ex

ot X := X(0,1) x log(1/0). Comme ¢'(0) = —Spa01(c) =< 1/{0?log(1/c)}, nous

obtenons r, =< 1/y/logzlog, x, d’ott —g'(ry) =logz 4+ O(y/logz/logyx) et finalement

(14-2) ry =alogx{1+0(\/ﬁm)},

en vertu de (8-4) et de l'identité do,/dv = —1/g" (o).
Posons alors

Sz 1= Olog Ygp 1= e_fél(slvl)_
Comme, d’apres (5-8) et (5-80),
(14-3) —ofh(0,1) =X +0(1/X*) (0<o<?,

nous déduisons de ce qui précede et de (5-92) que r, logV, — s, logy, < s,, ce qui nous
conduit & substituer y, & Y, dans lanalyse de la premieére intégrale (14-1). Notons que,
d’apres (5-78),

(14-4) log 4, = —f(/n(sx, 1) = So101(8z, 1) < v/log z(log, $)3/2 = log Y.

A fins de référence ultérieure, nous observons également que (14-3) implique, compte
tenu de (6-26), que

sy logx _ 1
14:5 Az, ) = —e T4+ 0(——).
(145) (#3) = "5 =7+ O (ogyap)

Nous déduirons le Théoreme 4.3 du résultat suivant, qui posséde un intérét propre.
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Proposition 14.1. Nous avons

(14-6) K(z) = w{l + o((logfw%);m)} (z > 3).

SxlYz
Démonstration. Posons v, = log(z/y,) et notons d’emblée que
(14-7) Oy, — Sz < (logy )/ log z.
Majorant trivialement la contribution de uw > logx dans la seconde intégrale de (14-1)

et effectuant le changement de variable u = logy, + t dans l'intégrale restante, nous

obtenons
t

Vg —t log ya
K(x):/o N(x,ymet)e—dtJr/o N(a:,yze*t)e—dtJrO(l).

x x

Notant h := 2(log, x)/sz, nous avons, en vertu de (3-26) et (8-13),

Vg —t Vg
/ N(z, yxet)e— dt < / F(v, —t)dt
h Yz h

o F(vz) F(va)
< F(v et < 2 .
( r)/h es=h/2s, s logx
Observons ensuite que, pour 0 < t < logy,, ¥y = ye~ %, v = log(x/y), nous avons

Yo < ySee e et donc, d’apres (14-5),

tsy

Az, ye™") <e
Il suit, compte tenu de (3-26), (3-20) et (8-13), pour une constante convenable ¢ > 0,
log Yz

log Yo Y ot
[N S dap) [ et
h €/ Yz h

F(,Uz)eszhfcexp(hsz) F(”Uz)
< < :
Sy Sz logx

En rassemblant nos estimations, nous pouvons donc écrire
o F
K(z) = —/ N(z,yze)e " dt—i—O(ﬂ).
Yo J_n sy logx

D’apres (13-16) et (14-7), le terme principal vaut
h
we(e) [ {14 O@a(-t ) femrtow st gt
—h

La contribution & l'intégrale du terme d’erreur est clairement < (logy, )%/?/{s,/Togz}
alors que celle du terme principal vaut

i e—t—exp(—w—t)dt+0( L )Zi{l‘f‘O( ! )}
s Ja log 2 Sz logz

Nous avons ainsi établi que
(logy )°/%\ | €7 F (vy)
14-8 K(z) =11 O( ) :
(14:) ) = {1+o( ey
Cela implique bien (14-6) puisque, d’apres (8-12),

Flu,) = %{Ho(%)}
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Nous sommes a présent en mesure d’établir le Théoreme 4.3. Compte tenu de la Propo-
sition 14.1, il suffit de montrer, avec la convention utilisée au paragraphe 6.3.2 concernant
les développements asymptotiques, que s,y:* admet un développement asymptotique de
la forme

Sa:yfc’ ~X Z bm/Xm
m=0
avec X = X(sz,1 — s;). En effet, la premiere relation (6-34) et (6-36) impliquent alors
(4-10).

Or la technique employée pour établir (6-33) fonctionne sans changement pour f§; (o, 1
et fournit —ofy(0,1) = X0, 50cm/X5" ot Xo = X(0,1). Comme X, < X =
X (0,1 —0) =< log(1/0) d’apres (5-48), et donc eX° Xy = {1 + O(clog(1/0))}e® X par
(5-47), on voit que le développement asymptotique précédent est également valable en
remplagant Xy par X. De plus, (14-3) implique cg =1 et ¢; = c2 = 0.

Cela complete la preuve de (4-10).

Déterminons & présent R; et Ry. Compte tenu de (14-3), de l'estimation eXoX =
14 O(0X), et de (6-34) sous la forme X = 1V + O(1/V?), nous pouvons écrire

1
K(z) = %e”F(logaz)V{l n O(W>}
ot V = V(log ) est la solution de I’équation Ve" = 2logz.
Parallelement aux calculs du paragraphe 6.3.2, nous écrivons

o dt
o) & /

1+t(to —1)
e dt o XeX dt
_/QX/X21+(tlogt)/eXX _/eX/Xz {1+ tlogt/eXX}tlogt
< dt eX
+/ex t(te —1) +O(ﬁ)
B ! eX dt
_/0 (t+ 1){1 + (tlogt)/(X +tX)}
x* eX dt < dt e
_/1 t(t+1){1+ (logt)/X {1+ (tlogt)/(X +tX)} +/ex t(te —1) +O(ﬁ)'

Un calcul direct montre que

_ W e Y& .
ox tto—1) o 8\ T eox pu X3
Par ailleurs, (5-80) indique que le terme en eX dans le développement asymptotique de
—f51(0,1) est nul. I suit

X cs log X
_ ! —
for(o: 1) o Jra)(QJrO(UX?’)

avec

1 oo (e’ (e’ 2
tlogt logt / logt / logt i

= — dt + dt + dt =2 dt = —-
s /0 (1+1)2 /1 tt+1) L (t+1)2 Lt + 1) 6
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Nous pouvons donc écrire

%:X{l‘%w(%)}zévj—fw(%)

En reportant dans (6-36), nous obtenons bien

logs x n 2logy x — 72/3 40 (logs r)? .
logy x (logy 2)? (logy 2)?

K(z) = 1e"F(log z)(log, x){l -

14-2. Formule asymptotique pour Ka(x)/K1(x)

Ce paragraphe est dévolu a la preuve du Théoreme 4.4.
Comme

Ki(z) = oK (2) + O),  Ks(z) = oK () — /0 Ky,

nous déduirons la relation souhaitée d’'une évaluation des intégrales de Perron respectives
pour K(z) et fox K (t) dt. Nous avons, pour tout o > 0,

(149) K(x) L /_FR M dS, KQ(.’E) _ i /_FR 9(87 1)1'8 ©s.

= 2 s - 2mi s+1
Selon la méthode du col, le choix optimal de ’abscisse d’intégration est o = r,,
unique solution réelle de 'équation fi,(rz,1) + logz = 0. Par (14-2), nous avons

2
Tz = Ologz K Olog -

Dans ce qui suit, nous posons X = X (r,,1). Comme X tend vers U'infini avec x, nous
déduisons de (5-86) et (5-3) que

(14-10) Jo(re,1) < 1/(r2X) = (logw)3/2(log2 x)l/z.

L’évaluation des intégrales (14-9) passe classiquement par une estimation de la
décroissance des intégrandes sur une droite verticale. Posant

0= (logy ) /1/ f4y(rz, 1) = (logy z/ log 2)*/*,

nous avons, parallelement & (8:7),

(14-11) |F (rp + i1, 1)| < F (14, 1)e 082 @)? (n < |7] < T = exp {(log, x)38/37}).
Cela résulte de (7-1) et (7-9) lorsque |7| > 1/2X, et de (7-2) dans le cas contraire. Nous
omettons les détails qui sont semblables & ceux de la preuve de (8:7).

Une application de la formule de Perron effective analogue a celle qui a été développée
dans la preuve de la Proposition 8.9 implique alors

1 [retiT s e F(ry, 1 Te oo T [T
K(m):%/ ) 9(3,1)%ds+0<” T(r ), 7 Tog /T\ﬁ(rx+i7',1)|d7',
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d’olt nous déduisons grace a (14-11) que

S

1 ro+in T )
(14-12) K(x) = —./ F(s,1)—ds + O(m”gf(rr, 1)ecllos2 @) )
270 Sy, —in s

Par ailleurs, nous déduisons de (7-2) l'existence d’une constante ¢; > 0 telle que

|F (ry +i1,1)]
F(ry, 1)

(14-13) e ) (7] < ry)

N

alors que (5-101) appliquée avec z = 1 fournit un prolongement holomorphe de f(s,1)
sur un disque de centre r, et de rayon < r,. Compte tenu de (14-10), nous déduisons
donc de (5-102) que l'on a dans ce disque

O(5,1) <4 (logx) D2 (logy )12 (02 1).

En estimant a présent 'intégrande dans (14-12) par la formule de Taylor a lordre 4, il
suit

rxg‘ 1 n 7 2 2
K(z) = “’277(:3”) / Y (r)e f20re VT2 dr + O (a7 F (ry, 1)e U082 2)")
-n

avec
Y(’/") — efifég(rz,l)t3/6+0(t4D4)

1 ] ) 2
= r{l — ;l — % é’é(?’x,l)Td JrO(:f2 +7’6D§ +D4T4>}

ott Dy := (logz)“*t1/2(log, 2)(“=1/2 (¢ > 1). La contribution des termes impairs étant
nulle par symétrie, il suit

Te F n "
K(z) = :M(n”’l){/ e 0= )T*/2 4 4 O(E)}

27, .
avec
1 D? Dy log, ©
E = ,,qme—c(log2 x)?2 + + 3 + < 2 )
2 o piE S (e, Dloge

Nous pouvons alors conclure, comme dans la preuve du Théoreme 8.6, que

(14-14) K(@:w{Ho( log”)} (x> 3).

Tor/ 27 f40 (1, 1) log x



Sur la répartition du noyau d’un entier 117

Des calculs identiques fournissent

47s 1 1
(14-15) Ko(x) = % 1+0 082 T

V27 fio (g, 1) log z

On note que le facteur 1 4 r, attendu au dénominateur du terme principal est englobé
par le terme d’erreur.
Compte tenu de approximation (14-2), cela compléte la preuve du Théoreme 4.4.

(x = 3).
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