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(3/1/2013, 16h48)
Sur la conjecture de Manin pour
certaines surfaces de Chatelet

R. de la Bretéche* & G. Tenenbaum

Abstract. We prove Manin’s conjecture, in the strong form conjectured by Peyre, for
Chatelet surfaces associated to surfaces of the type y2 + 22 = P(x, 1), where P is a binary
quartic form with integer coefficients that is either irreducible over Q[i] or the product
of two quadratic forms with integer coefficients and irreducible over Q[i]. Moreover, we
provide an explicit upper bound for the remainder term in the relevant asymptotic formula.
This essentially settles Manin’s conjecture for all Chatelet surfaces. The proof rests on
two new tools, namely upper bounds for mean values of local oscillations of characters
on divisors and sharp upper estimates for mean values of arithmetic functions of binary
forms.

Keywords: Chatelet surfaces, Manin’s conjecture, Peyre’s constant, del Pezzo surfaces
of degree 4, count of lattice points over algebraic varieties, number of representations as a
sum of two squares, method of descent.

Résumé. Nous démontrons, sous la forme forte conjecturée par Peyre, la conjecture de
Manin pour les surfaces de Chatelet dont les équations sont du type y? + 22 = P(z, 1),
ol P est une forme binaire quartique & coefficients entiers irréductible sur Q[i] ou
produit de deux formes quadratiques a coefficients entiers irréductibles sur Q[:]. De plus,
nous fournissons une estimation explicite du terme d’erreur de la formule asymptotique
sous-jacente. Cela finalise essentiellement la validation de la conjecture de Manin pour
I’ensemble des surfaces de Chételet. La preuve s’appuie sur deux méthodes nouvelles,
concernant, du part, les estimations en moyenne d’oscillations locales de caracteres sur les
diviseurs, et, d’autre part, les majorations de certaines fonctions arithmétiques de formes
binaires.

Mots clefs : Surfaces de Chételet, conjecture de Manin, constante de Peyre, surfaces de
del Pezzo de degré 4, comptage de points entiers sur des variétés algébriques, nombre de
représentations comme somme de deux carrés, méthode de descente.
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1. Introduction

Soient P € Z[X,Y] une forme binaire de degré 4 de discriminant non nul et V' un modele

propre et lisse de la surface affine

y* + 22 = P(z,1).
Alors V est une surface de Chatelet sur Q. La conjecture de Manin est relative a la
répartition des points rationnels de cette variété. Elle propose un équivalent asymptotique
pour le nombre Np(B) des points Q-rationnels de V' dont la hauteur n’exceéde pas une
borne déterminée B.

Il existe un morphisme 1) : V' — P* dont I'image est une surface de del Pezzo de degré 4.
Désignant par ||P|| la somme des modules des coefficients de P, nous nous donnons une
hauteur H sur V définie par H = Hy o 1), on Hy : P*(Q) —]0,00[ est une hauteur
exponentielle associée a la norme

23] a4 5
ol = max { ool o] ool 2 (@ € B
VIPI VP
Ces choix étant effectués, on peut montrer (voir le lemme 2 de [9]) que la quantité Np(B)
a estimer dans le cadre de la conjecture de Manin vaut

1

(1-1) Np(B) := 3 E 1.

(y,2,t,u,0)EZ®, t>0

| (v*t,uvt,ut,y,2)|| p<B

Y222 =t>P(u,v)

(u,0)=(y,z,t)=1
Lorsque les différents corps de rupture associés aux facteurs irréductibles de P sur QQ ne
contiennent pas de racine de X2 + 1, la conjecture de Manin s’énonce sous la forme

(1-2) Np(B) ~Cu(V)Blog B (B — o),

ou Cy(V) est une constante géométrique dont la valeur, initialement calculée par
Peyre [27], a été précisée au fur et & mesure des généralisations envisagées pour la variété V.
Pour une présentation bibliographique plus complete du sujet, le lecteur pourra consulter
en particulier [5] et [8].

Alors qu’une majoration générale par 1’ordre de grandeur conjectural Np(B) < Blog B
a été obtenue dans [9], 'examen de la forme précise (1-2) de la conjecture nécessite des
approches distinctes en fonction des différentes factorisations possibles du polynéme P. Le
cas ou P est scindé est traité dans [5]. Celui ot P possede un facteur cubique irréductible
sur Q est résolu dans [4]. La situation ou P est le produit de deux formes linéaires et
d’un facteur quadratique releve des méthodes de [3] et [5], dont une adaptation standard
permet d’obtenir le résultat.

Nous proposons ici de traiter les deux cas résiduels, correspondant donc aux éventualités
ou P est irréductible sur Q[i] et ou P est le produit de deux formes binaires de degré 2 a
coefficients entiers, irréductibles sur Q[i] et non proportionnelles.

Nous obtenons les résultats suivants. Ici et dans toute la suite, nous notons || - || la norme
euclidienne sur R? et posons [|z]|« := max{|z1|, |z2|} pour = (z1,22) € R2.

Théoréme 1.1. Soit P une forme binaire de degré 4 de Z[X,Y], irréductible sur Q[i].
On a

(13) Np(B) = {CH(V)+0( BlogB (B — o),

1
oz my 7))
Dans les hypotheses de cet énoncé, la question de la positivité de Cy(V) est
théoriquement résolue de maniere satisfaisante. En effet, il résulte du théoreme B de
[12] que le principe de Hasse s’applique dans ce cas. Ainsi, nous avons Cy (V) > 0 si, et
seulement si, V' possede au moins un point dans chaque complété de Q.



Sur la conjecture de Manin pour certaines surfaces de Chdatelet 3

Théoréme 1.2. Soit P une forme binaire de degré 4 de Z[|X,Y], qui est le produit
de deux formes binaires de degré 2 a coefficients entiers, irréductibles sur Q[i] et non
proportionnelles. On a

(1-4) Np(B) = {CH(V) + O(W) }BlogB (B — o0).

La vérification du fait que la constante du terme principal est bien celle de Peyre —
cf. (9-43) infra — releve de la méthode développée dans [5]. Il est & noter que, dans
le cas du Théoreme 1.2 comme dans celui de toutes les surfaces de Chatelet, la seule
obstruction possible au principe de Hasse est celle de Brauer-Manin — voir [10]. Le
premier contre-exemple, correspondant au choix P(X,Y) = (3Y? — X?)(X?% —2Y?), a été
exhibé dans [23]. L’étude générale de la validité du principe de Hasse pour ’ensemble des
surfaces de Chatelet a été finalisée dans [12] et [13]. Nous vérifierons que Cg (V) > 0 si,
et seulement si, la surface V' contient un point rationnel.

Le Théoreme 1.2 implique donc que, pour la classe de surfaces de Chatelet considérée,
la seule obstruction au principe de Hasse est celle de Brauer—Manin. Cependant, il ne
s’agit pas ici d’une nouvelle démonstration de ce principe puisque la paramétrisation des
coordonnées des points rationnels repose sur les mémes méthodes de descente que celles
qui sont mises en ceuvre dans [13].

L’extension de nos résultats aux surfaces du type y? — az? = P(1,z), ot a < 0 ne
présente pas d’obstacle conceptuel. Lorsque le groupe des classes du corps Q(v/a) est
trivial, nous pouvons écrire

(1-5) ra(n):= Y 1=ws» Xa(d)

ol w, désigne le nombre de racines de I'unité de Q(y/a) et x, est un caractere réel
de module 4a convenablement choisi. Lorsque le groupe des classes est non trivial, la
situation est sensiblement plus délicate mais demeure abordable. En effet, la quantité
ro(n) peut alors s’écrire comme une combinaison linéaire finie de fonctions analogues a
celle du membre de droite de (1-5).

Cependant, en raison des complications techniques et méthodologiques liées aux places
de mauvaise réduction et & l'occurrence des caracteres de Hecke dans les extensions
de (1-5), nous avons préféré ne pas inclure une telle généralisation dans ce travail :
cela aurait impliqué une dilatation significative des démonstrations sans grand intérét
théorique. De méme, nous n’avons pas considéré ici la question de I’approximation faible(!)
via I’équirépartition des points dans des voisinages adéliques.

Remerciements. Les auteurs prennent plaisir a exprimer ici leur gratitude envers, d’une
part, Tim Browning, pour son aide lors de la phase d’élaboration, et, d’autre part, I’arbitre,
dont la relecture attentive a permis d’améliorer significativement certains aspects de
cette étude. Le premier auteur remercie également le Centre Interfacultaire Bernoulli
de Lausanne pour son accueil au moment de la finalisation du présent travail.

2. Réduction du probleme

Désignons par r(n) le nombre de représentations d’un entier générique n sous forme
d’une somme de deux carrés et posons

(2-1) Rp = {x € R? : ||z||s < 1, P(x) > 0},
Rp(€) :={x cR*:x/6 cRp}  (£>0).

1. Voir notamment [10] et [11].
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Des manipulations élémentaires permettent de réduire I’évaluation de Np(B) a celles de
sommes de la forme

@3 sEn)= Y rT@) esEdn= Y (1)
z€Z2NRr (£) xetzilzggy)(g)

ou T parcourt un ensemble de formes binaires construites a partir de P, sous réserve d’une
uniformité adéquate relative aux coefficients de T'.
Avec les notations

(24) fa(n) =Y p(k)r(d®)  (d,neN),
thk=n
T'(u,v) .
(2:5) sried)= Y. r(=22) (€20,deN),
(u,v)€Z?, (u,v)=1
d|T (u,v)
lul,lv]<g

nous avons le résultat suivant.

Proposition 2.1. Soit P € Z[X,Y| une forme binaire de degré 4. Nous avons

20 NeB=LYuowd Y sy 2.a),

d<B n<min{B/d,Bd=3/2,/||P||}

Remarque. Seules les valeurs impaires de d contribuent au membre de droite. Une inversion
de Mobius fournit alors

(27) Sp(&,d) = Y w(O)S(E/L, dy; Pr)

LeN*

ou 'on a posé

d 1P (u,v y
(2-8) dp = Py(u,v) == %, b= H .
’ p¥ |4, p>2

L’introduction de la variable ¢; est ici justifiée par I'identité r(2n) = r(n) (n > 1) et par
le fait que, lorsque d est impair, d | £*P(u,v) équivaut & dy | Py(u,v).

Démonstration. Posons

(29) D:={deN':p|d=p=1mod4}, r(n;m)= Z 1 (m,n eN"),

(a,b)€Z?
n=a’+b>
pged(m,a,b)=1

de sorte que I'on a identiquement r(n;1) = r(n) et r(m?n;m) = 0 lorsque m ¢ D.
En reportant dans (1-1) la formule d’inversion de M&bius

r(y’niy) = ulk)r <i—:) :

kly
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nous obtenons

=1 Z Z Z r(t?P(u,v)).
k<B  t<B/

k (u,v)€Z?
(u,v)=1

lul,|vI<y/ B/ (kt)

Soit y le caractere de Dirichlet non principal de module 4. La relation(®

(2:10) r(mn) = 1 Z M(d)X(d)r(%)r(g)

d|(m,n)

fournit alors

N(B) = i) 3 (@ 3 rayse(yfia)
= %2:3# ;B/dSP<\/7 )fd( )-

De plus, la condition de sommation d | P(u,v) dans la somme intérieure implique
d < ||P||B?/d?n? et donc n < B+/||P||/d®/?. 0

Nous aurons 'usage d’évaluations concernant des sommes pondérées par la fonction fy
lorsque d € D. Le lemme 14 de [4], énoncé ci-dessous, fournit ’estimation nécessaire.

Lemme 2.2. Nous avons uniformément pour d € D, u(d)?> =1, &> 1

n T f
(2'11) Z fd,r(L ) — (d):f (d){logf—l—O(log?’(w(d)+2))},

n<g

ott p'(d) := [[,(1+1/p)~"

Remarque. Le calcul de la constante dans (2-11) provient de 'identité

(2-12) H(1+@) _2

p p T

qui sera utilisée ultérieurement.
3. Sur le nombre de solutions locales d’une équation polynomiale

Ce paragraphe contient essentiellement des résultats classiques.

Commencons par introduire quelques notations valables pour toute la suite de larticle.

Nous désignons par D(T") := disc(7T") le discriminant d’un polynéme a une variable ou
a deux variables, de sorte que D(T'(X,Y)) = D(T(X,1)) = D(T(1,Y)).

Etant donnés T' € Z[X], s € N*, nous désignons par or(s) le nombre de racines de T
dans Z/sZ. Lorsque T est une forme binaire de Z[X, Y], nous posons

(3-1) op(s) = > 1,  of(s):= > 1 (s=1).

1<a<ss 1<a,b<s
T(a,1)=0 (mod s) T(a,b)=0 (mod s)

2. Cette formule classique est aisément vérifiable lorsque m et n sont des puissances de nombres
premiers ; le cas général s’en déduit par multiplicativité.
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Pour T € Z[X,Y], s € N*, nous introduisons les ensembles
A(5;T) = {(myn) € 22 s | T(m,n)}, A*(5;T) := {(m,n) € A(s;T) : (m,m, 5) = 1},

de sorte que 'on a g4 (s) = ’A(s; T)NJo, 5[2‘ avec la notation introduite en (3-1). Nous
posons également

(3-2) o7 (s) == |A*(s;T) N [O,s[2| (s >1).
De méme, pour T = (T1,Ts) € Z[X,Y], s = (s1,52) € N*, nous posons

A(Sl,SQ;Tl,TQ) = A(ST) = {.’E € Zz TSt | Tl( ), | TQ((B)},

3-3
( ) QT ‘A S; T 0 S182 2‘

Ici et dans toute la suite de ce travail, la lettre minuscule p désigne un nombre premier.

Lemme 3.1. Soit T' € Z[X]| un polynéme primitif de degré d et de discriminant D(T')
non nul. Si p* || D(T'), nous avons

(34) QT(pV) < dpmin{u—l,L(l—l/d)u],Qu}.
Démonstration. L'inégalité or(p”) < dpld—1/D¥] est due & Stewart [30], les autres sont
établies dans le livre de Nagell — cf. [26], théoremes 52, 53 et 54, pp. 87-90. O

L’énoncé suivant, qui est un cas particulier du lemme 2.2 de [7], permet de préciser les
liens entre les quantités o7 (n) et of(n).

Lemme 3.2. Soit T € Z[X,Y] une forme binaire primitive de degré 2 ou 4 et de
discriminant D(T'). Pour tout nombre premier p { T(1,0)D(T) et tout entier v > 1,
nous avons

2[v/4] _ 1
v p vV— |V .
n p QT (p) + p2( |— /4-|) S1 d = 47

or(p”) = p*(1+1/p)
P or(p)[v/21(1 = 1/p) + p*=1W/21) sid =2,

et donc, en particulier, QJTF (p) = (p—1)or(p) + 1, 05(p") = (") or (P*).
De plus,

(3:5) gH(p") < (2d + Nprrmint =L/} 5 ),

Nous nous restreignons ici au cas ou T' € Z[X, Y] est irréductible, de degré > 2. On sait
classiquement que la fonction zéta de Dedekind

1
— ; N o) (Res > 1),

ou k est un corps de rupture du polynéome T'(X,1) et 2 décrit 'ensemble des idéaux
entiers de k, reflete le comportement en moyenne de o (n). D'une part, (5 possede une
décomposition en produit eulérien

G(s) =1 = Nijolp) ™)™ (Res > 1),

®
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ou p parcourt 'ensemble des idéaux premiers. D’autre part, pour tout nombre premier p
tel que p 1 D(T), la factorisation

H T;(X,1)% (mod p)

1<j<r

ou les T; sont des formes irréductibles de Z/pZ[X] de degrés respectifs f;, induit la
décomposition
11 ¢7

1<j<r

avec Nio(p;) = p (1 < j < r). Ainsi f; = 1 signifie que T} posséde une racine
modulo p, et
or(0) = {p: Nijalp) =p} (1 D(T)).

Lorsque d = 4, nous pouvons donc déduire de ce qui précede et du Lemme 3.1 'existence
une fonction arithmétique multiplicative h;. telle que

(3.6) o) _ sy 3 M)

ns ns
n>=1 n>=1
et satisfaisant, pour tous & €10, 1[, € > 0 fixés, & la majoration
(37) SE e T ) T
nl_"‘ K p E\R .
n>1 pT(1,0)D(f)

Nous déduisons aisément des Lemmes 3.1, 3.2 et de (3-6) qu'il existe une fonction arith-
métique multiplicative h7} telle que

(3-9) éf;(fl) AT DL U

ns
nzl n>1
et satisfaisant, pour tout x €0, i[,
3.9 [z (n)] | a1y O) e
(39) B I N e A
nz1 p|T(1,0)D(T)

pour tout € > 0 fixé.
De méme, il existe une fonction h;ﬁ satisfaisant aux mémes majorations et telle que

()

n>1 n>1

hy(n)

nS

(3-10)

3 [b
@

+

=

Il

I
bl
=

(Res > 1).

Nous obtiendrons des renseignements sur le comportement en moyenne de x(n)oy(n)
grace aux propriété analytiques de la série de Dirichlet

Z

ou k est le corps de rupture du polynoéme 7'(X, 1) et 2 décrit ’ensemble des idéaux entiers
de k. Des analogues des résultats mentionnés plus hauts pour (i sont alors classiquement

XNy ()

Res > 1),
Nio(A)® ( )
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valables. Par exemple, il existe des fonctions ht(-;x) et hy(-;x) satisfaisant des majo-
rations de type (3-9) et telles que

+
x(n h (n; x)
(3-11) > ns+1 = Li(s,x) D 7T§ls :
n>1 n>1

Enfin, nous ferons appel au théoreme des idéaux premiers et a sa version relative aux
progressions arithmétiques sous la forme suivante. Comme il est 'usage, nous notons

rodt
li(x) := / A
5 logt
le logarithme intégral.

Le résultat suivant est établi dans le survol d’Heilbronn [18].
Lemme 3.3. Soit T' une forme binaire irréductible sur Q[i]. Il existe ¢ > 0 telle que

lon ait

(3.12) S 07(0) = l(a) + O (seV/o%%)

p<x
(3-13) > x(p)or(p) < we VIET,
pP<T

ou les constantes implicites dépendent au plus de la forme binaire T.
En particulier, la série 3, x(p)or (p)/p est convergente.

Remarque. L’estimation (3-12) est encore valable lorsque T' est irréductible sur Q mais
pas sur Q[i].
4. De nouveaux outils

Les démonstrations des Théoremes 1.1 et 1.2 reposent de maniere essentielle sur des
résultats nouveaux, développés a cette fin dans [6] et [7] et possédant un intérét propre.
Nous consacrons ce paragraphe a la description des théoremes obtenus, en nous cantonnant
au niveau de généralité directement utilisable dans le présent contexte.

4-1. Moyennes de fonctions arithmétiques de formes binaires

Etant donnés des parametres A; > 1, As > 1, € > 0, nous notons M(A;, Az, €) la classe
des fonctions arithmétiques F' positives ou nulles satisfaisant la condition

(4-1) F(ab) < min { A7, Aya® V F(b)

pour tout a, b tels que (a,b) = 1. Par ailleurs, nous rappelons la notation Q; introduite
n (3-1).

Théoreme 4.1 ([7]). Soit T € Z[X,Y] une forme binaire primitive de degré au plus 4,
irréductible sur Q. Pour tous

5(ﬂ0,1L A >1, Ay >1,
il existe une constante cq telle que, uniformément sous les conditions

(4-2) 0 <e<8/4000, F eM(Ay, Ag,e), min(u,z) > co max{u,z, || T},
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on ait

(4-3) Z F([T(m,n)|) < uzEr(u + x; F),

mu, n<x

ou la constante implicite dépend au plus de Ay, As, €, §, et ou l'on a posé

(4-4) Er(v:F):= [] (1—@(2”)) 3 F(s)g;f) (v=1).

p S
4<p<v 1<s<v

De plus, il existe une constante C' = C (A1) > 0 telle que

Er(v;F) < [] (1 4 %)Cexp< > QTT@(F@) - 1)) (v=1),

p|D* p<Y

ptD*

ott 'on a posé D* := D(T).

Lorsque T' = (T1,T) € Z[X]?, nous définissons une fonction arithmétique de deux
variables par

(45) oh(s) = ) L
1<E,m<s182
Th(€,m)=0 (mod sp) (h=1,2)

Théoréme 4.2 ([7]). Soit T := (T1,T) € Z[X,Y]? un vecteur dont les deux coordonnées
sont des formes binaires primitives irréductibles sur QQ de degré 2 non proportionnelles.
Pour tous

) E]O, 1[, A >21, Ay >1,

il existe une constante cq telle que, uniformément sous les conditions

(4-6) 0 < £6/4000, Fy,Fy € M(Ay, Ag,¢), min(u,z) > comax{u,z, ||Q[},
on ait
(4-7) Y. F(Ti(mn)) E(|Te(m,n)|) < uzBr(u+ o),

m<u, n<x

ou la constante implicite dépendent au plus de Ay, As, €, d, et ot I'on a posé

+ b
Er(vi Py, o) := H <1 - QTL&) Z Fi(s1)Fa(s2) 92(2).
p s3s3

4<p<Lv SEN*2

1<s182<w

De plus, il existe K = K(A;1) > 0 telle que, notant D* := D(T1T3), on ait

1\ K
Er(vi F1, F) < H (14—]—9) Er, (v; F1)E, (v; F3).
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Nous notons Ms(Z)* := M(Z) N GLy(R) 'ensemble des matrices 2 x 2 & coefficients
entiers et de déterminant non nul, muni d’une norme d’opérateur, notée || - ||. Le lemme
technique suivant permettra de simplifier certaines démonstrations.

Lemme 4.3. Soient J € Z[X,Y| une forme binaire irréductible sur Q de degré au plus
4, A1 21,421, k>0, N, >0, et F € M(A1,Az,¢). On se donne en outre une
matrice M € My(Z)* et un entier ¢ € N*, et 'on suppose que la forme binaire

T(x):=J(Mzx)/q (xcR?

est a coefficients entiers. Il existe alors €1 > 0 tel que, pour tout 0 < ¢ < €1, et
uniformément sous la condition

v = [[M[" + e,

on ait

.
Br(uF) < ITFES P, Bt F) < [T (14 22 () - ),

PV p

Démonstration. Ces majorations découlent de la validité de la relation oi(n) = Q}_ (n)
sous I’hypothese (n,qdét M) = 1. Nous omettons les détails. O

4-2. Oscillations localisées de caractéres sur les diviseurs

Etant donnée une fonction arithmétique f, nous posons

A(n, fiu,v) = Z f(d), (neN. ueR, v>0),
d|n
et<dLet Y
A(n, f) = sup |A(n, fiu,0)].

ueR, 0Lv<1

Ainsi, les fonction A(n, f) sont des généralisations de la fonction A de Hooley, corre-
spondant au cas f = 1 — cf. notamment [22], [17], [24] et les références indiquées dans
ces travaux. Nous avons n — A(n, f) € M(A1) 1= Ne>o Ua,>0 M(A1, Az, e) pour tout
Ay > 2 des que, par exemple, f est a valeurs dans le disque unité.

Désignons par M*(Aj,c) la sous-classe de M(A;) constituée des fonctions arith-
métiques g multiplicatives, vérifiant en outre les relations asymptotiques

3 9(p) = li(z) + o<xe—0\/@)

P<T

3 x(0)g(p) < we~eVIoET

pP<T

(4-8) (x — 00).

La majoration suivante est un cas particulier du théoreme principal de [6]. Nous utilisons
la notation

(4-9) L(x) := exp +/logy x logs x (x > 16),

ou log,, désigne la k-ieme itérée de la fonction logarithme.
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Théoréme 4.4. Soient Ay > 0, ¢ > 0, et g € M*(A1,c¢). Il existe une constante
a = a(g) > 0 telle que I'on ait

(4-10) Z g(n)A(n, x)? < zL(z)* (x > 16).

En particulier, pour toute forme binaire T' € Z[X,Y], irréductible sur Q[i], nous avons,
avec la notation (4-4),

(4-11) Er(z; A(-,x)) <7 L(2)*T (x> 16)
avec ar = a(of).

En effet, une sommation d’Abel standard permet de déduire (4-11) de (4-10).

5. Géométrie des nombres
5-1. Partition des ensembles A*(s;T)

Nous effectuons ici quelques remarques préliminaires concernant les ensembles A(s;T).
Soient T € Z[X,Y] une forme binaire et s € N*. Dans A*(s;T'), nous définissons une
relation d’équivalence en convenant que x ~ y si et seulement s’il existe A\ € Z tel que

y = Az (mod s),

et nous notons que cela implique (A, s) = 1. L’ensemble Uz (s) des classes d’équivalence
induit donc une partition de A*(s;T"). Pour tout A € Ur(s) et tout x € A, nous avons

A={yeAN(s;T):IN€Z, (\,5) =1, y = Az (mods)}.
Comme A est déterminé modulo s de maniere unique par y, nous avons ‘Aﬁ [0, 5[2‘ = p(s),
d’ou
(5-1) Uz (s)] = o7(s) /().
De plus, pour toute classe A de Ur(s), tout diviseur ¢ de s, et tout  de A, 'ensemble
(5-2) Ay i={y € Z°: I\ € Z, y = A\ (mod t)}.

est un sous-réseau de Z? de rang 2 et de déterminant ¢, dont la définition ne dépend pas
du choix de x dans A.

Ici et dans la suite, nous définissons implicitement les coordonnées m et n d’un vecteur
x de Z? par la relation & = (m,n).

Lemme 5.1. Soit T € Z[X,Y] une forme primitive. Nous avons uniformément pour

£>0,s e N*, ,
Y ooix 0r(s) (% +1>.

wEZQ,(m,n)zl SO(S)
lzl|<E, s|T ()

Démonstration. D’apres ce qui précede, les vecteurs @ a compter se répartissent dans des
réseaux Ag, de déterminant s, ou A décrit Up(s). D’apres le lemme 3 de [18], on a pour
toute classe A de Up(s),

2
S od<i+t
e, |lzll<é s
(m,n)=1

La majoration annoncée résulte donc de (5-1). 0
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5-2. Répartition des points de A(d;T) dans les domaines converes
Dans ce paragraphe, nous considérons sur une forme binaire T' € Z[X, Y] et un domaine
R C R? satisfaisant aux hypothéses minimales suivantes :
(H1) R est un ouvert borné dont la frontiére est continiiment différentiable
par morceaux ;
(H2) T est irréductible sur Q[i], de degré 4,
(Hs) T'(x) > 0 pour tout € R.
En cohérence avec (2-2), nous posons

R(E) :={x cR? : /¢ € R}.

Les quantités suivantes constituent des mesures du diametre de R relativement a
distance euclidienne et a la distance associée a T'.

(5-3) Joo = 000 (R) :=sup ||x]|, O = o7 (R) :=sup \T(w)]1/4.

reR TER

Des raisons techniques nous ameneront a restreindre les sommations de type (2-3) aux
vecteurs x de Z2 tels que m = 1 mod 2 : cela revient & y remplacer le domaine RN Z? par

Ri:={xcZ*NR:m=1(mod?2)}.

Nous nous proposons alors de majorer

(54)  S=0(yT.00) = > sup IA(d;T)ﬁRT(ﬁ)}—VOI(R)SQ—Q%S) )
1<d<y %
2td

ott le supremum est pris sur 'ensemble des parties convexes R de R? telles que do.(R) < o,

d7(R) < ¥, et dont la longueur de la frontiere est < o. Notons que d7(R) < HT||1/4<5Oo (R),
d e 1/4
e sorte que nous pouvons supposer sans perte de généralité que 9 < || 7|

Nous rappelons la définition de la fonction L en (4-9).

g.

Lemme 5.2. Soient € > 0, k > 0, J € Z[X, Y] une forme binaire irréductible sur Q de
degré 4, M € Ms(Z)*, q € N*, et R un domaine de R? vérifiant (H;). Sous I’hypothése
que la forme binaire T définie par T'(x) = J(Mx)/q (x € R?) est a coeflicients entiers et
vérifie (Hs) et (Hs), et sous les conditions

y>2, £+ |M|%, 1/V/E<o <2 1/e<a <82 v TV o,

nous avons

(5:5) (&5 T,0,9) < T (0 + D)V +y) L(0€) V2.
De plus,
(5:6) (& y:T.0,9) < |[T](0? +9?)& logs €.

Les constantes implicites de ces deux majorations dépendent au plus de k, €, J.

Remarques.

(i) Roger Heath-Brown, que nous prenons plaisir a remercier ici, nous a indiqué comment
remplacer, dans le membre de droite de (5-5), le facteur L(c€)V2+e par | T/2(log, £)2.
Cette précision peut étre utile dans certaines circonstances. Nous indiquons brievement,
immédiatement apres la démonstration qui suit, les modifications nécessaires pour établir
cette variante. Il est toutefois & noter qu’une dépendance aussi faible que possible en |||
est indispensable pour atteindre les objectifs principaux du présent travail.
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(ii) Un résultat comparable aux majorations (5-5) et (5-6) a été établi par Daniel au
lemme 3.3 de [15]. Nous précisons ici I'uniformité en 7" et affranchissons le majorant de
toute puissance de log(c§). Ce gain, essentiel, permet d’obtenir, pour toute constante
¢ > 0, une estimation non triviale dés que y < 02¢2/(log &) — la majoration (5-6) étant
plus précise que (5-5) lorsque y est grand devant o2¢2.

(iii) Les conditions 1/v/€ < 0 < €3/2, 1//€ < ¥ < £3/? garantissent que
log(c€) < log(¥¢) =< logé&.

(iv) Une majoration triviale s’écrit

+
o+ (d
s PEuTed) < Y. T(T(@) +0% Y —5652) < | T|IFo€% log (&),
2ER(E) 1SSy
2{d

ou 7 désigne la fonction nombre de diviseurs et ot nous avons utilisé le Théoreme 4.1,
puis le Lemme 4.3, pour obtenir

Ep(o&;7) < [T log&.

Démonstration. La majoration (5-5) découlant directement de (5-7) lorsque y > 02£2 log &,
nous pouvons supposer dans la suite que y < 02¢2log €.

Nous pouvons aussi, classiquement (voir par exemple lemme 5 de [3]), nous restreindre
au cas ou la forme T est primitive. On alors

(5-8) Ad;T) = | | bA*(dy; T)
blap(d)

avec dp 1= d/(d,b%), et ¥(d) := prHdpf”/‘”.
Adoptant ’approche de [15], nous commengons par établir les analogues de (5-5) et (5-6)
pour A*(s;T). Il s’agit donc d’estimer

p 1(R)&2
(5:9) O* =% (&, y; T, 0,0) = Z sup‘}A*(s;T) ORT(g)‘ — % .
1<s<y
21s
Lorsque 21 s, on a
. t _Qi}(s) vol(R)&? B t B 0%(5) vol(R)&?
A" (s T) N R () |- 220 | = (AG%:( | (nwi©) - )|
(5-10) e
1(R)&2
< Y |namig) - AL
A€Ur(s)

Comme A = {(m,n) € As : (m,n,s) = 1}, la formule d’inversion de Mobius permet
d’écrire, lorsque 21 s,

ANRI©I= Y Y w= Y k) Y1 (Aelr(s).

z€A;NRT(€) bl(m,n,s) bls,21b zert(¢/b)
21b brcA,
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Pour chaque diviseur b de s, la condition bx € A, équivaut & lexistence de (\,y) € Z x A
tel que bx = Ay (mod s). Puisque (y1,y2,s) = 1, on a nécessairement b | A\. Autrement dit,
la condition bx € A, équivaut a lexistence de (v,y) € Z x A tel que = vy (mod s/b),
et nous obtenons

(5-11) AN fRT(@‘ = Z M(b)|~{RT(§/b) N Al (A < UT(S))~
bls,2tb
Posons ¢ := s/b. On sait classiquement (voir par exemple le lemme 2.1 de [15]) qu'’il

existe une base minimale (v;, w;) = (v¢(A), w(A)) de A; dont les vecteurs satisfont

(5:12) ¢ < [vellllwell < V2t 0 < Jloell < V2, ol < Jlwell, | (o, we) | < glloel[lwll,

ou ||-|| désigne la norme euclidienne et (-, ) le produit scalaire associé. De plus, il découle
immédiatement de la derniere inégalité que 'on a

2z

(5-13) (VA v,2) €22 xRY) Aoy +vwn]| <z = |A| < < Tl
¢

vl <
|| t”

Comme l’abscisse d’un vecteur de R est un entier impair, donc non nul, nous déduisons
de ce qui précede que RT(£/b) N A, = @ deés que |Jvg|| > 20&/b. D'ot, en vertu de
I’approximation classique du nombre de points entiers dans un domaine convexe avec
terme d’erreur majoré linéairement en fonction du périmetre,

vo o 02 2
[RT(&/b) N.AL| = w + O(b”ft, +min {1, b—f}>

2¢2
:Vozlib)g + <b\rv€t||+ in {1, b—§}>

En reportant dans (5-11) puis (5-10), nous obtenons que la quantité ®* a majorer vérifie

(5-14) " <« g€P] + DJ

ou 'on a posé

(5-15) er=> ">

b<y t<y/b AU (bt)

||t

b|s
Maintenant,
. 1 1
‘1>1<Zg > ol > 1
bSy - we(z?)* llv)|?/4<t<y /b
2<2y/b t|T(v)
(5.16) lvll®<2y/

7(T(v
> T < T o
by ve(zZ?)*
lol?<2y/b

S|

ol nous avons successivement fait appel au Théoreme 4.1, au Lemme 4.3 et a la majoration

E;(y;7) < logé.

Cette majoration de ®7 sera affinée en reportant (5-6) dans (5-15).
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La contribution ®3; & ®% des entiers s tels que bs > 02£2 vérifie

) o7 (b) or(t)
05, <. || T2 0°¢ Z - 2 Z . ¢
b>(08)?/y

)
2e/3 242 or(b) yb
<e HTH g § Z (b)b2 log 2+ 2—52
b>0&/\/y
<e ”THgUf min (\/g, 0'{) log (2 + 2—£2>
ou les sommes relatives a o} ont été majorées en utilisant (3-8), (3-9) et les propriétés
de (x(s), en tenant compte du fait que le corps k est indépendant de ¢ et M. Nous avons

également utilisé la sous-multiplicativité faible de la fonction n — p¥.(n)/¢(n) sous la
forme

S

—~
o~

S~—

o7 (bt) e/3 o7 (b)or(t)
o < om0

cette majoration découle du Lemme 3.2 et de 'inégalité

¥
Lorsque (bt,T(1,0)D(T)) = 1,
n) (m > 1, n > 1); lorsque (b,¢,7(1,0)D(T)) > 1, il suffit de faire

or(mn) < op(m)o™(
appel a (3-8) et (3-9).
La contribution ®3, & ®% des entiers s tels que bs < 02£2 vérifie

D5 < Z Qj((bb)) Z T|°/? Z QT rmn (y, 0 252/1))

b>1 t<min(y/b,02€2 /b2) ( ) b>1

2,2
< ||T)|* min (y, 0*€?) log <2 +2 § >
Y

En reportant les deux dernieres estimations dans (5-14), nous obtenons

(5-17) ¢ < ||T||°0& min (\/ﬂ, 05) log, &, " < ||T|°V/y o€ logé.

L’étape suivante de la démonstration consiste a déduire la majoration de ® de celle
de ®*. Rappelons a cet effet que nous nous sommes placés dans ’hypothese ou T est
primitive. D’apres (5-8), nous avons

[A(d; T)NRIE)[ = > |A*(dy; T) NRI( of(d)= ) QT 3
bl3s(d) oty U
Do = (dp) vol(R)€2
Z Z sup |A* (dy; T DCRT(é/b)’ _ ol b2)b\2’(:lz( )¢
b

1<d<y bl (d)
2td

Or, la condition d | b*T(x) équivaut & dp | T(x) avec d = d/(d,b*). Lorsque s et b sont
fixés, il y a au plus 7(b*) entiers d tels que s = dy, et b | 1(d). De plus, pour chacun de ces
entiers d, on a d, = d/(d,b*) < d/b < y/b. 1l suit

4 (e f 07 () vol(R)&>
b<y 1<s<y/b
(5-18) 2fs

<<Z (b1 ®*(£/b,y/b; T, 0,9).
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En utilisant la majoration triviale (5-7) lorsque b > B := 2+ 02£2 /y, nous obtenons, pour
toute constante A > 0,

4 1 4
o< o) 0 T (OVIEREE Ly e 3 T ne gy

b<B \/l_) B<by
< ITIF{oe i g€ + y(log B)® + o?¢? log(ﬁé/)(logB)‘* !

Si y < 02€2, la somme du second et du troisiéme terme est

2¢2 0\ °
< ITFoplonten) - X2 (1og (24 Z5) ) < ITIFoeyilostéo)

Compte tenu de (5-7), cela fournit

(5-19) ¢ < T o€ min{\/y, o} log(Ey),

ce qui constitue une premiere étape dans la preuve de (5-5).

Nous sommes a présent en mesure d’établir (5-6). A cette fin, nous majorons la
contribution a la somme de (5-4) de I'ensemble des entiers d < y; := 02£2/(log&)? en
appliquant (5-19) avec y = y; : nous obtenons bien une majoration compatible avec (5-6).

Traitons a présent la contribution résiduelle, correspondant donc a la sous-somme
de (5-6) définie par la condition supplémentaire y; < d < y. Comme vol(R) < 402 sous
nos hypotheses, nous avons, d’apres (3-10),

+
G20) @ Y D 1o oy € 4 log” (u/0%E) ).

2

y1<d<y
En appliquant la majoration logta < (1 + a2/b?)(1 + log™b) (a > 0,b > 0) pour
a:=y/o?¢?, b:=y/92£2, nous obtenons que l'estimation (5-20) est également compatible

avec (5-6).
Il reste donc a évaluer

(5-21) 0(¢) := Ej |A(d; T) N RT(E)|.
Y1 <d<y
2¢d

A cette fin, nous scindons le domaine R et posons

RYE) = {z € RI(E) : [T(x)] > 0" /(log )", [l]| < o€}, R*(€) := RT(€) N RHE),
de sorte que
(5-22) O(¢) < O (¢) + 6%(¢),

ou 'on a posé

O (&)= > |AM@nR(©], O' = D [AT(d)NRIQ).
Y1 <d<y Y1 <d<y
2td 2td
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Nous avons

1/2
CXGEDY T(T(ﬂﬂ))S( > (T@)? Y 1) :

zER* () zERT(€) z€ER* ()

Un emploi successif du Théoreme 4.1 et du Lemme 4.3 permet de montrer que la premiere
somme du membre de droite est

< |T|F?E (06 m2) < | T||I0?€*(log €)°,
d’ou
(5-23) 0% (&) < ||T||°o¢|R*()|"/*(log £)*/2.

L’estimation de |R*(&)| résulte de la validité, pour tout 8 < 1, de la majoration

(5-24)  vol{x € R:|T(x)|/9* < B} < dé\t/aM vol{x € R : |J(x)|/9* < B} < 92\/qp.

Pour établir cela, nous appliquons le lemme 3.4 de [15], en vertu duquel

jmin m = (il < J@))/ll2l® (@ € (®)7).

Il s’ensuit que I'ensemble {z € R : |J(z)|/9* < 8} est inclus dans

{l=l <08} ) U {m eR?: 2971 < ”ﬁ”4 <Y, Im—(n| < %1,/4 }
J(¢,1)=0 195/ &
i1

qui est de mesure < ; 92+/f. Cela établit bien (5-24), d’oil, en choisissant 3 := 1/(log &)*/*,
(5:25) R (§)] < & vol{w € R: [T(@)| /9" <1/(log€)"/"} < \/q9*¢?/(log €)*/".

Compte tenu de (5-23) et de ’hypothese ¢ < (logé)Y/*, il suit, quitte & supposer sans
perte de généralité que k < 1,
[T ove?q/*

OO < (logey/mira

< T (o + )%,

une majoration également compatible avec (5-6).
Il reste donc & évaluer ©%(¢). Nous avons

CHGE Y > L.

b<of y1 <Ay zeR¥(£/b), ||x|| <ot /b
(m,n)=1,d|b*T(x)

Or, la condition d | b*T(x) équivaut a d, | T(x) avec d, = d/(d,b*). Lorsque s et b sont
fixés, il y a au plus 7(b*) entiers d tels que s = dj. Il suit

(5-26) CHOES P EY > 1.

b<o y1/b4<s<y  xzcZ?, ||z||<o€/b
(myn)=1, s|T(x)
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Désignons par @:{ la contribution au membre de droite de (5-26) correspondant a la
condition supplémentaire s < (02 + 92)£2/b%, et notons @3 la contribution résiduelle.
D’apres le Lemme 5.1, la somme intérieure de (5-26) est

o1 (s)(0® +9?)&?
sp(s)b?

or(s) {0252

(5-27) < o0s) U sp? + 1} < (s < (02 +9%)E2/b7).

D’ou, grace a (3-10),

L 2+ (g
0! « (0% +9?)e? Z gj; ) Z 525;((3))

b<o€ y1/b*<s<(02+92)
b4
< ||T||€/2(0'2 + %) Z 7—2)2 ){log(blogf) + log(1 + 79/0)}
b<og

< || T (o + 9%)€% log, &,

ot1 nous avons utilisé la majoration ¥ < ||T||/*o.
Pour estimer @g, nous introduisons £ := T(z)/s < (9€/b)*/s < 942 /(ob + 9b)? et
observons que

(=T(x)/s > 0" /{s(log&)*/"} > 9*¢* [{yr (log )"/~ }.

Il vient donc, par un nouveau recours au Lemme 5.1,

4 + Y 0.2 2
0 < > 7(b") > Q(;”((e; {% + 1}

b<o¢ 94£4 /{y1 (log £)4/ 7} <LLDAE2 / (ob+9b)?
bt F(l
<@+ope 3 T > &)
bsog 04€4/{y1 (log £)*/+} <U<VE2 / (ob+0b)? 4

T 4
<TI0+ 0% 3 T (1on(bloge) + log" (11 /(0 + 97)¢%))
b<ot

< TN (9 + 0)*& log, €.

Cela acheve la démonstration de (5-6).
La méme majoration est valable pour la quantité ®* définie en (5-9), soit

(5-28) " (&, y; T,0,0) < ||T||* (0 4 9)?€% log, €.

Pour établir cela, nous observons d’abord que la contribution a (5-9) des entiers s < y;
peut étre estimée par (5-17). Ensuite, nous majorons trivialement, pour s €]yi, y], le terme
général de (5-9) par I'inégalité triangulaire. Comme

(s) VLRI _ o(s) vol R)¢?
252 = 252 ’

la contribution correspondant & la somme sur s €]y;,y| peut étre majorée comme
dans (5-20). De plus 'inégalité

|A*(s;7) NRI(€)] < |A(s; T) NRI(€)]

induit & la méme somme une contribution < ©(¢), une quantité précedemment majorée
de maniere satisfaisante.
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D’apres (5-12), les vecteurs vy = v;(A) apparaissant dans (5-15) vérifient |lve||? < 2y/b.
Lorsque [[v¢]|/+/2y/b €]1/27F1,1/27], on a t > y/(b220+D). En reportant dans la premiére
définition (5-15), il suit

1 27
5L > SED DN S SR
(5-29) b<y b 320y /(b22G+D)<t<y /b y/b ve(Z2)*

vl <+/2y/b/27

t|T(v)

Appliquons alors le lemme 2.2 de [31] sous la forme E;(c&;A(+1)) < L(o€)V2re, En
utilisant en outre le Théoréme 4.1 et le Lemme 4.3, nous obtenons

2] . . i Vaie
sy €Ly Ly UrUE ¢— S AT®), 1) < TG L(0E) VP,

by J>0 ve(z?)*
vl <v/2y/b/2
puis

" < || (065 + )L (0€)V>He.

En reportant finalement dans (5-18) et en faisant appel a (5-28) pour les grandes valeurs
de b, il vient, uniformément par rapport au parametre B > 2,

¢ T(b4) Uf\/gj T(b4) )
< ty)+ +1)%¢
(5:31) IT||=L(a€) V2 ,);3 b <b1/2 v) B;Ky (0 +7)

< {06V +yllog B + (log B)* (0 + 0)*¢*/ B}

puisque le terme log, £ apparaissant dans le majorant de (5-28) est négligeable devant
L(a{)‘/ﬁ“. En choisissant B = 2 + (¢ + 0)2£2 /y, nous obtenons le résultat annoncé. O

Comme annoncé dans la remarque (i) suivant I’énoncé du Lemme 5.2, indiquons

a présent comment remplacer, dans le majorant de (5-5), le facteur L(af)ﬂ+€ par
|T|1*/?(log, €)2. Au vu de ce qui précede, il suffit d’établir la majoration

(5-32) O < ||TM2* /g (log, €)%,

Rappelons la définition de @7 en (5-15). Les vecteurs v; = v(A) y apparaissant ont au
moins une coordonnée impaire. La variante de (5-29) ou les vecteurs v = (v, v2) satisfont
a cette méme condition est donc valide. La contribution au membre de droite des vecteurs
v tels que vy est impair est

<23 ZW{ (V2L Yoy ) Y yﬁig}.

b<y J>1 y/(b220+D)<s<y /b

En appliquant (5-6) et en faisant appel a (3-10), nous obtenons alors que cette quantité
est dominé par le majorant de (5-32). La contribution complémentaire peut étre estimée
similairement.
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6. Sommes de carrés localisées : majorations

Cette section est dévolue & I'obtention de majorations pour les quantités &(&,d;T') et
St (&, d) respectivement définies en (2-3) et (2-5).

Lemme 6.1. Soient T' € Z[X,Y] une forme binaire de degré 4, irréductible sur Q[i], et
e > 0. Sous les conditions £ > 1, d > 1, u?(d) = 1, nous avons uniformément

2
(6) s(e.a.1) < (5 +69),
52
(6-2) Sr(&,d) < d€<g + §1+€).

Les constantes implicites dépendent au plus de la forme binaire T et de €.

Démonstration. Observons tout d’abord que (6-2) découle facilement de (6-1). En effet,
nous avons, avec les notations (2-8),

&(§,dy; Ty) < £°6(&,dy; T),

et la relation (2-7) fournit immédiatement l’estimation souhaitée.
11 suffit donc de montrer (6-1). D’apres (5-8), nous pouvons écrire, avec les notations
introduites au paragraphe 5.1 et en notant que v (d) = d puisque pu(d)? =1,

AMaT) cl) | bAg

bld A€Ur (dp)

olt Ag, est un réseau de Z? de rang 2 et de déterminant d, = d/(d,b). D’on

SEdTI<> > > r(T(@)/d)

bld A€UT(dy) ERT (€)NbAg,

< Z Z Z r(b*T(x)/d).

bld AGUT(db) rERT (f/b)ﬂ/{db

(6-3)

Pour chaque s = dy, choisissons une base minimale (vs,ws) du réseau A, satisfaisant
aux propriétés (5-12), (5-13). En particulier, la condition & = Avs + rw, € Ry (£/b) avec
(\,v) € Z? implique

Al < 2000 (R)E/{bllwsll}, V] < 2000 (Rr)E/{bl[2ws [}
Considérons le polynéme
Top(\,v) := 0T (v, + vw,)/d,
dont les coefficients sont < b*s3, et appliquons le Théoréme 4.1 avec

= 2000 (Rr)E/{bllvs [}, @ 1= 2000 (Re)€/{bl[ws |}
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Lorsque min(u, z) < £5/2, nous avons

Z r(*T(x)/d) < €/? max(u,z) max r(n) < 17

TER(E/D)NA, 1<inl<et

La contribution correspondante au membre de gauche de (6-3) est donc

(d
< £1+6 2 : QT b) < £1+6d8
p(db)
bld

Lorsque min(u,z) > £%/2, nous désignons par ¢ le contenu de Tsp, de sorte que
T, = Tsp(x)/q est primitif et nous introduisons la fonction multiplicative r, définie
sur ’ensemble des puissances de nombres premiers par

v v+1 sip|g,
r = i
q(p ) {T(p”) si pfq.
Nous avons donc
r(qn) < 7(q)rg(n)  (n €N").
Observons de plus que g;*b(p) = o7(p) lorsque p { bg et que D(T},) | D(T). Grace au

Théoreme 4.1 et au Lemme 3.3, nous obtenons dans ce cas

Yo ' T@)/d) <tle) Y ro(Th(h))

zER(E/b)NAS ALz, v<u
<o uxd’/? exp ( > x(p)er (p) (p)) < dF? &
' P b2t
pu+tzx
En reportant cette estimation dans (6-3) et en observant que
1 _op(dy) -1
< d?7
20 D Ba T 2 Bl
bld A€Ur (dy) bld
nous obtenons le résultat annoncé en (6-1) . 0

7. Sommes de carrés localisées : formules asymptotiques

7-1. Enoncé et remarques liminaires

Nous posons
Q(\) =AlogA—A+1 (A>0)

et notons

(7-1) &= U {n eN*:n=2/ (mod2“+2)}.

u=0

Nous nous proposons ici, sous certaines conditions concernant la forme binaire 7T et le
domaine R, d’évaluer asymptotiquement 1’expression

(72) QT R) = Y. r(T())

x€Z?2NR(E)

dont la quantité (2-3) est un cas particulier. Lorsque v > 0, nous notons &, 'image de &
par la projection canonique de € dans Z/2"Z, soit

(7-3) & ={neZ/2"Z:3peN:n=2"(mod Qmin(“+2’”))}.
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Lemme 7.1. Soient e >0, k > 0, J € Z[X, Y] une forme binaire de degré 4 irréductible
sur Q[i], M € My(Z)*, q € N*, tels que 2 { qdét M, et R un domaine de R? vérifiant
(H1). Sous I’hypothése que la forme binaire T' définie par T'(z) := J(Mz)/q (xz € R?) est
a coefficients entiers et vérifie (Hy) et (Hs), et sous les conditions

€= e+ ||M|%,1/VE<a <2 1/ /E<I <N,

(7-4)
5(R) <o, 0p(R) <0, o< |T|" o,

nous avons

(75) Q& T, R) = mK(T) vol(R)E* + o(”THgfz(U + 19>2>,

(log §)*/48

ou K(T):= ], Kp(T) et

Ky(T):= lim 27" | {x € (Z/2"Z)* : T(x) € £, } |,

V—00

' v\t (nV
(7:6) K,(T) := (“%M);}% w=2)

La constante implicite dans (7-5) dépend au plus de €, k et J.
De plus, nous avons pour tout nombre premier p

(7-7) K,(T) = lim p73”‘{(w, s,t) € (Z/p”Z)4 T (x) = s+ 2 (modp”)}‘.

V—00

La somme Q(&; T, R) compte le nombre de solutions entieres de
(7-8) s+t =T(m,n),

avec (m,n) € R(§). Un principe général stipule que le terme principal d’une évaluation
asymptotique de cette quantité est égal au produit du carré du facteur de dilatation par
les densités archimédienne et p-adiques associées au probleme.®) Vérifions que la densité
archimédienne K, est effectivement donnée par la formule K, = 7 vol(R). Reprenons, a
cette fin, les calculs effectués au théoreme 4 de [2] dans le méme contexte. Par symétrie,
nous pouvons nous restreindre aux solutions du premier quadrant s > 0, ¢ > 0, en écrivant
Ko = 4K} . Nous calculons alors KT en paramétrant t = \/T(x) — s2 et en intégrant la
forme de Leray, donnée ici par (2¢)~! dsdz dy. Compte tenu de la formule

(7:9) —ir  (T>0),

/ﬁ ds
0 \/T—82

nous obtenons

V T(%y) d
Kt = / dz dy / i = Lrvol(R)
R 0 2T (2,y) — s*

d’ou la valeur annoncée K.

En raisonnant comme dans la démonstration du théoréme 4 de [2], on peut montrer
similairement que les densités p-adiques K, (T") associées a 1’équation diophantienne (7-8)
sont bien données par (7-6).

3. On pourra se reporter & la section 2.2.1 de [27].
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7-2. Premiére réduction du probléeme

Notre approche consiste a exploiter systématiquement 1’identité de convolution

(7-10) r(t) =4 x(d) (=1

d|t

avec t = T'(x), et a estimer les contributions issues de différentes plages pour la variable d.
Dans cette perspective,(®) il est essentiel de limiter la taille de d. A cette fin, nous ferons
appel & la symétrie des diviseurs d’un entier n autour de y/n. Il sera alors commode de
disposer de I'information y(7'(x)) = 1.

L’étape liminaire de la démonstration consiste a scinder la sommation initiale en
sous-sommes vérifiant cette condition. En fait, les nouvelles sommations porteront
génériquement sur des vecteurs = (m,n) € Z? et des formes T tels que 2  m et
T(z) = m* (mod4).

Désignant par vs la valuation 2-adique, nous commengons par scinder la sommation (7-2)
selon les valeurs de va((m,n)) et vy(T(x)), en utilisant systématiquement la relation
r(2t) = r(t) (t € N*). Nous obtenons

(7:11) Q&GT,R) =Y Qi(¢/2; T, R)

320

ou 'on a posé

QET,R) = Y  r(T@)=) Y rT)

(7-12) zeZ?NR(E) k20 gez’nR(¢)
24 (m,n) 21 (m,n)
va(T(x))=k

Rappelons que r(t) = 0 si t = 3(mod 4) et analysons la condition
(7-13) 24 (myn), va(T(@) =k,  T(x)/2" %3 (mod),

qui est certainement satisfaite par tous les vecteurs  de la somme intérieure de (7-12)
pour lesquels r(T'(x)) # 0. Comme vy (T(x)) = k implique T'(x) = h2* (mod 2¥2) avec
h =1 ou 3 et que cette derniére éventualité est exclue, nous voyons que (7-13) équivaut a

(7-14) 21 (m,n), T(x)=2"(mod2""?).
Soit Wy, I’ensemble des solutions dans {1} x Z/2*+27Z de I’équation
T(x) = 2% (mod 2~2),

identifié¢ avec un systéme de représentants dans {1} x [0, 28T2[. L’ensemble des solutions
x = (m,n) de (7-14) ot m est impair coincide donc avec ’ensemble des vecteurs «
satisfaisant & & = ma (mod 2¥+2) lorsque o décrit Wy,.

Symétriquement, désignons par Zj l’ensemble des solutions dans Z/28+27Z x {1} de
Iéquation T'(X, 1) = 2% (mod 2¥+2) telles que X = 0 (mod 2), identifié avec un systeme de
représentants dans [0,25+2[. Alors I’ensemble des solutions & = (m,n) de (7-14) ot m est
pair coincide avec ’ensemble des vecteurs @ vérifiant & = na (mod 2¥+2) ot n est impair
et o décrit Zy,.

4. Voir notamment la formule (7-28).
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Pour chaque entier k > 0, les solutions de (7-13) se répartissent donc en deux classes,
que nous pouvons paramétrer sous la forme

(i) x=(m,m+2"2n) (me2Z+1,necZ, a=(1,5) € W),
(i) == (Bn+2"2mn) (mMeZ,nec2Z+1, a=(31)¢c2).

Posons
1 0 .
(/3 2k+2> Sla:(l,ﬂ)EWk
(7-15) Ua =
6] 9k+2 )
(1 0 > siao=(0,1) € Z,
et

Tos(®) =T (Uarz)/2" (x€Z?).

Il résulte de ce qui précede que ’ensemble des valeurs T(T(w)) satisfaisant la condi-
tion (7-13) coincide avec

{r(Tax(@) :xe(2Z+1) X Z, o € W UZy}.
De plus, nous avons identiquement
(7-16)  Tar(x) =m* (mod4) (x=(m,n) € (2Z+1)xZ, k>0, a € W, UZy).
Nous notons, a fins de référence ultérieure, que

(7-17) | Tarll <22*8T)  (F>0, a € W UZyp),

et que, avec la notation (7-6), nous avons

(7-18) Kp(Tar)=Ky(T) (p>2,k>0, a€W,UZy).
Posant
(7-19) Rak := {x € R? : Uy 1 € R},

de sorte que vol(Rq k) = vol(R) /282 et

(7-20) Q&ET,R):= > r(T(x)),

x€ZANR(E)
m=1mod 2

nous pouvons donc écrire

(7-21) Q(§T,R) = Z Z Q2(& To k> Ravk)

k>0 aEWRLUZ

ce qui, associé a (7-11), constitue notre premiere réduction du probléeme.
Notons que, avec la notation (7-6), nous avons

|Wk|+|Zk |Wk|+|Zk|
(7:22) Z Z 92jtk+2 Z

30 k>0 k>0
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En effet, en classant les couples x selon la valeur de j := vs ((m, n)), nous obtenons

K(T) = lim 22% > > > 1.

Ogjgl/ xe(Z/2V—jZ)2 0§k<uﬁ—2 |
2{(m,n) T (z)=2"% (mod 2™in(k+2,v—45))

La contribution aux deux sommes intérieures des entiers k tels que k +2 > v — 45 est
< v2¥*12 ; elle peut donc étre négligée dans le passage a la limite. Lorsque k+2 < v — 47,
la condition T'(z) = 2% (mod 2**2) ne dépend que de la valeur de & modulo 2872, 11 suit

12) K=Y mrmm Y =iYm Y b

Jj20k>0 xz€(Z/2F127)? k>0 xz€(Z/2F127)?
24 (m,n) 24 (m,n)
T (x)=2" (mod 2°*2) T(x)=2" (mod 2°*2)

Considérons un vecteur = (m,n). Si m est impair, alors x est compté dans la somme
intérieure si, et seulement si, il existe a = (1, 3) € Wy, tel que n = fm (mod 282); il y a
2F+1|'Wy | tels vecteurs & dans (Z/2F127)2. Si m est pair, alors n est impair et  apparait
dans la sommation si, et seulement si, il existe a = (3, 1) € Zy, tel que m = Bn (mod 28+2) ;
il y a 28+1|Z;| tels vecteurs dans (Z/2872Z)2. En reportant ces valeurs dans (7-23), nous
obtenons bien (7-22).

Nous aurons ultérieurement 1'usage d’une estimation de la vitesse de convergence de la
série (7-22). A cette fin, nous remarquons que, puisque 2 { ¢ dét M, nous avons

1 +(9k +(ok
Wil + 12| < o5 > 1< QTQ(k ) « sz(k 1.
(7-24) (m,n)€(z/2527)?
2t(m,n)
T (m,n)=0 (mod 2%)
11 suit
Wl + [Ze| 1

(4,k)EN?
max(j,k) >z

ou la constante implicite est indépendante de M et q.

7-8. Seconde réduction

Dans ce paragraphe, nous nous proposons d’utiliser (7-21) pour établir la formule
asymptotique

(7-26) Q(&T,R) = §mK (T) vol(R)E + O. ( IT1|°€*(0 + ﬂ)?)

(log&)!/48

sous les hypotheses du Lemme 7.1 et sous réserve de la validité d’une estimation auxiliaire
— cf. (7-41) infra — qui sera explicitée plus loin.

Notons d’emblée que la formule asymptotique (7-5) résulte immédiatement de (7-26)
via (7-11).

La validité de la condition (7-16) pour les vecteurs x pris en compte par la somme
(7-21) garantit que T k() = 1 (mod4) et donc x(To,x(x)) = 1. Donnons-nous alors un
parametre réel y satisfaisant a

(7-27) 0?€?/log€ <y < 92€?/(log €)7,
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posons
0= Lyl Jo:=ly, 0%t yl, Js=]90ey, o0,

décomposons la somme de (7-10) sous la forme

(7:28) rit)y=>_ rt) (=1

1<j<3

ot 75(t) := 4344 aes, X(d) (1 < j < 3), et notons immédiatement que, sous la condition
t =1 (mod4), nous pouvons remplacer J3 par

I3(t) == [1, yt /92

Reportons dans (7-21) et, pour 1 < j < 3, désignons par Q1;(&; 7T, R) la contribution
globale de r;, de sorte que

(729) Q1(£7T¢:R): Z Qlj(g;TviR%

1<5<3

avec donc, pour j € {1,2, 3},

Q(GT.R)=4)" > > > x(@)

(7-30) k>0 a€WrUZy €Re 1 (6)NZ2  d|Ta. ()
dET; (Toy 1 ()

ol nous convenons que J;(t) :=J; si j =1 ou 2. Notons que pour j = 1 ou 2, nous avons

(7-31) QGT,R) =4 Y Y x(d).
zeR(¢)Nz? d|T(x)
2f(m,n)  d€J;

Nous verrons que Q12(§; T, R) peut étre considéré comme un terme d’erreur. Evaluons
dans un premier temps les quantités Q11(&; 7T, R) et Q13(&; T, R). Pour cela, nous inter-
vertirons les sommations en d et « dans (7-30) et estimerons ensuite la somme intérieure
en x grace au Lemme 5.2.

La mise en ceuvre de ce calcul nécessite de définir et d’estimer dans ce nouveau contexte,
uniformément en « et k, les différentes quantités apparaissant dans la définition (5-4).

Pour k£ > 0, a € W, U Zg, d > 1, nous posons

Ri(d):=R, Rg(d):={xecR:d< yT(:B)/ﬂ4},
Ri(d, o k) = Ra, R3(d,a,k) = {x € Ray:d<yTax(®)/0},
RI(E d,as k) == ERj(d,a, )N (2Z+1) xZ (j € {1,3}),
et notons que
1(R;(d
vol (R;(d, v, k)) = % (j € {1,3}).

Comme dét Uy ., = #2572, nous avons gi‘ (d) = or(d) (d € 2Z + 1).
Par ailleurs, nous avons, sous les hypothéses du Lemme 7.1,

(7-32) Joo (Ra k) < 2000(R), 0T (Rak) < 07 (R).
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Pour établir la premiere inégalité, rappelons la définition (7-19) de Rq k. Lorsque, par
exemple a = (1,3) € Wy, la condition Uy yz € R avec * = (z1,22) € R? implique
|81 + 25 +225| < 650(R), donc

|22 < 600 (R) /272 + |21] < 2000(R)
car 0 < B < 22, D’ou

doo(Ra k) = sup |z < V2 sup max{|a:1|, |x2|} < 2000 (R).
waRa’k |1’1|<530(R)
|Bx1+25 225 ] <00 (R)

La seconde inégalité de (7-32) résulte de 'identité

/4 _

(7-33) 07e i (Rak) = sup |To()|/* = sup|T(x)/2"| or(R) /2%,

TERG & zeR

Montrons que, pour j = 1 ou 3, la contribution a (7-30) des entiers k£ > 3log, { peut
étre englobée par le terme d’erreur de (7-26). Nous avons nécessairement k < log¢ et,
pour chaque k, il y au plus, d’apres (7-24), une quantité uniformément bornée de valeurs
de a & considérer. Lorsque £/2% < £¢/2, une majoration triviale fournit

Z T(Tax(x)) < (c€)'te
T€Z? N R,k (§)

ce qui induit, apres report dans (7-30), un terme d’erreur acceptable dans (7-26).
Lorsque £/2F > ¢5/2) nous sommes en mesure d’appliquer le théoreme 4 de [21] pour
évaluer la sommation relative & m ou a n, selon que o appartient & Wy, ou Zy. Il vient

IT||*%0€? QT < ITIFo* log €
2. r(Tanl@) € Sy e 2T T € gy
2EZ2 N Ra, 1 (€) P<E

En reportant dans (7-30), nous obtenons bien que la sous-somme correspondant a la
condition k > 3log, & est

< ||IT|Fo?€% (log €)1~ (11088 « | T|°0%¢2 /\/log €

lorsque € est choisi suffisamment petit ; cette contribution est donc également négligeable
au regard du terme d’erreur de (7-26).

Nous sommes a présent en mesure d’évaluer Q1;(§; 7T, R) lorsque j = 1 ou 3. D’apres ce
qui précede et le Lemme 5.2, nous avons dans ce cas

| T||° 0%
Qi (& T, R) = 4 X(d)|A(d; To ) NRI(E, d, k)| + O ()
’ k<?>lzog2£aewzkuzk g} ’ viog¢

+
or(d) Wil + 2]
B 452 Z X VOI )) ;dz Z ok+2

d<y k<3log, &
|T||°02¢
+0(<a+ﬁ>£¢z7<logs>6/2 SN TakllP + = ).
k<3log, £ aeWLUZy 10g£

| < 8%||T|| d’apres (7-17) et comme Wy U 2| < 1 par (7-24), nous

Puisque ||Ta,
pouvons écrire

Yo D Tl <TI0 Y 872 < |7 (log €)7/2.

k<3log, £ aEWLUZy, k<3log, &
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11 vient, compte tenu de (7-22)

07(d)
d2

Qj(&T,R) = §Ks(T)E* Y x(d) vol (R;(d))
(7-34) dsv
|T*0%€>

+0(\\T\\E<a+ﬁ>§<1og5>w+ W)

Rappelons que
Ri(d) =R, Rs(d)~R={xeR:T(x)y/9" <d}.

En notant que, d’apres (3-11),

-+ TE

QT(d) H H
) = 2),
(7-35) d§>zx(d) 2 < log 2 (222)

il s’ensuit que, pour 7 =1 ou 3,

+ + +
S v@ ol @) 0~ S x@ Bl o [ Y w@ o)

d<y d<y T(z)y/v4<d<y
+ g2 €2
_ or(d) |T[[Fo%\ _ vol(R)mK(T) |T[|°o
_vol(az);X(d) o 0 e ) = i +0( g ¢ )

o nous avons estimé le terme d’erreur grace a (7-35) et a la majoration

dx o2 dx o2

< — < —,
/y log(T'(x)y/0* +2) ~ dét M <1 log(J(2)Y +2) — {log(2+Y)}dét M

olt 'on a posé Y = oly/(92q) : nous avons Y > o26%/(\/||T||log&) par (7-27) et
|T|| < (log €)'/, nous obtenons la majoration annoncée.
En reportant dans (7-34) puis dans (7-29), nous obtenons

Q1 (& T, R) = 37K (T) vol(R)E? + Q12(&; T, R)
\Tnea?f).

+ O<IIT||€<a 0)6V/(0g8)" + =z

(7-36)

Majorons a présent Q12(§; T, R). Posons

(7:37) TEDb) = ) >, xa),

zER(E)NZ?  d|p*T(z)
(mn)=1 y<d<o*e?/y

et notons la majoration triviale

TE) <) Y 7(T(=) < |T)r(b*)o*E log E,
zER(E)NZ2

qui résulte du Théoréme 4.1. Nous avons, par (7-31) avec j = 2,

||T||€02§2>
TR =4S T(E/b,b) = 4 T(E/b,b) +O( LS )
ray  QeETR=ATXCE =4 3 Tenb)+ (B

21b 21b

ot 'on a posé L := (log €)?°.
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Estimons & présent T(Z,b) lorsque (/L < 2 < £ et b < L. Pour obtenir un résultat
satisfaisant, il est essentiel de traiter non trivialement la somme intérieure de (7-37) : nous
exploitons le fait qu’elle est

< AT (), x) log (20%¢%/y) < T(b")A(T (=, X)) log, &,

compte tenu de (7-27). Dans l'idée d’appliquer l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous
observons qu’en vertu du Théoreme 4.1, du Lemme 4.3, et du Théoreme 4.4, nous pouvons
écrire

Y. A(T(@),x)? < |T|F0*E2E (05 A, X)) < |T|F0?Z2L(E)7W.

zER(E)NZ2
(m,n)=1
Posons
_ — 3
(739) B(‘:vylay2> = Z 1 ((:‘7y17y2) € R* )
zeR(E)NZ2
(m,n)=1

3d| T (z) : y1 <d<y2
Compte tenu de ce qui précede, nous pouvons écrire
(T40)  T(E,0)° < |IT|*7(b*)*(logy €)*B(E,y/b*, 0*¢* Jy) *E2L(2)V).

Admettons provisoirement la validité de I’estimation

0222 /y1 + yo /9?E2 | log{(log f)yz/y1}>

— € 2=2
(741) B(‘—'aylva) < HTH (O'—i_ﬁ) = ( (logé»)Q(gn) (logf)Q(lJrn)

lorsque =, y1, yo satisfont {/L <E<E 1<y <yo, et 0<n< %
En reportant dans (7-40) puis (7-38), nous obtenons

v 1
(142) Qua(&; %) < T (o + )08 ([ + (o)
des que
§ < 7761}1(1%2[111111{%@(277)7 3Q(+n)}.
Nous pouvons choisir § = 0,021 > 4—18, correspondant a la valeur n = 0,305. En

spécialisant alors y := 9262 /(log £)?° dans (7-36) nous obtenons bien (7-5).
7-4. Complétion de l’argument

Nous prouvons ici la majoration (7-41). Le résultat étant trivialement acquis si 'on a
y1 < 9222 /(log &) ou yp > 9222(log )2 nous pouvons supposer dans toute la
suite que log(ya/y1) < log, &.

Rappelons la définition de la constante ¢y dans (4-2). Soit 6 = (k) €]0, 1] tel que
IT|I° < coo&/L. Supposons alors, sans perte de généralité, que ¢ < §/4000, fixons
z = z(e) > 3 tel que (log2)/log z < ¢ et introduisons la fonction arithmétique additive

(7-43) Q(n):=> v
p”lIn

Ainsi toute fonction arithmétique F' sous-multiplicative satisfaisant & 0 < F < 2% vérifie
les hypotheses du Théoreme 4.1 pour la forme T
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Soit 1 €]0, 3[. Désignons par B; (1 < j < 3) les contributions respectives & (7-39) des
vecteurs x satisfaisant respectivement aux conditions supplémentaires

(B1)  Q:(T(x)) > (1+n)logy &,
(B2)  Q.(T(x)) < (L+n)log,y &, T(x) > *E"/(log ),
(Bs)  T(x) <9'=*/(logg)?,

de sorte que B(Z,y1,2) < X_1¢ <3 By
Nous commengons par observer que, par (5-24) avec 3 := 1/(log&)?, nous avons

(7-44) Bs < ||T||F9?Z2/+/log €.
La méthode paramétrique fournit lorsque y € [1, 2]

Bi< Y yTE-Oenon

2

kASY/A
lzl|<o=
En vertu du Théoreme 4.1, il suit
|T||¢0?22 or(p) | T)|%¢ 0?22 |T||%¢0?=2
B < g L {1+ 0= D5} < e < (oggann

p<of

pour le choix y := 1+ 1.

Majorons Bs. Par hypothese, chaque vecteur « de Z? compté dans la somme est tel que
T(x) possede un diviseur d dans |y;, yo]. L'une des quatre conditions suivantes est alors
nécessairement vérifiée :

(i) Q.(d) < (1—n)logy€ et y; < d<I?E2;
(i) Q.(d) <2nlog, & et 9222 < d <o

(iii 2(d) > 2nlog, & et 9222 < d < yo;
(

) Q(
iv) Q.(d) > (1 —n)logy€ et yy < d < I?*Z2

Notons Bsy; (1 < j < 4) les contributions correspondantes a la somme By. D’apres le
Lemme 5.1 et le Théoreme 4.1, nous avons pour tout y < 1

B < Z sz(d)*(lfn)log25 Z 1

y1<d<Y2E? zER(E)NA(d;T)
(m,n)=1
+ d) o222
1 —(1-n)logy Q. (d) QT( { = 1}
< (log€) Z_?/ Tt
Y1 <d<Y2E2
2 2 —(1—n)1 Q. (d) o7 (d)=?
<o+ Pfloge) sy Y @ SHOZ
Y1 <d<92E2

< |TNE (02 4 92)E2 log (20222 /y; ) (log £)v 1~ (1=m logy
< |IT|*(0” +9*)E(log €)=~ log (20°Z2 /1)

pour le choix y :=1—n.
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D’apres le Lemme 5.1, nous avons encore, pour tout y < 1,

Boy < Z yﬂz(d)—2n log, & Z 1

9252 <d<ys zER(E)NA(d)
(m,n)=1
+ 272
—2nlogy Q.(d) QT(d_) —U =
< (logé¢) _Z Yy y pi +1
9222 <d<y2

» 1+ 0%/0° 3 o 0r(d)
(log €)211% YT
(VE)2<d<y2

< |1 + % /9 }(log €)' 2118 Vy, < ||T||*{1 + 0% /9% }yo/ (log £) 93"

pour le choix y = 2n.
Pour estimer Bag et Bag, nous raisonnons sur le diviseur complémentaire ¢ = T'(x)/d.
Nous avons £ < 94=4/d et

Ainsi, dans Bas, £ joue le role de d dans Ba; et 942 /y(log £)? celui de y; ; similairement,
dans Bay, £ joue le role de d dans By et 94=% /1y, celui de yso.

Comme Q(1 +n) < Q(1 —n), nous obtenons bien ainsi (7-41).

Cela acheve la démonstration du Lemme 7.1.

8. Preuve du Théoreme 1.1

8 1. Estimation asymptotique de Np(B)
Nous allons établir ici 'existence d’une constante Cp, indépendante de H, telle que
I’on ait

(81)  Ne(B)={Cpvol(®p) + O(W) VBlogB (B o).

Nous faisons appel & la Proposition 2.1, dont la formule (2:6) permet de réduire
I'estimation de Np(B) a celle des quantités Sp(&,d), définies en (2-5), et qui sont elles-
mémes exprimables, via (2:7), en fonction des sommes S (€, d; T) définies en (2-3).

Commengons donc par évaluer les quantités &(¢,d;T). Plagons-nous d’abord dans
I’hypothese ou le contenu de T' est premier avec d. Rappelons les notations (2-8) et (5-2)
et posons

T
G,(¢, A e,b) = 3 r( fém)) (€20, A €Up(d),be N e|dy).
wCeAq, ;N (€/) b

La décomposition canonique (5-8) de ’ensemble A(d;T) nous permet d’écrire

ORI V€

bl (d) zEA* (dy; Ty )Ry (£/b)

= Z Z Zu(e)gd(&fl;@’ b).

bly(d) AUz (dy) e|dy

(8:2)

Nous sommes ainsi ramenés a un comptage de points entiers sur un réseau de déter-
minant dpe.
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L’estimation de ¥ (&, A, e) releve du Lemme 7.1. Pour nous placer dans les hypotheses
de cet énoncé, nous nous donnons une base minimale (e1, e2) de vecteurs du réseau eAg, /.
(ainsi [|e1] et ||ez|| sont les minimums successifs des normes d’éléments de eAg, /) et nous
désignons par E la matrice de M3(Z)* qui transforme la base canonique en (e, esz), de
sorte que

eAq, e = E(Z?).

Posant R%, := {x € R? : Ex € Ry /b}, nous avons donc

VOI(RT) . VO](fRT)
VA6t E b2dpe

vol(R%) =

Introduisant la forme binaire définie par Mg(v) = Ty(Ev)/dy (v € Z?), nous pouvons
écrire
Gu(&, Ase,b) = Y r(Mp(v)) = (& Mg, Rp),

vEZ2NRY,(§)

avec la notation (7-2).
Estimons ensuite dans le présent contexte les quantités intervenant dans le terme
d’erreur de (7-5). Nous avons d’abord

Onp (RE) = sup {|Mp(v)|"/*} = sup {|Ty(x)/ds|"/*}

vERY, TERT /b
or(Rr)
= sup {[T@)/d]"'*} = “LZT =0,
TERT
Puis
M| < |TIIE|*/dy < || T||dye® < | Td".
Enfin

) oo (R
boo(R) = sup o] < (b 2
vERE

Notant o7 := 0 (R7), nous déduisons donc du Lemme 7.1 que

7TKE VOI(RT)£2 O (O'T/b‘f‘ﬁd)QdEgQ
b2dye T( (log &)1/48 )

ou Kp := K(Mg) =[], K,(Mg) est défini par les formules (7-6) avec T'= M.

(8-3) Ga(§ Ase,b) =

Reportons (8:3) dans (8-2). La constante du terme principal est donc un multiple de

-y oy ie

by (d) A€Ur (db) eldp

On peut calculer la valeur de cette expression par des manipulations identiques a celles
qui apparaissent dans la preuve du théoreme 3 de [3] et dont nous omettons ici les détails.
Nous obtenons

(8-4) W(d;T) == [[ Wy(d; T)

avec

Wa(d; T) := Ky(T),

V+Up(d)
Wy(d;T) = < X(p) )ZX 2V+2Up(d) ) (p>2).
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De plus, nous pouvons déduire de (7-7) que, pour tout nombre premier p, nous avons

1
(z,s,t)E(Z/p”Z)4

T(2)=p"r D (s> +1*) (mod p*)

Pour estimer la contribution du terme d’erreur de (8-3) a la somme (8-2), nous observons
d’abord que le nombre de termes apparaissant dans la somme (8-2) vaut

(8-6) @) =3 Y Y uer=Y "T 2W<db><< .

bl (d) AEUR (db) eldy blw(d)

I1 suit finalement

(87) &(&,d;T) = 7W(d; T) vol(Rr)€? + Or . (W)

(log &)!/4#

ol nous avons posé U := dr(Rr).

Montrons que (8:7) persiste lorsque d n’est pas premier avec le contenu ¢(7') de la
forme T'. A cette fin, posons m := (d, ¢(T)) et observons que &(&,d; T) = &(€,d/m; T/m).
Comme W (d; T) = W(d/m;T/m) et vol(Rr) = vol(Rr/,,), nous obtenons bien I’extension
annoncée.

Nous devons ensuite appliquer (2:7). A cette fin, il est nécessaire de disposer d’une
majoration de W(d;T). Le Lemme 3.2 permet d’écrire

Wy(d;T) < p 1o @D/AT (p (1))
W, (d; T) < v, (e (T)) (p]eT ))

Wy 1) =12 52 L o( L) o aetr)

1<v<4

W (diT) — 1 +x<p>% +0(i) (bt desD(T)),

p2

ou la premiére majoration fait usage de l'identité v — |3v/4| = [v/4]. Cela implique,
lorsque d est sans facteur carré et pour tout £ > 0,

(8-8) W(d;T) <. ||T|°(d, o(T))' ™5 Jd"° <o 1/d".

Rappelons alors les définitions (2-8) et (8:6) et reportons 'estimation (8-8) dans la
formule (2:7) en tenant compte de la majoration

I Tl < [|T])¢".
Nous obtenons, lorsque la forme binaire P est fixée,

d8€2 >

(89) Sp(€,d) = 7W*(d; P) vol(Rp)€2 + O(W ,

avec

=S u(l dbPe)

LeN*
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Rappelons la définition des ensembles €, en (7-3). La relation (8-4) permet d’écrire la
formule
W (dg; Pr) = [ [ Wo(ds Pr)
P
ou, d’apres (8-5), chaque terme W, (dy; P;) dépend uniquement de v,(¢). La quantité
W*(d; P) admet donc une réprésentation sous la forme d’un produit eulérien, soit

(8-10) W*(d; P) = [[W; (d; P),

avec

Wy(d; P) := W;(d§ P) - Wp(dp§Pp)/p2

1
(811) o VILH(;[O p3V+Up(d) Z 1 (p > 2)7
(z,5,t)€(Z/p"Z)*
P(@)=p"r @ (s2+2) (mod p")
pt(m,n)

et
* . 1
(8-12) W3 (d; P) = W5 (1L, P) = lim o oo
x€(Z/2"Z)?
P(x)eé,
24 (m,n)
puisque
(8-13) [{(s,t) € (Z/2"Z)* : * + > = a(mod 2") }| = 2"**
lorsque a € &€,.
L’expression (8-11) implique également
X(p)\ = x(P")op(p e @)
( P ) Z 2u+2vp(d) (p > 2, Up(d) = 1)7
(8-14) W, (d; P) = ( )
(1 pr){ —i—ZX } (p > 2, vp(d) =0),

v>1
Enfin, nous observons que (8-8) implique trivialement
W*(d; P) < 1/d'™¢  (u(d)* =1).

Reportons & présent (89) dans la formule (2-6) pour Np(B) en nous donnant un
parametre de troncature D. La contribution des entiers d > D, traitée comme un terme
d’erreur, est majorée grace a (6-2). Nous obtenons

B Bl/2+e
2
< Z p(d) Z | fa(n)] (dQ—En + d1/2+en1/2+6)
d>D n<B\/||P /d3/2

(815 M
) < B(log B) Z BZ d5/4 5/2
d>D d>D
< Blog B B Blog B

Dl-¢ + Dl/4—¢/2 < Dl—e/2”



Sur la conjecture de Manin pour certaines surfaces de Chdtelet 35

quitte a choisir € assez petit et D < +/log B.
Evaluons ensuite le terme principal, correspondant donc au domaine de sommation
d < D. La contribution du terme d’erreur de (8-9) est

< B(].Og B)47/48D1+85.

le choix D := (log B)'/? est donc acceptable au regard du résultat annoncé (8:1). La
contribution du terme principal peut enfin étre évaluée grace au Lemme 2.2. Elle vaut

d<b n<min{B/d,B/||P|l/d*/?}
= £ Bvol(Rp) Z u(d)x(d)T(d)ZT(d)W*(d; P) {log B + O(log(2d))}
d<D

— {CP + O(l/Dl_E)}B vol(Rp)log B,

pour chaque € > 0 fixé, avec

1 d)x(d)?r(d)et (d)W*(d; P
CP:@ZM()X()()?() (d; P)

(8-16)
deN*

En choisissant € assez petit, nous en déduisons ’estimation
Np(B) = Cpvol(Rp)Blog B + O(B(log B)**/*"),

d’ou (8:1), avec un peu de marge.
8-2. Validation de la conjecture de Peyre
Nous nous proposons ici de montrer I’égalité

D’apres les calculs effectués dans [16], la valeur C'y (V') conjecturée par Peyre pour le
terme principal de la formule asymptotique (8-1) constante s’écrit

(8-18) Cr(V) = wo [[wp

oll Wos et wy, désignent respectivement les volumes relatifs aux densités archimédienne et
p-adique des sous-domaines de la boule de rayon B dans R® limités par la surface V.

Commencons par le calcul des différents facteurs apparaissant dans (8-18). Pour tout
nombre premier p, nous avons

. 1
(8-19) wp 1= VILH;O o Z 1.
(u,v,x,y,t)E(Z/p"Z)5

P(u,w)t?=x%+y? (mod p¥)
ph(u,v), pt(=@,y,t)
Pour évaluer cette limite, nous faisons appel au calcul des quantités

N(p”,a) == |{(z,y) € (Z/p"Z)* : 2* + y* = a (mod p”) }| (pe P, aeN),

ou P désigne ’ensemble des nombres premiers.
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Rappelons la définition de I’ensemble € en (7-1). Nous avons (voir par exemple [2])

p’(1+1/p) sip=3(mod4), vy(a) <vet2]a,
(8-20) N(p¥,a) = q {1 +vy(a)}p”(1 —1/p) sip=1(mod4), v,(a) < v,
v+l siac€é.

Comme (t,p) = 1 dans (8-19), il s’ensuit que, lorsque p = 3 (mod 4), nous avons

1-1
wp = lim 3V/p Z 1
V—00
P (u,v,2,y,t)E(Z/p*Z)°
P(u,v)=z?+y? (mod p¥)

pt(u)
(8-21) _ (1 B i){1 _ 1 o) > op(*) Q}B(p’““)}
p2 p2 p2 = p2k p2k+2
2k
1 1 x(®")ep (@) }
= (1--5) {1 oS Xt
( P2 P2 I; p2v

Pour plus de détails sur ce type de calcul, le lecteur pourra consulter le paragraphe 2
de [4].

Lorsque p = 1(mod4), désignons, pour ¢ > 0, par w,(¢) la contribution & w, des
quintuplets (u,v,z,y,t) tels que v, (t) = £. Il résulte alors de (8-20) que
a 1y2 L op(p) op(@*)  op(@*)
Wp(o)—<1_1_)) {1_?_ p2 +};(k+1)< p2k o p2k+2 )
1y2 1 (p”
ARV )
p T
) (1-1/py () (") epr)
_(A-=1/p 1 op(p op(p op(p
wp(l) = T{l o p o p2 +}§12< p2k N p2k+2 )
(1-1/p)° 1
:2T<1_ ﬁ) (£ >1),
d’ou
12 1\ 2 VY ok (o
(8:22) Wy = (1 - F> n (1 - 5) 3 % (p =1 (mod4)).

v>1

Pour calculer ws, nous observons que les conditions de sommations dans (8-19) im-
pliquent v(t) = 0. Il y a 2¥~! nombres impairs dans [1,2"]. 1l résulte donc de (8-20)
que

. 1 . 1
wp = lim 93U +1 Z 1= lim 920 Z L.
(8-23) (uyv,2,)€(2/2"2)"* (u,0)€(Z/2"7)?
P(u,v)=z2+y? (mod 2¥) P(u,v)€E (mod 2")
2f(u,v) 2f(u,v)

Montrons ensuite la formule

(8-24) Woo = 2 vOl(Rp).
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Grace a la symétrie du probléme, nous pouvons nous restreindre a évaluer une intégrale
sur le premier quadrant x > 0 et y > 0. Il suit

/ dudov dtdy
D 24/t2P(u,v) — y?

o =2 li
v B2% Blog B

avec

D = {(u,v,t,y) € R*: (u,v) € Rp(v/B/t), 0 <y < ty/P(u,v), 1 <t < B}

En faisant appel a la formule (7-9), nous obtenons

dudv

N

Woo —

1 B
7 lim 7/ dt/
B—oo BlOgB 1 Rp( /B/t)
1

B

dt

/ — = 37 vol(Rp).
1t

(8-25)

= gmvol(Rp) Jim log B

Nous sommes a présent en mesure d’effectuer la vérification annoncée. La constante Cp
apparaissant dans (8-1) est définie en (8-16). Compte tenu de (2-12), (8-10) et (8-14), nous
obtenons la représentation

o= ST (1+X2) 3 p(d)x(@)*r(d)p! (d) W= (d: P) _ e

" 16 P d

p d>1

ou l'on a posé

x(p)

e = W5 (13P), o= (14 —){W;(l;P) _ @)Wy P)

P 4(p+1)

} (p>2).

Les formules (8-11), (8-12) et (8-14) nous permettent donc de calculer les ¢,. Nous allons
en fait établir que l'on a

(8-26) Cp = Wp (pe?),

ce qui, compte tenu de (8-24), suffira & prouver (8-17).
Pour p = 2, cela découle immédiatement de (8-23) au vu de (8-12).
Lorsque p = 3mod 4, nous avons 7(p) = 0 et donc, d’apres (8-14),

La formule escomptée résulte donc de (8-21).
Lorsque p = 1 mod 4, nous avons x(p) =1 et r(p) = 8, donc

1 1 0p(p”) 2 o5 (p" )
c:(1—){1—+ —
P p2 p2 ; p21/ P + 1 l; p21/+2

12 1\2— 0p(P”)
() - R
( P P ;pz” g

(8-27)

d’apres (8-22).
Cela acheve la preuve de (8-17).
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9. Le cas P = P; P5 : preuve du Théoréme 1.2

9-1. Présentation

Nous précisons ici le schéma de la démonstration du Théoreme 1.2.
Supposant que la forme binaire P se décompose sous la forme P = PP, ou P; et Py
sont de degré 2 et irréductibles sur Q[i], nous notons

(9-1) A = |Res(Py, P»)|

le résultant de P, et P,, de sorte que ¢ | pged(Pi(x), Px(x)) avec € = (m,n) et
pged(m,n) = 1 implique ¢ | A.

L’étude asymptotique de l'expression (2:6) pour Np(B) nécessite une estimation des
sommes Sp définies en (2-5). A cette fin, pour chaque vecteur = € Z2 tel que (m,n) =1
et chaque diviseur fixé d sans facteur carré de P(x) = Pi(x)Py(x), nous insérons la
formule

Pl(CC)PQ(ZI}) . 1 Pl(a:)Pg(a:)
7“( d )_2w<<d,P1<w),Pz(m>>) > ’“( trts )
(tl,tz)GN*z
ti1to=d
t1|P1(x), t2| Pz (x)

Lorsque ¢ € X := {—1, 1}, nous posons, en cohérence avec (2-1),
(9-2) Rpe :={x € R : ||2]|s <1, ePi(z) > 0, ePo(x) > 0}.

Rappelant la notation (3-3) pour les ensembles A(s;T'), nous définissons en outre, pour
tous d, D € N*? tels que d;|D; (j = 1,2), tout vecteur T := (T}, T»), et tout domaine R
de R? satisfaisant (H;) et tel que T;(R) C]0, 00 (i = 1,2),

Qi (&,d, D;R) = S T<T1(w)>r<T2(w)>.

dq do
z€A(D;T)NR(E)
(m,n)=1

En insérant alors (2-10) dans (2-6), nous obtenons

(9-3)
1 B
Ne(B) = g Sun@ X faln) 3 xteal)se n (y giot).
a<B n<min{B/d,B\/|[P|/d3/2} ~ teN"?
tito=d, t3|A

ou 'on a posé

$ r(ePi(z)/tits)r(ePo() [tats)

2w((d,Pr(z),P2()))

SP17P2 (57 t) = Z

e€X xeA(t1ts,tats;P1,Pa)NRp (£)
(94) (m,n)=1

k/
:Z Z gi(k)) puep, (& (tits, tots), ([trts, kK], [tats, KE']); Rp.c).
c€X kk/[(A,d)

Une inversion de Mébius permet de disposer de la condition (m,n) = 1 dans la somme
Q5(&,d, D;Rp.). Nous pouvons donc nous contenter d’estimer

(9-5) Qr(&,d,D;R) := Z r(Tl(w))r<T2(w))

2eA(D;T)NR(E) d1 d2
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ot R est un domaine de R? vérifiant (Hy) et T, Ty sont des formes binaires quadratiques
irréductibles sur Q[i] telles que T;(R) C]0,00[ (j = 1,2).

9-2. Sommes de carrés localisées : énoncé des formules asymptotiques

Nous verrons au §9.4 comment une manipulation de routine sur les réseaux couplée a
un changement de variables permet de réduire I'estimation de la quantité (9-5) a celle de

(96) Q(f,T,fR) = QT(&(l?l)?(l?l);:R) = Z T(Tl(w))T(T2(w))‘

zEZ2NR(E)

1l s’agit donc de démontrer le pendant du Lemme 7.1. Par analogie avec les hypotheses
(H2) et (H3) considérées au §5.2, nous introduisons les conditions :

(H%) Ty et Ty sont des formes binaires de Z[X, Y] irréductibles sur Q[i]
de degré 2 non proportionnelles ;
(Hs) T1(R) C]0,00[, To(R) CJO, ool.
Nous posons alors, parallelement & (5-3),
1/2

(9-7) o7 = 0p(R) := sup max |T;(z)| ",
zeRI=1,2

et retenons la notation do(R) de (5-3).

Enfin, pour T = (T, T3), nous posons ||T|| := max{||T1||, || T2||} et rappelons la nota-
tion &, introduite en (7-3).

Lemme 9.1. Soient ¢ > 0, K > 0, J1, Jo» € Z[X,Y] des formes binaires de degré 2
irréductibles sur Q[i], M € Ms(Z)*, q1,q2 € N*, tels que 2 1 g1q2 dét M, et R un domaine
de R? vérifiant (H,). Sous I’hypothése que les formes binaires T; (i = 1,2) définies par
Ti(x) := J;(Mx)/q; (x € R?) sont a coefficients entiers et vérifient (H}) et (H}), et sous
les conditions

f > en(Q1+Q2) + HMHK’ 1/\/5 <o< 53/27 1/\/5 < 9 < 53/2’

(98)
boo(®R) <o, Or(R) <9, 0 < T,

nous avons

©-9) Q& T, R) = K (T) vol(R)E* + O ( |T||°€* (o + ¥)? ) |

(log 5)3/104
ou X(T) := ][, Kp(T) et
Ka(T) == lim 272" {x € (Z/2"Z)* : T;(x) € &, (i =1,2)}|

Xp(T) := (1 - %)2 > x(p”*”g)% (p>2).

veEN?

De plus, pour tout nombre premier p, nous avons
(9-10) X,(T) = lim p~*|{(=, s, t) € (Z/p"Z)® : T} () = 57 +t; (modp”) (i=1,2)}|.
La somme Q(§; T, R) dénombre les solutions entieres du systeme diophantien

(9-11) 57+t =Ti(myn)  (i=1,2)
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sous la condition = (m,n) € R(§). Comme dans le cas de la constante K (T") apparaissant
dans (7-5), il est possible de montrer que X(T') est le produit des densités p-adiques
associées et que la densité archimédienne associée est bien égale a 72 vol(R).

I1 est a noter que le systeme (9-11) correspond & l'intersection de deux quadriques dans
I’espace affine de dimension 6. La possibilité d’une évaluation asymptotique du nombre
des solutions entieres représente donc un progres significatif dans les problemes de cette
catégorie. En effet, a ce jour, la mise en ceuvre de la méthode du cercle, qui est I'outil
standard pour ce type de résultat, nécessite trois hypotheses supplémentaires : que les
formes quadratiques soient diagonales, que l'intersection des deux quadriques soit non
singuliere, et que le nombre total des variables soit au moins égal & 9 — cf. [14].

9-3. Preuve du Lemme 9.1

Comme la structure de la démonstration est semblable & celle du Lemme 7.1, nous
omettrons certains détails.
Nous commengons par estimer la constante K(T).

Lemme 9.2. Dans les hypothéses du Lemme 9.1,

50
K(T) < {log, (2+ @2 TN},
ot la constante implicite dépend au plus de ¢, &, J1, Ja.

Démonstration. Pour chaque nombre premier impair p, désignons par €,(T') et F,(T) les
contributions respectives a la somme

ooy 0T (P, D7?)
Z X 7) p2ri+2vs
(v1,v2)€EN?

des couples (v1, 1) tels que 1 < 11,5 < 2 et max(vq,ve) > 3, de sorte que

1,0 = (1- X2 (1 e, + 5,0} 6>

Majorons F,(T'). D’apres (3-5), nous pouvons écrire pour tous entiers vy > 0, vo > 0

or(p”,p"*) < min{p™ of, (1), p™* o, (p)} < Bp> 1 T2z maxdlv /21 [va /21

donc
STP(T) < 1/p27

ol la constante implicite est absolue.
Rappelons la définition des ensembles A(s;T') en (3-3) et posons

A*(8;T) :={(m,n) € A(s;T) : (m,n,s152) =1}, op(s) :== |A*(s;T) N [0,3132[2’.
En classant les couples (m,n) comptés dans or(p**, p”?) selon la valeur de

’Up((m, n, pmax{ [v1/2] ,[uz/g]}))’

nous obtenons la relation générale

12 v * vy — + Vo — +
or(p”,p*?) = > oy (p =20 pl2 =R e (1 > 1,0, > 1)
0<k<max{[v1/2],[v2/21}

ou l'on a posé my, := 2min{v, 2k} + 2 min{v,, 2k} — 2k. En particulier, nous avons
or(p”, ™) = op (P, ") + P T2 (1< v, < 2),

le premier terme du membre de droite étant nul si p ne divise pas le résultant Res(77, 15).
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Lorsque p 1 disc(Tj) (j = 1,2), nous avons, d’apres le Lemme 3.2, gi (p”) < 5p”. Enfin,
rappelons que Res(T3,Ty)disc(Ty)disc(Tz) | D* ou D* := disc(T1T»). Lorsque p t D*,
nous obtenons donc

6m) = (1-22) (11 3 4B o L))

2v
p ve{1,2} p p
j=1,2
_|_
or,(p) —p 1
=1+ > X(P)p—2 +O(1§)

§=1,2
alors qu’une majoration grossiere a partir du Lemme 3.2 fournit, pour tout nombre
premier p,

p2

ol la constante implicite est absolue. Nous concluons en remarquant que Q;j (p) = oF (p)

Jcp(T)glJr%Jro(l)

lorsque p 1 dét M. En effet, notant que Xo(T') < 4, nous obtenons

o< [ %@ ][] (1+%)

pt2D= dét M p|D* dét M
oy, (p) —p 1 50
<IT{1+ X xw=5—+o(5)} 11 (1+)
P j=12 p|D* dét M

50 50
<na I (147)) < o 2+ auaali T},
p|D* dét M
ol nous avons utilisé le Lemme 3.3 pour majorer le premier produit de la deuxieme ligne
et, pour la derniere estimation, pris en compte 1'identité
(dét M)?dét J; = ¢ détT; (i = 1,2). 0
Nous pouvons dorénavant supposer
(9-12) IT| < (log&)"/=.
En effet, lorsque cette condition n’est pas réalisée, il résulte du Lemme 9.2 que le terme
principal de (9-9) peut étre absorbé par le terme résiduel. La formule (9-9) découle alors
trivialement de la majoration
(9-13) Q& T, R) < | T|/20%¢?
issue du Théoreme 4.2 et du Lemme 4.3.
La réduction (9-12) étant opérée, un second indispensable préalable & la preuve du Lem-

me 9.1 consiste a établir un résultat de niveau de répartition analogue au Lemme 5.2. 11
s’agit donc de majorer, pour y = (y1,%2) € [2,00[? et £ assez grand,

(&, y;T,0,9) = E sup
1<tsy; (G=1,2)
2ttits

or(t)
2t2t2 |7

A T) NRT(€)] — vol(R)€

ott le supremum est pris sur 'ensemble des parties convexes R de R? telles que doo(R) < o,
dr(R) < U, et dont la longueur de la frontiere est < o.

Nous nous contentons d’énoncer le résultat que nous utiliserons. Il est a noter a ce stade
que, contrairement a la situation considérée au Lemme 7.1, un facteur supplémentaire
< (log&)°M est ici acceptable dans le majorant. Le lecteur pourra se reporter & [25] ol
est établie une version faible, non uniforme dans les coefficients de T', d’un résultat de
méme nature.
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Lemme 9.3. Soient € > 0, k > 0, J1, Jo € Z[X,Y] deux formes binaires irréductibles
sur Q de degré 2, M € My (Z)*, q1,q2 € N*, et R un domaine de R? vérifiant
(Hy). Sous I’hypothése que les formes binaires Ty, Ty définies par T;(xz) = J;(Mx)/q;
(x € R?, i = 1,2) sont a coefficients entiers et vérifient (H}) et (H}) et sous les conditions

2, &z e M7,
o< &2 1VE<9<E? v <||T|V o,

Y1, Y2

1//¢

P
(9-14)
<

nous avons

(9-15) (& y; T,0,9) < | T (log €)*{o€/y1y2 + y1y2}-
La constante implicite dans (9-15) dépend au plus de k, €, Jy, Jo.

Supposant cette majoration acquise, nous commencons par réduire ’étude au cas ou
m impair et Ty et Th satisfont Tj(x) = m? (mod 4) (j = 1,2) : ces conditions impliquent
Tj(x) =1 (mod4) pour tous les vecteurs & apparaissant dans la sommation.

En scindant la sommation selon les valeurs de va((m,n)) et vo(T;(x)) et en faisant
systématiquement usage de la relation r(2n) = r(n), nous obtenons

(9-16) QLT R) =D 01(¢/27; T, R)

320

ou 'on a posé

Q(ET,R) = > r(Ti@)r(Te(x) = > r(T1(z))r(Tz(x)).
x€Z2NR(E) (k1,k2)ENZ  gcz2nNR(£)
2{(m,n) 2f(m,n)
V2 (Tl (ﬁ))zk‘l (221,2)

Notons, a fins de référence ultérieure, que les conditions arithmétiques de la somme
intérieure s’écrivent encore

(9-17) 24 (m,n), Ti(x)=2% (mod2%*%) (i=1,2).

Pour k = (ki,ks) € N2, désignons par Wj, 'ensemble des solutions dans {1} x
7.)2FFk2+27, du systeme

Ti(x) = 2% (mod 2%2) (i =1,2),

identifié avec une famille de représentants dans {1} x [0, 21 T*2+2[ T ’ensemble des solutions
x = (m,n) de (9-17) ou m est impair coincide donc avec ’ensemble des vecteurs x
satisfaisant & & = ma (mod 2¥11%2+2) Jorsque a décrit Wy,.

Symétriquement, désignons par Zj I’ensemble des solutions dans Z/2F1 k2427 x {1}
du systeme T;(X,1) = 2% (mod2*+2) (i = 1,2) telles que X = 0(mod?2), identifié
avec une famille de représentants dans [0,2F17%2+2[ Alors 'ensemble des solutions
x = (m,n) de (9-17) ol m est pair coincide avec I’ensemble des vecteurs x vérifiant
x = na (mod 2814F2+2) ol n est impair et o décrit 2.

Pour chaque vecteur k € N2 nous introduisons, a I'image de (7-15), les matrices

1 0 .
(5 2k1+k2+2> sia=(1,3) € Wy

< ﬁ 2k1 +k2+42

(9-18) Unso :=
1 0 ) sia=(0,1) € Zy,
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et les formes binaires définies par
Ty (@) = T;(Uapz) /2% (z€Z? i=1,2).

Des manipulations identiques a celles qui conduisent & (7-21) permettent d’écrire

(9-19) Q(§T,R) = Z Z Q2(& Taks Rauk) »
keEN2 aeWLUZy,
avec
(920)  Rop:={w €R*:Uspz € R}, Q(&ET.R):= >  r(Ti(a)r(Ta(z)).

x€Z2NR(E)
m=1mod 2

La deuxieme étape consiste a appliquer (7-28) pour décomposer (17 o,k(x)) avec les
choix

Jp = [Ly]a Ja ::]y7192£2/y]7 J3 ::]19252/y7 00[7 Yy=1uy = ﬁf/(logf)G

puis pour décomposer (75 o k() avec a présent y = yo = ¢ de sorte que Jo = @.
L’analogue de la formule (7-29) s’écrit

(9-21) QAUET,R) = > D Qunl§T,R),

1<j<3 he{1,3}

avec pour (j,h) € {1,2,3} x {1,3},

(9-22) Qn(&T,R) =2 - S (k@) (Tra k()

keEN? aeWrUZk £€RG 1 (£)NZ2
Lorsque j # 2, ces sommes sont estimées grace au Lemme 9.3. Nous omettons les détails,

qui sont standard.
Il reste & majorer

Qu(&T,R) = > Quan(§T,R)

he{1,3}

=2t Y (@) Y x(t)
zER(E)NZ? t1|T1(x)
2f(m,n) t1€J2

Nous procédons comme pour (7-42), mais les détails sont beaucoup plus simples car il
n’est pas nécessaire ici d’introduire ’analogue des fonctions Y.

Dans 'idée d’appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous observons qu’en vertu du
Théoreme 4.2, du Lemme 4.3 et du Théoréme 4.4, nous avons

Y. (@) A(Ti(x),x)* < ||T)°0°E By, (065 A X))

TER(£)NZ2
< TN Ey, (08 A X)) Egy (065 7) < | T|F0*E2L(a6)”

ou « ne dépend que de J;. Nous avons utilisé ici (3-12) sous la forme Ej, (0, r) < 1.
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Posons alors
(9-23) B (&) == {x e RE)NZ*:3d | Ty () : 9¢/(log &)® < d < ¥E(log€)°},

et

Bi(€) = Y r(Tz(x))

x€B1(§)

Cette quantité est analogue a (7-39), le terme (7% (x)) étant borné en moyenne. L’inégalité
de Cauchy-Schwarz fournit

Q16T R)? < (logy ¢ A(Ti(2), %))
(9-24) ( mG%;(é) >

< (logy §)*B1()|IT 0?6 L(0€)",

Nous allons majorer B; (&) en faisant appel au Théoreme 4.2. Soit § = §(x) €]0, 1] tel
que ||T)|° < coo€, ol ¢y est la constante apparaissant dans (4-6). Supposons alors, sans
perte de généralité, que ¢ < §/4000, fixons z = z(¢) > 3 tel que (log2)/logz < ¢ et
rappelons la définition (7-43) de Q,(n).

Soit n €]0,1[. La contribution By; a Bi(§) des vecteurs x tels que Q.(Ti(x)) >
(14 n)logy € n’excede pas

Z r(Ty(x)) (1 4 )= (T @) =(14n) log, £

(9.25) TER(E)NZ2

|T°0% B, (206 4™ ) By (20€i7) | TIF0%
(log 5)(1+n) log(1+n) (log g)Q(Hn)

Par ailleurs, en appliquant un analogue adéquat de (5-24), nous obtenons que la
contribution Bis & B1(€) des vecteurs x tels que T3 (x) < 922/ (log&)? satisfait

RS
Vl1og &

Tous les vecteurs & comptés dans la contribution complémentaire By sont tels que T} (x)
possede un diviseur t tel que

Q.(t) <E1+n)logy €,  9€/(log€)® <t < ¥E(log€)°.

En effet, si d désigne le diviseur de T (x) apparaissant dans (9-23), ces conditions sont
satisfaites pour ¢t = d ou t := Ty (x)/d. Il s’ensuit que

Bis < Z Z r(Ty(x))

€/ (log £)8<t<VE(log §)® zeR(¢)NZ?
Q. ()<3(1+n)log, € t|Ty (z)

(9-26) Bix <

L’analogue de (5-8) s’écrit

AT = || vty | | b4,

bl (t) bl (t) A€Ur, (tb)

avec ty :=t/(t,b?) et

(9:27) i) == ] o™

|t
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Les ensembles A;, sont des réseaux de déterminant t;, et |Ur, ()| = oF, (ts)/w(ts). De
plus, nous avons
O ont)
2 b2p(ty )t
sivnty O PLn)o

Considérons 'un quelconque des réseaux Ag avec s = t;, de base minimale (v, w;)
choisie de sorte que ||vs|| < |Jws|| et ||vs] [|ws]] < s. En raisonnant comme pour (5-13),
nous obtenons

(9-28) Yo o))< Y r(Te(Mvs + Aawy)).
zER(E)NA, A1 <20€/b||vs ||
A2K20€/b]|ws||

Si b||ws]| < (6€)17¢, nous sommes en mesure d’appliquer le Théoréme 4.2 avec F; = 1,
F> = r, pour estimer la derniére somme. Nous obtenons ainsi

e/20°€”
S @) < ||
zER(E)NAs

La contribution globale de tels couples (b,t) a la somme Bj3 est donc

= (t
< HTH6/202£2 Z Z QT1( b)

b2p(ty)t
9¢/ (1og £)* <t<VE(log €)° bl () w (o)t
Qz(t)gé(l"""])bggf
(9-29) /2 2,2 o8 (1) /14 ny\ Q= (O)—%(14n) logy €
< |T|/?0%¢ 3 2 (50)

¢/ (log §)8 <t<Y¥€(log £)°

I T]|°0*€% (logs €)

< oge)R@in /)

Si bl|lws|| > (c€)' ¢, alors

9E(1 6
HUSH<< S < g( Ogé.)

Jwsl[ — (0€)!7=

La contribution globale de tels couples (b,t) & la somme Bjs est donc

< TV (08)"(log €)° < |IT||'/*(o€)*.

F(T
(9.30) < HTHE/2(O_§)1+E Z (H;(Hv))
vl <IT[|*/4 (o 8)2e
ou F' est la fonction multiplicative définie par
o, (tv)
F(n) := ! n>1).
(=2 > )

tln bl (t)
Un calcul standard permet de déduire des majorations du Lemme 3.2 que
F(n) < n*?*  (n>1).
Nous en déduisons que

Z F(Tl(v)) < Z ”T||1/2+s||v||1+45

v
loll<IT|[Y/4(0&)2e Il loll<IT|[Y/4(0&)2e
<<HTH5/4+2E(05)26(3+26) < (05)757
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ou la derniere estimation découle de (9-12) et ou nous avons supposé sans perte de
généralité que € < 1/5.
En reportant dans (9-29) puis dans (9-30), nous obtenons

0% logy €
(log 5)@((14‘”)/2)

Bz <

En tenant compte de (9-25) et (9-26), nous obtenons finalement que la majoration
suivante est valable pour tout 1 €]0, 1] :

IT||# (0 + )22 log, €
(log &)min{Q(1+m),Q((1+n)/2),1/2}

(9-31) Bi(§) <

d’ot, en reportant dans (9-24),

|IT)|* (o + 9)?€?
(log £)°
dés que § < maxg<,<1 min{1, 2Q(3(1+ 7)), 2Q(1 +n)}. Pour 5 = 0,359, nous obtenons

5 > 0,0289 > 3/104.
Cela acheve la preuve du Lemme 9.1.

Q12(§T,R) K

9-4. Estimation asymptotique de Np(B) lorsque P = P, P,

Nous allons établir ici la formule asymptotique
1
(932)  Np(B) = {cp vol(Rp) + O(W) }BlogB (B — o0),

ou Cp est une constante indépendante de H et Rp est défini par (2-1). La preuve repose
sur les manipulations semblables & celles qui ont été effectuées au §8 pour établir (8-1).
Conformément a ce qui a été annoncé au §9.2, nous commencons par déduire du
Lemme 9.1 une estimation générale pour la quantité Qr(§,d, D;R) introduite en (9-5)
lorsque T' = (T1,T3) est un couple de formes quadratiques irréductibles sur Q[i],
D = (Dy,D5) € N*? et d = (dy,ds) € N*? avec d;|D; (j = 1,2).
Dans ce contexte, I'équivalent de (5-8) pour A(d;T) s’écrit

(9-33) AD;T)= || A" (DyT)
blep1 ([D1,D2])
ou 11 est la fonction définie en (9-27) et ou 'on a posé

D D
Dy = (D1, D2yp), Diyp:= m’ Doy = ﬁ

Il s’agit maintenant de décrire les ensembles A*(s;T) (s = (s1,52) € N*?) en termes
de réseaux. L’analyse est semblable & celle qui a été conduite au §5.1 pour A*(s;T).
Dans A*(s; T, nous définissons une relation d’équivalence en convenant que x ~ y si, et
seulement si, il existe A € Z tel que

y = \x (mod s152),

et nous notons que cela implique (A, s182) = 1. L’ensemble Uz (s) des classes d’équivalence
induit donc une partition de A*(s;T"). Pour tout A € Ur(s) et tout € A, nous avons

A= {y EAN(s;T):INEZ, (N s152) =1, y = Az (mod 5132)}.
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Comme A est déterminé modulo s;s2 de maniéere unique par y, nous avons |Aﬂ[0, $1 52[2‘ =
p(s182), d’ou

(9-34) Uz (s1,52)| = or(s152)/¢p(s152).
De plus, pour toute classe A de Ur(s), tout diviseur ¢ de s1s2, et tout x de A, ’ensemble
A = {y €Z?:INEL, y= Iz (modt)}

est un sous-réseau de Z? de rang 2 et de déterminant ¢, dont la définition ne dépend pas
du choix de x dans A.
Par analogie a (2-8), nous posons, pour £ € N*, j = 1,2,

(9:35)  djei=d;/(d;,0%), o= [ p Thelu,v) = 6T(u,0)/(d;, 07).

pY[[£,p>2

Lorsque £ > 0, A € Up(D),b € N*, e | dq pd2 b, nous posons

Y e C R )
EEGADLsz,b/emR(f/b) ’ )

Notant Ty, := (114, T2,5), nous pouvons écrire

Geanm= Sy (Tl (Tl

bly1([D1,D2]) z€A* (Dp;Ts)NR(E/D)

= Y > > ule)%u(¢,d, D, Ase,b).

bly1([D1,D2]) A€UT(Ds) e|D1,6 D26

De la méme maniere que dans le cas T irréductible, nous introduisons quelques notations
afin d’appliquer le Lemme 9.1.

Pour chaque bl ([D1, D2]) et chaque réseau A € Ug(Dy), nous définissons une
application linéaire E telle que E(Z?) = eAp, ,p, , e- Posant R}, := {x € R? : Ex € R/b},
nous avons donc IR vol(®)

N Vo
VOURE) = (746t E ~ 12Dy yDage.

Introduisant les formes binaires définies par M; g(v) = T} ,(Ev)/d;p (v € Z2,5 = 1,2),
nous pouvons écrire, avec la notation (9-6),

G d D, Ae,b)= Y (M p©)r(Myg(v) = Q& Mg, M g, R).
vEZENRY (€)

Notant Mg := (M g, Ms ), nous avons alors, avec la notation (9-7),

v (Rip) = sup max{|T; (@)% /d;} := Va < 61(R).
zeRI=1,2

Le Lemme 9.1 fournit

2K g vol(R)E?

g(&’d7D7‘A;e’b): b2D1 bDQbe

2 o 2
+ O<(]THD1D2)EM>,

(log €)7/10"
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Il reste a poser

K
W(d,D,T)= 3 > 2. Wﬁle

b1 ([D1,D2]) A€Ur(D1,b,D2,) e|D1,5 D2 s

(ou la dépendance en d est implicite dans Kg) et

WoT= Y Y Y e

b|1 ([D1,D2]) A€Ur(D1,b,D2,) e|D1,sD2.p

_ Z o7, 1,(D1,p, D2p)

2W(D1,bD2,b) << D D I
¢(D1,pD2p) 7 (D1D2)

blih1 ([D1,D2])

pour obtenir

Or(€.d. DiR) =r vol(R)W(d, D, T)¢* + O (n(DsT)(|T| Dy Do) & P2V,
Y ) Y Y (log 5)3/104
Parallelement & (8-4), nous obtenons
W(d,D,T) = H W,(d, D, T)
3
avec )
Wa(d, D, T) == lim 3" > 1
x€(Z/2"1)?
Ti(z)€diE, (i=1,2)
et 1
Wold, D.T) = Jimy 2 !
(w,s(,;))e(Z/p”Zﬁ
Ti(z)=p"» %) (s +t7) (mod p¥)
T; (z)=0 (mod p¥» (P:)) (p > 2)
x(p))? vty 07PN PN?)
- (1 - ) Z x(p ) p2Ni+2N;
veN?

ou l'on a posé dans la sommation
(9-36) N; == max{v,(D;),v; + vp(d;)}.

Notant dy := (d1,¢, d2,¢), nous avons
Qp(&,d, D;R) = Y u()Q(¢/t, de, Dy; Ty, R),
LEN*

de sorte que, pour R fixé, nous pouvons écrire

. i (d d )552
Qr(¢,d, D; R) =r* vol(R)W*(d, D; T)&? + O(W)v

avec

J4
W*(d7D7T) = Z %W(d&DZ;Tﬁ)'
LEN*
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Parallelement & (8:10), nous pouvons représenter W*(d, D;T') sous forme d’un produit
eulérien, soit

(9-37) W*(d, D;T) = [[W;(d, D;T)

p
avec(5) 1

xe(Z/2"7)>
Ti(m)edieu (i:1,2)
2f(z1,22)
et 1
Wx(d,D;T) = lim ————— > 1 (p>2).

V—00 p3U+Up(d1d2)
(z,8,t)(Z/p"T)"

T (w)=p" (%) (s3+12) (mod p*)

Ti(2)=0 (mod p¥? P, pt(x1,x2)

Conservant la notation (9-36), nous avons
‘. X(p)\? vitvay 20 (PN D)
(9-38) Wy(d,D;T) = (1 - T> Z X"t )W (p > 2, v,(D1D3) > 1).
veN?

Lorsque v,(D1D3) = 0, cette formule reste valable quitte a y remplacer le terme
correspondant & v = 0 par 1 — 1/p%.
Nous obtenons enfin en reportant dans (9-4), pour t = (t1,to,t3) € N*?,

(titats) €
(9-39) S, (&) = ;CVOl(RRe)WT(tvE)fZ + O(ﬁ)v

ol nous avons posé, avec la notation (9-1),

k!
(940) WT(t,E) = Z gi(kg W*((tltg,tth),([t1t3,kk‘,], [t2t3,k‘k,]);€P1,€P2).
kk'|(At1t2)

Pour sommer sur ¢, nous introduisons, comme en (8:15), un parametre de troncature D.
Le terme résiduel sera estimé a ’aide d’une majoration de Sp, p,(§,t) lorsque t1to > D
— rappelons que dans ce contexte la variable t3 demeure bornée, cf. (9-3).

Lemme 9.4. Soient Th,T> € Z[X,Y| deux formes binaires de degré 2, irréductibles sur
Q[é], non proportionnelles, et soit € > 0. Sous les conditions £ > 1, t1,ta,t3 > 1 tels que
ts | Res(T1,Ts), p?(t3)p(t1t2) = 1, nous avons

2
(941) STl,Tg (f,t) < (tltg)a(ﬁ +€1+€).
1t2
Nous omettons la démonstration qui est semblable a celle du Lemme 6.1.
De la méme manieére qu’en (8:15), nous pouvons montrer que, dans la somme (9-3), la
contribution & Np(B) des triplets ¢ tels que t1t3 > D est

Blog B
D1l-¢e/2”

5. Rappelons la définition des ensembles €, en (7-3).



50 R. DE LA BRETECHE & G. TENENBAUM

pourvu que D < +/log B. Nous reportons alors l'estimation (9-39) pour Sp, p,(&,t)
dans (9-3). La contribution du terme d’erreur est

< B(log B)173/104D1+6'

Le choix D = (log B)*>/?%% fournit des termes d’erreur acceptables, I’exposant 1/70
apparaissant dans la formule (9-32) est < 3/208.
Grace au Lemme 2.2, nous obtenons que le terme principal vaut

ZTBZVOI(RRE)ZM > Xl(ta)u(ts)Wi(t,e) 3 fdfl”)

ceX d<D teN*3 <min{ B/d,B+/||P||/d3/?
d=tyts, 3| A n<min{B/4.B/IPI/@*/2}

r(d)ot
= 25 Zvol (Rpe) Y w > x(ta)u(ts)W(t,e){log B+ O(log 2d) }
e€X d<D teN*3

d=t1ta, t3|A
= vol(Rp)Blog B{Cp + O(1/D'~*)}

avec

(942)  Cp = 252“’1 r) - tMDELD S\t W (1<),

vol(Rp)
P) a>1 Py

d=tits,t3|A

9-5. Validation de la conjecture de Peyre

Nous nous proposons ici d’établir la formule
(9-43) Cp VOI(RP) = CH(V)

en utilisant la méthode développée dans [5].

Il découle de la proposition 2 de [11] que P'ensemble des classes d’isomorphismes de
torseurs versels au-dessus de V' ayant au moins un point rationnel est fini. Cela induit une
partition canonique finie de I’ensemble des points rationnels de V', indexée par toute famille
de représentants de ces classes d’isomorphismes. La constante de Peyre s’exprime alors
naturellement comme somme des constantes asymptotiques de proportionnalité relatives
aux diverses contributions des éléments de la partition — cf. la proposition 4.9 de [5] dans
le cas d’un polynome scindé.

Le résultant A étant défini par (9-1), nous posons

Al = H P, Ag = H p.

plA p|A
p=1 (mod4) p=3 (mod 4)

Lorsque y? + 22 = t2P(u,v) Py(u,v) et (u,v) = (y,2,t) = 1, il existe un unique signe
¢ € X et un unique entier naturel mg | Ag tels que

(9-44) eP;(u,v) >0, 2| vy(eP;(u,v)/ms) (p=3(mod4), i € {1,2}).
On peut associer bijectivement & chaque couple (g,m3) un torseur versel T ,,) sur

V' de telle maniere que les T, ,,) (¢ € X, m3|As) constituent dans leur ensemble un
systeme complet de représentants des classes d’isomorphismes mentionnées plus haut.
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Les conditions (9-44) correspondent alors aux différents éléments de la partition induite,
disons

(9-45) VQ) = || Viewmn (@),

(g,ms3)

de ’ensemble des points rationnels de V. Les calculs nécessaires a la vérification de ces
assertions ayant été formalisés, dans le cas o P est scindé, aux propositions 4.6 et 4.9
de [5], nous omettons les détails supplémentaires.

Supposons I’absence d’obstruction de Brauer—-Manin pour la surface V. D’apres un
résultat établi dans [10], nous savons alors que, si V' a des points dans chaque complété
de Q, alors il existe un torseur T, ,,) tel qu’il en soit de méme pour T, p,,). Or les
torseurs T 1) (Q) vérifient le principe de Hasse. Cela établit, sous I'hypotheése précédente,
I'existence d’un point rationnel de T(c n,)(Q) et donc de Vi, ) (Q) et de V.

Le facteur de Batyrev—Tschinkel 5(V') apparaissant dans la conjecture de Peyre — voir
[28], p. 335 — vaut ici(®)

B(V) = | coker (Br(Q) — Br(V))| = 2.

Comme dans [5],(") nous écrivons C(V)/B(V) comme somme des mesures de Tama-
gawa(® des éléments de la partition (9-45), d’ou

(9-46) Cu(V)=2 Y wi(Viemy)(Q).
eeX
mg‘A?,

Par définition de la mesure de Tamagawa, nous avons

Wi (Vie,ms)(Q)) = woo(e, ms3) pr(s,mg) (e € X, ms|A3),

p

oll Weo (6, m3) €t wy (e, m3) sont les densités archimédienne et p-adique associées a la partie
Vie,ms)(Q) de V(Q). Cette formule illustre le fait que V. ,,,,)(Q) vérifie le principe de
Hasse.
Lorsque p 1 2A3, nous avons
wy(e,m3) = wp

oll wy, est défini en (8:19) et calculé en (8-21) et (8-22).
Lorsque p|2Ag3, nous avons

) 1
wp(e, mg) = Vlingo o Z 1.
P(u,v)t*=x%+y? (mod p*)
pt(u,0), p(@,y,t)
2|vp (Pi(u,v)) —ps
Les relations (9-44) impliquent que P;(u,v)/emg s’écrit comme somme de deux carrés. La
condition P;(u,v) € ems&, (mod2”) (i = 1,2) est donc remplie pour tout v € N, et nous

obtenons
. 1 . 1
wa(ema) = I o 2. b=l s > L
(u,v,2,y,t)€(Z/2"Z)° (u,w)e(2/2"2)?
P(u,v)t*=x%+y? (mod 2¥) P;(u,v)€emsé, (1=1,2)
2f(u,v), 24(x,y,t) 2f(u,v)

P; (u,v)Gemgﬁy

ou nous avons utilisé les conditions 2 1 ¢ et (8-20).

6. Voir la proposition 5.1 de [10].
7. Voir p.6 de ce travail.
8. Voir notamment la définition 4.6 de [28].
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Enfin, comme dans le cas de (8-25), nous avons
Woo(e,m3) = 2w vol(Rp,).

Pour vérifier la relation (9-43), nous commengons par effectuer la factorisation t3 =
mims avec my | Ay et ms | As. En reportant dans (9-42), nous obtenons alors une
décomposition de la forme

(9-47) Cpvol(Rp) = Y Cp(e,ms)vol(Rp).

eeX
m3‘A3

Le probleme est donc réduit a la vérification des égalités
Cp(&,mg)VOl(pr’E) = 2wH(T(s,m3)) (6 e X, m;g’Ag).
Pour calculer Cp(g,m3), nous introduisons ensuite les fonctions arithmétiques

%(tlat%ml) = ga(,v(k) H W* tlml?tle) ([tlmla kk/]v [thl,kk/]); P1>P2)a
kk'|(At1t2) p=1 (mod 4)
%(Eamf}) = iWQ*((m?)vmf})’ (m3am3);gplasp2)a
Va(ms) : = H W, ((ms, ms), (ms, ms); P1, Py),
p=3 (mod 4)

de sorte que, avec la notation (9-40), nous avons identiquement, pour t = (¢, t2),
iWT (t, E) = V1 (tl, t2, ml)‘/g(m?,)Vg(E, mg).

(Nous avons exploité ici le fait que les facteurs p-adiques W, apparaissant dans (9-37) ne
dépendent pas de e lorsque p > 2.) Il suit

(948) CP(E,m3) = %WV;J,(TI‘L?,)VQ(&mg) Z %(W Z M(ml)V1(t1,t2,m1).
d>1 teN*?

d=tita, m1|Ay

Notons que le facteur % peut étre interprété comme un produit eulérien. En effet,
d’apres (2-12), nous avons

L+x)/p _ 11 A+ x(p)/p)® _ 37% 122
) Ve ST &)

Posons encore

1
(950) 62(57m3) = VYQ(ga mS) lim —— Z 17

v—_o0 22V
(u,0)E(Z/2"7)?
P;(u,v)€ems€, (i=1,2)
2¢(u,v)

et, lorsque p est impair,

cp(e,ms) = 1+X§ > ( p+1))5 > (=x(p))*

0<6<1 (81,02)€EN?
pr<min{l,v,(A1)}
(9-51) §1+05=5
—1)+ C
> U (. 0%), 7 0): Pr. ),

K, k' =0
k+r'<min{8,v, (A1)}
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avec
n; := max{x + ', n,}, ngi=0; +p +pus (i=1,2), wi=uvp(m;) (j=1,3).

En exprimant la somme du membre de droite de (9-48) sous forme de produit eulérien
et en utilisant (9-49), (9-50) et (9-51), nous obtenons

Cp(e,m3) =7 H cp(e,ms).

p

Grace a (9-38), nous pouvons écrire

WY () X a0 ),

1—1/p2 dp+1
(9-52) /p 0<o<1 (p+ (61,52)EN?
pr<min{l,v, (A1)}
61+62=0
ol ’ ( N N- )
(=1)* op, p, (7", P
fp(517527M17M3) = Z Z ok : 22(N1+N2) ’
VEN?2 K,k =0 p
r+r' <min{d,v, (A1)}
avec

N; :=max{r + K", v; +6; + pu1 + uz} (i =1,2).

Posons enfin

1 1% 1% V;
Zm‘{w € Z/p" L " || Pi(x),pt (z1,22)},

v 1 v 1%
b)) = sl{@ € Z/p 2y || P(@).pt (@102}

Lorsque p = 1mod4, et donc pusz = 0, nous commengons par réécrire fy(d1,0d2, f11,0)
sous la forme

(=1~ ;N

fp(51752;M170> = Z ok Z (Vl+1)(V2+1)QJ;DI,P2(pN11pN2)

K,k =0 veN?
k+r" <min{d,v, (A1)} k' +r<N]

ob, p, (P, p"?) 1=

!

avec N/ :=v; + 6; + p1. Nous intervertissons les sommations et utilisons la formule
)Y 1
Z 9K o omin{4,N{,N3} ’

K,k' >0
k+r'<min{,Ny,Nj}

Cela fournit ( 1( D
v + Vo + ’ ’
fi”((sl’(SQ’Ml’O) = Z 2mm{6 N{,Nj} QTPl,Pz(le’pNQ)'

veN?

Posant alors N/ := v; 4+ ;, nous obtenons

Z (71)m1fp(51a527,u170)

my <min{1,v,(A)}

-I- N// N// _'. N”—}—l N”—‘,—l
— QP17P2(p p7?) QPl,PQ(p LT pte T
— Z (l/l +1)(V2+1)( 2min{6,N1 ’Nél} - 26 )

veEN2

ob, p, (PN pN?)

- Z ((Vl + 1)(V2 + 1) - 1/11/2) 2min{6 N{',NJ}

12772

" "
N, N, )

Qpl,p2< 1,p
- Z vt t 1 omin{4,N{',N;'}
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Lorsque les N/’ sont fixés le nombre de couples (1, d2) € {(0,0),(0,0)} tel que N/ = v;+9;
est égal a omin{d. N, No'} 1] §’ensuit que

Z (—=x(p)™* fp(61, 92, 11,0) = Z(V =+ 1)9;3(17”) =1- 1% + Z 9}3(221/).

(81,02)EN? vEN VEN* p
i <amin{ 1oy ()}
51+02=0

En reportant dans (9-52) et en effectuant une manipulation parallele & celle (8-27), nous
obtenons ¢, (m3) = wp. Ainsi, dans le cas p = 1 (mod 4), le facteur ¢, ne dépend pas de ms.
Lorsque p = 3 (mod 4), nous avons r(p) = 0, d’ou

(pV1 +ps , pVQ +ps )

1 Op, P,

o v1+v 1,472

cp(e,mg) = (1 - p_2) E (1) p2iFrat2us)
vEN?

Il vient

1
(& ms) = (1 - _2) > ob g (P pP ),
p veN?

T

Or, pour chaque vecteur  compté dans b (p*”)

avec v > 1, il existe un unique couple
d’entiers v € N2 tel que p2it#s || Py(x). A us fixé, nous pouvons donc sommer sur les
exposants v plutdt que sur les couples (vq, vo).

Si vp(Asz) = 0, nous avons p3 = 0. Nous obtenons dans ce cas

cplems) = (1 pi>{ S oho?) = (1- ;2>{1 Sy,

veN p p vEN*

Si v, (As) =1, nous avons u3 € {0,1}. Nous observons alors que

Cp(&‘, 1)+cp(€,p) =Wp (p‘ A3)
Grace a (8:20), nous obtenons

1
cp(e,m3) = cp(e,pH?) = lim — 1 =w(e, ms).
pleama) = e ) = Jim > (c.m3)
P(u,v)t’=x%+4% (mod p*)
pt(u,v), pi(,y,t)
2|vp (Pi(u,v))—ps

Il s’ensuit que
Cp(&, m3) VOI(:Rp75) = 2wH(VQ(5, mg)),

ce qui fournit la relation souhaitée Cp vol(Rp) = Cy (V) en reportant dans (9-47) et en
comparant avec (9-46).
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