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Moyennes de fonctions
arithmétiques de formes binaires

R. de la Breteche & G. Tenenbaum

Abstract. Extending classical results of Nair and Tenenbaum, we provide general, sharp
upper bounds for sums of the type

) F(Qi(m,n),...,Qk(m,n))
u<m<u+v
rz<n<z+y

where x, y, u, v have comparable logarithms, F' belongs to a class defined by a weak form of
sub-multiplicativity, and the Q; are arbitrary binary forms. A specific feature of the results
is that the bounds are uniform within the F-class and that, as in a recent version given by
Henriot, the dependency with respect to the coefficients of the Q; is made explicit. These
estimates play a crucial réle in the proof, published separately by the authors, of Manin’s
conjecture for Chatelet surfaces.

Keywords: Multiplicative functions, sub-multiplicative functions, short sums of arithme-
tic functions, binary forms, Hooley’s Delta-function, divisors, count of lattice points over
algebraic varieties.

Résumé. Généralisant des résultats classiques de Nair et Tenenbaum, nous fournissons
des majorations générales et optimales pour des sommes du type

E F(Qi(m,n),...,Qr(m,n))
uv<m<u+tv
r<n<xr+y

ou les parametres z,y,u,v ont des logarithmes comparables, F' décrit une classe de
fonctions définie par une condition de sous-multiplicativité faible, et les @; sont des
formes binaires arbitraires. Ces résultats sont caractérisés par leur uniformité dans la classe
des fonctions F' et, & 'instar d’une version récente donnée par Henriot, une dépendance
explicite en fonction des coefficients des Q;. Ces estimations jouent un réle crucial dans
la preuve, publiée séparément par les auteurs, de la conjecture de Manin pour les surfaces
de Chatelet.

Mots-clefs : Fonctions multiplicatives, fonctions sous-multiplicatives, sommes courtes de
fonctions arithmétiques, formes binaires, fonction Delta de Hooley, diviseurs, comptage de
points entiers sur les variétés algébriques.

1. Introduction

L’étude des sommes courtes

Yo f) (@z1,2°<y<a),

r<n<r+y

ou f est une fonction multiplicative positive ou nulle et ¢ > 0 désigne un nombre réel fixé,
est cruciale dans beaucoup de probléemes de théorie analytique des nombres.

Le résultat de base de la théorie est celui de Shiu [20]. Cependant, au fil du
développement de la théorie, les applications ont graduellement nécessité des résultats
plus généraux. Nair [16] a obtenu des estimations valables pour des sommants de la forme
f(JQ(n)]) ou @ est un polynéme a coefficients entiers, et Nair & Tenenbaum [17] ont traité
le cas de fonctions de plusieurs variables d’arguments polynomiaux ; de plus, leur méthode
permet d’élargir le champ des fonctions f bien au-dela de la sous-multiplicativité. Daniel,
dans un manuscrit non publié datant du début des années 2000, puis, tres récemment,
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2 R. DE LA BRETECHE & G. TENENBAUM

Henriot [12] ont ensuite précisé la dépendance des constantes implicites entrant en jeu
dans ces majorations en fonction du discriminant des polynémes considérés.

Ayant en vue une nouvelle application, décrite plus loin, relative a la preuve de la
conjecture de Manin pour certaines surfaces de Chételet, nous nous proposons ici de
généraliser aux sommes de fonctions arithmétiques prenant pour valeurs des formes
binaires, et avec la précision fournie dans [12], les estimations de [17].

Nos résultats, qui étendent directement ceux de [1], restreints aux fonctions sous-
multiplicatives, sont applicables a une large classe de fonctions arithmétiques, intégrant,
par exemple la fonction A de Hooley, qui entre dans le champ des hypotheses considérées
dans [17]. Une telle généralité se révele cruciale pour I'applications décrite plus haut.

Nous renvoyons a [12] pour une présentation plus détaillée de la bibliographie.

Un certain nombre de notations sont nécessaires pour énoncer nos résultats.
Pour ke N*, A > 1, B > 1, ¢ > 0, nous désignons My (A, B, ) 'ensemble des fonctions
arithmétiques F', positives ou nulles, de k variables satisfaisant la condition

(1-1) F(aiby, ..., apby) < min {AX“ %) B(ay - a)*} F(by,. .., by)
pour tous a, b € N** tels que (ay - --ag,by---bx) = 1. Lorsque F' # 0, nous posons

F(aiby,...,apby)

1-2 G(a) := = (a;)1<icr € N*FY).
(1-2) (a) by, bp N Fb, ... bg) (@ = (aj)1<5n )
(a1+--ak,b1---br)=1
F(b1,...,b)#0
Etant donnée une famille Q1,...,Qr € Z[X,Y] de k formes binaires, nous posons
(1-3) Q= I @= ]I m"ezix.yl, g:=degQ
1<k 1<hsr

ou les Ry, sont irréductibles dans Z[X,Y]. Nous pouvons alors écrire canoniquement
Q= II B (<i<k
1<h<r
ou 7y;; = 0 pour tous j, h, de sorte que
w= Y un  (A<h<r), d.om=g
1<5<k 1<h<r

Dans toute la suite nous nous plagons dans le cas ou la forme ) est primitive, ce qui
implique qu’il en va de méme pour tous les @);.
Employant la notation
D(T) := disce(T)

pour désigner le discriminant d’un polynéome a une ou deux variables, de sorte que
D(T(X,Y))=D(T(X,1)) =D(T(1,Y)), nous posons

D:=D(Q), D*= D(nghgr Rh)v

et notons que D* # 0 par construction.

Lorsque T € Z[X], s € N*, nous désignons par or(s) le nombre de racines de T
dans Z/sZ. Lorsque T est une forme binaire de Z[X, Y], nous posons

(1-4) or(s) = > L, oh(s):= > 1 (s=1).

1<€<s 1<Em<s
T(£,1)=0 (mod s) T(&,m)=0 (mod s)
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Désignons par k(s) := [] |, p le noyau sans facteur carré d’un entier générique s et posons

pls
(1-5) K(s) := [s16(s1), ..., srk(sr)] (s=(s1,...,8) € N*").

Nous définissons alors les fonctions arithmétiques de r variables

og(s) == Z 1,

1<Em<s1-sp
Ry, (€,m)=0 (mod sp) (1<h<r)

Qﬁ(s) = Z 1,

1< m<K(s)
snllRn(&m) (1<h<r)

(s=(s1,...,5,) EN"),

ou le symbole a||b signifie que I'on a simultanément alb et (a,b/a) = 1.

Etant donné s = (s1,...,s,) € N*"| nous posons
/. Vit . "o, __ [
s = H s (1< <k), s = H s; = H s,
1<h<r 1<<k 1<h<r

de sorte que si, étant donné (m,n) € N*2, nous posons s, = Ry, (m,n) (1 < h < r), alors
s; = Qj(m,n) pour tout j € [1,k] et s” = Q(m,n). Avec ces notations, nous pouvons
associer a toute fonction F' de My (A, B,¢) la fonction F' de M,.(A9, B, ge) définie par

~

F(s1,...,8.) = F(s],...,5}).

Nous désignons alors par G la fonction associée a F par (1-2) avec k = r et notons
G, : N* — RT la composée de G et de la fonction h-ieme coordonnée.

L’objet principal de ce travail consiste donc a estimer la quantité

S = Z F(Ql(man)¢>Qk(man)) = Z ﬁ(Rl(man)w'-aRr(man))'
u<m<Lu+v u<mu+v
r<n<o+y r<n<r+y

Nous obtenons le résultat suivant, qui est le pendant bidimensionnel de celui de [12]. Nous
notons ||@|| le maximum des valeurs absolues des coefficients d’une forme Q.

Théoréme 1.1. Soit k € N*, et {Q; le € Z[X,Y]* une famille de polynémes homogénes
primitifs. Définissons Q € Z[X,Y], {Rn};_, € Z|X,Y]", g € N par (1-3), 95 par (1-4), et
Qﬁ par (1-6). Pour tous

(1-7) a€l0,1], 6€]0,1[, A>1, B>1, 0<e<ad/509*(6g+1),
et uniformément sous les conditions
(1-8) F € My(A,B,e), min(u,z) > comaxiu,z, |Q|}°, u*<v<u, z*<y<z,

nous avons

3 F(IQum. )., |Qu(m.n)]) < vyE | _ 25
(1-9) 1(m,n)|,...,|Qr(m,n vyEr(u+ ) H < ; )

u<m<Lu+v g<p<zT
r<n<r+y
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ol ¢g et la constante implicite dépendent au plus de g, , 6, A, B et ot 'on a posé

. — PN A0
(1-10) Er(v):= Y F(S)K(S)2 (v>=1).
seN*"

Sous les mémes hypothéses, nous avons

+
(1-11) Z F(|Qi(m,n),...,|Qk(m,n)|) < urEr(u+ ) H (1 - Qigp))

Comme dans [12], nous pouvons donner diverses formulations simplifiées pour la
majoration.

Proposition 1.2. Dans les hypothéses du Théoréeme 1.1, nous avons

+
~ S
(1-12) Egr(v) < H(D¥) y F(s) I Lﬁ“ (v>1)
SEN*T 1<h<r h
818, KU

(sn,D*)=1 (1<h<r)
(si,85)=1 (1<i<j<r)

avec

# V1 Uy
. - v O (P71 )
g‘C(D )— H <1+ Z G(p 17"’7p ) meaXhV}L+2 )’
p|D* veN"~ {0}
vp<deg(Rp) (1<hST)

oul la constante implicite dépend des mémes paramétres qu’au Théoréme 1.1. En particu-
lier, on a

(1-13) 560" < [ (1+1)82w.

L’hypothese (1-1) permet également de majorer le second facteur de (1-12) par un
produit eulérien.

Proposition 1.3. Dans les hypotheses du Théoréme 1.1, nous avons

Er(w) <H(D") [ TI <1+Gh QR;;”) (v>1)

1<hLr g<p<v
ptD”

ou la constante implicite dépend des mémes parametres qu’au Théoreme 1.1.

Nous pouvons exploiter la flexibilité des hypothéses du Théoreme 1.1 pour traiter le
cas d’arguments premiers. Dans 1’énoncé suivant, les lettres p et ¢ désignent des nombres
premiers.
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Corollaire 1.4. Soient k € N*, et {Q; ;?:1 € Z[X,Y1* une famille de polynémes homo-
génes primitifs. Conservons les notations du Théoréme 1.1, supposons (1-7) et (1-8)
vérifiées et, de plus, Q(1,0)Q(0,1) # 0 et 0 < & < ad/50(g + 2)%(6g + 26 + 1). Nous

avons alors

S F(Qum - 1Qkp, )

u<pLutv
w<q<z+y

Q0O DewEnluts) 1y el

< P(Q(1,0)p(Q(0, 1)) {log(u + 2) 12 2

g<psw

ol ¢g et la constante implicite dépendent au plus de g, «, 0, A, B.
Sous les mémes hypothéses, nous avons

> F(Qi(p, )l 1Qklp, 9)))

psuU
gz

_ Q@.0)Q(0. NurEp(u+x) 1 <1_@5(p)>.

p(Q(1,0))p(Q(0, 1)){log(u + )} p?

g<p<z

Nous sommes a présent en mesure de décrire 'application principale envisagée, relative
a la preuve de la conjecture de Manin pour certaines variétés algébriques.

Introduisons en premier lieu la classe des fonctions arithmétiques auxquelles nous
appliquerons le Théoreme 1.1. Etant donnée une fonction arithmétique auxiliaire f, nous
posons

A(n, fu,v) = Z f(d), (meN" ueR, v>0),
d|n
et <dge T
A(n, f):= sup |A(n, f;u,v)| (n € N¥).

ueR, 0<v<1

Ainsi, les fonction A(n, f) sont des généralisations de la fonction A de Hooley, correspon-
dant au cas f = 1 — cf. notamment [13], [11], [14] et les références indiquées dans ces
travaux.

Les fonctions arithmétiques du type F'(n) := A(n, f) ne satisfont pas les hypotheses
de [1] mais, lorsque, par exemple, f est a valeurs dans le disque unité, nous avons

(1-14) Afab, f) < 7(a)AD, f)  ((a,b) = 1),

de sorte que F' € My(2, B,¢) pour tout € > 0 et B = B, convenable. Ces fonctions F'
relevent donc des résultats présentés plus haut.

La conjecture de Manin est une hypothéese générale concernant la répartition des points
rationnels sur une large classe de variétés projectives V pour lesquelles ’ensemble des
points rationnels V' (Q) est dense dans V. Elle propose, pour tout ouvert convenablement
choisi U C V, une formule asymptotique pour le nombre N(B) des points de U N V(Q)
dont la hauteur n’excéde pas un parametre B. Le terme principal attendu pour N(B)
est alors de la forme C'B(log B)"~!, ou r et C possédent des interprétations géométriques
précises.

Une surface de Chatelet V' sur Q est un modele propre et lisse de la surface affine

y* + 2% = P(a,1),
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ou P € Z[X,Y] est une forme binaire de degré 4 de discriminant non nul. Le choix de la
hauteur étant effectué (voir [7]), le cardinal & estimer dans le contexte de la conjecture de

Manin™® est
NB):=1 > 1.

(y,2,t,m,n) €L, t>0
max{m? n?}t<B
Y2 +22=t>P(m,n)
(m,n)=(y,z,t)=1

Le cas ou P est scindé a été traité dans [5], et celui ou P possede un facteur cubique
irréductible dans [4]. La situation ot P est le produit de deux formes linéaires et d’un
facteur quadratique releve des méthodes de [5] et [4] : une adaptation standard utilisant
le formalisme développé dans [5] permet d’obtenir le résultat souhaité. Nos résultats
permettent de disposer des deux cas résiduels, correspondant a la situation ou P est
irréductible sur Q[i] ou est le produit de deux formes P; et P, de degré 2 irréductibles
sur Q[i].

L’évaluation de N(B) peut étre réduite a l'estimation asymptotique des sommes de la
forme

> r(P(m,n)),

(m,n)€Z2NR

olt 7(s) := card{(a,b) € Z*> : s = a®> + b*} et R est une région de R2. Lorsque P est
scindé, cette estimation a été obtenue dans [2]; le cas ou P possede un facteur cubique
irréductible a été traité dans [4].

Pour aborder les autres cas, il est nécessaire de recourir a une majoration en moyenne de
A(P(m,n),x)? lorsque P est irréductible — resp. de 7(P;(m,n))A(Py(m,n), x)? lorsque
P est produit de deux formes irréductibles P; et P, de degré 2 — fournissant ’ordre
de grandeur correct. Ainsi, ’application envisagée — nécessitant d’une part de pouvoir
choisir k > 2 et, d’autre part, de prendre en compte des fonctions significativement plus
générales que les fonctions sous-multiplicatives — a-t-elle largement motivé le cadre de
cette étude.

Présentons succinctement la démarche développée dans [7] lorsque P est irréductible de
degré 4 sur Q[i]. Le point de départ consiste a utiliser la formule classique

r(s) =4 x(d)
d|s

ou x est I'unique caractere de Dirichlet non principal de module 4. Des résultats
de géométrie des nombres permettant de déterminer un bon niveau de répartition,
relativement a la variable d, pour la quantité

>

(m,n)€Z*NR
d|P(m,n)

il est possible, lorsque, disons, R est une région telle que sup(,, ,yex P(m,n) < X tet V
est de la forme V = X?/(log X)¢, de traiter classiquement le cas o d ¢ [V, X*/V].

1. Des détails supplémentaires relatifs a la conjecture de Manin dans le cas particulier des surfaces
de Chatelet peuvent étre trouvés dans [5].
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Le point délicat consiste a estimer la contribution complémentaire, soit Sg. Posant
B:={(m,n) €Z*NR:3d € [V,X"/V]:d| P(m,n)},
nous obtenons par 'inégalité de Cauchy-Schwarz
Sy < |B|Y/? log(eX‘L/V2)M§/2

ou 'on a posé

My= S AP(mn) )

(m,n)€Z2NR

Une estimation satisfaisante de M, peut étre déduite des majorations pour les moments
de la fonction A(:,y) obtenues dans [6] et des résultats établis dans le présent travail.
Il est & noter que, pour l'utilisation de nos résultats en vue de majorer |B|, un choix
explicite du parametre € > 0 apparaissant dans ’énoncé du Théoreme 1.1 est nécessaire :
en loccurrence, il s’agit de garantir que certaines fonctions de la forme y*%() avec

Qe(s) == Z v

p’ls
p>§

satisfont aux hypotheses du Théoreme 1.1 pour £ suffisamment grand. On voit ainsi que
la forme particuliere des conditions (1-1), contrastant, par exemple, avec les hypotheses
classiques de [20], joue ici un role essentiel.

Nous obtenons dans [7] le résultat suivant.

Théoréme 1.5. Soit P une forme binaire de degré 4 de Z[X,Y], irréductible sur Q[i]
ou produit de deux formes binaires de degré 2 irréductibles sur Q[i] non proportionnelles.
Pour une constante convenable C' = C'p > 0, nous avons, lorsque B tend vers 'infini,

N(B) = Blog B{Cp +0 ((1og B)*l/loﬂ) }
ou Cp est la constante conjecturée par Peyre dans [19].(2)

2. Estimations relatives au nombre de solutions modulo s d’une
équation polynomiale
Ce paragraphe est consacré au rappel de quelques résultats essentiellement classiques.

Lemme 2.1. Soit T' € Z[X| un polynéme primitif de degré d et de discriminant D(T")
non nul. Si p* || D(T'), nous avons

(2.1) QT(py) < dpmin{ufl,L(lfl/d)uJQu}.

Démonstration. L'inégalité or(p¥) < dpld =1/ D¥] est due & Stewart [21], les autres peuvent
étre trouvées dans le livre de Nagell [15]. 0

Etant donné T € Z|X,Y], nous introduisons, lorsque s € N, les ensembles

A(s) := {(m,n) € Z* : s | T(m,n)}, A*(s) :={(m,n) € A(s) : (m,n,s) =1},

de sorte que l'on a of.(s) := |A(s) N [0, s[?| avec la notation introduite en (1-4). Nous
posons également
(22) i(s) 1= [A*(5) N 0.2

2. Voir [7] pour plus d’information sur la constante de Peyre.



8 R. DE LA BRETECHE & G. TENENBAUM

Lemme 2.2. Soit T' € Z[X,Y| une forme binaire primitive de degré d et de discriminant
D(T) non nul. Pour tout nombre premier p, nous avons

Q; (pu) _ Z p2 min{y,dk}—2k¢Q}(pmax{u—dk,o})
(2-3) 0<k< v/ d]
< (2d+ 1)pmin{2ufl,L(271/d)uJ}

Soit ¢g :=T(1,0). Lorsque p 1 coD(T') et v > 1, nous avons

pl=2Mv/dl g

PVQHP)pd,Q—_ +p? A sid > 3

1
. + v = v — Vv— |V :
(2:4) or(P") =\ pror(p) [v/2] (1 = 1/p) + p2¢~1v/2) sid=2;
' sid=1,

de sorte que o7(p) = (p — 1)o7 (p) + 1 lorsque p 1 coD(T).
Lorsque p t D(T') et v > 1, nous avons

pld=2)v/dl _

2dpl/ p) +p2(V7 I—V/d-l) Sj d 2 37

+ (o p -1
(2:5) or(P") <\ 2dp¥ [v/2] (1 — 1/p) + p>~ /2D sid=2;
' sid=1.

Démonstration. L’égalité de (2-3) est obtenue en sommant sur les entiers k tels que
p¥||(m,n). Pour obtenir Iinégalité, nous observons que

or () < @) (or(x,1)(1") + or(1,x)(P")) < 2dep(p?)pmintv—H LA/ D)
d’apres (2-1), et nous reportons dans ’égalité précédente.
La formule (2-4) est déduite de (2-3) et de la relation
or(p”) = ¢()or(p) (Pt cD(T)).

Enfin (2-5) découle de la majoration
or(P”) < 2dp(p”)  (p1D(T)). 0

3. Démonstrations
3-1. Preuve du Théoreme 1.1

Le résultat suivant est classique

Lemme 3.1. Soit @ € Z[X,Y] une forme binaire primitive dont une décomposition en
facteurs irréductibles s’écrit Q = R]* --- R)". Alors, pour tout n € Z*, la décomposition
en facteurs irréductibles dans Q[X] de Q(X,n) s’écrit

H Ry, (X7 n)FYh
1<h<r
De plus, si ¢;(n) désigne le contenu de R;(X, n), le polynéme R; (X, n) :=R;(X,n)/q;(n)
est irréductible dans Z[X].
Soit Q(X,Y) := Zogjgd ¢; X477Y7 ] de sorte que
q(n) = pged(co, c1n, ..., ca1n? ean®) = [ an(n
1<h<r
d’apres le lemme de Gauss. Nous posons
Q" (X,n) = Q(X,n)/q(n),

qui est donc, pour chaque valeur du parametre n € Z*, un polynéme primitif de X.
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Nous rappelons ci-dessous le lemme 6 de [12] concernant des polynémes & une variable.
Notons

€1 1= 550, g9 := a/(50g).

Lemme 3.2 [12]. Soit T € Z[X] un polynéme de degré g, dont une décomposition en
facteurs irréductibles de Z[X| est T = [[, <), Bn- Poura € N*", ay -+ -a, < 2, 2 < 272,
et x* < y < x, nous avons

#
or(a) ( QT(P))
3-1 1 1—
(3:1) Z <y %(a) H )
z<n<T+y
ap||Rn(n) (1<h<r) ptai--ar
(P|T(n)’g<17<2):>p\a1--~ar

ot la constante implicite dépend au plus de « et g.

Il est a noter que

=dens{n € Z:ayp || Rn(n) (1 <h <)}

La condition p > g dans (3-1) permet d’éviter les éventuels diviseurs premiers fixes des R},.
Nous observons par ailleurs que la méme démonstration permet de remplacer, dans les
conditions de sommation du membre de gauche de (3-1), la relation ay||Rp(n) par

ap = apay, aj | Rp(n), (an,Rp(n)/a}) =1 (I1<h<r).

Nous considérons maintenant des polynomes & deux variables. L’analogue du Lemme 3.2
s’énonce de la maniere suivante.

Lemme 3.3. Soit Q € Z[X,Y| une forme binaire satisfaisant aux hypothéses du Théo-
réeme 1.1. Pour a € N*" v > 1, x > 1, w := min(u,x), a1 ---a, < w, z < w2,
u®* < v < u, z% <y < x, nous avons

# +
52) > tew@e T (1- 22

u<m<Lu+v
z<n<r+y plai--a,
ap||Rn(m,n) (1<h<r)
(p|Q(m,n), g<p<z):>p|a1--~a,‘

Supposant momentanément ce résultat établi, nous sommes en mesure de prouver le
Théoreme 1.1. 11 suffit, en effet, de suivre, mutatis mutandis, la preuve du théoreme 5 de
[12] en remplagant I'utilisation du Lemme 3.2 par celle du Lemme 3.3. Nous n’indiquons
pas plus de détails.

3-2. Démonstration du Lemme 3.3

Rappelons que ’ensemble des diviseurs premiers fixes d’un polynome primitif de degré
< ¢ est toujours inclus dans [2,g]. Avec les notations introduites au Lemme 3.1, la
condition ay, || Ry(m,n) s’écrit ap, = aja) et

(33) a/h ‘ RZ(man)a (ah> R;kz(mvn)/alh) =1, (aha Qh(n)/a%) =L
Lorsque ¢ = (X(a),n) est fixé, les conditions (3-3) sont équivalentes &

(3-4) ay, | Ry (m,0),  (an, Rj,(m,0)/aj,) =1, (an,qn()/ay) =
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De plus, la condition (p | Q(m,n), g <p < z)=p|ai---a, est équivalente a

(35) (p’ (CO,H)Q*(m,n),g<pgz) :>p]a1-~-ar.

Nous avons

OR(2) = dens{(m,n) € Z* : ap, | Ru(m,n) (h <)}

K(a)?
(3-6) - ¥ 3 B(¢) dens{n € N* : £ = (X(a),n)}
aj ajl=ap L] X(a)

(an.qn()/ay)=1
ou 'on a posé
B(¢) := dens {m : a, | Rj(m, (), (an, Rj(m,{)/a},) = 1}.

Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer la variante du Lemme 3.2 explicitée
plus haut. Lorsque

ap = a;zag’ ¢ ‘ K(a)’ (ahth(g)/aZ) =1, (= (JC(a),n),

et que l'entier n satisfait (3-5), nous obtenons

* -,n< )
Z 1 < vB(m) H (1—%).

u<m<utv g<p<z

ay, | Ry, (m,8) (1<h<r) ptai--a,
(an, Ry, (m,€)/ay)=1 (1<h<r)
(p|Q*(m,n),g<p<z)$p|a1--~a,-

Lorsque p t K(a), g < p < z, nous avons nécessairement p { g(n). Posant d,(co) :=
17(co/p), il suit
0q- () (P) _ 00(P)  3,(co)

p p p
et donc
25(p) 5,(co)
3 L<op(e) ] (1— p2 ) I1 <1+ e )
u<mu+v g<p<z g<p<z
ay| Ry, (m,0) (1<h<r) pfai---ar pfai---a.

(an,Rj (mL)/a},)=1 (1<h<r)
(p|Q* (m,n), g<p<z)=plai---a,

Il reste a sommer sur n. Un argument de crible standard permet d’écrire, sous les
hypotheses effectuées,

1)

Z 1 < ydens{n € N*: (X(a),n) = ¢} H <1 _ p(00)>.
r<n<x+y 9<p<= P
(X(a),n)=¢t plaian

(plg(n), g<p<z)=plai--ar

Cela fournit le résultat annoncé (1-9) aprés sommation sur aj, aj, ¢ et recours a la
formule (3-6).

L’estimation (1-11) peut étre facilement déduite de (1-9) en scindant les intervalles [1, u]
et [1,z] en intervalles dyadiques et en majorant trivialement la contribution du domaine
max(u/m,z/n) > (u+ z)9+e, 0
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3-3. Preuve de la Proposition 1.2
Pour 1 < h < r, écrivons sj, = s} s} avec (s}, D*) =1 et s} | D**°. Notant w := u + =,
nous avons

+
~ Sh
Er(w) < HH > F(s) ] L@
81 Sp W 1<hLr 5h
(sn,D")=1 (1<h<r)
(si,85)=1(i#7)
ol 'on a posé H := leD* Hy, H' = prD* 3, avec
# 171 V.
.— ANV Vp QR(p 7"'7pr)
Hp:=1+ > Gp",....p") e
veN"~ {0}
et "
—— TN U QR(pylv"'vpyr)
Hy =1+ > GO )
veN"~ {0}
H{hell,r]vn 21} 22
Notons gp := deg(Rp) (1 < h < r). Dans un premier temps, nous majorons la

contribution U{; a prJ{]’D des multi-indices v tels que maxy, v, /gy, > 1. Si le maximum est
atteint en h = t, nous pouvons écrire

o) _ o)

—vi/gt
p2 max vy +2 ~ p21/t < (2975 + l)p vergt

et
G(p™,...,p") < Bp9 /o,

puisque 3, vh < 325, gnve/ge = gre/ge- 11 suit

(va/gn +1)"

T cg*vn/gn
:Hp <B Z p pl/h,/gh

1
Il o <o Pit1/2g
Vh>gh

1<hLr
des que € < 1/2g3.
Ainsi Hp(1+9{;;) < 00, et nous pouvons négliger cette contribution dans le produit HFH'.

Estimons la contribution U—Cé a U-C; des multi-indices v tels que maxpv,/g, < 1.
Supposons que v; = min{vy, : v, > 1}. Il existe alors, par hypothese, un second indice,
disons s, tel que vy > vy > 1.

Comme p 1 D*, les relations p*t | Riy(m,n), p*s
p”t | (m,n). D’ou

Rj(m,n) et vs > 1, > 1 impliquent

o, ™) < L
p2man v;+2 = p21/t

Comme ), vp, < D), gh < ¢, DOUS avons en outre G (pr, ..., p"m) < Bpe9” . Nous obtenons
donc )
g
i P
Hp, <g.8 pl+1/29n + P2

Ainsi, JT,(1+ H?) < o0, et nous obtenons H' < 1, d’or résulte la premiere assertion du
Proposition 1.2.
Il reste & estimer 3, — 1 lorsque p | D*. D’apres le Lemme 2.2, nous avons
A9 e? A9
Hp—-1< ?H(9j+1)(291+1) < Pt

J

ol nous avons utilisé les inégalités (k + 1)(2k + 1) < €** (k > 0) et >, gn < g. Cela
permet d’en déduire (1-13) et acheve ainsi la démonstration de la Proposition 1.2.
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3-4. Démonstration de la Proposition 1.3
La somme en s apparaissant au membre de droite de (1-12) n’excede pas

1T (1+ZG Vi QRhQV}LVh)) < 11 (1+ > @h(p””)%)-

g<+p<*w vp>1 g;[pé*m 1<vR<gn
ptD D

ol la seconde estimation majoration a été obtenue par une manipulation analogue a celle
de la démonstration du Proposition 1.2.

Puisque D(Rp,) | D*, les majorations (2-5) permettent d’établir que la contribution
globale des v, > 2 peut étre englobée par la constante implicite. Nous omettons les
détails de la vérification. O

3-5. Preuve du Corollaire 1.4

Soit x la fonction indicatrice de I’ensemble des entiers sans facteur premier dans
I'intervalle [2, min{u, z}]. Posant Qx11(X,Y) := X, Qx+2(X,Y) := Y, nous appliquons
le Théoreme 1.1 a la fonction

(8155 Skt2) = F(s15- o, sk)X(Sk+1)X(Sk+2)

et a la famille de polynomes {Qj}fif Puisque Q(1,0)Q(0,1) # 0, la décomposition
canonique de @(X, Y) = XYQ(X,Y) s’écrit, avec la notation (1-3),

@Z H RZth+1Rr+27

1<hLr

avec R (X,Y) := X et Ryyo(X,Y) := Y. Posant R := {Ry}713 € ZIX,Y]"2, nous
avons, avec la notation (1-10),

Ex(u+2) < Ex(min{u, z}) = Er(min{u,z}) < Er(u + ).
De plus
05 +2p—1 siptQ(1,0)Q(0,1)
05(p) = o5(p) +p—1  sip|Q(1,0)Q(0,1), pt(Q(1,0),Q(0,1))
25(p) sip | (Q(1,0),Q(0,1)).
11 suit

g<p<z

ce qui fournit la conclusion souhaitée.
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