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Sur la concentration de

certaines fonctions additives®

R. de la Bretéche & G. Tenenbaum

Abstract. Improving on estimates of ErdSs, Haldsz and Ruzsa, we provide new upper and
lower bounds for the concentration function of the limit law of certain additive arithmetic
functions under hypotheses involving only their average behaviour on the primes. In
particular we partially confirm a conjecture of Erdés and Katai. The upper bound is
derived via a reappraisal of the method of Diamond and Rhoads, resting upon the theory
of functions with bounded mean oscillation.

Keywords: probabilistic number theory, Erdés-Wintner theorem, BMO functions, Berry—
Esseen inequality, arithmetic functions, additive functions, concentration functions, dis-
tribution of arithmetic functions.

1. Présentation des résultats

Le concept de fonction arithmétique additive est le pendant arithmétique de celui de
somme de variables aléatoires indépendantes en théorie des probabilités. L’étude de la
régularité de la répartition de tels objets est a ce titre une branche essentielle de la théorie
probabiliste des nombres.

La fonction de concentration

Qr(h) = SEE{F(Z +h)—F(2)} (h > 0)

d’une fonction de répartition F' est classiquement une mesure effective de sa régularité.
Dans le cas des fonctions arithmétiques, on consideére usuellement le comportement
asymptotique (lorsque z — 00) de la fonction de répartition

F.(z):= L%J‘{n <w:f(n) <z}

obtenue en identifiant f : N* — R & une variable aléatoire sur I'espace
Q:={n:1<n<z}

muni de la probabilité uniforme.

La meilleure majoration quantitative de la fonction Qr, est due a Ruzsa [12]. Améliorant
des estimations d’Erd6s [5] et Haldsz [9], il a montré que l'on a, uniformément lorsque f
décrit la classe des fonctions additives,

(1-1) R(z; f) == Qr, (1) < W

ou 'on a posé

Wyo) o= min (02 + Uy, 0} Uyl )= Y 2D Z 080 ),

P<T
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2 R. DE LA BRETECHE & G. TENENBAUM

Ici et dans la suite, la lettre p désigne exclusivement un nombre premier. Ce résultat fournit
Pordre de grandeur correct & la fois pour f(n) = Q(n) := 3., v et pour f(n) = clogn.
Ainsi, il découle de (1-1) que

1 1
R(z;0) €« ——, R(x;clog) < — <1 < ¢ K /log,y a:)
\/1ogs x c
alors que
1 —1/c
(1-2) R(z; Q) ~ ——— R(z;clog) ~1—e (1< c=o(z)).

V/2mlog, x

Ici et dans la suite, nous désignons par log; la k-ieme itérée de la fonction logarithme.
La premiere relation (1-2) résulte d’estimations classiques de type Selberg—Delange —
voir par exemple [13], formule (II1.4.70) —; la seconde découle d’un calcul élémentaire
standard.

Cependant, la majoration (1-1) est généralement moins précise lorsque f(p) tend assez
vite vers 0. Ainsi, dans I’exemple historique

(1-3) f(n) :=log{n/p(n)}  (n>1),

ou ¢ désigne la fonction indicatrice d’Euler, on a

Wye(x) < Ugje(,0) < logy(1/e) (0<e<1/2, 2> x(e)),
de sorte que (1-1) fournit au mieux la majoration

Qr,(e) < m (0<e<1/2, 2> x0(e)),

alors qu’un résultat d’Erdés [6] implique, dans les mémes conditions,

1
log(1/¢)

Plus généralement, lorsque la fonction additive réelle f vérifie les hypotheses du
théoreme d’Erdés—Wintner, autrement dit la convergence des trois séries

1
(1) D

[f(p)I>1 If(p)I<1 MOIS!

QFI (8) =

la fonction f posséde une fonction de répartition limite F', égale au produit de convolution
infini F' = *,cp Gy, ol P désigne ’ensemble des nombres premiers et olt I'on a posé

En particulier
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L’inégalité de Kolmogorov—Rogozin (voir par exemple [13], th.II1.2.8) implique donc
1
£) K .
VIt i 1P

(1-5) Qr(

En majorant Wy, (x) par Uy/.(x,0), on peut alors vérifier facilement que la borne
supérieure de (1-1) est au mieux de l'ordre de celle de (1-5).

Dans ce travail, nous nous proposons d’améliorer significativement (1-5) pour une sous-
classe relativement étendue de ’ensemble des fonctions additives f vérifiant

(1-6) 3 M < .

p
Il est & noter que cette condition implique la convergence des trois séries (1-4) et qu’elle
lui est en fait équivalente lorsque, par exemple, f > 0.

Dans D’esprit des résultats de la bibliographie précédemment cités, notre objectif
principal consiste ici & obtenir des bornes supérieures et inférieures pour Qg (g) qui sont
valables dans un cadre tres général, et en particulier avec des conditions de régularité sur
la suite {f(p)}pep aussi laches que possible.

Lorsque, & I'inverse, 'on dispose d’informations précises sur la régularité de {f(p)}pep,
on peut estimer directement la fonction caractéristique de la loi de F', comme dans I'article
d’Erdés et Katai [7] relatif au cas f(p) := 1/(logp)¢ avec ¢ > 1, ou employer une technique
élémentaire du type de celle d’Erd8s dans [6] — pour le cas 0 < ¢ < 2, voir aussi Babu
[1] et lexercice 259, du a Saffari, de [13], résolu dans [14]. L’arbitre de ce travail a obtenu
par la seconde voie un résultat analogue lorsque 1 < ¢ < 2 qui sera sans doute publié
séparément.

Pour énoncer notre résultat principal, nous introduisons la notation

(1-7) en =ef(N) = > M,
p>N p
1 (p)I<1

de sorte que limy_.oef(N) = 0 sous la condition (1-6). De plus, pour tous w > 2,
p € PP, nous désignons par {g;(p,w; f)}7_, la suite croissante des nombres |f(p) — f(q)|
(¢ < w, ¢ € P) et posons

Sp(zi f) =01, (0, 2% )2 (222).

Notant z; := pad (7 = 0), nous définissons alors

1
o(j, 2) = S i>1,2>2
702) 2 P20p(2j-15 f) U )

zj—1<p<min(z;,z)
o< f(p)I<L

et

(1-8) of(z) == Z 0% (js 2) (z>2).

Nous dirons qu’une fonction arithmétique additive f est admissible si elle vérifie (1-6), si

fip) #0= f(p) # f(q@) (p,a€P,p#q),
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et si ps(z) :=ep(2)os(2)? est bornée. Dans ce cas, nous posons

Ag = limsup us(2)3.
Z2—00
Il est a noter que le Théoreme 1.1 infra pourrait, par la méme technique, étre étendu
au cas ou le nombre des solutions de I"équation f(p) = f(q) avec p, ¢ € P est controlé en
moyenne. Nous n’avons pas inclus une telle généralisation dans ce travail.
Nous obtenons 1’énoncé suivant.

Théoreme 1.1. Il existe une constante absolue K telle que, pour toute fonction
arithmétique additive réelle admissible f, on ait

1—6/\f(p)!}

(19  Qrle) < exp{ —min(LK/Ap) Y .

If(p)|>e

(e — 0+4).

A Vinstar du travail novateur de Diamond et Rhoads [2] que nous généralisons ici, notre
méthode d’approche du Théoreme 1.1 repose sur la théorie des fonctions a oscillation
moyenne bornée.()

L’amélioration de I'inégalité de Kolmogorov—Rogozin contenue dans le Théoreme 1.1
fournit génériquement l’ordre de grandeur exact, ainsi que nous le déduirons de la
minoration suivante.

Théoréme 1.2. Soit f une fonction arithmétique additive vérifiant (1-6). Alors la
fonction de répartition F' de la loi limite de f vérifie

L

e —0),
p ( )

Qre) > (1-2en/e oM} [ (1-1) 3

p<N P7 rmy=o

oit N = N. est tel que ey =¢e5(N) < 3¢ lorsque e — 0.
Remarque. Dans [7], Erd6s et Kétai obtiennent une minoration de 'ordre de grandeur de
Qr () en fonction de la quantité > . f (p)?/p. Ce résultat est de qualité équivalente &
celui du Théoreme 1.2.

Le Théoreme 1.2 s’applique facilement. Le résultat suivant correspond au cas de
décroissance rapide de la suite {f(p)}pep, et recouvre donc le cas classique (1-3).

Corollaire 1.3. Soient ¢ > 0 et f une fonction arithmétique additive réelle vérifiant
[f(0)| < 1/p° (p € P). Alors

Qr(e) 2 %JI/OE@) (e — 04).
Lorsque
(1-10) f(p)=1/p% |f(p) = f(g)| > min(jp —ql,p)/p"""  (p,q €P),
on a de plus
Qr(e) < ﬁ

ou la constante implicite est indépendante de c.
Démonstration. 1l est immédiat que la relation (1-6) est satisfaite. La minoration résulte
donc du Théoréme 1.2 en choisissant ey < 1/N°¢ et donc N, = g~ /eFo(l).

1. Souvent désignées par I’acronyme BMO (Bounded Mean Oscillation), voir [11].
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Sous les hypotheses supplémentaires indiquées, on vérifie sans peine a ’aide de la
majoration classique de Brun-Titchmarsh (cf. par exemple [13], th.1.4.16)

Y

S 1/2

(1-11) m(x+y) —7m(x) K

que 0,(2; f) > (logz)/p° (2 < p < 2%), d’'ott
2 c 2
of(2)° < 2°/(log z)~.

Comme e5(z) < 1/{2°logz}, il s’ensuit que f est admissible et Ay = 0. La majoration
résulte donc du Théoreme 1.1 via un calcul standard. O

Corollaire 1.4. Soient ¢ > 1 une constante assez grande et f une fonction additive telle

quxtlle f(p) < 1/(logp)® (p € P) et |f(p) — f(a)| > Ip — ql/{p(logp)™} (p,q € P, ¢ < p).

(1-12) Qr(e) e/ (e —04).
Démonstration. Grace a (1-11), on obtient

(2 f) > 1/{(p+ zlogp)(log 2)°} (2 <p < 2*/?),

d’ou, par un calcul facile,
o7(2)? < (log2)“.

Comme ¢7(z) = 1/{c(logz)}, on voit que f est admissible et que A\; < ¢ !/3. En
particulier Ay < K des que c est assez grand. On a

1 1. 1 1
> ~=_log—+0(1), ¢ > T><<1.
fy>e P fy>e PTP

La majoration contenue dans (1-12) résulte donc de (1-9). La minoration résulte du choix
N. = exp(e~1/¢) dans le Théoreme 1.2. 0
Remarques. (i) Dans [7], Erdds et Kétai, montrent que

1

) X ————
QrlE) = Iog(ife)
lorsque €£(2) < 1/2° et minacp<q< [f(p) — f(g)] > 1/24 olt A et § sont des constantes
arbitraires. La méthode de majoration du présent travail, tres générale, semble mal
adaptée a ces hypotheses : elle ne fournit dans ce cas qu’une estimation du type
Qr(e) < {log(1/e)} ¢ ou c est une constante positive dépendant de A et 4.

(ii) II est établi dans [7] que I'encadrement
et/ <« Qp(e) < e¥/¢(logy 1/¢)? (0<e<3)

est valide lorsque f est la fonction fortement additive définie par f(p) := 1/(logp)¢ (¢ > 1).
Erdés et Katai émettent I’hypothese que la minoration fournit I’ordre de grandeur exact
pour tout ¢ > 1. Notre Corollaire 1.4 confirme donc cette conjecture dans un cadre général
des que c est assez grand.
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Grace a un emploi canonique de I'inégalité de Berry—Esseen, le Théoreme 1.1 peut étre
employé pour estimer la vitesse de convergence de la fonction de répartition F, vers celle
de la loi limite F'. Nous explicitons le résultat dans un cas particulier représentatif.

Corollaire 1.5. Soient ¢ > 0 et f une fonction arithmétique additive réelle vérifiant
|f(p)| < 1/p® et >0, [f(p")|/p” < oo. Lorsque x tend vers I'infini, on a

|F = Fylloo := Sup |F(2) = Fp(2)| <c Qr(1/T,) +1/log ,
zE

ot I'on a posé T, := x¢1o8s /(10logy x)
En particulier, sous les hypothéses (1-10), nous avons

log,

1-13 F—Filloo K¢ 7——
(1-13) IF = Frlloo e st —

(z > 16).

Le cas des fonctions n — log{¢(n)/n} et n — log{o(n)/n} ou o(n) désigne la somme
des diviseurs de n correspond & ¢ = 1. L’estimation (1-13) coincide alors avec un résultat
d’Elliott — [3], théoréme 5.6.

2. Démonstrations

2-1. Valeurs moyennes de polynomes trigonométriques

Le résultat suivant est une extension facile d’un résultat de Gallagher [8] fournissant
une majoration de la norme quadratique d’un polynéme de Dirichlet et dont une inégalité
bien connue de Montgomery et Vaughan ([10], cor.2) constitue une forme plus précise.
Nous notons e(z) := e?™® (z € R).
Lemme 2.1. Soient N € N*, {\,}_, une suite finie de nombres réels distincts. Pour
1<n<N,1<j <N, onnote {0;(n)}N-}! la suite constituée des nombres |A, — Ap|
(1 < m < N, m # n) réarrangée par ordre croissant, et I'on pose 0,(r) := o.(n)/r
(1 <7 < N). Pour tous {a,})_, € CN, 1 <r < N, T > 0, nous avons

2

(2:1) /i Z ane(A\pt)| dt < Z Ian\2{rT+ 1r },

1<n<N 1<n<N On(r)
ou la constante implicite est absolue.
Démonstration. Pour établir (2-1), nous observons que, posant

A)=T Y an,  SO:= > ane(Mnt),
1<n<N 1<n<N
|I_)‘7L|<1/4T

Alt) = / Alw)e(—tr) dz = S<—t>%'

D’apres la formule de Plancherel, nous pouvons donc écrire

/Z\S(t)|2dt<</R

Posons alors Ni, := > o1y _ji<1lan| (K € Z) et observons que |A(z)| < TN lorsque
|z — k/2T| < 1/4T. 1 suit

sin(rt /2T)

S(=1) wt/2T

2
dt:/|A(1:)|2d1:.
R

/ A(@)2ds < TS NZ
R

keZ
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Notons {)\3‘ 11 < j < Ji} lasuite des A, comptés dans N, réordonnée par ordre croissant,
et posons b; := |a,| si A} = Ap, 67 == T(\7,, — A7) (1 <j < Jp—7r). SiJp <7, nous
avons clairement N? < 2T —k|<1 la,,|?. Dans le cas contraire, nous pouvons écrire,
en vertu de 'inégalité de Cauchy—Schwarz,

b2

N ST Z J+T_ j) Z 5,—'— Z bJQ‘

1< < TR —r 1<i<J, 7 Jr—r<j<Jk
b2

DI -L DD AN |a”|2(T+T5i(r))'

1T —r 7 J—r<j<Jg 2T\, —k|<1

En sommant sur k, nous obtenons bien I'inégalité annoncée. O
2.2. Un résultat d’oscillation moyenne bornée
Etant donnés a et 8 € R, 2 < a < 3, nous posons

Seplt) =St = Y w
a<p<p
0<|f(p)I<1

Le lemme suivant montre que, sous des conditions peu restrictives concernant f, la
fonction S est a oscillation moyenne bornée. La démonstration simplifie et généralise
celle de Diamond et Rhoads [2].

Lemme 2.2. Pour toute fonction arithmétique additive réelle admissible f, on a

/ S(8) — By(S)|dt <

1 1/3
+ sup pr(z /
Viega  a<<p ()
ou Ep(S) désigne la valeur moyenne de S sur I := |a, b].
Démonstration. Nous pouvons supposer sans perte de généralité que « et § sont entiers.
Plagons-nous d’abord dans la circonstance ot b — a < {os(a)/ef(a)}?/3. Tl existe v € T
tel que Er(S) = S(v); la quantité a majorer est donc trivialement

/ S P04y < 40— aese) < ()

a<p<p
If(p)I<1

22
22 ST

b—a

d’ou (2-2).
Considérons ensuite le cas b—a > {o4(3)/e7(8)}?/3. Nous scindons la somme S(t) aux
points z;, et appliquons a chacune des sous-sommes, disons S, la majoration

< —a/ 15t Hdt) <ﬁ/ab\5j(t)—Y!2dt (Y €R)

avec Y := 0.
Employant alors le Lemme 2.1, nous obtenons

/ 1S(t) — By ()] dt

1/2
< > { ) %(Zj‘ﬁ(b—aﬁ:(zj—l?f))}

al/2<z;<p2 \ zj_1<p<z;
0<|f(p)I<1
1 o 1
< + 20 o + g (B,

Viega  Vb—a  Vloga
Cela implique bien (2-2).
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Il reste & traiter le cas ot {of(a)/ef(a)}?/® <b—a < {o;(8)/es(B)}?/3. 1 existe alors
un entier v € [a, 4] tel que

{or(M/erMY? <b—a <{op(y+1)/es(y + 1}/

Notant b
1
H@uB)i= oo [ 150a(®) ~ Er(Sap)ldt,

nous pouvons écrire

J(a, ) < () +J(v, v+ D)+ J(v+1,6)

1
VA —— 4y + )V

1
_l’_
Toaa () PO
Cela complete la démonstration puisque v = a. O

2-3. Preuve du Théoréeme 1.1

Soit
ﬁ(r):H(l—%)Z

v>20

<

v (r € R)

la fonction caractéristique de F'. Pour tous «, 3 tels que 2 < a < 3, nous pouvons écrire

Faol< I (1—%)\1+ew(m(<<eS°*ﬁ(” II (1—%) (T €R).

a<p<p p a<p<p
o< f(p)I<1 o< f(p)I<1
De plus, nous avons classiquement (voir par exemple le lemme I111.2.9 de [13])
1/e
Qr(e) < 6/ |F(7)|dr.
—1/e

Bien entendu, comme |F(r)| < 1, nous pouvons également élever lintégrande & une
puissance positive quelconque n’excédant pas l'unité sans altérer la validité de cette
estimation.

Comme dans [2], nous faisons appel au résultat de [11] selon lequel il existe une constante
absolue b > 0 telle que, si B désigne un majorant quelconque du membre de gauche
de (2-2), on ait, uniformément pour € > 0 et pour le choix [ :=[—1/g,1/¢],

1/
6/ T Das (/B gy MEI(5as)/B]
—1/e

Nous choisissons « suffisamment grand pour que le membre de gauche de (2-2) n’excede
pas B := %b + 4\ et observons que

1/e sin €
|Er(Sap)| == 3¢ / Sap(r)dr|<e Y %
_1/5 Ot<p<ﬁ p p
0<|f(p)I<1
< Z m1n{1,5/|f(p)\}‘
<p< p
a<p<p
0<|f(p)I<1
11 suit, pour ¢ := min(1,b/B),
1/e 1 01
Qr(e) < 5/ F(rlcdr < ] (1 _ _) exp {C 3 min{1,e/[f(p)|} }
—1/e p P
a<p<p a<p<p
0<[f(p)I<1 0<|f(p)|<1

Cela implique le résultat annoncé en faisant tendre [ vers l'infini et en observant que
¢ > min(1, K/Ay) pour le choix K :=b/8. O
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2-4. Preuwve du Théoreme 1.2

Soit
(Vp < N) p¥lln = f(p) =0,
Ay :=XneN": (Vp>N)p|n=7p’tn,
(Vp>N) [f(p)| >1=ptn
Posons

v TL0-5) T G IL0-y) 3 o
£ (2)[>1 h

Lorsque z tend vers I'infini, nous avons

> 1~ Cyz, > 1f ()| < enCna + o(w).

n< n<x
neEAN nEAN

Il s’ensuit que
F(3e) — F(—3e) >dens{n € Ay : |f(n)| < e} > {1 — 2en/e}Cn.

On obtient le résultat indiqué en spécialisant N = N, puisque N, — oo lorsque € — 0.

2-5. Preuve du Corollaire 1.5
Désignons par F' et F, les fonctions caractéristiques respectives de F et F,. L’inégalité
de Berry—Esseen — voir par exemple Elliott [4], lemme 1.47 — s’écrit

IF =Pl < Qr(5) + [P0 =FnlTr (T >0)

La Corollaire 1.5 est donc une conséquence immédiate du lemme suivant, dont la
démonstration est calquée sur celle du cas f(n) = log(n/¢(n)) traité par Elliott [3].

Lemme 2.3. Dans les hypothéses du Corollaire 1.5, nous avons
Fo(r)=1+0(r) (1€R),  F(r)—Fu(1) <. 1/(logz)* (|| < T»).

Démonstration. La premiere estimation découle immédiatement de la majoration

Fir)—1< 23 |fml <7 Y 'f;i:)‘.

n<x pY<x

Pour démontrer la seconde, nous intrloduisons la fonction multiplicative h := p * '/,
de sorte que h(p”) = ™/ P) —TFETT) (p e P, v > 1) et

Fioy- £ = (s~ L[2]) = Lm0 (2).

d>1 d>1

ou (t) désigne la partie fractionnaire du nombre réel ¢. Pour tout ¢ €]0, 1], il vient

(2:3) F(r) - Fu(r) < Zx_ﬁt};l(—fg' <z %exp (Z ZLl(—i)J)

d>1
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Choisissons ¥ := 5(log, z)/logz et posons P, = T '/¢ Lorsque |7| < T, nous pouvons

écrire
Z |h |f
p

p>Py j p>P

<1

1+c oS )

De plus,

h 1
> | 1@9' <2 Y ——5 <2logy P+ O(9(log Py) Py +1) < {2+ o(1)} log, .
p<bs P p<py ¥

En reportant dans (2-3), il suit

~ ~

F(r) — Fy(1) < 27 % (log 2)>T°M) <« 1/(log z)2.
a

Remerciements. Les auteurs expriment leurs chaleureux remerciements a ’arbitre pour
sa relecture attentive et ses conseils judicieux.
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