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SUR QUELQUES MÉTHODES DE RÉGULARISATION DES
INTÉGRALES DIVERGENTES,

APPLICATION À LA RENORMALISATION.

JONOT JEAN LOUIS

Abstract. Le but de cet article est de décrire quelques méthodes de calcul de
régularisation d�intégrales divergentes intervenant dans la théorie de la renor-
malisation en physique. On donne une dé�nition générale et on développe
quelques procédés de régularisation à partir des séries de Dirichlet. Ces méth-
odes de régularisation sont développées en utilisant la régularisation des séries
divergentes. Elles sont basées sur l�existence d�une extension analytique de
certaines séries de Dirichlet. On est amené à décrire des notions nouvelles
d�intégration comme l�intégration de Norlünd, d�Abel, de Cesàro ainsi que les
notions de mesure k-dimensionnelle d�un ensemble mesurable et celle d�extension
analytique de ces mesures.

La renormalisation dimensionnelle est développée à partir des idées de
Meyer sur la construction d�intégrales D-dimensionnelles. D�autres méthodes
sont développées à partir de l�intégration et on donne une généralisation de
la notion de mesure de Hausdor¤. Une question s�impose: "Pourquoi choisir
la régularisation dimensionnelle en physique?" Ce choix devient légitime si on
peut donner un sens physique à cette régularisation. La régularisation dimen-
sionnelle a-t-elle un sens physique?

1. Introduction

En 1972, t�Hooft et Veltman [2] ont développé une méthode de renormalisation
par régularisation dimensionnelle. Elle consiste à faire un prolongement analy-
tique de l�intégrale divergente pour des dimensions espace-temps variant dans C,
la fonction obtenue est méromorphe. On renormalise en retirant le terme qui di-
verge au pôle considéré. Cette méthode de calcul respecte l�unitarité, la causalité
et l�invariance de "jauge". Par ce procédé le quadrivecteur impulsion s�écrit

I (z) =

Z
dzp

p2 �m2
= �i (2�)

z

(4�)
z
2
mz�2�

�
1� z

2

�
,

où � est la fonction d�Euler. On étudie la singularité en z = 4, en posant z = 4� ",
on peut écrire
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 est la constante d�Euler qui est
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Ainsi, I (z) a un pôle simple en z = 4,

I (z) � 2�2m2

4� z i+ ' (z) ,

où ' (z) est �ni dans un voisinage de z = 4. On renormalise en prenant pour
I (4), qui est l�intégrale cherchée, la valeur ' (4). Mathématiquement, cette méth-
ode est intéressante, physiquement on est en droit de se poser la question, que
représente physiquement la quantité divergente 2�2m2

4�z i. On propose de décrire
plusieurs procédés de renormalisation pour l�étude des intégrales divergentes qui,
dans le cas de la régularisation k-dimensionnelle, permet de donner un sens math-
ématique à la régularisation des intégrales divergentes de la formeZ

dx

x2 � a2
et permet de comprendre l�interprétation géométrique de la notion de mesure par
empilement des volumes des k-boules dans un ensemble mesurable.

2. Intégrale régularisable

On se �xe un espace mesuré (
;M; �), on note

F (
;M; �)

l�ensemble des fonctions mesurables à valeurs dans R et on pose

F = F (
;M; �)

�
les classes de fonctions mesurables pour la relation d�équivalence

f � g () � (f! 2 
 : f (!) 6= g (!)g) = 0.
On dé�nit l�opérateur de Lebesgue L sur le sous-espace vectoriel E de F , des

applications intégrables au sens de Lebesgue, par

L
� ef� = Z




fd�, f 2 E .

De�nition 1. Si il existe une extension linéaire de L à un sous-espace vectoriel
R de F contenant E, on dit que la mesure � est régularisable sur R et si cette
extension est unique, on dit que la mesure � est totalement régularisable sur R.

Voici trois exemples de régularisation qui motivent cette dé�nition. Dans ce
qui suit, on note E = fEngn2N une suite croissante, pour l�inclusion, de M pour
laquelle E0 = ; et qui véri�e


 = [1n=1En.
Régularisation de Cesàro

De�nition 2. ef est une classe de Cesàro de F si et seulement si la suite fang
dé�nie par

an =

Z
EnrEn�1

fd�, 8n 2 N�

existe et cette suite est une suite de Cesàro.

On note C le sous-espace vectoriel de F dé�ni par les classes de Cesàro.

Proposition 1. La mesure � est régularisable sur C.
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Proof. Il faut montrer l�inclusion E � C. On utilise le théorème de convergence
dominée de Lebesgue. La suite

sn =

Z
En

fd� !
n!+1

s =

Z



fd�

si f 2 E . La suite de cesàro
�
s1+���+sn

n

	
converge vers s et ef 2 C. �

Régularisation d�Abel
Avec les mêmes notations que précédemment,

De�nition 3. ef est une classe d�Abel de F si et seulement si la suite fang dé�nie
par

an =

Z
EnrEn�1

fd�, 8n 2 N�

existe et cette suite est une suite d�Abel. La suite fang est une suite d�Abel si et
seulement si

lim
x!1

+1X
n=1

anx
n

existe.

On note A le sous-espace vectoriel de F dé�ni par les classes d�Abel.

Proposition 2. La mesure � est régularisable sur A.

Proof. C�est encore le théorème de convergence dominée qui permet de conclure,
en remarquant que le rayon de convergence de

+1X
n=1

anx
n

est supérieur ou égal à 1 si f 2 E . �

��Régularisation

De�nition 4. ef est une �-classe de F si et seulement si la suite fang dé�nie par

an =

Z
EnrEn�1

fd�, 8n 2 N�

existe et cette suite est une �-suite pour une suite E = fEngn2N de M, croissante
pour l�inclusion, pour laquelle E0 = ;. La suite fang est une �-suite si et seulement
si

lim
s!0

+1X
n=1

an
ns

existe.

Proposition 3. La mesure � est régularisable sur Z.
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3. Régularisation d�une mesure �

Soit E = fEngn2N une famille croissante dénombrable d�ensembles mesurables
deM, formant un recouvrement de 
. On pose FE le sous-espace vectoriel formé
des classes ef 2 F telles que

1Enf 2 E , 8n 2 N.

De�nition 5. S�il existe une famille telle que FE = F , on dit que la mesure � est
presque �nie.

On dé�nit la série de terme général

an =

Z
EnrEn�1

fd�, (3.1)

en posant E�1 = ; et soit � une application linéaire d�un sous-espace vectoriel S
des suites réelles à valeurs dans R contenant l�ensemble des suites fangn2N telles
que

P
an converge. L�application � : S ! R est régulière si

�
�
fangn2N

�
=

+1X
n=0

an

quand
P
an est une série convergente, � est stable si

�
�
fan+1gn2N

�
= �

�
fangn2N

�
� a0.

Remark 1. En particulier si fangn2N 2 S alors fan+mgn2N 2 S et

�
�
fan+mgn2N

�
= �

�
fangn2N

�
�
 

mX
k=0

ak

!
.

L�opérateur

LE;� : FE;� ! R, L
� ef� = � (fang) ,

est une extension de l�opérateur de Lebesgue L à

FE;� =
n ef 2 FE : fang 2 So

où an est dé�nie en 3.1.

Theorem 1. Avec ces hypothèses, on a

E � FE;�

et la mesure � est régularisable sur FE;�. Si � est presque �nie alors � est régular-
isable sur F .

Notation 1. La régularisation ainsi dé�nie est notée

R (E; �; �) .
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4. Régularisation des fonctions mesurables positives

Dans ce qui suit, on propose di¤érents types de régularisation des intégrales diver-
gentes, sur un sous-ensemble mesurable de mesure �nie, d�une fonction mesurable
positive f sur 
. Si f est une fonction mesurable positive, la suite d�ensembles
mesurables fEngn2N est dé�nie par

En = f! 2 
 : f (!) 6 ng ,
pour un sous-ensemble mesurable E et une suite p = fpngn2N de nombres positifs
telle que

lim
m!+1

pm
pm + pm�1 + � � �+ p0

= 0.

On poseZ
E

fdp� = lim
m!+1

pm
R
E\E0 fd�+ pm�1

R
E\E1 fd�+ � � �+ p0

R
E\Em fd�

pm + pm�1 + � � �+ p0
si � (E) < +1 où

R
E\Ej fd� est l�intégrale de Lebesgue de f sur E\Ej . L�intégrale

ainsi dé�nie est l�intégrale de Nörlund de f , sur E, associée à la suite p = fpngn2N.

Theorem 2. L�intégrale de Nörlund est une régularisation de l�intégrale de Lebesgue
de la fonction mesurable positive f .

Proof. On aZ
E

(f + g) dp� =

Z
E

fdp�+

Z
E

gdp� et
Z
E

�fdp� = �

Z
E

fdp�

pour f et g mesurables positives. La linéarité s�étend à toutes les fonctions mesurables.
Si
R
E
fd� < +1 alors

R
E
fpd� < +1 etZ

E

fd� =

Z
E

fpd�

donne la régularité de l�intégration de Nörlund. �

Remark 2. Si

pn = p(k)n =

�
n+ k � 1
k � 1

�
on dé�nit l�intégrale de Cesàro d�ordre k.

Avec les mêmes notations et l�hypothèse � (E) < +1, on pose

an =

Z
(EnrEn�1)\E

fd� pour n > 1

et on dé�nit la série entière

Sf (x) =
1X
n=1

anx
n,

la somme d�Abel d�une fonction f mesurable positive sur E estZ
E

fda� = lim
x!1�

Sf (x) 6 +1.

Theorem 3. La somme d�Abel est une régularisation de l�intégrale de Lebesgue de
la fonction mesurable positive f .
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On peut généraliser ce procédé de sommation d�Abel. Si la suite � = f�ng dé�nie
par

�n =

Z
En\E

fd�, (4.1)

est strictement croissante et
lim

n!+1
�n = +1.

Avec les notations précédentes, la somme généralisée d�Abel
R
E
fd�� est le pro-

longement analytique en 0, si il existe, de

A (x) =
+1X
n=1

an exp (��nx) .

Remark 3. Pour

f (x) =
1

x
et �n = n,

A n�a pas de prolongement analytique en 0. Donc,
R 1
0
dx
x n�est pas régularisable par

le procédé de sommation généralisé d�Abel associé à la suite fngn2N. En e¤et,

�n =

Z 1

1
n

dx

x
= log (n) , n > 1

et

a0 = a1 = 0, an =
Z 1

n�1

1
n

dx

x
= � log

�
1� 1

n

�
, n > 2.

La série d�Abel véri�e formellement

A (x) =
+1X
n=2

� log
�
1� 1

n

�
nx

= �
+1X
n=2

+1X
k=1

1

knx+k

= �
+1X
k=1

� (x+ k)� 1
k

= �
+1X
k=2

� (x+ k)� 1
k

� (� (x+ 1)� 1) ,

A (x) n�admet pas de prolongement analytique en 0 car

lim
x!0

+1X
k=2

� (x+ k)� 1
k

= �1 + 


et � (x+ 1) n�admet pas de prolongement analytique en 0.
Tous les procédés de régularisation précédents font intervenir une suite croissante

de sous-ensembles mesurables. On veut que ces ensembles soient dé�nis à partir
de la fonctions à intégrer, les régularisations de type Dirichlet répondent à cette
approche.

5. Régularisation de Dirichlet

De�nition 6. Une fonction mesurable positive f a une régularisation de Dirichlet
d�ordre � sur un ensemble mesurable E si la série de Dirichlet

D�f (z) =
+1X
n=1

�n exp (��nz)
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a un prolongement analytique A en 0, l�intégrale renormalisée est A où

�n =

Z
E\f�n6f<�n+1g

fd�, n > 0

la suite � = f�ngn2N� est une suite strictement croissante de réels positifs tels que
�1 = 0 et

lim
n!+1

�n = +1.

On dé�nit les deux fonctions de Dirichlet associées à D�f ,

A (x) =
X
n6x

�n =

Z
E\ff<�E(x)+1g

fd� et A� (x) =
X
�n6x

�n =

Z
E\ff<�[x]�+1g

fd�,

où E (x) est la partie entière de x et [x]� = sup fn : �n 6 xg. Si on note �c l�abscisse
de convergence, �a l�abscisse de convergence absolue, �h l�abscisse d�holomorphie
de D�f , d�après le théorème de Landau si �c 2 R, on a �c = �a = �h car la série
est à termes positifs. Soit

L = lim sup
n!+1

log (A (n))
�n

,

pour
R
E
fd� = +1, L > 0. Si L > 0 alors �c = L, si L = 0 alors �c 6 0 et pour

Re (z) > sup f0; �cg, D�f est donnée par

D�f (z) = z

Z +1

0

A� (x) exp (�zx) dx = zL (A�) (z)

où L (A�) désigne la transformée de Laplace de la fonction causale A�. Si � (E) <
+1 alors A (n) est majoré par

A (n) =
Z
E\ff<�n+1g

fd� 6 �n+1� (E) ,

log (A (n))
�n

6 log (�n+1)

�n
+
log (� (E))

�n
et

L 6 lim sup
n!+1

log (�n+1)

�n
.

En particulier, si

lim sup
n!+1

�n+1
�n

< +1 (5.1)

alors L = 0 et �c 6 0. Sous l�hypothèse 5.1, si �c 2 R alors �c est un point singulier
de D�f , il n�y a pas d�extension analytique de D�f en 0 si �c = 0. Si �c < 0,
D�f (z) est holomorphe sur Re (z) > �c, l�extension analytique en 0 est D�f (0).
Dans le cas général, pour L > 0, D�f admet une extension analytique en 0 sous
certaines hypothèses. Soit

D�F (z) =
+1X
n=1

�n exp (��nz) , �n = exp (�n) ,

cette série de Dirichlet converge pour Re (z) > 0 si �c < +1, le théorème de
Hardy-Fekete [1], a¢ rme que si D�F (z) admet une extension méromorphe en 0
alors D�f (z) se prolonge en une fonction méromorphe sur tout le plan complexe,
dont les pôles éventuels sont des pôles simples situés en 1, 2,� � � , q où q est l�ordre
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du pôle 0 de D�F . En particulier, D�f admet une extension analytique en 0 qui
permet de dé�nir la régularisation de Dirichet d�ordre � de l�intégrale divergenteR
E
fd� pour une fonction f mesurable positive.

Remark 4. Soit

D� = lim sup
n!+1

n

�n
et G� = lim inf

n!+1
(�n+1 � �n)

alors D� = 0, G� > 0 et �c 2 R, tous les points de la droite Re (z) = �c sont
singuliers, en particulier si �c > 0, D�f n�a pas d�extension analytique en 0. Pour
D� 2 R,�c 2 R et G� > 0, tout segment de longueur 2�

G� de la droite Re (z) = �c
contient un point singulier.

Proposition 4. Si � est une sous-suite de �, on a

sup f0; �c (�)g > sup f0; �c (�)g .

Proof. Soient � et � deux suites strictement croissantes de réels positifs telles que
�1 = �1 = 0 avec

lim
n!+1

�n = lim
n!+1

�n = +1,

si � est une sous-suite de �, il existe une application � : N� ! N� strictement
croissante telle que � (1) = 1, �n = ��(n) avec n 6 � (n) pour tout n 2 N. Soit

�n =

Z
E\f�n6f<�n+1g

fd� et �n =
Z
E\f�n6f<�n+1g

fd�, n > 0

alors

�n =

Z
E\f��(n)6f<��(n+1)g

fd�

=

�(n+1)��(n)�1X
k=0

Z
E\f��(n)+k6f<��(n)+k+1g

fd�

=

�(n+1)��(n)�1X
k=0

��(n)+k,

les séries sont à termes positifs, donc �c (�) = �a (�) et �c (�) = �a (�), on a pour
Re (z) > 0

�n exp (��nRe (z)) =
�(n+1)��(n)�1X

k=0

��(n)+k exp
�
���(n)Re (z)

�
>

�(n+1)��(n)�1X
k=0

��(n)+k exp
�
���(n)+k Re (z)

�
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et sup f0; �c (�)g > sup f0; �c (�)g car pour Re (z) > sup f0; �c (�)g
+1X
n=1

�n exp (��nRe (z))

=
+1X
n=1

�(n+1)��(n)�1X
k=0

��(n)+k exp
�
���(n)+k Re (z)

�
6

+1X
n=1

�n exp (��nRe (z)) < +1.

�

Remark 5. Si on pose � = sup f0; inf f�c (�)gg où � = f�ngn2N� parcourt l�ensemble
des suites strictement croissantes de réels positifs tels que �1 = 0 et

lim
n!+1

�n = +1,

pour tout " > 0, il existe une suite � pour laquelle D�f (z) =
P+1

n=1 �n exp (��nz)
converge pour Re (z) > �",

�" = � + ".

6. Régularisation des séries entières

De�nition 7. Si f (z) =
P+1

n=0 �nz
n est une série entière de rayon de convergence

1, on pose

bf (z) = +1X
n=1

�n�1
nz+1

la série de Dirichlet associée à f . L�intégrale
R 1
0
f (x) dx est régularisable si et

seulement si bf (z) a un prolongement analytique L en 0 et sa régularisation est L.
La motivation de cette dé�nition est donnée par l�approche formelle suivante, si

les symboles
R
,
P
et les symboles

P
, lim sont permutables alorsZ 1

0

f (x) dx =

Z 1

0

 
+1X
n=0

�nx
n

!
dx =

+1X
n=0

�n
n+ 1

=
+1X
n=1

�n�1
n

= lim
z!0

+1X
n=1

�n�1
nz+1

,

on retombe sur les calculs d�intégration classique. Par exemple, soit f2 (x) = 1
x2 ,

x > 0, l�intégrale
R 1
0
dx
x2 donne par changement de variable

R 1
0

dx
(1�x)2 ,

1
(1�x)2 a pour

développement en série entière 1
(1�x)2 = �

P1
n=0 (n+ 1)x

n et

bf2 (z) = � +1X
n=1

1

nz
= �� (z)
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est prolongeable en 0 et vaut �� (0) = 1
2 . Un autre exemple, l�intégrale

R 1
0
dx
x3 s�écritR 1

0
dx

(1�x)3 et on a

1

(1� x)3
=

+1X
n=2

n (n� 1)xn�2 =
+1X
n=0

(n+ 2) (n+ 1)xn

et �n�1 = (n+ 1)n,

bf3 (z) = +1X
n=1

n+ 1

nz
= � (z � 1) + � (z)

On a bf3 (0) = � (�1)+� (0) = � 1
12�

1
2 = �

7
12 , la régularisation de

R 1
0
dx
x3 est �

7
12 .

De manière générale, pour � > 1, l�intégrale
R 1
0
dx
x� est régularisable si

R 1
0

dx
(1�x)� est

régularisable par développement en série, on a

bf� (z) = 1 + +1X
n=2

� (�+ 1) � � � (�+ n� 2)
n!nz

,

qui a pour prolongement analytique, si il existe

bf� (0) = 1 + +1X
n=2

� (�+ 1) � � � (�+ n� 2)
n!

,

remarquons que dans le cas � = 1, on ne peut pas régulariser par une série carbf1 (z) = � (z + 1)

n�a pas de prolongement analytique en 0, pour cette intégrale il faut dé�nir d�autres
procédés de régularisation.

7. La �-régularisation

On rappelle que la régularisation d�une mesure � est une extension R = (ER;LR)
de (E ;L) où E est formé des classes de fonctions mesurables ef qui sont �-intégrables
au sens de Lebesgue, L

� ef� = R


fd�, ER est un sous-espace vectoriel de F con-

tenant E et LR est une forme linéaire sur ER pour laquelle LR jE= L. On dit que
deux régularisations R1 et R2 sont compatibles si et seulement si

LR1
jER1\ER2= LR2

jER1\ER2 ,
et R1 4 R2 si ER1

� ER2
, R1 et R2 compatibles. La régularisation R est maximale

si la condition
R 4 R0 =) R = R0,

le but de la régularisation d�une mesure � est de décrire toutes les régularisations
maximales pour cette mesure. On se restreint à R muni de la mesure de Lebesgue
et on identi�e les classes ef à leurs représentants f . Dans ce qui suit, on veut
construire une renormalisation de la mesure de Lebesgue qui permet de régulariser
les intégrales du type Z 1

0

dx

x�
, � > 1.

On dé�nit un procédé de régularisation dit �-régularisation qui n�est pas com-
patible avec le procédé de régularisation des séries entières. Cette �-régularisation
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a la propriété de régulariser l�intégrale divergente d�une fonction mesurable posi-
tive par un nombre positif contrairement au procédé de régularisation par séries
entières.

De�nition 8. Soit � > 1, une suite f�ng est une �-suite si et seulement si

�0 = 0, 8n > 1 �n > 0 et
�n
�n�1

= 1 +
1

n
1
�

.

Lemma 1. Une �-suite est strictement croissante et lim
n!+1

�n = +1.

De�nition 9. La �-régularisation d�une fonction positive mesurable f est le pro-
longement analytique en 0 de la série de Dirichlet

bf (z) = +1X
n=1

�n
nz
,

où

�n =

Z
I\f�n�16f<�ng

fdx,

f�ng est une �-suite �xée et I est un intervalle borné.

Cette dé�nition est motivée par la régularisation de
R 1
0
dx
x . Les coe¢ cients �n

s�écrivent

�n =

Z �n

�n�1

dx

x
= log

�
�n
�n�1

�

= log

�
1 +

1

n
1
�

�
=

+1X
k=1

(�1)k+1

kn
k
�

, 8n > 1.

La série de Dirichlet associée à f (x) = 1
x est pour Re (z) > 1

bf (z) = +1X
n=0

�n
nz

=
+1X
k=1

(�1)k+1

k

 1X
n=1

1

nz+
k
�

!

=
+1X
k=1

(�1)k+1 �
�
z + k

�

�
k

,

si � =2 N� cette fonction admet un prolongement analytique en 0, ce prolongement
est

bf (0) = +1X
k=1

(�1)k+1 �
�
k
�

�
k

qui est une série alternée qui véri�e les critères de convergence des séries alternées.

Pour k > �, la suite
�
�( k� )
k

�
k>�

est une suite décroissante avec

0 6 lim
k!+1

�
�
k
�

�
k

6 lim
k!+1

1

k � � = 0.
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Theorem 4. La �-régularisation de
R 1
0
dx
x , pour � =2 N�, est

+1X
k=1

(�1)k+1 �
�
k
�

�
k

.

On peut régulariser
R a
0

dx
x2�a2 qui peut s�écrire en utilisant la linéarité de la

régularisation

� 1

2a

Z a

0

dx

x� a �
1

2a

Z a

0

dx

x+ a
,

1

2a

Z a

0

dx

a� x =
1

2a

Z 1

0

dx

x

qui a pour �-régularisation

1

2a

+1X
k=1

(�1)k+1 �
�
k
�

�
k

et la �-régularisation de
R a
0

dx
x2�a2 est

1

2a

0@+1X
k=1

(�1)k+1 �
�
k
�

�
k

� log (a)

1A .
8. Zêta-régularisation

De�nition 10. Soit f une fonction mesurable positive, � une mesure sur 
. On
note Sf , l�ensemble des suites strictement croissantes telles que lim

n!+1
�n = +1,

�1 = 0 et pour lesquelles la série de Dirichlet

bf� (z) = 1X
n=1

�n
nz

admet un prolongement analytique en 0 positif, la suite f�ngn2N� est dé�nie par

�n =

Z



1f�n6f<�n+1gfd�.

La fonction f est zêta-régularisable pour � si et seulement si Sf 6= ;, la régular-
isation est donnée Z




fdZ� = inf

�Z



fd�� : � 2 Sf
�

où
R


fd�� est la valeur du prolongement analytique de bf� en 0.

On rappelle que

�n� (E) 6 �n 6 �n+1� (E)

si � (E) < +1

L = lim sup
n!+1

log (A (n))
log (n)

6 lim sup
n!+1

log (�n+1)

log (n)
,
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L > 0 alors �c = L, L = 0 alors �c 6 0 et pour z tel que x = Re (z) > max f0; �cg,bf� (z) s�écrit
bf� (x) = x

Z +1

1

1

t1+x

 Z
E\ff<�E(t)+1g

fd�

!
dt

= x

Z
E�[1;+1[

1ff<�E(t)+1gf
t1+x

d�dt

= x

Z
E

 Z +1

1

1ff<�E(t)+1gf
t1+x

!
dtd�,

par le théorème de Fubini appliqué aux fonctions mesurables positives, on a

bf� (x) 6 x� (E)
+1X
k=1

�k+1

Z k+1

k

1

t1+x
dt

= � (E)

+1X
k=1

�k+1

�
1

kx
� 1

(k + 1)
x

�
.

Pour x > max f1; �cg

bf� (x) 6 � (E)
+1X
k=1

�k+1 � �k
kx

,

en particulier, pour la suite � = f�kg dont les termes sont les sommes partielles de
la fonction � en p,

�1 = 0 et pour k > 1, �k+1 =
kX

m=1

1

m�
avec � 6 1 (8.1)

on a bf� (x) 6 � (E) � (x+ �) .
La fonction �� dé�nie par

�� (z) = � (z + �)

a pour abscisse de convergence c�� = 1� � et dans l�hypothèse 8.1, on abf�� (x) 6 � (E) � (x+ �)

pour tout � 6 1 et x > max f1; �cg.
Theorem 5. La zêta-régularisation est une régularisation de la mesure �.

Proof. Si f > 0 et f est une fonction Lebesgue intégrable pour la mesure � alors
pour toute suite f�ng 2 Sf , la série de terme général positif �n =

R


1f�n6f<�n+1gfd�

est convergente, de somme
R


fd� par le théorème de convergence monotone de

Lebesgue. La série de Dirichlet bf� (z) = P1
n=1

�n
nz a un prolongement analytique

en 0 qui a pour valeur
R


fd� < +1 etZ




fdZ� =

Z



fd�.

On véri�e la linéaritéZ



fdZ�+

Z



gdZ� =

Z



(f + g) dZ� (8.2)
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pour f , g mesurables positives telles que Sf 6= ; et Sg 6= ;. Si � 2 Sf et � 2 Sg
alors la suite �, dé�nie par les éléments de �[� véri�ant �n < �n+1 pour lesquels il
n�existe aucun élément � 2 Sf [ Sg véri�ant �n < � < �n+1, est une suite de Sf+g.
Pour tout " > 0, il existe � 2 Sf , � 2 Sg et 
 2 Sf+g telles queZ




fdZ� 6
Z



fd�� 6
Z



fdZ�+ ",
Z



gdZ� 6
Z



gd�� 6
Z



gdZ�+ ",Z



(f + g) dZ� 6
Z



(f + g) d�� 6
Z



(f + g) dZ�+ "

et Z



(f + g) dZ� 6
Z



fdZ�+

Z



gdZ� 6
Z



(f + g) dZ�+ ".

Soit 
 la suite formée par les éléments de �[ � [� muni de l�ordre induit par R,

n < 
n+1 si il n�existe aucun élément � 2 � [ � [ � tel que 
n < � < 
n+1. Pour
cette suite on a Z




fdZ� 6
Z



fd
� 6
Z



fdZ�+ "Z



gdZ� 6
Z



gd
� 6
Z



gdZ�+ "

et Z



(f + g) dZ� 6
Z



(f + g) d
� 6
Z



(f + g) dZ�+ ".

La suite � est une sous-suite de 
, �n = 
�(n) pour une fonction � croissante
pour laquelle n 6 � (n), pour tout n > 1

�n =

�(n+1)��(n)�1X
k=0

Z



1f
'(n)+k6f<
'(n)+k+1gfd�

=

'(n+1)�'(n)�1X
k=0

�
'(n)+k+1 =

'(n+1)�'(n)X
k=1

�
'(n)+k ,

�n
nx

>
'(n+1)�'(n)X

k=1

�
'(n)+k

(' (n) + k)
x , 8x > 1.

On en déduit l�inégalité

+1X
n=1

�n
nx

>
+1X
n=1

'(n+1)�'(n)X
k=1

�
'(n)+k
(' (n) + k)

x =
+1X
n=1

�n
nx

car les termes sont positifs et Z



fd�� >
Z



fd
�,

pour g l�inégalité est encore véri�éeZ



fd�� >
Z



fd
� et
Z



g�d�� >
Z



gd
�. (8.3)

De Z



(f + g) d
� =

Z



fd
�+

Z



gd
�,
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et en utilisant les inéquations 8.3, on a

�2" 6
Z



fdZ�+

Z



gdZ��
Z



(f + g) dZ� 6 "

pour tout " > 0, l�équation 8.2 est véri�ée. Pour f mesurable à valeurs dans
R, f est zêta-renormalisable si f+ et f� sont zêta-renormalisables et

R


fdZ� =R



f+dZ��

R


f�dZ�. L�espace de toutes les fonctions zêta-renormalisables forme

un sous-espace EZ contenant E et la forme linéaire

LZ (f) =
Z



fdZ�

est une extension de l�intégrale de Lebesgue L (f) =
R


fd� pour f 2 E . �

Corollary 1. L�intégrale
R 1
0
dx
x est zêta-régularisable etZ 1

0

dZx

x
6 log (2)

2
.

On s�intéresse à la zêta-régularisation des intégrales
R 1
0
dx
x� pour � > 1. Si

f� (x) =
1
x� , x > 0 alors Sf contient la suite � dé�nie par �n = n�,

�n =
�n��1

�� 1

 �
1 +

1

n

���1
� 1
!

si � 2 Nr f0; 1g alors

�n =
�n��1

�� 1

k=��1X
k=1

(�� 1) (�� 2) � � � (�� k)
k!nk

et pour z 2 R

bf� (z) = 1X
n=1

�n
nz

=
�

�� 1

+1X
n=1

k=��1X
k=1

(�� 1) (�� 2) � � � (�� k)
k!nz+k��+1

=
�

�� 1

k=��1X
k=1

(�� 1) (�� 2) � � � (�� k)
k!

� (z + k � �+ 1)

qui a un prolongement analytique en 0 qui est

bf� (0) = �

�� 1

k=��1X
k=1

(�� 1) (�� 2) � � � (�� k)
k!

� (k � �+ 1)

car k � �+ 1 6 0. Si � =2 Nr f0; 1g et � > 1, pour z 2 R

bf� (z) = 1X
n=1

�n
nz

=
�

�� 1

+1X
n=1

+1X
k=1

(�� 1) (�� 2) � � � (�� k)
k!nz+k��+1

=
�

�� 1

+1X
k=1

(�� 1) (�� 2) � � � (�� k)
k!

� (z + k � �+ 1)

qui a pour prolongement analytique en 0

bf� (0) = �

�� 1

+1X
k=1

(�� 1) (�� 2) � � � (�� k)
k!

� (k � �+ 1) ,
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toutes les intégrales
R 1
0
dx
x� sont zêta-régularisables pour � > 1.

9. Régularisation géométrique d�une mesure �

Pour un entier k > 1, le volume de la boule de rayon r, de dimension k est

Vr (k) =
�
k
2 rk

�
�
k
2 + 1

� ,
on note,

Vr (z) =
�
z
2 rz

�
�
z
2 + 1

�
l�extension analytique associée à la suite fVr (k)g. Soit E un ensemble mesurable
de 
, de mesure �nie � (E), on pose

�1 (k) = E

�
� (E)

V1 (k)

�
,

où E (x) désigne la partie entière de x et

�2 (k) = E

 
� (E)� �1 (k)V1 (k)

V 1
2
(k)

!
,

par récurrence

�n (k) = E

 
� (E)� �1 (k)V1 (k)� �2 (k)V 1

2
(k)� � � � � �n�1 (k)V 1

n�1
(k)

V 1
n
(k)

!
.

La série
P+1

n=1 �n (k)V 1
n
(k), est une série convergente qui converge vers � (E),

0 6 � (E)�
NX
n=1

�n (k)V 1
n
(k) < V 1

N
(k) ,

cette série a une représentation analytique

�z+ (E) =

+1X
n=1

�n (k)V 1
n
(z) =

�
z
2

�
�
z
2 + 1

� +1X
n=1

�n (k)

nz
(9.1)

où
P+1

n=1
�n(k)
nz est la série de Dirichlet de coe¢ cients f�n (k)gn2N� .

Remark 6. Dans l�extension analytique 9.1, on n�étend pas analytiquement les
coe¢ cients �n (k), on peut donner une extension de �n (k) de la forme

�n (z) =
+1X
k=1

�n (k)
� (2 (k � z)) � (2 (z � k))

� (0)
2 ,

où � est l�extension analytique de la fonction zêta sur Cr f1g, l�extension 9.1 peut
s�écrire

�z+ (E) =
�
z
2

�
�
z
2 + 1

� +1X
n=1

�n (z)

nz
,

la série
P+1

n=1
�n(z)
nz n�est plus une série de Dirichlet et l�extension �n (z) n�est pas

unique.
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On a

0 6
� (E)�

PN
n=1 �n (k)V 1

n
(k)

V 1
N+1

(k)
<

V 1
N
(k)

V 1
N+1

(k)
=

�
1 +

1

N

�k
,

en particulier, �N 6 E
��
1 + 1

N

�k�
et pour N > 1

�1+ kp2
alors �N (k) = 0 ou

�N (k) = 1. On peut ainsi décomposer la série de Dirichlet �z+ (E) en deux parties

�z+ (E) =

E

�
1

�1+ kp2

�X
n=1

�n (k)V 1
n
(z) +

+1X
n=E

�
1

�1+ kp2

�
+1

�k;n (k)V 1
n
(z) ,

le premier terme de la somme est la partie principale, le second est la partie résidu-
elle. Pour tout x > 1,

+1X
n=E

�
1

�1+ kp2

�
+1

�n (k)V 1
n
(x) 6 � (x)

l�abscisse de convergence �c de �z+ (E) véri�e �c 6 1.

Remark 7. Les coe¢ cients �n (k) dépendent de � (E) et des k-boules, on dit que
�z+ (E) est une extension analytique géométrique de dimension k de � (E).

De�nition 11. Soit s =
Pm

i=1 �i1Ei une fonction étagée, l�intégrale géométrique
de dimension k sur E est dé�nie parZ

E

sdz� =

mX
i=1

�i�
z
+ (E \ Ei) .

Remark 8. Cette dé�nition nous fait perdre le caractère linéaire de la régularisa-
tion, on est amené à dé�nir la régularisation de l�intégrale d�une fonction mesurable
par une autre approche que le passage à la limite des intégrales des fonctions étagées.

On veut dé�nirZ
E

fdz� pour � (E) < +1, f > 0 et mesurable,

on remarque que
R
E
fd� = �
 � (Ef ) où
Ef = f(!; x) : ! 2 
, 0 6 x 6 f (!)g

et � 
 � est la mesure produit de � et de la mesure de Lebesgue sur R. PourR
E
fd� < +1, on pose Z

E

fdz� = (�
 �)z+ (Ef )

et pour
R
E
fd� = +1, si

Ef;n = f(!; x) : ! 2 
, 0 6 x 6 inf ff (!) ; ngg ,
alors � (Ef;n) < +1 et Z

E

fdz� = lim
n!+1

(�
 �)z+ (Ef;n) .
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La série de Dirichlet (�
 �)z+ (Ef;n) converge en z = k, son indice de convergence
�c 6 k et les coe¢ cients de cette série f�ngn2N� pour lesquels

(�
 �)z+ (Ef;n) =
+1X
m=1

�m;n
mz

sont des entiers positifs ou nuls. On peut permuter le signe lim et
P
pour x > k

dans

lim
n!+1

+1X
m=1

�m;n
mx

=
+1X
m=1

lim
n!+1

�m;n

mx
=

+1X
m=1

�m
mx

6 +1,

si la série de Dirichlet
P+1

m=1
�m
mz a pour indice de convergence �c = k alors si k est

un pôle d�ordre p > 1, on dé�nit la régularisée k-dimensionnelle

R
�Z

E

fd�

�
= � (k)

où
+1X
m=1

�m
mz

=
Ap

(z � k)p +
Ap�1

(z � k)p�1
+ � � �+ A1

z � k + � (z) .

Cette dé�nition dépend du choix de fEf;ng, peut-on dé�nir une notion de régu-
larisation intrinsèque? De 9.1, on dé�nit la série de Dirichlet alternée

�z� (E) =
+1X
n=1

�nV 1
n
(z) =

�
z
2

�
�
z
2 + 1

� +1X
n=1

(�1)n �n
nz

,

alors si E � F on a pour tous les x > �, �x� (E) 6 �x� (F ) où � est le plus grand
des indices de convergence de �z (E) et �z (F ). Si f�ng est une suite strictement
croissante telle que �0 = 0 et lim

n!+1
�n = +1,

Ef;�n = f(!; x) : ! 2 
, 0 6 x 6 inf ff (!) ; �ngg
et

Ef;E(�n) � Ef;�n � Ef;E(�n)+1,

�x�
�
Ef;E(�n)

�
6 �x� (Ef;�n) 6 �x�

�
Ef;E(�n)+1

�
.

On en déduit que la série de Dirichlet alternée est indépendante du choix de la
suite f�ng, elle ne dépend que de la suite �z� (Ef;n). Dans le domaine de convergence
on a

�z+ (E) = �z
�
E+
�
+ �z

�
E�
�
et �z� (E) = �z

�
E+
�
� �z

�
E�
�

où

�z
�
E+
�
=

�
z
2

�
�
z
2 + 1

� +1X
n=1

�2n
(2n)

z et �
z
�
E�
�
=

�
z
2

�
�
z
2 + 1

� +1X
n=1

�2n+1
(2n+ 1)

z .

Les espaces E+ et E� sont des espaces mesurables �ctifs qui ne sont dé�nis que
par leur mesure k-dimensionnelle. Pour ces espaces on a

�z
�
E+
�
= �z+

�
E+
�
, �z�

�
E+
�
= 0 et �z

�
E�
�
= �z�

�
E�
�
, �z+

�
E�
�
= 0

et si E � F , pour x > �

�x
�
E+
�
6 �x

�
F+
�
, �x

�
F�
�
6 �x

�
E�
�
.
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En particulier,

lim
n!+1

�x
�
E+f;�n

�
= lim

n!+1
�x
�
E+f;n

�
, lim
n!+1

�x
�
E�f;�n

�
= lim

n!+1
�x
�
E�f;n

�
et

lim
n!+1

�x+ (Ef;�n) = lim
n!+1

�x+ (Ef;n) ,

la régularisée R
R
E
fd� est indépendante du choix de la suite f�ng.

On peut généraliser ce procédé en prenant un volume k-dimensionnel de la forme
V (r; k), d�une forme géométrique donnée, tel que

lim
r!0+

V (r; k) = 0,

il existe une extension analytique V (r; z), r > 0, telle que
V (r; k) = V (r; k) , 8k 2 N�.

Comme précédemment, on peut dé�nir la série

�z+ (E) =
+1X
n=1

�n (k)V
�
1

n
; z

�
,

en particulier si V (r; z) = rz, la série s�écrit simplement

�zk;+ (E) =

+1X
n=1

�n (k)

nz

qui est la série de Dirichlet dont la forme géométrique est le cube de dimension k,
de côté r, et les coe¢ cients �n (k) véri�ent encore, pour n > 1

�1+ kp2
, �n (k) = 0 ou

�n (k) = 1.

10. Régularisation dimensionnelle

La régularisation dimensionnelle est la donnée d�une application linéaire L�
L� :M
 ! A

de l�ensemble des fonctions mesurables M
 dans l�ensemble des fonctions analy-
tiques A telle que si f est une fonction mesurable positive

L� (f) (0) =
Z



fd� 6 +1. (10.1)

Remark 9. On peut imposer à L� la conservation des règles d�intégration comme
le théorème de Fubini-Tonelli pour les fonctions mesurables positives

L�1
�2
���
�n = L�1 
 L�2 
 � � � 
 L�n
et le théorème de changement de variable, si � est une fonction mesurable

� : 
! �, L�#� = L� � T� (10.2)

où T� (f) = f � �, �#� est la mesure image de � par � et f > 0 [8]. Si dim
 = n,
l�équation 10.1, s�écrit

L� (f) (n) =
Z



fd�

par translation, on se ramène en 0.

Notation 2. L� (f) (z) =
R


fdz�.
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De�nition 12. Si 0 est un pôle d�ordre n, la régularisée de
R


fd� est ' (0), où

L� (f) (z) =
An
zn

+
An�1
zn�1

+ � � �+ A1
z
+ ' (z) .

Pour 
 = Rn muni de la mesure de Lebesgue �, on peut dé�nir pour une boule
Br de rayon r,

L� (1Br
) (z) =

�
z+n
2 rz+n

�
�
z+n
2 + 1

�
en utilisant le changement de variable 10.2. La régularisation dimensionnelle se
ramène à une application

L :M
 � C! C,
telle que pour tout f 2M
 l�application z ! L (f; z) est méromorphe sur un ouvert
contenant 0 et l�application f ! L (f; z) est une forme linéaire de M
. Dans ce
qui suitM
 est l�ensemble des fonctions boréliennes et 
 est un espace d�Hausdor¤
localement compact.

De�nition 13. La forme linéaire L :M
 ! R est continue si

lim
n!+1

fn (!) = f (!) pour tout ! 2 
 alors limL
n!+1

(fn) = L (f) ,

où fn, f 2M
.

Theorem 6. Si f ! ReL (f; z) et f ! ImL (f; z) sont des formes linéaires posi-
tives, continues surM
 et pour tout z = x+ iy 2 U r f0g,

@ ReL (f; x+ iy)
@x

=
@ ImL (f; x+ iy)

@y

et
@ ReL (f; x+ iy)

@y
= �@ ImL (f; x+ iy)

@x
(10.3)

alors L est une régularisation dimensionnelle.

Proof. La preuve s�appuie sur le théorème de représentation de Riesz-Markov-
Kakutani [7] appliqué aux fonctionnelles linéaires positives f ! ReL (f; z) et
f ! ImL (f; z). On construit pour chaque z des mesures de Borel régulières telles
que

ReL (f; z) =
Z



fdz� et ImL (f; z) =
Z



fdz�

pour toute fonction f continue à support compact. La mesure complexe associée
est dé�nie par

L (f; z) =
Z



fdz�+ i

Z



fdz� =

Z



fdz�, f 2 Cc (
) . (10.4)

A l�aide de la continuité de ReL et ImL , pour chaque z le théorème de Lusin
appliqué aux fonctions boréliennes de support de mesure �nie, permet d�étendre
l�équation 10.4 à ces fonctions. Le théorème de convergence croissante de Lebesgue
permet d�étendre 10.4 aux fonctions boréliennes positives car 
 est un espace
d�Hausdor¤ localement compact et pour chaque z la mesure est régulière. Pour
toute fonction borélienne f , l�équation 10.4 est encore vraie par continuité de
f ! L (f; z). L�analycité est donnée par les formules de Cauchy-Riemann 10.3,
L est une régularisation dimensionnelle de d� = d0�. �
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Remark 10. Si on n�impose pas de condition de continuité, on dé�nit l�extensioneL (f; z) = Z



fdz�, f 2M


eL est la régularisation dimensionnelle associée à L si la propriété d�analycité est
conservée. Une extension de cette forme est unique car les mesures dz� sont uniques
pour tout z 2 U r f0g.

11. Régularisation de Hausdorff

Dans ce qui suit 
 est un espace métrique et B (
) est la tribu borélienne de 
.
Soit � une mesure positive sur une tribuM de 
 qui véri�e la condition de Vitali
[6]. On dé�nit la proto-mesure, pour s > 0

�s (E) = � (E)
s

et on pose pour tout A 2 P (
),

�s;� (A) = inf

(
+1X
i=1

�s (Ei) : fEig est une suite deM� recouvrant A

)
oùM� = fE 2M : diam (E) < �g. La mesure extérieure f�s dé�nie parf�s (A) = lim

�!0
�s;� (A) = sup

�>0
�s;� (A)

est borélienne par le théorème de Carathéodory et la restriction ds� =f�s jB(
) est
une mesure sur B (
).

De�nition 14. La mesure ds� est la mesure s-dimensionnelle associée à d�.

Pour une fonction mesurable borélienne f , on associe la fonction bf dé�nie parbf (s) = R


fds�. Si bf a une extension méromorphe F pour laquelle F a un pôle

d�ordre n en 1,
F (z) =

an
(z � 1)n + � � �+

a1
z � 1 +G (z)

on dé�nit la régularisée de
R


fd� par

R
Z



fd� = G (1) .

Theorem 7. SiM = B (
), alors R
R


fd� est une régularisation de

R


fd�.

Proof. Pour s = 1 etM = B (
), on a d� = d1� et si f 2 L1 (�)

R
Z



fd� =

Z



fd�.

�
On suppose que (
;M; �) est un espace mesuré �-�ni, on dé�nit l�intégrale de

Cavalieri d�ordre s pour une fonction mesurable positive f par

Is (f; �) =
Z +1

0

� (ff > tg)s dt, s > 0.

Lemma 2. PourM = B (
) et f est une fonction borélienne positive alorsZ



fds� = Is (f; �) , 8s > 0.
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Proof. C�est le théorème de Cavalieri pour la mesure ds� sur B (
). �
L�application

z ! � (z) =

Z +1

0

� (ff > tg)z dt, z 2 U � C

s�écrit formellement en série entière

� (z) =
+1X
n=0

�Z +1

0

log (� (ff > tg))n

n!
dt

�
zn

dont le rayon de convergence R véri�e

1

R
= lim sup

n!+1

����Z +1

0

log (� (ff > tg))n

n!
dt

����
1
n

.

Remark 11. Si
R


fd� < +1, pour une fonction borélienne f positive, alors

R 6 1. On rappelle que si � a une extension méromorphe b� en z = 1 alors la
régularisée R

R


fd� est e� (1) où e� est la partie holomorphe de l�extension.

Theorem 8. Si R existe et R > 0 alors pour 0 < s < R,
R


fds� < +1 et pour

s > R,
R


fds� = +1 pour une fonction borélienne f positive.

On suppose que R = 0. La fonction ' (t) = � (ff > tg) est une fonction décrois-
sante, soit L = lim

t!+1
' (t) 6 +1. Si L > 0 alors Is (f; �) = +1, 8s > 0, il n�y a

pas d�extension analytique. Si L = 0, soit t0 tel que ' (t) 6 1 si t > t0 et ' (t) > 1
si t < t0. Si s1 > s2 alors ' (t)

s1 > ' (t)
s2 pour t 2 ]0; t0[ et ' (t)s1 6 ' (t)

s2 pour
t 2 ]t0;+1[Z t0

0

' (t)
s1 dt 6

Z t0

0

' (t)
s2 dt et

Z +1

t0

' (t)
s2 dt 6

Z +1

t0

' (t)
s1 dt,

s�il existe � > 0 pour lequel
R t0
0
' (t)

�
dt < +1 alors pour tout 0 < s 6 �,R t0

0
' (t)

s
dt < +1 et s�il existe � > 0 tel que

R +1
t0

' (t)
�
dt < +1 alors pour tout

s > �,
R +1
t0

' (t)
s
dt < +1.

De�nition 15. L�intégrale
R


fd� est régularisable par le procédé de régularisation

de Hausdor¤, si � > � et si les fonctions

s!
Z t0

0

' (t)
s
dt et s!

Z +1

t0

' (t)
s
dt

admettent un prolongement méromorphe au point 1, la régularisation R
R


fd� est

la somme des valeurs en 1 des parties holomorphes de ces prolongements.

Remark 12. Les intégrales de la forme Ik;n =
R
Rn

dx
kxkk ne sont pas régularisables

par le procédé de régularisation de Hausdor¤ car � = � = k
n .

On peut dé�nir la régularisation de Hausdor¤ avec des proto-mesures de la forme

E ! � (� (E)) , E 2M
et � est une application strictement croissante de [0;+1[ à valeurs dans [0;+1[
telle que lim

t!+1
� (t) = +1 et � (0) = 0 qui admet une extension méromorphe sur

C. Pour la mesure d�� dé�nie sur les boréliens par la proto-mesure � � � on a
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fd�� =

R +1
0

� � � (ff > tg) dt. Que doit véri�er � pour que les intégrales Ik;n
soient régularisables par régularisation de Hausdor¤?. Pour Ik;n,

' (t) = Kt�
n
k , K =

�
n
2

�
�
n
2 + 1

�
et

Ik;n =
k

n
K

k
n

Z +1

0

� (u)

u1+
k
n

du,

pour s1 6 s2,
R 1
0

�(u)
u1+s1

du >
R 1
0

�(u)
u1+s2

du et si � est tel que
R 1
0

�(u)
u1+� du < +1

alors pour tout s > �,
R 1
0
�(u)
u1+s du < +1. Si � est tel que

R +1
1

�(u)
u1+�

du < +1
alors

R +1
1

�(u)
u1+s du < +1 pour s 6 �. Dans les hypothèses � < � et si ces deux

applications ont une extension méromorphe en k
n , la régularisée de Hausdor¤ de

Ik;n est la somme des parties holomorphes en k
n de ces extensions.

Remark 13. La régularisation de Hausdor¤ utilise un procédé de régularisation par
décomposition. Si on a une intégrale dépendant d�un paramètre s!

R +1
0

� (t; s) dt,
supposons qu�il existe t0 > 0 pour lequel � (t; s1) 6 � (t; s2) si s2 > s1, t > t0 et
� (t; s1) > � (t; s2) si s2 > s1, t 6 t0. Si il existe � > 0 tel que

R t0
0
� (t; �) dt < +1

alors pour s > �,
R t0
0
� (t; s) dt < +1 et si il existe � > 0 tel que

R +1
t0

� (t; �) dt <

+1 alors pour s 6 �,
R +1
t0

� (t; s) dt < +1. Si les applications

s!
Z t0

0

� (t; s) dt et s!
Z +1

t0

� (t; s) dt

admettent des extensions méromorphes en un point 
, même si l�ordre du pôle 

n�est pas le même pour les deux extensions, la régularisée de

R +1
0

� (t; 
) dt est
donnée par la somme des parties holormorphes en 
 de ces extensions.

12. La régularisation dimensionnelle en physique

Dans ce qui suit, on voudrait renormaliser les intégrales de Feynman en donnant
un sens géométrique à cette renormalisation. L�idée est de regarder les graphes de
Feynman comme des parties locales du graphe quantique [4]. On plonge l�univers

 dans une variété � de grande dimension 2n, n > 4. On munit �, d�une métrique
riemannienne et d�une structure presque réelle J [3]. Tout champ local X de � se
décompose de façon unique sous la forme

X = X+ +X�, où JX+ = X+ et JX� = �X�

on peut complexi�er les champs de �, par transformation de Wick en posanteX = X+ + iX�, si X = X+ +X�.

Si l�univers 
 admet un plongement Lorentzien dans �, c�est-à-dire, un C1-
plongement qui véri�e

� : 
! �, dimT� (T
)+ = 3 et dimT� (T
)� = 1,

on dé�nit une pseudo-métrique riemanienne h induite par g de telle sorte que h soit
de signature (3; 1). La transformation qui fait passer de la métrique riemannienne
g j
 à la métrique Lorentzienne h est une rotation de Wick. La pseudo-mesure �
sur � (T
) est dé�nie par la métrique riemannienne g = g j
. Les notations sont
celles de [4], le �bré considéré est le �bré tangent T
 et T 
 est le �bré dual. La
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métrique riemannienne �xée, g est une section de Q (T
) dé�nie positive. Cette
métrique induit un isomorphisme de dualité de T
 dans T 
, dé�ni par

D : � (T
)! � (T 
) ,
D (X) (!) = XD (!) : E! (�)! R,
XD (!) (u) = g (!) (X (!) ; u) .

Soit Q la section des formes quadratiques de Q (�D) dé�nie par
Q (!) (XD (!)) = g (!) (X (!) ; X (!)) , X (!) = D�1 (XD) (!) ,

sur chaque �bre DT!
, la forme bilinéaire Q (!) induit, en dimension �nie sur la
�bre, une mesure gaussienne e� (!). Si Q est stable la section e� ainsi dé�nie est
la mesure image sur chaque �bre, d�une pseudo-mesure � sur l�espace des champs
� (T
). L�univers 
 est une variété de dimension k > 4, un graphe de Feynman
à m pattes externes, de moments X1; � � � ; Xm 2 � (T
) et ayant n � m boucles,
n > m, a pour amplitude [5]

I� (k) =
Z
�(T
)n�m

� (X1; � � � ; Xn) d� (Xm+1) � � � d� (Xn)

où la fonction scalaire � s�écrit

� (X) =
Q (X)

�j

�
lj (X)

2
+m2

j

� ,
lj sont des sections de T 
n, mj > 0 sont les masses internes, données par l�ordre
d�irrégularité du graphe quantique aux sommets, Q est un polynôme et � est la
pseudo-mesure dé�nie sur � (T
) induite par la section stable Q. Les graphes de
Feynman sont des parties �nies du graphe quantique [4], les masses internes sont
décrites par les irrégularités aux sommets de ce graphe. On peut écrire I� sous la
forme

I� (k) =
Z +1

0

� � �
Z +1

0

exp
�
�t:m2

�
 (t;P; k) (detL (t))�

k
2 dt,

où L (t) est la restriction de la forme bilinéaire
Pn

j=1 tj lj (X)
2 à DT
n�m et P est

la matrice des produits scalaires des moments externes P = (g (Xi; Xj))16i;j6m,  
est une fonction polynomiale qui dépend de Q, t:m2 est le produit scalaire dans Rn
de t avec m2 =

�
m2
1; � � � ;m2

n

�
et k = dim
. On pose z = k, pour Re (z) << 0,

I� (z) existe et a une extension méromorphe dans C, notée fI� (z). Si on posefI� (z) =Ps2Z �s (z � k)
s, la régularisée est

RI� = �0 et le contre-terme
s=�1X
�1

�s (z � k)s .

13. Conclusion

Pourquoi le choix de la régularisation dimensionnelle, à priori, en dehors des
propriétés énoncées en introduction, rien ne justi�e ce choix. Dans les théories
physiques interviennenent des in�nis, ces in�nis sont éliminés par un procédé de
renormalisation qui n�a aucun sens physique. Comment peut-on y remédier? Une
des approches possibles serait de faire intervenir la géométrie fractale. L�idée est
de décrire l�univers comme une variété fractale, l�univers n�est plus lisse mais très
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irréguliers. Localement, si cet univers est de dimension topologique 2, on peut le
représenter comme une feuille de papier froissée et non plus comme une feuille lisse.
Certains auteurs se sont essayés à cette modélisation, la di¢ culté est que l�on perd
toutes les structures di¤érentiables et donc, on ne peut plus modéliser à l�aide de
la théorie des équations di¤érentielles partielles. Pour remédier à cette situation,
on peut défroisser la feuille pour faire apparaître une structure lisse sous-jacente.
L�univers froissé a une dimension topologique 4 et une dimension fractale 4 + ",
pour une métrique donnée. L�univers défroissé est une variété de dimension 4.
Une autre approche consiste à utiliser la régularisation de Hausdor¤ pour la

mesure d� dé�nie par la métrique riemannienne g. L�interprétation physique de la
régularisation dimensionnelle demeure sans réponse. Le fait qu�en physique émer-
gent des in�nis semble très mystérieux. Il doit y avoir une interprétation physique
à l�existence de ces in�nis. Les questions restent ouvertes.....
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