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SUR QUELQUES METHODES DE REGULARISATION DES
INTEGRALES DIVERGENTES,
APPLICATION A LA RENORMALISATION.

JONOT JEAN LOUIS

ABSTRACT. Le but de cet article est de décrire quelques méthodes de calcul de
régularisation d’intégrales divergentes intervenant dans la théorie de la renor-
malisation en physique. On donne une définition générale et on développe
quelques procédés de régularisation a partir des séries de Dirichlet. Ces méth-
odes de régularisation sont développées en utilisant la régularisation des séries
divergentes. Elles sont basées sur ’existence d’une extension analytique de
certaines séries de Dirichlet. On est amené a décrire des notions nouvelles
d’intégration comme l'intégration de Norliind, d’Abel, de Cesaro ainsi que les
notions de mesure k-dimensionnelle d’un ensemble mesurable et celle d’extension
analytique de ces mesures.

La renormalisation dimensionnelle est développée a partir des idées de
Meyer sur la construction d’intégrales D-dimensionnelles. D’autres méthodes
sont développées & partir de l'intégration et on donne une généralisation de
la notion de mesure de Hausdorff. Une question s’impose: "Pourquoi choisir
la régularisation dimensionnelle en physique?" Ce choix devient légitime si on
peut donner un sens physique & cette régularisation. La régularisation dimen-
sionnelle a-t-elle un sens physique?

1. INTRODUCTION

En 1972, t'Hooft et Veltman [2] ont développé une méthode de renormalisation
par régularisation dimensionnelle. Elle consiste a faire un prolongement analy-
tique de l'intégrale divergente pour des dimensions espace-temps variant dans C,
la fonction obtenue est méromorphe. On renormalise en retirant le terme qui di-
verge au poOle considéré. Cette méthode de calcul respecte 'unitarité, la causalité
et I'invariance de "jauge". Par ce procédé le quadrivecteur impulsion s’écrit

0 =),

ou I est la fonction d’Euler. On étudie la singularité en z = 4, en posant z = 4 — ¢,
on peut écrire

I‘(l—%):F(%—l)~—§—1+’y+0(5),

v est la constante d’Euler qui est

lim (142 42+ +=—log(n)
= lim —+-+--+——log(n) ).
U n—+oo 2 3 n &
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Ainsi, I (z) a un pole simple en z = 4,

2m2m?

I(z) ~ i+¢(2),

-z
ol ¢ (z) est fini dans un voisinage de z = 4. On renormalise en prenant pour
I(4), qui est 'intégrale cherchée, la valeur ¢ (4). Mathématiquement, cette méth-

ode est intéressante, physiquement on est en droit de se poser la question, que
représente physiquement la quantité divergente %i. On propose de décrire
plusieurs procédés de renormalisation pour I'étude des intégrales divergentes qui,
dans le cas de la régularisation k-dimensionnelle, permet de donner un sens math-

ématique a la régularisation des intégrales divergentes de la forme

dx
22 _ g2
et permet de comprendre l'interprétation géométrique de la notion de mesure par

empilement des volumes des k-boules dans un ensemble mesurable.

2. INTEGRALE REGULARISABLE

On se fixe un espace mesuré (2, M, 1), on note
F(Q,M, )
I’ensemble des fonctions mesurables a valeurs dans R et on pose

o FOM p)

les classes de fonctions mesurables pour la relation d’équivalence
frg = p{weQ: fw)#g9(w)}) =0

On définit 'opérateur de Lebesgue L sur le sous-espace vectoriel £ de F, des
applications intégrables au sens de Lebesgue, par

E(f):/gfdu,feé’.

Definition 1. Si il existe une extension linéaire de L & un sous-espace vectoriel
R de F contenant £, on dit que la mesure p est régularisable sur R et si cette
extension est unique, on dit que la mesure p est totalement régularisable sur R.

Voici trois exemples de régularisation qui motivent cette définition. Dans ce
qui suit, on note E = {£,}, .y une suite croissante, pour 'inclusion, de M pour
laquelle Ey = () et qui vérifie

Q=U2 E,.

Régularisation de Cesaro

Definition 2. f est une classe de Cesaro de F si et seulement si la suite {an}
définie par

ay = / fdu, ¥n € N*
Ey~En 1
existe et cette suite est une suite de Cesaro.
On note C le sous-espace vectoriel de F défini par les classes de Cesaro.

Proposition 1. La mesure p est régularisable sur C.
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Proof. 11 faut montrer 'inclusion £ C C. On utilise le théoréme de convergence
dominée de Lebesgue. La suite

snz/ fdp — 8=/fdu
E, n—-+oo Q

si f € £. La suite de cesaro {%} converge vers s et fe C. O

Régularisation d’Abel
Avec les mémes notations que précédemment,

Definition 3. f est une classe d’Abel de F si et seulement si la suite {an} définie
par

a, = / fdy, ¥n € N*
E,~En_1

existe et cette suite est une suite d’Abel. La suite {a,} est une suite d’Abel si et
seulement si

+oo
lim g anx"”
rz—1

n=1

existe.
On note A le sous-espace vectoriel de F défini par les classes d’Abel.
Proposition 2. La mesure p est régularisable sur A.

Proof. C’est encore le théoréme de convergence dominée qui permet de conclure,
en remarquant que le rayon de convergence de

n=1

est supérieur ou égal a 1si f € €. (]
(—Reégularisation
Definition 4. f est une (-classe de F si et seulement si la suite {a,} définie par

Qp = / fdu, ¥n € N*
En\En—l

existe et celte suite est une (-suite pour une suite B = {E,}, .y de M, croissante
pour Uinclusion, pour laquelle Eg = (). La suite {a,} est une (-suite si et seulement
St

existe.

Proposition 3. La mesure p est régularisable sur Z.
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3. REGULARISATION D’UNE MESURE p

Soit E = {E,}, cy une famille croissante dénombrable d’ensembles mesurables
de M, formant un recouvrement de 2. On pose Fg le sous-espace vectoriel formé
des classes f € F telles que

1p, fE€E YneN.

Definition 5. S’il existe une famille telle que Fg = F, on dit que la mesure p est
presque finie.

On définit la série de terme général

w=[  fin (3.1)
E"\E-,L71

en posant F_; = () et soit ¢ une application linéaire d’un sous-espace vectoriel S
des suites réelles a valeurs dans R contenant I’ensemble des suites {a,}, oy telles
que »_ a, converge. L’application ¢ : S — R est réguliére si

+oo
¢ ({an}nen) = Y_an
n=0

quand Y a, est une série convergente, ¢ est stable si

¢ ({a”‘f‘l}nEN) =0 ({a"}nEN) — ao.

Remark 1. En particulier si {an},cny €S alors {anym},cn €S et

Y ({aner}neN) =¢ ({a‘”}neN) — (Z ak> .
k=0

L’opérateur
Le,y:FEge =R, L (f) =¢({an}),
est une extension de 'opérateur de Lebesgue L a
Fr,p = {fe Fr: {an} € S}
ol a,, est définie en 3.1.
Theorem 1. Avec ces hypothéses, on a
EC Fr,p

et la mesure (v est régularisable sur Fg . Si p est presque finie alors p est régular-
isable sur F.

Notation 1. La régularisation ainsi définie est notée

R(E, ¢, p).
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4. REGULARISATION DES FONCTIONS MESURABLES POSITIVES

Dans ce qui suit, on propose différents types de régularisation des intégrales diver-
gentes, sur un sous-ensemble mesurable de mesure finie, d’une fonction mesurable
positive f sur 2. Si f est une fonction mesurable positive, la suite d’ensembles
mesurables {E,}, . est définie par

E,={we: f(w) <n},

pour un sous-ensemble mesurable E et une suite p = {p, } de nombres positifs

neN
telle que
. Pm
lim =0.
m—=+00Pm + Pm—1+ -+ Do
On pose
/ fdp'u,: lim pmeﬁEo fdﬂ+pm—1 fEﬂE'1 fd,u++p0fEmEm fdﬂ
E m—+00 Pm +Pm—1+ -+ Do

sip(E) < 400 ou fEmE- fdu est I'intégrale de Lebesgue de f sur FNE;. L’intégrale
ainsi définie est l'intégrale de Norlund de f, sur £, associée a la suite p = {p, },,cn-

Theorem 2. L’intégrale de Norlund est une régularisation de l’intégrale de Lebesgue
de la fonction mesurable positive f.

Proof. On a

/E(erg)dpu:[Efdpu+/Egd”uet/E>\fdpu:)\[Efdpu

pour f et g mesurables positives. La linéarité s’étend & toutes les fonctions mesurables.
Si [, fdp < +oo alors [, fPdp < 400 et

/Efdu=/Ef”du

donne la régularité de I'intégration de Norlund. (I

o (k)_ n-l—k—l

on définit lintégrale de Cesaro d’ordre k.

Remark 2. §i

Avec les mémes notations et 'hypothese p (E) < 400, on pose

an:/ fdu pour n > 1
(BEn~En_1)NE

et on définit la série entiére
o0
Sy (z) =) ana",
n=1
la somme d’Abel d’une fonction f mesurable positive sur E est
/ fd*u = lim Sy (x) < +o0.
E x—1— 7

Theorem 3. La somme d’Abel est une régularisation de lintégrale de Lebesgue de
la fonction mesurable positive f.
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On peut généraliser ce procédé de sommation d’Abel. Sila suite A = {\,,} définie

par
= an (4.1)
E,.NE
est strictement croissante et
lim A\, = +oo.
n—-+oo

Avec les notations précédentes, la somme généralisée d’Abel f I d* 1 est le pro-
longement analytique en 0, si il existe, de

+oo
x) = Z ap exp (—An) .

n=1
Remark 3. Pour
1
fla)==
dx

A n’a pas de prolongement analytique en 0. Donc, fol < n’est pas régularisable par

le procédé de sommation généralisé d’Abel associé a la suite {n}, . En effet,
1
d
An = —leog(n),n21
1 T

n

et

1

1 1
aO:a1:0,an:/ xlog(l),n}Q.
1 x n

n

La série d’Abel vérifie formellement

10g “+o00 +oo
A(x)zg( ZQ; knuc-i-k

“+o0 o +oo x .
:_Z%:_Z%_(C(iﬁﬁ‘l)_l)y
= k=2

A (z) n‘admet pas de prolongement analytique en 0 car

¢ x+k
z—>OZ :_1+’y

et ¢ (x + 1) n’admet pas de prolongement analytique en 0.

Tous les procédés de régularisation précédents font intervenir une suite croissante
de sous-ensembles mesurables. On veut que ces ensembles soient définis o partir
de la fonctions a intégrer, les régularisations de type Dirichlet répondent a cette
approche.

5. REGULARISATION DE DIRICHLET

Definition 6. Une fonction mesurable positive f a une régularisation de Dirichlet
d’ordre \ sur un ensemble mesurable E si la série de Dirichlet

Dif(z Zan exp (—Ap2)

n=1
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a un prolongement analytique A en 0, l'intégrale renormalisée est A ot

o, = / fdp, n>0
Eﬂ{/\ngf<>\n+1}

la suite X\ = {\n}, o« €St une suite strictement croissante de réels positifs tels que

)\1:0 et

neN

lim A, = 4+o0.

n—-+o0o

On définit les deux fonctions de Dirichlet associées a D f,

A(%)=Zan=/ fdpet Ax(z) = Y an =

/ fdu,
n<w En{f<Ae@)+1} Ao<a En{f<Awiy+1}

ou E (z) est la partie entiere de z et [z], = sup {n : A\, < z}. Sion note o, I'abscisse
de convergence, o, l’abscisse de convergence absolue, o 1'abscisse d’holomorphie
de D, f, d’aprés le théoréeme de Landau si 0. € R, on a 0. = 0, = o}, car la série
est & termes positifs. Soit

L =lim supilodcg (A(n)) ,
n—-+4oo )\n
pour fE fdp =400, L > 0. Si L > 0 alors o, = L, si L =0 alors o, < 0 et pour
Re(z) > sup{0,0.}, Dy f est donnée par

+oo
Drf(z)==z2 ; Ay (z) exp (—zz) dz = 2L (Ay) (2)

ou L (Ay) désigne la transformée de Laplace de la fonction causale Ay. Si p(E) <
+oo alors A (n) est majoré par

A = | fdi < Ansan (B),
En{f<An+1}

log(A(n)) _log(Ans1) | log(u(E))
P W An

et
L <lim supw.
n—-+oo )\n
En particulier, si

limsup)\nJrl < 400 (5.1)

n—-+00 n
alors L = 0 et o, < 0. Sous 'hypothése 5.1, si 0. € R alors o, est un point singulier
de D, f, il n’y a pas d’extension analytique de Dyf en 0 si 0. = 0. Si o, < 0,
Daf (#) est holomorphe sur Re(z) > o, extension analytique en 0 est D, f (0).
Dans le cas général, pour L > 0, D, f admet une extension analytique en 0 sous
certaines hypothéses. Soit

+oo
DyF (z) = Z Qp exp (—vp2), vy = exp (M),
n=1

cette série de Dirichlet converge pour Re(z) > 0 si 0. < +oo, le théoréme de
Hardy-Fekete [1], affirme que si DyF (z) admet une extension méromorphe en 0
alors Dy f (z) se prolonge en une fonction méromorphe sur tout le plan complexe,
dont les poles éventuels sont des poles simples situés en 1, 2,---, ¢ ol ¢q est I'ordre
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du pole 0 de DyF. En particulier, Dy f admet une extension analytique en 0 qui
permet de définir la régularisation de Dirichet d’ordre A de l'intégrale divergente
fE fdp pour une fonction f mesurable positive.

Remark 4. Soit

Dy = limsupi et G\ = lim_ii_nf (A1 — An)

n—-4oo An n

alors Dy = 0, Gy > 0 et 0. € R, tous les points de la droite Re(z) = o, sont
singuliers, en particulier si o. > 0, Dy f n’a pas d’extension analytique en 0. Pour
Dy € Ro. € R et Gy > 0, tout segment de longueur é—’; de la droite Re(z) = o.
contient un point singulier.

Proposition 4. Si A est une sous-suite de n, on a

sup {0, 0 (A)} = sup {0, 0¢ (1)} -

Proof. Soient A et n deux suites strictement croissantes de réels positifs telles que
A1 =mn =0 avec

lim A, = lim = 400
n——+4oo n n—>+oonn ’

si A est une sous-suite de 7, il existe une application ¢ : N* — N* strictement
croissante telle que ¢ (1) = 1, A, = 1g () avec n < ¢ (n) pour tout n € N. Soit

Ozn:/ fdﬂetﬂn:/ fdp,n >0
En{An<f<An41} En{na<f<fni1}

alors

ay, = / fdu
E{ns(n) < F<np(nt1)

(n+1)—¢(n)—1

/ fd
k=0 Eﬂ{7l¢(n)+k<f<?7¢(n)+k-+1}

(n+1)—¢(n)—1

= Z B¢(n)+k7

k=0

les séries sont & termes positifs, donc o, (A) = g, (A) et 0. (n) = g4 (1), on a pour
Re(2) >0

(n+1)—p(n)-1
anexp(—A, Re(z)) = Z Bo(n)+k €xp (—Ng(n) Re (2))
k=0
¢(n+1)—¢(n)—1

Z 5¢(n)+k €xXp (_77¢(n)+k Re (2))
k=0

WV
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et sup {0,0. (A\)} = sup {0, 0. ()} car pour Re (z) > sup {0, 0. (\)}

“+o0
Z Bn exp (_77n Re (Z))

n=1

+o0 ¢(n+1)—¢(n)—1

= Z Z Bo(n)+k €XP (—Np(m) 41 Re (2))
n=1 k=0

+oo
< Z an exp (— A, Re (2)) < 4o0.
n=1

O

Remark 5. Si on pose o = sup {0, inf {o. () }} o n = {nn},cn- parcourt I’ensemble
des suites strictement croissantes de réels positifs tels que m =0 et

lim n, = 400,
n—-+o0o

pour tout € > 0, il existe une suite n pour laquelle Dy f (z) = Z:ﬁ oy, exp (—Nn 2)
converge pour Re (z) > o,

O =0+¢€.

6. REGULARISATION DES SERIES ENTIERES

Definition 7. Si f (2) = 3.7 B,2" est une série entiere de rayon de convergence
1, on pose

+o00 6
N n—1
f) = Z natl
n=1
la série de Dirichlet associée o f. L’intégrale fol f(z)dz est régularisable si et

seulement st f(z) a un prolongement analytique L en 0 et sa régularisation est L.

La motivation de cette définition est donnée par 'approche formelle suivante, si
les symboles [, 3 et les symboles Y, lim sont permutables alors

1 1 /+oo +oo
— n _ Bn
/Of(x)dx—/o (n_oﬁnx>dx—n¥0n+l

—+o0 —+o0
ﬁnfl . 57171
= E = lim ,
n 2—0 nz+1
n=1 n=1

on retombe sur les calculs d’intégration classique. Par exemple, soit fa (z) = 3,

x > 0, I'intégrale fol i—?ﬁ donne par changement de variable fol (lfii)g, (1_%)2 a pour

développement en série entiére (1jx)2 ==Y (n+1)z" et
. I
fa(z) == —=-C(2)
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est prolongeable en 0 et vaut —¢ (0) = % Un autre exemple, 'intégrale fol i—? s’écrit

1
fo(lfiz)getona

1 = =
m = Zn(n— a2 = Z(n—i—?) (n+1)z"
n=2 n=0

et fp_1=(n+1)n

- 1
fole) =Y e ==+ ()
n=1
Onafg() C(-1)+¢(0)=-%—-3=- 12,laregular1sat10ndef0z est—ﬁ

De maniére générale, pour a > 1, 'intégrale fo & est régularisable si fo W est
régularisable par developpement en série, on a

)

n!nz

qui a pour prolongement analythue si il existe

ala+1)---(a+n—2
S

remarquons que dans le cas @ = 1, on ne peut pas régulariser par une série car

fi(z)=C(z+1)
n’a pas de prolongement analytique en 0, pour cette intégrale il faut définir d’autres
procédés de régularisation.

7. LA B-REGULARISATION

On rappelle que la régularisation d’une mesure p est une extension R = (g, Lr)
de (&, L) ou & est formé des classes de fonctions mesurables f qui sont p-intégrables

au sens de Lebesgue, £ (]7) = fQ fdu, Er est un sous-espace vectoriel de F con-

tenant £ et Lg est une forme linéaire sur £ pour laquelle L |¢= £. On dit que
deux régularisations R, et R, sont compatibles si et seulement si

ERl |5R1ﬂ532: £R2 ‘5310532 9

et R1 < Rasi€r, CER,, R1 et Ro compatibles. La régularisation R est maximale
si la condition
RxR = R=R,
le but de la régularisation d’'une mesure p est de décrire toutes les régularisations
maximales pour cette mesure. On se restreint a R muni de la mesure de Lebesgue
et on identifie les classes f a leurs représentants f. Dans ce qui suit, on veut
construire une renormalisation de la mesure de Lebesgue qui permet de régulariser
les intégrales du type
Vs
g a>1.
On définit un procédé de régularisation dit S-régularisation qui n’est pas com-
patible avec le procédé de régularisation des séries entiéres. Cette [S-régularisation
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a la propriété de régulariser l'intégrale divergente d’une fonction mesurable posi-

tive par un nombre positif contrairement au procédé de régularisation par séries
entieres.

Definition 8. Soit 8 > 1, une suite {\,,} est une 3-suite si et seulement si

An 1
M=0,Vn>1X\,>0cet =14+ —.

n—1 ns

Lemma 1. Une (-suite est strictement croissante et hlf Ap = F00.
n— oo

Definition 9. La S-régularisation d’une fonction positive mesurable f est le pro-
longement analytique en 0 de la série de Dirichlet

—+o0

Flzy =Y 2,

ot

Qp = / deC,
IN{n_1<f<An}

{A\n} est une B-suite fixée et I est un intervalle borné.

Cette définition est motivée par la régularisation de fol dx—w. Les coefficients «,,

s’écrivent
/Mldx ) An
a, = — =1lo
" An—1 X & )\nfl
+o0o k+1
1 -1
SRR e
ns

La série de Dirichlet associée a f (x) = % est pour Re(z) > 1

, Vo> 1.

|

3

|

k=1 kn

+oo +oo k+1 [ o

~ n (-1) 1

Fo= S-S (5 1)
n=0 k=1 n=1"
oo (- ¢ (2 4+ £)

si 8 ¢ N* cette fonction admet un prolongement analytique en 0, ce prolongement

est
o -5 )

k=1

qui est une série alternée qui vérifie les critéres de convergence des séries alternées.
k

Pour k£ > 3, la suite {C(kﬁ)} est une suite décroissante avec
k>p

1) I
= k—1>I-iI-10<> k = k—ETOOk — ﬁ -
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. L 1
Theorem 4. La [-régularisation de fo d?‘"”, pour B ¢ N*, est

(71)k+1 ¢ (%)
—

3

+

>
Il
—

dx
2 —a2

On peut régulariser foa
régularisation

qui peut s’écrire en utilisant la linéarité de la

1 (% dx 1 (" dx
2a Jo v—a 2a )y Tz+a

L [* de 1 Y da
2a J, a—x 20 )y z

qui a pour S-régularisation

k=1

8. ZETA-REGULARISATION

Definition 10. Soit f une fonction mesurable positive, p une mesure sur 2. On

note Sy, l'ensemble des suites strictement croissantes telles que lirf Anp = +00,
n—-—1+:0oo

A1 = 0 et pour lesquelles la série de Dirichlet

=3

n=1

admet un prolongement analytique en 0 positif, la suite {cn},, . est définie par

OénZ/Ql{Angf@\nH}fdM'

La fonction f est zéta-régularisable pour p si et seulement si Sy # 0, la régular-

isation est donnée
/fdzu:inf{ fdm:Aesf}
Q Q

ot fQ fd*u est la valeur du prolongement analytique de J?)\ en 0.

On rappelle que
sip(F) < +o00

L = lim Supw < lim Supw

n—+4o00 IOg(n) n—-+o00 IOg(n) 7
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L >0 alors 0. = L, L =0 alors o, < 0 et pour z tel que © = Re (z) > max {0, 0.},

A (z) s’écrit
~ too
Irl(z) = 93/1 e (/Em{fdwﬂ} fdu> dt

1{ f

f<>\E(t)+1}

= / EETEr—
Ex[1,400]

+oo 1 f
{f<rm@y+1}

par le théoréme de Fubini appliqué aux fonctions mesurables positives, on a

. o0 k+1 1
(@) < ap (E);A,Hl /k et

_ u(B) *f \ 1 1
=K P k+1 ke (k T 1)1 .
Pour z > max{1,0.}
+oo
—~ Akl — A
Fro) <p(p) Yy 22
k=1
en particulier, pour la suite A = {\;} dont les termes sont les sommes partielles de
la fonction ¢ en p,
"1
A =0et pour k> 1, A\pyr1 = Z — avec a < 1 (8.1)
m=1 me
on a

La fonction (, définie par

Ca(2) =C(z+a)
a pour abscisse de convergence c;, = 1 — « et dans ’hypothese 8.1, on a
Pro (@) < p(E)((z+ )
pour tout o < 1 et & > max{l,0.}.
Theorem 5. La zéta-régularisation est une régularisation de la mesure p.

Proof. Si f > 0 et f est une fonction Lebesgue intégrable pour la mesure p alors
pour toute suite {\, } € Sy, la série de terme général positif ov,, = fQ Tin,<fanny fdp
est convergente, de somme fQ fdp par le théoréme de convergence monotone de

Lebesgue. La série de Dirichlet fy (2) = >_,21 22 a un prolongement analytique
en 0 qui a pour valeur fﬂ fdp < 400 et

fa?u= | sin
Q Q
On vérifie la linéarité

| s [ oau= [ (G+opan (8:2)
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pour f, g mesurables positives telles que Sy # 0 et Sy #0. SiX € Spet v e S,
alors la suite o, définie par les éléments de A\Uwv vérifiant o, < 0,41 pour lesquels il

n’existe aucun élément 0 € Sy U S, vérifiant o,, < 0 < 041, est une suite de Sy4.
Pour tout € > 0, il existe A € Sy, v € Sy et v € Sy telles que

/fdzué/fd%</fdzu+€, /gdzu</gd”u</gd2u+&
Q Q Q Q Q Q

/(f+g)dzu</(f+g)d"u</(f+g)dzu+6
Q Q Q

/(f+9 /fdzu+/gd2 /Q(f+g)dzu+5.

Soit 7y la suite formée par les éléments de A Uv U o muni de I'ordre induit par R,
Y < Y41 sl il n’existe aucun élément § € AU v U o tel que v, < 0 < v,41. Pour

cette suite on a
/ fdZu < / fdp < / fdZu+e
Q Q Q

/gdzug/gdm</gd5p+a
Q Q Q

[uroans [ Goans [ G+gaute
Q Q Q

La suite A est une sous-suite de 7, A\, = Y4(,) pour une fonction ¢ croissante
pour laquelle n < ¢ (n), pour tout n > 1

et

et

¢(n+1)—¢p(n)—1
On = Z / {w(n)+k<f<w<n)+k+1}f K
w(n+1)*¢(n)* e(n+1)—p(n)
= Z Bronyier = Z Brgmyi
k=0 k=1

Pt —e(m) g
(n)+k

an
D DR T

On en déduit I'inégalité

+o0 oo p(n+1)—p(n)

% /B'Yap(n)+k Bn
> iz > Gt Z

n=1 n=1 k=1

/Q > /Q fu,

pour g 'inégalité est encore vérifiée

/QfdAu>/QfdM et /Qg”d*u>/ﬂgd”u- (8.3)
/Q(f+g)d”u=/9fd”u+/ﬂgd”u,

+

car les termes sont positifs et
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et en utilisant les inéquations 8.3, on a

2 < fd2u+/gdzu—/(f+g)dzu<6
Q Q Q

pour tout € > 0, 'équation 8.2 est vérifice. Pour f mesurable a valeurs dans
R, f est zéta-renormalisable si f* et f~ sont zéta-renormalisables et [, fdp =
fQ frd#p— fQ f~d? . L’espace de toutes les fonctions zéta-renormalisables forme
un sous-espace £z contenant £ et la forme linéaire

:/Qfdzu

est une extension de l'intégrale de Lebesgue L (f) = fQ fdp pour f e €. (]

Corollary 1. L’intégrale fol df est zéta-régularisable et

/1 d?x < log(2)'
0o T 2

On s intéresse a la zéta-régularisation des intégrales fol ‘& pour a > 1. Si
fo () = w’ x > 0 alors Sy contient la suite A définie par A, = n®

a—1 1 a—1
ap = 2 <<1+> —1
a—1 n

si € N\ {0,1} alors

a—1 k=a-1
_an (a—1)(a=2)-(a—k)
=T z:: klnk
et pour z € R
) +o00 k=a— 1
f (2) = Qan -2)--(a—k)
A - - -1 klnz-‘rk a+1
n= 1 n=1 k=1
a "' a-)(@—2)(a—k)
= — > x C(z+k—a+1)
k=1
qui a un prolongement analytique en 0 qui est
k=a—1
~ ! (a—1)(a—=2)---(a—k)
fA(O):m > X C(k—a+1)
k=1 ’

cark—a+1<0. Sia¢N~{0,1} et @ > 1, pour z € R

oo +oo +oo
~ an_ (a—D(a—2)---(a—k)
f)\ (Z) n=1 n* B n=1 ; k'nz+k ot

a (-1 (a-2)-(a—k)

_ —a+1

a&z o C(z+k—a+]l)
k=1

qui a pour prolongement analytique en 0

“+o0

7 (0) = e Z(a—1)(04—2)--~(a—k)<(k_a+1))

a—1 k!
k=1
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e 1 4z ~ , .
toutes les intégrales fo ~& sont zéta-régularisables pour a 2> 1.

9. REGULARISATION GEOMETRIQUE D’UNE MESURE
i

Pour un entier k£ > 1, le volume de la boule de rayon r, de dimension k est

rsrk
V., (k)= ,
®) =ty
on note,
T3r?
V,.(z2)= ———
A R

Iextension analytique associée a la suite {V, (k)}. Soit E un ensemble mesurable
de Q, de mesure finie u (F), on pose

k) =E (51(](5/2)> ’

ou E (z) désigne la partie entiére de = et

par récurrence

W _E p(E) =m (k) Vi (k) =n2 (k) Vi (k) =+ =11 (k) V_o_ (k)

n

La série Zj;:i Nn (k) V1 (k), est une série convergente qui converge vers p (E),

1
n

N
0<pu(B) =D mn (k) Vi (k) < Vg (k)

n=1

cette série a une représentation analytique

+oo
W (B) =3 (k) V1 (2) =
n=1

L) = ey 0.1

ou > "Z—(Zk) est la série de Dirichlet de coefficients {, (k)}

neN*"

Remark 6. Dans l’extension analytique 9.1, on n’étend pas analytiquement les
coefficients ny, (k), on peut donner une extension de n, (k) de la forme

)

+oo
C(2(k—2)¢(2(z—k))
M (2) = M (k)
,; ¢(0)°
ot ¢ est lextension analytique de la fonction zéta sur C~ {1}, extension 9.1 peut
s’écrire
z +oo
2 M (2)
e P

n=1

pi(E) =

la série Z:g nr;b—(zz) n’est plus une série de Dirichlet et l'extension m, (z) n’est pas
UNLQUE.
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On a
p(B) =Y na (k) Vi (k) Vo (k) 1\*
0< Vo @) VW (1+5)

en particulier, ny < E ((1+ %)k) et pour N > 1 alors ny (k) = 0 ou

-1+ ¥2
nn (k) = 1. On peut ainsi décomposer la série de Dirichlet p7 (£) en deux parties
E< *1+1 W) 00
B = Y m®mViE+r Y ma )V,
n=1 _ 1
n7E<m)+1

le premier terme de la somme est la partie principale, le second est la partie résidu-
elle. Pour tout = > 1,

+oo
> M (k) Vi (z) < ¢ (2)
TL:E<W>+1
'abscisse de convergence o de p3 (E) vérifie o, < 1.

Remark 7. Les coefficients n, (k) dépendent de p (E) et des k-boules, on dit que
pi (E) est une extension analytique géométrique de dimension k de pi (E).

Definition 11. Soit s = Y /", a;1p, une fonction étagée, l'intégrale géométrique
de dimension k sur E est définie par

m

/ sd¥pu = Z a;pi (ENE;).
E

i=1
Remark 8. Cette définition nous fait perdre le caractére linéaire de la régularisa-

tion, on est amené a définir la régularisation de l'intégrale d’une fonction mesurable
par une autre approche que le passage a la limite des intégrales des fonctions étagées.

On veut définir
/ fdZu pour p(E) < 400, f = 0 et mesurable,
E
on remarque que [, fdu = p® X (Eyf) o
Ef={(w,z):we,0<z< f(w)}

et 1 ® A est la mesure produit de p et de la mesure de Lebesgue sur R. Pour
J fdu < 400, on pose

/Efdzuz (L@ N7 (Ef)
et pour [, fdu = +oo, si
Efn={(w,z):weQ 0<z<inf{f(w),n}},
alors 11 (Ey ) < 400 et

/fdzu= lim (1@ A)% (Epn)-
E n—-—+oo
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La série de Dirichlet (1 ® A)} (Ef,,) converge en z = k, son indice de convergence

0. < k et les coefficients de cette série {a, }, - pour lesquels

+oo
z Qm,n
(n® )‘)Jr (Efyn) = Z Tz

m?
m=1

sont des entiers positifs ou nuls. On peut permuter le signe lim et > pour x > k
dans

+oo +oo  lim au.n +o0
. Amon n—-4o00 ’ Qm
lim E = E _— = E — < 400,
n—-+oo m@x m= m2
m=1 m=1 m=1

si la série de Dirichlet Z;;O; “m a pour indice de convergence 0. = k alors si k est

un pole d’ordre p > 1, on définit la régularisée k-dimensionnelle

R(/Efdu) —6(k)

+oo
am_ Ap Ap,1 Al
Zwi(z—k)er(sz;)p’lJr +z—k+¢(z)'

ol

m=1
Cette définition dépend du choix de {E} ,}, peut-on définir une notion de régu-
larisation intrinséque? De 9.1, on définit la série de Dirichlet alternée

T ()"0
L(5+1) nt

n=1

+00
B (B) =Y mVy ()=

alors si E C F on a pour tous les z > o, u” (E) < pu® (F) ou o est le plus grand
des indices de convergence de p® (E) et p* (F). Si {\,} est une suite strictement

croissante telle que Ag =0 et lim A, = 400,
n—-+o0o

Era, ={(w,z):weQ, 0<z<inf{f(w),\,}}
et
Etging CEprn, CEfE,)+1
12 (Erem,)) < p2 (Era,) <p2 (Brpa,)+t) -
On en déduit que la série de Dirichlet alternée est indépendante du choix de la

suite {\,, }, elle ne dépend que de la suite > (Ey,). Dans le domaine de convergence
on a

pi(B) = (B7) + 7 (E7) et p2 (B) = p* (ET) — p* (E7)

ou
() = e S e () = o T S e
I'(z+1) — (2n)* L(z+1) — (2n+ 1)*

Les espaces ET et E~ sont des espaces mesurables fictifs qui ne sont définis que
par leur mesure k-dimensionnelle. Pour ces espaces on a

p(ET) =pi (B7), p2 (BY) =0et p* (B7) = pZ (E7), p2 (B7) =0
etsi EC F,pourz >0
pt (BT) < (F7), pt (F7) < (B7).
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En particulier,

nli)r-&r-loouw (E;{)‘") - nEr-ir-loon (E;r’n) ’ nEr-&I-loouw (E;’A") - nEr-&I-loouw (E;’")
et
Jm il (Epa,) = lim pf (Bpa),
la régularisée R [}, fdu est indépendante du choix de la suite {\,}.
On peut généraliser ce procédé en prenant un volume k-dimensionnel de la forme
V (r, k), d’une forme géométrique donnée, tel que

lim V (r, k) =0,
r—0+
il existe une extension analytique V (r, z), r > 0, telle que
V(r,k) =V (rk), Vk e N".

Comme précédemment, on peut définir la série
+o0 1
W (B) =S () (n) ,
n=1
en particulier si V (r, z) = r?, la série s’écrit simplement

+oo
M (K)
NZ,+ (E) = niz
n
n=1
qui est la série de Dirichlet dont la forme géométrique est le cube de dimension k,

de coté r, et les coefficients n,, (k) vérifient encore, pour n > 71i w75 n (k) =0ou
(k) = 1.

10. REGULARISATION DIMENSIONNELLE
La régularisation dimensionnelle est la donnée d’une application linéaire £,
Ly, :Mqg—A

de Pensemble des fonctions mesurables Mg dans I’ensemble des fonctions analy-
tiques A telle que si f est une fonction mesurable positive

£, (5)©) = [ fu<+oc, (10.1)
Q
Remark 9. On peut imposer a L,, la conservation des régles d’intégration comme
le théoréme de Fubini-Tonelli pour les fonctions mesurables positives
£u1®u2®---®un = Cm ® Euz Q- ® Eun
et le théoréeme de changement de variable, si ¢ est une fonction mesurable
Q=N Ly,u=Ly0Ty (10.2)

ot Ty (f) = fo@, pup est la mesure image de p par ¢ et f >0 [8]. SidimQ =n,
l’équation 10.1, s’écrit

£,(f) (n) = /Q fdu

par translation, on se raméne en 0.

Notation 2. £, (f)(z) = [, fd*p.
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Definition 12. Si 0 est un pdle d’ordre n, la régularisée de fQ fdu est v (0), ou

L@ ="r Al

n anl

Pour © = R” muni de la mesure de Lebesgue A, on peut définir pour une boule
B, de rayon r,
ﬂigﬂrz+"

Lx(1p,)(2) = m

en utilisant le changement de variable 10.2. La régularisation dimensionnelle se
rameéne & une application

L: MqgxC—C,

telle que pour tout f € Mg 'application z — £ (f, z) est méromorphe sur un ouvert
contenant 0 et lapplication f — L (f,z) est une forme linéaire de Mgq. Dans ce
qui suit Mg est ’ensemble des fonctions boréliennes et €2 est un espace d’Hausdorff
localement compact.

Definition 13. La forme linéaire L : Mg — R est continue si
lirf fn (W) = f(w) pour tout w € Q alors lin}rﬁ (fn)=L(f),
Oafﬁ;fégﬁAQ-

Theorem 6. Si f — ReL(f,2) et f —ImL(f,z) sont des formes linéaires posi-
tives, continues sur Mgq et pour tout z = x +1iy € U ~\ {0},

OReL(f,x+1iy) OImL(f x+1iy)

ox N Jy
aReﬁ(f,erzy) _O0Im L (f,z +1iy) (10.3)
Oy Ox ’

alors L est une régularisation dimensionnelle.

Proof. La preuve s’appuie sur le théoréme de représentation de Riesz-Markov-
Kakutani [7] appliqué aux fonctionnelles linéaires positives f — ReL(f,z) et
f—=ImL(f,z). On construit pour chaque z des mesures de Borel réguliéres telles
que

ReL(f, =) /fdza et ImL(f,2) /fdz

pour toute fonction f continue & support compact. La mesure complexe associée
est définie par

z)=/Qfdza+z‘/Qfdzﬁ=/Qfdzu7fECc (). (10.4)

A Tlaide de la continuité de Re £ et Im £ , pour chaque z le théoréme de Lusin
appliqué aux fonctions boréliennes de support de mesure finie, permet d’étendre
I’équation 10.4 & ces fonctions. Le théoréme de convergence croissante de Lebesgue
permet d’étendre 10.4 aux fonctions boréliennes positives car {2 est un espace
d’Hausdorff localement compact et pour chaque z la mesure est réguliére. Pour
toute fonction borélienne f, I'équation 10.4 est encore vraie par continuité de
f — L(f,z). Lanalycité est donnée par les formules de Cauchy-Riemann 10.3,
L est une régularisation dimensionnelle de dy = d°p. (]
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Remark 10. Si on n’impose pas de condition de continuité, on définit l’extension
(1.9 = [ fdu, 1 € Ma
Q

L est la régularisation dimensionnelle associée o L si la propriété d’analycité est
conservée. Une extension de cette forme est unique car les mesures d? u sont uniques
pour tout z € U ~ {0}.

11. REGULARISATION DE HAUSDORFF

Dans ce qui suit Q est un espace métrique et B (2) est la tribu borélienne de .
Soit @ une mesure positive sur une tribu M de 2 qui vérifie la condition de Vitali
[6]. On définit la proto-mesure, pour s > 0

ps (B) = p(E)”
et on pose pour tout A € P (),

Ls e = inf {Z,us :{E;} est une suite de M€ recouvrant A}

ot M€ ={FE € M :diam (E) < €}. La mesure extérieure piz définie par
ts (A) = limpg e (A) = suppis,e (4)
e—0 >0
est borélienne par le théoréme de Carathéodory et la restriction d*u = 5 [(q) est
une mesure sur B (2).
Definition 14. La mesure d°u est la mesure s-dimensionnelle associée & du.

Pour une fonction mesurable borélienne f, on associe la fonction f définie par
f(s) = fQ fd°u. Si f a une extension méromorphe F' pour laquelle F' a un pole

d’ordre n en 1,
a"VL

on définit la régularisée de fQ fdu par
R/ fdu=G(1).
Q

Theorem 7. Si M =B (), alors R [, fdp est une régularisation de [, fdp.
Proof. Pour s=1et M =B(Q),onadu=d'petsifeL(n)

R / fdp = /Q fdu.

On suppose que (2, M, 1) est un espace mesuré o-fini, on définit 'intégrale de
Cavalieri d’ordre s pour une fonction mesurable positive f par

+oo
Lt = [ nls > ) de s>

Lemma 2. Pour M = B()

O

et f est une fonction borélienne positive alors

()
Lémw:LUMLW>a
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Proof. C’est le théoréme de Cavalieri pour la mesure d®u sur B (). O
L’application
+oo
z—>¢(z):/ p({f>t})dt,zeU CC
0

s’écrit formellement en série entiére

5= S ( [ lestntds > e

n=0 0

dont le rayon de convergence R vérifie

[lestnds )",
0

1
n

1 .
— = limsup

Remark 11. Si fQ fdu < +oo, pour une fonction borélienne f positive, alors

R < 1. On rappelle que si ¢ a une extension méromorphe ¢ en z = 1 alors la
régularisée ng fdu est ¢ (1) o ¢ est la partie holomorphe de 'extension.

Theorem 8. Si R existe et R > 0 alors pour 0 < s < R, fQ fdPu < +o0 et pour
s> R, fQ fd®u = +o00 pour une fonction borélienne f positive.

On suppose que R = 0. La fonction ¢ (t) = p ({f > t}) est une fonction décrois-
sante, soit L = , ligrn v (t) < 4+oo0. Si L >0 alors Z, (f, ) = 400, Vs > 0, il n’y a
— T 00

pas d’extension analytique. Si L = 0, soit to tel que ¢ (¢t) < 1sit >=1tg et p(t) > 1
sit < tg. Sisy > syalors ()™ > ¢ (t)™ pour t € ]0,tp[ et ¢ (£)* < ¢ (t)** pour
t € Jto, +oo[

to to +oo +oo

[ewras [Towmiae [ owmas [ ewra

0 0 to to
s’il existe a > 0 pour lequel foto o (t)*dt < +oo alors pour tout 0 < s < a,
fotu @ (t)° dt < +00 et 'l existe 8 > 0 tel que ftjoo ¢ (t)? dt < +o0 alors pour tout
s> B, tjoo @ ()% dt < +oo.

Definition 15. L’intégrale fQ fdp est régularisable par le procédé de régularisation
de Hausdorff, si B > a et si les fonctions

to —+oo
s — ()" dt ets—>/ () dt
0 to

admettent un prolongement méromorphe au point 1, la régularisation RfQ fdup est
la somme des valeurs en 1 des parties holomorphes de ces prolongements.

Remark 12. Les intégrales de la forme Iy, = fR" ﬁ ne sont pas réqularisables

par le procédé de régularisation de Hausdorff car = a = %

On peut définir la régularisation de Hausdorff avec des proto-mesures de la forme
E—¢(n(E), EeM

et ¢ est une application strictement croissante de [0; +oo[ & valeurs dans [0; 00|
telle que . ligrn @ (t) = +o0 et ¢ (0) = 0 qui admet une extension méromorphe sur
— 400

C. Pour la mesure d®y définie sur les boréliens par la proto-mesure ¢ o p on a
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Jo fdu = 0+°O popu({f>t})dt. Que doit vérifier ¢ pour que les intégrales Iy, ,,
soient régularisables par régularisation de Hausdorft?. Pour Iy, ,,

3

) =Kt + K=

oSy
+

F(3+1)

+oo
Ik,n = *K / 1+k U,

pour s; < So, 01 uqi(fl fo qi(f,z du et si a est tel que 0 jl(fa du < +oo
alors pour tout s > a, fo qudu < 4o00. Si B3 est tel que fl Zﬁ(—fgdu < 400

alors fl o 31(3) du < +oo pour s < 3. Dans les hypotheses a < (8 et si ces deux

applications ont une extension méromorphe en E’ la régularisée de Hausdorff de

I, est la somme des parties holomorphes en E de ces extensions.

et

Remark 13. La régularisation de Hausdorff utilise un procédé de régularisation par
décomposition. Si on a une intégrale dépendant d’un paramétre s — fOJrOO o (t,s)dt,
supposons qu’il existe to > 0 pour lequel ¢ (t,s1) < ¢ (t,82) si 89 = s1, t = tg et
O (t,s1) = & (t,82) sis2 > 81, t <ty Siil existe o > 0 tel que fgo ¢ (t,a)dt < 400
alors pour s > a, Oto ¢ (t,s)dt < +oo et si il existe 3> 0 tel que ft—:w o (t,p)dt <
400 alors pour s < f3, +°O @ (t,s)dt < +oo. Si les applications

400

s—>/ o (t,s)dt et s — @ (t,s)dt

to
admettent des extensions méromorphes en un point v, méme si l'ordre du pole ~y
n’est pas le méme pour les deux extensions, la régularisée de f0+°° & (t,y)dt est
donnée par la somme des parties holormorphes en v de ces extensions.

12. LA REGULARISATION DIMENSIONNELLE EN PHYSIQUE

Dans ce qui suit, on voudrait renormaliser les intégrales de Feynman en donnant
un sens géométrique a cette renormalisation. L’idée est de regarder les graphes de
Feynman comme des parties locales du graphe quantique [4]. On plonge 'univers
Q dans une variété A de grande dimension 2n, n > 4. On munit A, d’une métrique
riemannienne et d’une structure presque réelle J [3]. Tout champ local X de A se
décompose de facon unique sous la forme

X=X"+X",ouJX"=XTetJX =-X"
on peut complexifier les champs de A, par transformation de Wick en posant
X=Xt4+iX ,siX=X"+X".
Si I'univers 2 admet un plongement Lorentzien dans A, c’est-a-dire, un C'°-
plongement qui vérifie
$:Q— A, dimT¢(TQ)" =3 et dimTo (TQ)” =
on définit une pseudo-métrique riemanienne h induite par g de telle sorte que h soit
de signature (3,1). La transformation qui fait passer de la métrique riemannienne
g |a & la métrique Lorentzienne h est une rotation de Wick. La pseudo-mesure p

sur T' (T'Q) est définie par la métrique riemannienne g = ¢ |g. Les notations sont
celles de [4], le fibré considéré est le fibré tangent TQ2 et 7 est le fibré dual. La
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métrique riemannienne fixée, g est une section de Q (TQQ) définie positive. Cette
métrique induit un isomorphisme de dualité de T2 dans 7 €2, défini par

D:T(TQ) —-T(TQ),
D(X)(w) = Xp (w) : B, (() = R,
Xp (w) (u) = g(w) (X (W), u).
Soit Q la section des formes quadratiques de Q ({p) définie par
Q () (Xp (W) =g (w) (X (), X (w), X (w) =D~ (Xp) (w),
sur chaque fibre DT, la forme bilinéaire Q (w) induit, en dimension finie sur la
fibre, une mesure gaussienne 1 (w). Si Q est stable la section f ainsi définie est
la mesure image sur chaque fibre, d’une pseudo-mesure p sur 'espace des champs
I (7). L’univers Q est une variété de dimension k > 4, un graphe de Feynman

a m pattes externes, de moments Xy, -+, X,, € I'(TQ) et ayant n — m boucles,
n > m, a pour amplitude [5]

T, (k) = / O (X, Xo) dpt (Xgn) -+ - dp (X,)
rro)n-—m

ou la fonction scalaire ¢ s’écrit
Q(xX)
2 7

11, (lj (X) +m§)

l; sont des sections de 7™, m; > 0 sont les masses internes, données par 'ordre
d’irrégularité du graphe quantique aux sommets, @) est un polynéme et p est la
pseudo-mesure définie sur I' (T?) induite par la section stable Q. Les graphes de
Feynman sont des parties finies du graphe quantique [4], les masses internes sont

décrites par les irrégularités aux sommets de ce graphe. On peut écrire Zy4 sous la
forme

¢ (X) =

“+o0 +oo .
Zy (k) :/0 /O exp (—t.m?) ¢ (¢, P, k) (det L (1)) 2 dt,

ot L (t) est la restriction de la forme bilinéaire 37, t;1; (X)? a DTQ"™ et P est
la matrice des produits scalaires des moments externes P = (g (Xi, X;));<; jc > ¥

est une fonction polynomiale qui dépend de @, t.m? est le produit scalaire dans R"

de t avec m? = (m%,-~- ,m2) et £k = dimQ. On pose z = k, pour Re(z) << 0,

n

Ty (%) existe et a une extension méromorphe dans C, notée Z, (z). Si on pose
T, (2) = > sz s (z—k)°, la régularisée est
s=—1
RI4 = oy et le contre-terme Z as(z—k)®.

— 00
13. CONCLUSION

Pourquoi le choix de la régularisation dimensionnelle, & priori, en dehors des
propriétés énoncées en introduction, rien ne justifie ce choix. Dans les théories
physiques interviennenent des infinis, ces infinis sont éliminés par un procédé de
renormalisation qui n’a aucun sens physique. Comment peut-on y remédier? Une
des approches possibles serait de faire intervenir la géométrie fractale. L’idée est
de décrire 'univers comme une variété fractale, 'univers n’est plus lisse mais trés
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irréguliers. Localement, si cet univers est de dimension topologique 2, on peut le
représenter comme une feuille de papier froissée et non plus comme une feuille lisse.
Certains auteurs se sont essayés a cette modélisation, la difficulté est que ’on perd
toutes les structures différentiables et donc, on ne peut plus modéliser a ’aide de
la théorie des équations différentielles partielles. Pour remédier a cette situation,
on peut défroisser la feuille pour faire apparaitre une structure lisse sous-jacente.
L’univers froissé a une dimension topologique 4 et une dimension fractale 4 + ¢,
pour une métrique donnée. L’univers défroissé est une variété de dimension 4.

Une autre approche consiste a utiliser la régularisation de Hausdorff pour la
mesure du définie par la métrique riemannienne g. L’interprétation physique de la
régularisation dimensionnelle demeure sans réponse. Le fait qu’en physique émer-
gent des infinis semble trés mystérieux. Il doit y avoir une interprétation physique
a existence de ces infinis. Les questions restent ouvertes.....
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