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Abstract : I will prove the existence of the Feynman quantum algorithm,
polynomial and of the order O(n?) which inform us about the presence of
the Hamiltonian cycles in a graph with cardinality n and in this case allows
us to find them completely. And I will also prove the existence of the Pauli
quantum algorithm with the order O(n?) which enable us to know whether
the k-coloring graph is possible and make us this coloration if it is possible.
Résumé : Je démontre I'existence d’un algorithme quantique de Feynman,
polynomiale de I'ordre de O(n?) et permettant de nous renseigner sur la pré-
sence des cycles hamiltoniens dans un graphe de cardinal n et en I'occurrence
les trouver completement. Et je démontre aussi 'existence d’un algorithme
quantique de Pauli de ordre de O(n?), nous permettant de savoir si la k-
coloration du graphe est possible et de nous faire cette coloration le cas
échéant.

Keywords : Graph, hamiltonien, cycle hamiltonien, P=NP, voya-
geur de commerce, k-coloration des graphes, Algorithme, Algo-

rithme quantique, Théorie de la complexité.
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Introduction

En théorie des graphes, un graphe non orienté G = (V, E) est défini par la
donnée d'un ensemble V de sommets et d'un ensemble E d’arétes, chaque
aréte étant une paire de sommets (par exemple, si x et y sont des sommets,
la paire {z,y} - notée xy - peut étre une aréte du graphe G). Si {z,y} est
une aréte du graphe G : On notera G(x,y)=1 sinon G(x, y)=0.

Par convention, dans cet article, on considére que G(x,x)= 1 pour
tout sommet x de E.

Un graphe hamiltonien est un graphe possédant au moins un cycle passant
par tous les sommets une fois et une seule. Un tel cycle élémentaire est alors
appelé cycle hamiltonien.

Plusieurs travaux ont été faits sur les graphes pour permettre de s’assurer
qu'un graphe est hamiltonien. je cite par exemple Gabriel Andrew Dirac [1]
et Oystein Ore [5] et Lajos Posa [6]

S’inspirant du théoreme de Ore, John Adrian Bondy et Vaclav Chvatal ont
trouvé en 1976 [4] une méthode pour déterminer si un graphe est hamiltonien.
Le probleme du chemin hamiltonien consiste a :

- Trouver une chaine hamiltonienne ou un cycle hamiltonien dans un graphe
non orienté donné.

- Ou a trouver un chemin hamiltonien ou un circuit hamiltonien dans un
graphe orienté donné.

Tous ces problemes sont NP-complets [2] et [3] : ¢’est-a-dire qu’on sait vérifier
une éventuelle solution dans un temps polynomial en fonction du nombre n
de sommets, mais que ce probléeme est au moins aussi difficile que d’autres
probléemes NP-complets, ce qui veut dire que I’on ne saura probablement pas
trouver cette solution dans un temps polynomial dans le cas général. Le pro-

bleme de décision associé est de tester si un cycle ou une chaine hamiltonienne
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existe.

Le probleme du voyageur de commerce - qui est considéré comme un NP-
complet- revient a chercher un cycle hamiltonien dans un graphe dont les
arétes sont pondérées, en ajoutant une contrainte : le poids de ce cycle doit
étre minimal.

En m’inspirant de la circulation sanguine et des niveaux d’ énergie des par-
ticules dans I’atome, le but de cet article est de donner un algorithme quan-
tique, polynomiale de l'ordre de O(n?) et capable de nous renseigner sur
la présence des cycles hamiltoniens dans un graphe (de cardinale n) et en
I’occurrence les trouver completement.

Et je démontre aussi I'existence d’un algorithme quantique de Pauli de I'ordre
de O(n?), nous permettant de savoir si la k-coloration du graphe est possible
et de nous faire cette coloration le cas échéant.

Enfin dans la derniére section, je donne en langage Python un code permet-
tant a la fois de tester ma théorie et de donner tous les cycles hamiltoniens

s’ils existent.
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Fortunately that this graph is
Hamiltonian

¢

VY,

F1GURE 1 — Un graphe hamiltonien : Coeur + arteres
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Idées fondamentales

Je considere les arrétes d'un graphe non orienté comme des chemins partiels,
et les sommets de ce graphe comme des globules rouges qui peuvent changer
de places en empruntant les dit-chemins.

Le point de départ d'une particule est considéré comme le coeur du corps
humain. Au départ cette particule aura une quantité d’énergie qui va la
perdre au fur et a mesure de son parcours dans le cycle hamiltonien pour
revenir se ressourcer d’ énergie.

A vrai dire les globules rouges perdent leur énergie en la donnant aux autres
qui sont voisines et en méme temps elles vont en recevoir. Et c’est cette idée
qu’on va exploiter pour écrire un algorithme quantique de Feynman pour
trouver tous les chemins Hamiltoniens s’ils existent.

Et pour résoudre le probleme de la k-coloration des graphes, il m’a fallu pen-
ser au spectre de lumiere des atomes, aux niveaux d’énergies des particules,
et a I’énergie de couleur des particules tels que les quarks et les gluons....

Je vous laisse découvrir cette belle comparaison entre ces sauts des particules
en mécanique quantique, et I’algorithme de pauli qui permet la coloration du
graphe dans les cas possibles.

Bonne lecture.
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A propos de cette version

Dans cette version, j’améliore la preuve du corollaire 1.2.1.
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1 Le probleme des cycles hamiltoniens

1.1 Distribution Divine de I’énergie

Définition :

Soit G un graphe sur un ensemble {xg,---,x,_1}. Avec G(x;,x;) = € ol
€,;= lou0.

Une distribution D est dite divine si toute particule x; d’énergie E; transmet
une énergie £; — 1 a toute particule z; vérifiant G(z;,z;) = 1.

On note S(z;) = z; ou S(j) = i(ie : x; est la source d’énergie pour x;).

1.2 Matrice de Feynman et algorithme quantique

On part d’un point quelconque .

On pose B, = n.

Placons les points {zg, - ,z,_1} sur un cercle. Pour fixer les idées et
bien comprendre et tester mes techniques, je vous recommande de
voir la figure 2. Et en faisant le tour dans le sens inverse des aiguilles
d’une montre, d’écrire les vecteurs (et matrices) de Feynman dans
les compartiments de la figure.

On applique D(z)|G pour distribuer 'énergie aux autres particules.

Si maintenant G(xy, z;) = 1, alors la particule qui se trouve au point z;, peut
prendre le chemin {zy,z;} et dans ce cas I'énergie E(x;) = E(z;) — 1 ( perte
de I’énergie de la particule ).

Posons F(zy) le vecteur de Feynman définie au point zj, par :

E,,
k

Flzy) =

Qui veut dire tout simplement que la particule xj est au point k et a E,

pour énergie en ce point.
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God decides, no one can\reverse His decision,
and He is swift in reckoningy,Quran - Ar-Ra'd -(40).

=X
=

L,
Flafp)=1 4

F(x;) un vecteur de Feymann
E —D{xzi\z;}
P(.’L‘j = j,EI].
k, By,

P(xj) un vecteur de Pauli

FIGURE 2 — Action des matrices de Feynman et de Pauli sur les particules
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Le passage de la particule z;, a x; , symbolisé par : x, ~ x; peut étre considéré

comme du a 'action d’un vecteur de Feynman au point x; et définit par :

Qui veut dire que la particule z; est au point j et a E,, pour énergie en ce
point et qu’elle est provenu du point k (S(j) = k). Autrement dit le vecteur
de Feynman nous renseigne sur 1’énergie de la particule et sur les positions
qu’elle a prise le long de son chemin.

On peut noter : z; = F; jx; ou x; = Fu;

On va voir comment la matrice stationnaire de Feynman va nous permettre
de trouver tous les cycles Hamiltoniens dans le graphe des particules.

Voici donc comment procéder :

Quand la particule z; est au point k son vecteur de Feynman est :

On note dans 'ordre (mod n)les points ), - - - , 2% tels que G(axy, 2%) = 1.
oul; € {1, - Iy}

On détermine les vecteurs de Feynman F ().

On incrémente maintenant k pour passer & k+1 (mod n). Et on réitere le
procédé précédent.

On voit que a chaque réitération le vecteur de Feynman augmente de nombre
de lignes et que a chaque position i peuvent cohabiter plusieurs vecteurs de
Feynman de méme nombre de lignes (Ceci est du au fait que la transition

xy, ~> x; peut s'effectuer de plusieurs facons selon le choix des chemins) :

10
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autrement dit a chaque position i le vecteur de Feynman se transforme en
une matrice M(r;, s;). Avec M ayant au plus n + 2 lignes.

Et vu que I'énergie va diminuer au fur et a mesure de 1’ incrémentation de
k; il existera un plus petit entier ny tel que F™ (z}) est une matrice dont la
premiere ligne (ligne des énergies) a tous ses coefficients nuls.

Notons (F™(xy))* la matrice F™ (xy) dont on a 6té la premiere ligne des
énergies nulles et qu’on appelle la matrice stationnaire de Feynman.

On a donc les résultats suivants :

Théoréme 1.2.1 Soit G un graphe sur un ensemble {zg,- -+ ,x,_1}. Avec
G(l’i,le) = €5 ol €ij = 1 ou 0.
Si (F™ (zx))* est la matrice stationnaire de Feynman , alors les cycles hamil-

toniens du graphe G sont les colonnes des (F™(x))* @ n éléments distincts.

Corollaire 1.2.1 (Algorithme quantique) .
L’algorithme quantique est un O(n?) et permet de savoir si le graphe est
hamiltonien et dans I’ occurrence il permet de trouver tous les cycles hamil-

toniens.

Preuve :

Quand la particule est au point k, alors elle donne de I’énergie a aux plus
n — 1 autres particules, donc il y’a au plus n — 1 constructions a effectuer.
Et comme on a n particules, alors il y’a au plus n x (n — 1) constructions a
effectuer pour un tour (quand la particule parcourt toutes les positions k).
Et comme il faut n tours pour épuiser toutes les énergies des vecteurs de
Feynman, alors il y’a au plus n x n x (n — 1) constructions possibles.

On a donc au total au plus n? x (n—1) constructions a effectuer. Et le résultat

s’en déduit.

11
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1.3 Exemples

On peut utiliser le code 3, pour trouver ces exemples :

1- Soit G le graphe suivant a quatre éléments :

G(0,1) =G(1,3) = G(3,2) = G(2,0) =1 et G(0,3) = G(1,2) =0.

En appliquant I’Algorithme quantique ci-dessus et en octroyant a la particule

au point 0 I'énergie 4 on trouve :

1111
3 00
Fro(0)° =
121 2
0000

On y voit que la deuxieme colonne est un cycle Hamiltonien.

2- Soit G le graphe suivant a cinq éléments :

G(0,1) = G(0,4) = G(1,2) = G(3,4) = 0 et G(0,2) = G(0,3) = G(1,3) =
G(1,4) =G(2,3) =G(2,4) =1

En appliquant 1’Algorithme quantique ci-dessus et en octroyant 1’énergie 5 a

la particule au point 2 on trouve :

0000
3333
Fr2r=11 2 2
343 4
2 2 4 2

On y voit que la deuxieme colonne est un cycle Hamiltonien.

3- Soit G le graphe suivant a quatre éléments :

G(0,1) =G(1,3) =G(1,2) =1 et G(0,3) = G(3,2) = G(0,2) = 0.

En appliquant 1’Algorithme quantique ci-dessus et en octroyant a la particule

au point 0 I'énergie 4 on trouve :

12
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Fro(0)* =

S =N =
S = W =
S = O =

Ce graphe n’est pas hamiltonien car dans la matrice stationnaire F"0(0)*

aucune colonne n’a quatre éléments distincts.

1.4 Généralisation de I’algorithme quantique

Si G un graphe sur un ensemble {xg, -,z —1}. S1 G(2;, ;) = pij X € ol
pi; € R*. (p est considéré comme une mesure), alors G est dit un graphe
pondéré.

En généralisant les matrices de Feynman pour les graphes pondérés, on peut

de la méme maniere appliquer I'algorithme quantique.

1.5 Résolution du probléme du voyageur de commerce

Théoréme 1.5.1 Soit G un graphe sur un ensemble {zg,- -+ ,x,_1}. Avec
G(z,xj) = piy ot p;j € R.

Les cycles hamiltoniens {xg,- - ,xn,—1} du graphe G tels que nil Wiit1 = S
sont les colonnes des (F™(xy))* a n éléments distincts {xo, ~Z-7-O, Tp_1} tels

n—1
que 'Zo Mii41 = S.
1=

Corollaire 1.5.1 (Algorithme quantique généralisé) L algorithme quan-
tique généralisé est un O(n?) et permet de savoir si le graphe est hamiltonien

et en I” occurrence il permet de trouver tous les cycles hamiltoniens.

Preuve : analogue a celle du corollaire 1.2.1 .

13
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Corollaire 1.5.2 (Probléeme du voyageur de commerce) Le probléme du

voyageur de commerce est résoluble par [’algorithme quantique généralisé qui

est de lordre de O(n?).

14
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2 Probléeme de la k-coloration d’un graphe

La coloration des sommets d’un graphe consiste a affecter a tous les sommets
de ce graphe une couleur de telle sorte que deux sommets adjacents ne portent
pas la méme couleur.

Deux probléemes algorithmiques de coloration sont les suivants :

1. Probleme de décision : étant donné G, un graphe, et k un entier, existe-t-il
une coloration valide de G utilisant k couleurs ?

2- Probléme d’optimisation : étant donné G, quel est son nombre chromatique

( le plus petit entier k) ?

2.1 Le lien du probleme de la k-coloration d’un graphe

avec la mécanique quantique

Les k couleurs Fy, - -- , Ej dans le probleme de la k-coloration d'un graphe G
seront assimilés a des valeurs d’énergie de couleurs que peuvent prendre les
particules.

{E1, -, Ex} est appelé spectre d’énergie de 'atome ou du graphe G.

Deux particules z; et z; sont dites libres ou indépendantes si G(x;,x;) = 0
et sont dites liées si G(z;, ;) = 1.

Inspiré du principe d’exclusion de Pauli (issu du modele ondulatoire de 1’élec-
tron) qui interdit & deux électrons au sein d’un atome d’avoir le méme qua-
druplet de nombres quantiques, on interdit a deux particules liées d’avoir la
méme énergie de couleur.

Rappel : Par convention on considére que G(z;, z;) = 1, Vi.
2.2 Distribution quantique de I’énergie
Définition :

15
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Soit G un graphe sur un ensemble {zg, - ,z,-1}. Avec G(z;,z;) = €;; ou
€;= lou0.

Une distribution D est dite quantique sur un ensemble F si deux particules
quelconques et liées de F ne peuvent pas avoir la méme énergie de couleur.

Posons D(F') = card{E,,; x; € F'} ou E,, est I'énergie de couleur de z;.

2.3 Matrice de Pauli et algorithme quantique

Soit G un graphe sur un ensemble {xg, -, x,_1}. Avec G(x;,x;) = € ol
€, = 1lou0.

Supposons que au départ on a |l couleurs E,_;11, -+, E, (I <n).

Posons S, = {E—i+1, - - , B, } le spectre de couleur. Et complétons le spectre
Sp par un spectre S, = {Ey, -+, E,}. (B; < Ejsii <j)

Et posons E = [ (Energie spectrale de I'atome G).

On part d’un point quelconque z.

On pose E,, = E,. (c’est I'énergie de départ de la particule)

Placons les points {xg, -, 2,1} sur un cercle. Pour fixer les idées
et bien comprendre et tester mes techniques, je vous recommande
de voir la figure 2. Et en faisant le tour dans le sens inverse des
aiguilles d’une montre, d’écrire les vecteurs (et matrices) de Pauli
dans les compartiments de la figure.

Si maintenant G(xy, z;) = 1, alors la particule qui se trouve au point z, peut
prendre le chemin {z,x;} et donnons a z; I’énergie maximale E(x;) de S,
de sorte que D{xy, x;} soit quantique. On a donc E(z;) = E,, — 1

Posons P(zy) le vecteur de Pauli défini au point zj par :

E — card{E,,}
k, Ey,

P(xx) =

16
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Qui veut dire tout simplement que la particule z;, est au point k, a E,, pour
énergie en ce point, et qu’il reste £ — card{E,, } comme énergie de couleur.
Le passage de la particule z; a x; , symbolisé par : z; ~ x; peut étre
considéré comme du a l'action d’un vecteur de Pauli au point z; et définit

par :

E — D{xy,x;}
P(x]> = Js Ea:j
k, E,,

Qui veut dire que la particule z; est au point j et a E,, pour énergie en ce
point et qu’elle est provenu du point k (S(j) = k) et qu’il reste E— D{xy, x;}
comme énergie spectrale. Autrement dit le vecteur de Pauli nous renseigne
sur I’énergie de la particule et sur les positions qu’elle a prise le long de son
chemin et sur I’ énergie spectrale restante.

On peut noter : z; = P; jx; ou x; = Pux;

On va voir comment la matrice de Pauli va nous permettre de décider si les
particules dans I'atome peuvent avoir des énergies de couleur de telle sorte
que la distribution sus I’ensemble des particules soit quantique.

Voici donc comment procéder :

Quand la particule x; est au point k son vecteur de Pauli est :

E — card{E,,}
k? Erk

On note dans 'ordre (mod n)les points ), - - - , 2% tels que G(axy, 2%) = 1.
oul; € {1,---,lx}

On détermine les vecteurs de Pauli P(2%).

On incrémente maintenant k pour passer a k+1 (mod n). Et on réitere le

procédé précédent.

17
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On voit que a chaque réitération le vecteur de Pauli augmente de nombre de
lignes et que a chaque position i peuvent cohabiter plusieurs vecteurs de Pauli
de méme nombre de lignes (Ceci est du au fait que la transition x ~ z; peut
s’effectuer de plusieurs fagons selon le choix des chemins) : autrement dit a
chaque position i le vecteur de Pauli se transforme en une matrice M(r;, s;).
Avec M ayant au plus n + 2 lignes.

Notons P (xy) cette matrice de Pauli, et notons : R(P" (z)) le minimum
des énergies de la premiere ligne de la matrice P (xy) :

Vu que 'énergie spectrale restante R(P™(xy)) va diminuer (mais pas stric-
tement) au fur et & mesure de 1’ incrémentation de k;

Alors on a les résultats suivants :

2.4 Reésolution du probleme de la k-coloration des graphes

Théoréme 2.4.1 Soit G un graphe sur un ensemble {xo, -+ ,x,_1}. Avec
G(zi, ;) =€ ot € ;= 1 ou 0. Et soit | un entier 1 <[ <mn.

Si P (xy,) est la matrice de Pauli, alors a un moment donné :

1- Soit l’énergie restante R(P™(xy)) est négative : cela veut dire qu’on ne
peut pas colorer les n particules avec | couleurs de telle facon que la distribu-
tion soit quantique. Et le programme doit s’arréter.

2- Soit ’énergie restante R(P™ (xy)) est strictement positif avec P"™ (xy)
ayant au moins n éléments distincts : Dans ce cas on peut colorer les n
particules avec | couleurs de telle facon que la distribution soit quantique.

3 - Soit Uénergie R(P™(xy)) s’annule avec P™ (xy) ayant au moins n élé-
ments distincts : Dans ce cas on peut colorer les n particules avec | couleurs
de telle facon que la distribution soit quantique, et que [ est le nombre chro-

matique.
Corollaire 2.4.1 (Algorithme quantique de Pauli) Soit G un graphe sur

18
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un ensemble {xg, -+, xn_1}. Avec G(z;,xj) =€ ol € ;= 1 ou 0.
L’algorithme quantique de Pauli est un O(n®) et permet de savoir si le graphe
est colorable avec k couleurs et en I’ occurrence il permet d’effectuer cette

coloration .

Preuve : Analogue a celle du corollaire 1.2.1 en tenant compte des opéra-
tions de test avant d’attribuer une couleur a toute particule responsable de
I’augmentation de la taille du vecteur colonne des matrices.

On a donc au plus n? constructions a effectuer. Et le résultat s’en déduit.

19
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3 Le code en langage Python

Dans cette section, je donne en langage Python un code permettant a la fois

de tester ma théorie et de donner tous les cycles hamiltoniens s’ils existent :
[

from scipy import x*
import numpy as np

Le code de Feynman en langage Python

ecrit par sghiar le 7 mars 2016 a 09:28.

ce code permet de trouver la matrice de Feynman et
les cycles hamiltoniens s il existent.

Debut du code
# On definit la fonction F de Feynman.
def F(j, T):

1= len(T)

U=[1+1]

U=[0]*x(1+1)

ufo]l=T[0]-1

for i in range(1,1):
ULli+1]=T[i]

Ul1l=j

return U

# On construit le Grpahe G de particules
print ("Entrez un entier non nul > 1")

n= int (input ())

G=np.eye(n,n)

for i in range(n):
for j in range(n):

20
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print ("Entrez G(i,j)",i,j) # G(i,j)= 0 si i=j
G[il[j] = int(input ())

# On construit la matrice de Feynman au point O...

d[0]=[[n,0]]

for j in range(n):
if G[0]J[jl==1 and O'=j
d[jl=[[n-1,j,0]]
#print d[j]

dljl=C[[0,j]]
#print d[j]

for k in range (0,n**2)

for j in range(n):
if G[k%»nl[jl==1 and (k%n)!'=j
for T in d[k%n]:
if T[0] > O
dljl+=[F(j,T)]
#print d[j]

if G[k%nl[jl==
dl[jl=d[j]
#print d[j]

# Remarque : n**2 est introduite car on a n tours a
effectuer
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# Matrice de Feynman au point O

print ("Matrice de Feynman au point 0 :")

for T in d[0]:
if len(T)== n+2 and T[0]==0 and T[1]==0 and Tl[n
+1]==0:
print (T)

# Cycles Hamiltoniens

print ("Cycles Hamiltoniens :")

for h in d[0]:
if len(h)== n+2 and h[0]==0 and h[1]==0 and hln
+1]==0:
if len(set(h))==n
del h[0]
#print h
L.append (h)

for elt in L:
try:
ind = H.index(elt)
except:
H.append (elt)

if len(H) != 0:
print (H)
else
print ("Pas de cycles hamiltoniens ")

# Fin du code

22



M. Sghiar [HAL| hal-01276862 : 4 avril 2016

4 Conclusion

Avoir assimilé les sommets d'un graphe a des particules ayant de 1’énergie
m’était utile pour trouver les deux algorithmes de Feynman et de Pauli, car en
épuisant toute I'énergie des particules, les deux algorithmes vont stirement
finir par s’arréter -comme toute particule sans énergie-, aprés nous avoir
renseigné sur 'existence ou non des cycles hamiltoniens et sur la possibilité
de la k-colration du graphe. Dans les cas positifs, les deux programmes nous
afficheront tous les cycles hamiltoniens et la coloration escomptée.

Ayant montré I'existence d’un algorithme polynomiale pour résoudre les pro-
blemes du voyageur de commerce et le probleme de la k-coloration, il s’avere
claire qu’on a bel et bien P = NP.

J’en étais stir des le départ : Car pour moi, P # NP est contraire a I'om-
nipotence Divine : "God decides, no one can reverse His decision, and He is
swift in reckoning" .Quran - Ar-Ra’d -(40). Voir figure 2.

Le code 3 ci-dessus en langage Python permet de tester ma théorie.
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