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摘要

可重复性已经在⼈⼝⽣物学，尤其是流⾏病学中使⽤了⼏⼗年。但是，⼏年前才提出了适⽤于具有周期性系数模型的定义。定义涉及积分算⼦的光谱半
径。正如在恒定环境中研究结构化流⾏病模型⼀样，需要解释其⽣物学意义。我们在本⽂中表明，周期模型的可重复性仍然是每代增长的渐近速率。我
们还坚持认为周期性模型的理论可重复性与通过在流⾏曲线开始时调整指数所获得的可重复性之间存在差异。

1.简介

    让我们简短地回顾⼀些有关在恒定环境中可重现性的概念（Diekmann和Heesterbeek，2000年）。考虑⼀个具有m个 “类型”感染⼈群的结构化⼈群。
是类型t在时间t的每单位时间的新感染数  与 。这是发病率，不要与感染⼈数混淆。我们定义 。在没有疾病的

稳定状态附近线性化之后，许多流⾏病模型导致更新⽅程系统

 是初始条件给定的向量函数。 是具有正系数或零系数的⽅阵。可再现性定义为下⼀代矩阵的光谱半径

解释如下。我们定义

是在时间t属于第n代的事件的向量。 是n代的⼤⼩，

正如（Inaba和Nishiura，2008年）所指出的，

如果矩阵  是原始的，那么Perron和Frobenius定理意味着  如果收敛  朝向具有严格正分量的特征向量 。  是每代的渐近增长
率：

    在年龄结构的流⾏病模型中，⼈⼝结构不是离散的整体，⽽是例如区间 。这样的理论⾮常相似：  是具有核的下⼀代积分算⼦的光谱半径 
 和

根据定理  还有拉特曼  收敛到积分算⼦的正本征函数。  仍是每代的渐近增长率。

    最后，如果总体结构是离散的，但只有⼀种类型（ ）， 我们有 。在这种特殊情况下，可重复性不仅是每⼀代的渐近增长率。
它也是第⼀例感染的继发病例的平均数量。

    在许多应⽤中，假设环境是周期性的（例如由于季节性因素）是更为现实的。⼤多数媒介传播疾病，⽔传播疾病和某些空⽓传播疾病（例如流感）就
是这种情况。在⽆病状态附近线性化之后，许多周期性的流⾏病模型导致⼀个形式为（1）但矩阵核也依赖于时间t，周期为T的积分⽅程组。过去，
Heesterbeek和Roberts（1995）曾指出：

“ 的概念 在⾮⾃治设置中没有任何意义 ”。

Grassly and Fraser（2006）认为，在周期性环境中，
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Ji(t) i 1 ≤ i ≤ m J(t) = (J1(t), … , Jm(t))

J(t) = ∫
t−t0

0
K(τ) J(t − τ) dτ + H(t) , ∀ t ≥ t0. (1)

H(t) K(τ)

R0 = ρ(K), K = ∫
∞

0
K(τ) dτ.

J(t) = ∑
n≥1

J (n)(t), J (1)(t) = H(t), J (n+1)(t) = ∫
t−t0

0
K(τ) J (n)(t − τ) dτ , t ≥ t0, n ≥ 1.

J (n)(t) ∥G(n)∥

G(n) = ∫
∞

t0

J (n)(t) dt, ∥G(n)∥ =
m

∑
i=1

|G(n)
i | =

m

∑
i=1

G
(n)
i . (2)

G(n+1) = ∫
∞

t0

∫
t−t0

0

K(τ) J (n)(t − τ) dτ dt = ∫
∞

0

K(τ)∫
∞

t0+τ

J (n)(t − τ) dt dτ = KG(n).

K G(n)/(R0)n n → +∞ K R0

lim
n→+∞

n√∥G(n)∥ = R0.

(0, +∞) R0

K(x, y)

G(n+1)(x) = ∫
∞

0

K(x, y)G(n)(y) dy.

Krein G(n)/(R0)n R0

m = 1 G(n+1) = R0 G
(n)

R0
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“ 基本⽣殖编号等概念 不再适⽤ ”。

最近，Wesley和Allen（2009）估计：

“ 在⾮⾃治流⾏病模型中，不存在⽤于计算基本繁殖数量，疾病灭绝阈值的通⽤⽅法 ”。

Bacaër和Guernaoui（2006）仍然认为  可以定义为唯⼀具有连续向量函数的实数 ，正，周期为T的周期和

对于所有t。换句话说，重现性是积分算⼦在（3）右侧到以周期T周期性的连续函数空间的谱半径。

    ⼏篇⽂章讨论了此定义。Bacaër和Guernaoui（2006）估计了利什曼病流⾏的可重复性，并获得了特定病例的分析公式。Bacaër（2007）⽐较了⼏种⽅
法，⽤数值⽅法计算了可重复性，在季节性幅度较⼩时获得了近似公式，并估计了基孔肯雅病流⾏的可重复性。Bacaër和Ouifki（2007）重新审视了季
节性为正弦曲线的情况，这导致了⼀个简单的再现性特征⽅程。

    Wang和Zhao（2008）研究了常微分⽅程组的特殊情况，使⽤Floquet理论推⼴了（Bacaër，2007）的⽅法，并严格证明了可再现性的某些性质。Bacaër
和Abdurahman（2008）研究了共振情况，其中重现性与通过平均模型的周期系数获得的值⾮常不同。Thieme（2009）研究了有序Banach空间中的周期
⼀般系统。Bacaër和Gomes（2009）表明，在周期性环境中，可重复性仍然是⾮线性流⾏病模型的门槛。Bacaër（2009）将定义修改为离散时间的周期
性模型。

    尽管进⾏了这项⼯作，但流⾏病建模专家尚未⼴泛采⽤定义（3），正如最近对H1N1⼤流⾏的“可再现性”估计所见（Boëlle等⼈， 2009； Fraser等，
2009； Munayco等，2009； Nishiura等，2009； Pourbohloul等，2009）。这些估计是通过拟合流⾏曲线开始处的指数获得的。这没有考虑到季节性。季
节性肯定是流感流⾏的重要因素（Lipsitch和Viboud，2009）。

    我们在本⽂中证明，与在恒定环境中构造的种群⼀样，由（3）定义的可重复性在周期性环境中解释为每代的渐近增长率。更准确地说，我们在第2节
中证明了n代的⼤⼩  与

导致重复公式的⼩技巧 不幸的是，在恒定的环境中，它不能在周期性的环境中⼯作。因此，（4）的证明是基于有关周期更新⽅程的渐
近⾏为的结果，该周期更新⽅程例如由（Jagers和Nerman，1985； Michel等，2005； Thieme，1984）获得。有⼈可能想知道（4）中的上限是否仍可以
由⼀个简单的上限代替。第3节考虑了⼀种具有单⼀类型感染者的特定流⾏病模型，其中接触率，传播概率和恢复速度取决于感染时间，⽽不取决于感
染后的时间：不同的演⽰表明上限可以⽤⼀个简单的上限代替。第四部分考虑了离散时间模型的情况。第5节重点介绍了估算当前H1N1流感⼤流⾏可重
复性的问题。可再现性可能⽆法预测流⾏病的最终规模。两个附录汇集了⼀些证据。

2.每代的渐近增长率

    考虑⼀个 感染了m种不同类型⼈群的⼈群。 是在时间t处以τ个时间单位被感染的类型为i的⼈数。  是偏微分⽅程的解

有初始条件  并在边缘条件

我们猜测

⽅阵  和 是周期T相对于 t的连续周期性函数
为了⼀切 ，

换句话说，我们考虑在周期性环境中连续时间分⽀为⼏种类型的过程。让我们介绍⼀下矩阵函数  与

是⼤⼩为m的恒等矩阵。例如 ，

让我们回到⼀般情况 。我们定义

关于t是周期性的。有了假设（7），  和 是系数为正或为零的矩阵（Aronsson和Kellogg，1978年）。如果M是⼤⼩为m的⽅阵，

R0

R0 U(t)

R0 U(t) = ∫
∞

0
K(t, τ)U(t − τ) dτ (3)

∥G(n)∥

lim sup
n→+∞

n√∥G(n)∥ = R0 . (4)

G(n+1) = KG(n)

Pi(t, τ) P = (P1, … ,Pm)

∂P

∂t
(t, τ) +

∂P

∂τ
(t, τ) + B(t, τ)P(t, τ) = 0, τ > 0,  t > t0, (5)

P(t0, τ)

P(t, 0) = ∫
∞

0
A(t, τ)P(t, τ) dτ, t > t0. (6)

A(t, τ) B(t, τ)

1 ≤ i, j ≤ m

Ai,j(t, τ) ≥ 0, Bi,i(t, τ) ≥ 0, Bi,j(t, τ) ≤ 0 ∀ i ≠ j, ∑
i

Bi,j(t, τ) ≥ 0. (7)

Π(t, t′, τ)

Π(t′, t′, τ) = I,
∂Π

∂t
(t, t′, τ) = −B(t, τ + t − t′)Π(t, t′, τ), ∀t > t′,  ∀τ ≥ 0.

I m = 1

Π(t, t′, τ) = exp(− ∫
t−t′

0
B(t′ + s, τ + s) ds).

m ≥ 1

K(t, τ) = A(t, τ) Π(t, t − τ, 0), (8)

Π(t, t′, τ) K(t, τ)

∥M∥ = max
1≤j≤m

m

∑
i=1

|Mi,j| .



它是与向量范数（2）相关的矩阵范数。我们假设严格存在正常数 ，  和  与

以下引理回顾了周期性环境中马尔萨斯参数的定义（Coale，1970年和1972年； Williams和Dye，1997年）。为了帮助读者，附录1提供了改编的证据
（Jagers和Nerman，1985； Michel等，2005； Thieme，1984； Thieme，2009）。 是周期T的周期连续函数的空间， ，带有

    引理1. 考虑有界线性算⼦

该线性算⼦的光谱半径为 。假设有  与 。
所以有⼀个唯⼀的数字  与 。我们将此数字r称为马尔萨斯参数。

    以下推论回顾了  及其与马尔萨斯参数的链接  （Bacaërand Guernaoui，2006;Bacaër，2007; Thieme，2009）。

    推论1. 我们定义 。

 如果 
 如果 
 如果 。

    引理2。 我们定义 。因此对于 ，

    证据。通过将特征线⽅法应⽤于（5）-（6）来获得更新⽅程（10）。不等式（13）对于  由于（9）和（11），并通过（12）归纳证明。

    下⾯的引理回顾周期性更新⽅程，由（科尔，1970和1972）和（Williams和染料，1997），通过研究证明的渐近⾏为（Jagers和Nerman，1985; Michel
等⼈，2005），如果 ⽶ = 1，和由（Thieme，第1984年，第261）。如果⽶ ≥1. THIEME（1984）设由（8）给出的内核具有相对于τ的紧凑⽀持：

对于τ⾜够⼤。由于从数学的⾓度来看（但从⽣物学的⾓度来看）这最后⼀个条件过于局限，因此附录2概述了（Michel et al。，2005）对这
种情况的适应性修改。其中 ⽶ ≥1。

    引理3。 假设总⽣殖价值为  是积极的，也就是说  在附录2引理6中。然后有⼀个严格的正周期函数  与

    我们得出主定理。

    定理1. 我们定义  和 如（2）中所⽰。那么（4）为真。

    证据。我们定义

不等式（13）表明它总是⼀个收敛的级数。式（12）和⽤于交换和与积分的单调收敛定理表明

 因此是周期更新⽅程的解

 是⼈⼝在矩阵中的发⽣率  被除以 。与细胞核相关的重现性  显然是 。

    ⾸先假设 。然后我们有 。根据推论1，马尔萨斯参数 与（14）相关联严格为负。根据引理3，有⼀个严格的正周期函数 
与  如果 。  暗⽰

现在假设 。根据推论1，与（14）关联的马尔萨斯参数为零。根据引理三，  如果 和 是严格的积极和定期的
所以我们有

α β γ

∥A(t, τ)∥ ≤ α, ∥Π(t, t′, τ)∥ ≤ γ e−β (t−t′), ∀ t ≥ t′ ∀ τ ≥ 0. (9)

P V : Rm → R
m

∥V ∥∞ = max{∥V (t)∥;  t ∈ R}, V ∈ P.

Ls : V (t) ↦ ∫
∞

0
e−sτK(t, τ)V (t − τ) dτ, s > −β, V ∈ P.

ρ(s) s0 > −β ρ(s0) > 1

r > −β ρ(r) = 1

R0 r

R0 = ρ(0)

r > 0 R0 > 1

r = 0 R0 = 1

r < 0 R0 < 1

J(t) = P(t, 0) t ≥ t0

J(t) = ∫
t−t0

0
K(t, τ)J(t − τ) dτ + J (1)(t) = ∑

n≥1

J (n)(t),

J (1)(t) = ∫
∞

t−t0

A(t, τ) Π(t, t0, τ + t0 − t)P(t0, τ + t0 − t) dτ ,

J (n+1)(t) = ∫
t−t0

0
K(t, τ)J (n)(t − τ) dτ , (n ≥ 1),

∥J (n)(t)∥ ≤ (αγ)n e−β(t−t0) (t − t0)n−1

(n − 1)!
∫

∞

0
∥P(t0, τ)∥ dτ .

(10)

(11)

(12)

(13)

n = 1

K(t, τ) = 0

t = t0 c > 0 w(t)

∥J(t)∥ ∼
t→+∞

ert w(t).

G(n) ∥G(n)∥

Z (R)(t) = ∑
n≥1

J (n)(t)

Rn
, t ≥ t0, R > 0.

Z (R)(t) −
J (1)(t)

R
= ∑

n≥1

J (n+1)(t)

Rn+1
= ∫

t−t0

0

K(t, τ)

R
Z (R)(t − τ) dτ .

Z (R)(t)

Z (R)(t) = ∫
t−t0

0

K(t, τ)

R
Z (R)(t − τ) dτ +

J (1)(t)

R
. (14)

Z (R)(t) A(t, τ) R K(t, τ)/R R0/R

R > R0 R0/R < 1 r(R) w(R)(t)

∥Z (R)(t)∥ ∼ w(R)(t) exp(r(R)t) t → +∞ R > R0

∑
n≥1

∥G(n)∥/Rn = ∑
n≥1

m

∑
i=1

∫
∞

t0

J
(n)
i (t) dt/Rn = ∫

∞

t0

∥Z (R)(t)∥ dt < +∞ .

R = R0 ∥Z (R0)(t)∥ ∼ w(R0)(t) t → +∞ w(R0)(t)



综上所述，  是级数的收敛半径 。然后，定理1由这些序列的柯⻄和哈达玛定理得出。

    笔记。

⼀个元素  可以看作是双重空间的元素 。对偶的产物是

所以

 是矩阵，它是 。（Jagers and Nerman，1985）使⽤  定义马尔萨斯参数。
假说  在引理1中，排除了矩阵核的太多成分将为零的情况。如果存在  ⾄少满⾜以下两个条件之⼀

我们有 。我们定义
 所有分量都等于1的函数

 和  （15）和（16）的左侧。
然后我们有  要么 。因此，  要么 （Drnovsek，2000年）。假设（15）是（Michel et al。，
2005）的假设（5.2）的概括，对应于  和 。回想⼀下，即使在洛特卡关于具有恒定环境的类型的种群的理论中（费勒，1941；洛特
卡，1939），也必须有⼀个条件以确保欧拉-洛特卡⽅程的左侧取对于某个s⼤于1的值

回顾光谱半径的公式

⽤

（12）成为

利⽤假设（9），我们可以将该⽅程的右侧视为线性算⼦  在功能空间上  具有可积分⽮量值

然后我们有

 是有界线性算⼦空间中的范数 。所以

的光谱半径  是（谁）给的

然后我们有

即使我们可以证明 ，我们只有定理1的“⼀半”。这不是显⽽易见的：周期函数不在 。

3.特例

    在本节中，我们考虑⼀种特殊情况，其中（4）中的上限可以由⼀个简单的上限代替。我们猜测

m = 1
 和 

∑
n≥1

∥G(n)∥/(R0)n = ∫
∞

t0

∥Z (R0)(t)∥ dt = +∞ .

1/R0 ∑ ∥G(n)∥ zn

V ∈ P P
∗

⟨V ,W⟩ = ∑
i

∫
T

0
Vi(t)Wi(t) dt.

(L∗
sV )(t) = ∫

∞

0
e−sτK ′(t + τ, τ)V (t + τ) dτ.

K ′(t, τ) K(t, τ) L∗
s

ρ(s0) > 1 s0 > −β

min
0≤t≤T

min
1≤i≤m

m

∑
j=1

∫
∞

0
e−s0τKi,j(t, τ) dτ > 1,

min
0≤t≤T

min
1≤j≤m

m

∑
i=1

∫
∞

0
e−s0τKi,j(t + τ, τ) dτ > 1,

(15)

(16)

ρ(s0) > 1

1 ∈ P

c1 c2

Ls01 ≥ c1 1 L∗
s0
1 ≥ c2 1 ρ(s0) ≥ c1 > 1 ρ(s0) ≥ c2 > 1

s0 = 0 m = 1

∫
∞

0
e−sτK(τ) dτ = 1.

R0 = lim
n→∞

∥(L0)n∥1/n.

J (n)(t) = 0, ∀t < t0,

J (n+1)(t) = ∫
∞

0

K(t, τ)J (n)(t − τ) dτ .

L̃0 L1(R,Rm)

∥J (n)∥1 = ∫
+∞

−∞
∥J (n)(t)∥ dt = ∥G(n)∥.

J (n+1) = L̃0 J
(n) = (L̃0)n J (1).

∥ ⋅ ∥1 L1(R,Rm)

∥G(n+1)∥ = ∥J (n+1)∥1 ≤ ∥(L̃0)n∥1 ∥J (1)∥1.

L̃0

σ(L̃0) = lim ∥(L̃0)n∥
1/n
1 .

lim sup n√∥G(n)∥ ≤ σ(L̃0).

σ(L̃0) = R0 L1(R,Rm)

A(t, τ) = A(t) B(t, τ) = B(t)



最初的状况是新感染的⼈：  （狄拉克质量）。

所以我们有

根据Bacaër和Guernaoui（2006）的研究，  和相关的本征函数是

 是⼀个常数

    引理4. 对于  和 ，

    证据。我们对n进⾏归纳。对于n = 1，公式是根据（11）和初始条件的假设得出的 。假设该公式对于n是正确的。我们有（12），（17）和
（19）

    注意。当然，对于总发⽣率

根据（Bacaër和Guernaoui，2006年），本节中的模型来⾃以下公式：

⽤ ，解决⽅案是

总发⽣率是 。

    以下属性给出了n代⼤⼩的估计。

    命题1 。 ， 我们有

所以我们有

    证据。⾸先，零件集成

拉普拉斯积分渐近估计的⽅法在这⾥似乎并不直接适⽤。但是我们可以写

与

因此，

P(t0, τ) = δτ=0

K(t, τ) = A(t) exp(− ∫
t

t−τ

B(s) ds) . (17)

L0

R0 = Ā/B̄ , U(t) = cA(t) exp[∫
t

t0

A(s)

R0
ds − ∫

t

t0

B(s) ds] . (18)

c

Ā =
1

T
∫

T

0

A(t) dt, B̄ =
1

T
∫

T

0

B(t) dt.

n ≥ 1 t > t0

J
(n)(t) =

A(t)

(n − 1)!
[∫

t

t0

A(s) ds]
n−1

exp(− ∫
t

t0

B(s) ds) . (19)

P(t0, τ)

J
(n+1)(t) =

A(t)

(n − 1)!
[∫

t−t0

0
A(t − τ)[∫

t−τ

t0

A(s) ds]
n−1

dτ] exp(− ∫
t

t0

B(s) ds)

=
A(t)

n!
[∫

t

t0

A(s) ds]
n

exp(− ∫
t

t0

B(s) ds) .

J(t) =
∞

∑
n=1

J
(n)(t) = A(t) exp[∫

t

t0

A(s) ds − ∫
t

t0

B(s) ds] .

dI

dt
= A(t) I(t) − B(t) I(t).

I(t0) = 1

I(t) = exp[∫
t

t0

A(s) ds − ∫
t

t0

B(s) ds].

J(t) = A(t) I(t)

n ≥ 1

(R0)n
e

−B̄T (1 − e
−B̄T )

B̄T
≤ G

(n) ≤ (R0)n
e
B̄T (eB̄T − 1)

B̄T
.

lim
n→∞

n√G(n) = R0.

G
(n) = ∫

∞

t0

B(t) exp(− ∫
t

t0

B(s) ds)[∫
t

t0

A(s) ds]
n dt

n!
.

G
(n) =

+∞

∑
k=0

Hk

Hk = ∫
t0+(k+1)T

t0+kT

B(t) exp(− ∫
t

t0

B(s) ds) [∫
t

t0

A(s) ds]
n dt

n!

= ∫
T

0
B(t0 + θ) exp(− ∫

t0+kT+θ

t0

B(s) ds) [∫
t0+kT+θ

t0

A(s) ds]
n dθ

n!

= e
−kB̄T ∫

T

0
B(t0 + θ) exp(− ∫

t0+θ

t0

B(s) ds) [kĀT + ∫
t0+θ

t0

A(s) ds]
n dθ

n!
.



与

⽤ ， 我们获得

但

⽤ ， 我们获得

命题1由这些估计得出。

    注意。本节的特殊情况还有另⼀个有趣的属性，该属性紧接在（18）和（19）之后： ，

 是本征函数之⼀  来⾃（3），如（18）。

4.离散时间的周期模型

    我们显然可以使第2节的结果和证明适应周期性离散时间⼈⼝模型的情况（Bacaër，2009年）。 是⼤⼩为ω的向量，其分量表⽰⾃感染或不同类
型以来的不同时间。我们猜测

， 

 和 
， 

矩阵的光谱半径  严格⼩于1。

为了简化总体的渐近⾏为，我们进⼀步假设

矩阵  是原始的

是不可约的。

如果矩阵 是不可约的，特别是如果它是原始的，并且如果（20）没有空⾏或列，则（20）是不可约的（Berman and Plemmons，1979，Theorem
2.2.33）。我们为 

就像（Bacaër，2009），  是矩阵的光谱半径

e−kB̄T Fk ≤ Hk ≤ e−kB̄T Fk+1

Fk = ∫
T

0
B(t0 + θ) exp(− ∫

t0+θ

t0

B(s) ds) [kĀT]n dθ

n!
=

(kĀT )n

n!
(1 − e−B̄T ) .

F0 = 0

+∞

∑
k=1

e−kB̄T Fk ≤ G(n) ≤ eB̄T
+∞

∑
k=1

e−kB̄T Fk.

e−B̄T ∫
k

k−1
e−θB̄T θn dθ ≤ e−kB̄T kn ≤ eB̄T ∫

k+1

k

e−θB̄T θn dθ .

∫ ∞
0 e−θB̄T θn dθ = n!/(B̄T )n+1

e−B̄T n!

(B̄T )n+1
≤

+∞

∑
k=1

e−kB̄T kn ≤ eB̄T
n!

(B̄T )n+1
.

t > t0

Z (R)(t) = ∑
n≥1

J (n)(t)
Rn

=
A(t)
R

exp[∫
t

t0

A(s)
R

ds − ∫
t

t0

B(s) ds] .

Z (R0)(t) U(t)

P(t)

P(t + 1) = M(t)P(t) ∀t ≥ t0,
M(t) = A(t) + B(t)
A(t + T ) = A(t) B(t + T ) = B(t)

Ai,j(t) ≥ 0 Bi,j(t) ≥ 0
∑iBi,j(t) ≤ 1

B(T − 1)B(T − 2) …B(0)

M ∗(t0) = M(t0 + T − 1)M(t0 + T − 2) ⋯M(t0)

⎛⎜⎝ 0 0 ⋯ 0 M(T − 1)
M(0) 0 ⋯ 0 0

0 M(1) ⋱ 0 0

⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ M(T − 2) 0

⎞⎟⎠ (20)

M ∗(t0)

t ≥ t0

K(t, 1) = A(t), K(t, τ) = A(t)B(t − 1)B(t − 2) ⋯B(t − τ + 1), (τ ≥ 2),

J (1)(t) = K(t, t − t0 + 1)P(t0), J (n+1)(t) =
t−t0

∑
τ=1

K(t, τ) J (n)(t − τ), (n ≥ 1),

G(n) =
∞

∑
t=t0

J (n)(t), ∥G(n)∥ = ∑
i

G
(n)
i .

R0

−1

.

⎛⎜⎝A(0) 0 ⋯ 0

0 A(1) ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ 0
0 ⋯ 0 A(T − 1)

⎞⎟⎠⎛⎜⎝−B(0) I 0 ⋯ 0

0 −B(1) I ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 0

0 ⋱ ⋱ I

I 0 ⋯ 0 −B(T − 1)

⎞⎟⎠



是单位矩阵。我们猜测 。我们可以通过⽤和替换积分来适应第2节的证明。  是每⼀代增长的渐近速率：公式（4）仍然成⽴。

5，    和H1N1流感⼤流⾏

    SIR模型是H1N1⼤流⾏最简单的季节性模型之⼀

（Bacaër和Gomes，2009年）。  有⼀个时期  年。  是平均感染时间。  是健康⼈的⼀部分，  被感染的⼈群⽐例和 已康复并因
此具有免疫⼒的⼈所占的⽐例。因此，我们有 对于所有t。在此模型中，死亡率被忽略。我们介绍⼀些感染者，以便

流⾏病学建模的主要⽬标之⼀是试图预测该流⾏病的最终规模：

    在恒定的环境中 独⽴于t），Kermack和McKendrick（1927）发现  和 。  是...的增加功能 ， 独⽴于 ，如果ε⾜够
⼩，则随ε的变化很⼩。此外， 可以通过在流⾏曲线开始时调整指数来估算。初始增长率为

我们知道平均感染时间 。这样我们可以计算

由于这些特性， 在流⾏病建模⼈员中已经⾮常流⾏。当然，有许多因素使事情复杂化（⼈⼝不均，⼲预...），并且这些事实导致数学模型在实践中
很少能正确预测疫情的最终规模这⼀事实。

    让我们以周期系数返回系统（21）。我们仍然可以在流⾏曲线开始时调整指数。这是（Boëlle等，2009; Fraser等，2009; Munayco等，2009; Nishiura
等，2009; Pourbohloul等，2009）⽤于H1N1⼤流⾏的⽅法。这种⽅法之所以有意义，是因为要根据⼀两个⽉的流⾏病数据进⾏调整，并且因为⼀年中接
触者的季节性功能在如此⼩的时间范围内变化很⼩。那么增长率⼤概是

和

在以上参考⽂献中估计的是所谓的“可再现性”。由于这些参考⽂献未明确考虑季节性的影响，因此⼀些作者使⽤了这种表⽰法  对于数字 。例
如，（Fraser et al。，2009）发现⼀个介于1.4和1.6之间的数字。对于系统（21），我们实际上有

 是的平均值 。如果我们在平衡状态附近线性化系统（21）⽽没有疾病 ， 我们有

正是在第3节中考虑的情况，但 b 常数不变。

    在这⼀点上，您可能会想知道坚持到底有什么优点和缺点？  ⽽不是重现性 ，就像已经引⽤的有关H1N1流感的研究⼀样。⼀⽅⾯
优点是可以通过流⾏病数据轻松估算。相⽐之下，估计可重复性需要先验知识 ，实际上我们所掌握的信息很少。但另⼀⽅⾯，可再现性具

有精确的数学属性。根据Bacaër和Gomes（2009）的研究，可再现性是该系统的阈值（21），⽽本⽂表明，在⽆疾病的稳定状态附近，线性⽅程组的代
收率是每代的渐近增长率。 。

     和 即使对于相对较⼩的季节性幅度，似乎也⽆法很好地预测该流⾏病的最终规模。例如考虑以下情况

 年和 每年。感染持续时间 在3到4天之间。我们猜测 。这是H1N1⼤流⾏的典型值（Fraser等，2009）。我们还假设
：我们介绍了⼀个在10,000⼈中混合均匀的情况。请注意，⽇历的时间t已设置为  达到最⼤值 。  是从此最⼤值开始的时

间。

    图1显⽰了该流⾏病最终规模的⽔平线 ，当我们改变引⼊第⼀个感染病例的时间（ ，⽔平轴）和季节性⽔平e（
，垂直轴）。根据选择 ，最终尺⼨从38％到94％不等。强调这些不同的价值  对应于的相同值 。在横轴上  （⽆季节性），

最终尺⼨  显然独⽴于  和 。最终尺⼨根据

从53％到63％ 
如果是48％⾄67％ 
如果是42％到70％ 。

因此，即使相对较⼩的季节性振幅也对该流⾏病的最终规模产⽣重⼤影响。

I P(t0) ≠ 0 R0

R0

dS

dt
= −a(t)S(t) I(t),

dI

dt
= a(t)S(t) I(t) − b I(t),

dR

dt
= b I(t) (21)

a(t) T = 1 1/b S(t) I(t) R(t)

S(t) + I(t) + R(t) = 1

S(t0) = 1 − ε, I(t0) = ε, R(t0) = 0.

R(∞) = lim
t→∞

R(t).

a(t) = a R0 = a/b R(∞) R(∞) R0 t0

R0

r = a − b.

1/b

R0 = 1 + r/b.

R0

a(t0) − b

a(t0)/b

R0 a(t0)/b

R0 = ā/b.

ā a(t) (S = 1, I = 0,R = 0)

dI

dt
= a(t) I(t) − b I(t).

a(t0)/b R0 = ā/b

a(t0) a(t0)/ā

a(t0)/b R0 = ā/b

a(t) = ā(1 + e cos(ωt)), ω = 2π/T ,

T = 1 b = 100 1/b  R0 = ā/b = 1,5

 ε = I(t0) = 10−4
a(t) t = 0 t0

R(∞) ∈ {0,5; 0,7; 0,9} 0 ≤ t0 ≤ T

0 ≤ e ≤ 1 (t0, e) R(∞) R0 e = 0

R(∞) t0 R(∞) = 58% t0

e = 5%

e = 10%

e = 15%



图1.流⾏病最终规模的轮廓线  当第⼀例感染病例介绍时（ ，⽔平轴）和季节性幅度（ ，垂直轴）。在整个图中，我们有 。

    图2显⽰了 ，即所谓的“可重复性”，可以通过在流⾏曲线开始时调整指数来估算。⾸例感染病例的引⼊时间有所不同（
，⽔平轴）和季节性幅度（ ，垂直轴），如图1所⽰。 不能预测该流⾏病的最终规模。最惊⼈的情况是  和 

。在这种情况下，  （见图2），但是  （见图1）！

图2.的⽔平线  当第⼀例感染病例介绍时（ ，⽔平轴）和季节性幅度（ ，垂直轴）。

    很难估计实际流⾏病的季节性幅度e。（Dushoff et al。，2004）提出 ⾜以解释流感的季节性。但是他们的地⽅性模型需要⾮常特殊的参数值选
择才能获得共振现象。（Cauchemez et al。，2008）估计，寒假将向⼉童的传播减少了约25％，这表明 会经历很⼤的变化。Shaman and
Kohn（2009）最近发现豚⿏的蒸⽓压和流感传播之间存在很强的相关性。在瑞典，外部蒸⽓压的范围从冬天的5毫巴到夏天的15毫巴。然后，传播率从
80％降低到20％（Shaman和Kohn，2009，图1）。因此，预计季节性振幅e的较⼤值将相对频繁。

结论

    本⽂显⽰了周期性环境中的可重现性，由（Bacaër和Guernaoui，2006;Bacaër，2007;Bacaër和Ouifki（2007），Bacaër和Abdurahman，2008;Bacaër和
Gomes，2009;Bacaër，2009; Nakata （Kuniya，2010； Thieme，2009； Wang和Zhao，2008）在恒定的环境下具有与经典理论相同的⽣物学意义：这是
每代⼈的增长的渐近速率。

    第5节⽐较  通过调整流⾏曲线开始时的指数获得的“可重复性”估计。事实证明，这两个数字不能准确预测该流⾏病的最终规模。⽬前对H1N1流感
⼤流⾏的“可重复性”的最新估计没有考虑到季节性，⽽季节性对于这种空⽓传播疾病当然很重要。因此，应谨慎考虑基于这些估计并与以前的流⾏病进
⾏⽐较的预测。如果这些估计数不影响公共卫⽣决策，那么定义和估计可再现性的问题将不会产⽣实际的后果，

附录1

    这是引理1的证明。

    （i）让我们证明线性算⼦ 有界。假设（9）暗⽰

所以功能的连续性  占优收敛定理的结果。 是有界线性算⼦的空间。然后我们有

    （ii）紧凑性 。正如（Jagers和Nerman，1985，第260页）和（Bacaër，2007）已经指出，利⽤核的周期性，简单的计算就可以得出

R(∞) t0 e R0 = 1,5

a(t0)/b ∈ {0,5; 1; 1,5; 2; 2,5}

0 ≤ t0 ≤ T 0 ≤ e ≤ 1 a(t0)/b t0/T = 0,5 e = 1

a(t0)/b = 0 R(∞) = 93%

a(t0)/b t0 e

e = 4%

a(t)

R0

Ls

∥e−sτK(t, τ)V (t − τ)∥ ≤ αγ e−(s+β)τ ∥V ∥∞.

t ↦ (LsV )(t) L(P)

∥Ls∥∞ ≤ max
0≤t≤T

∫
∞

0
e−sτ∥K(t, τ)∥ dτ ≤

αγ

s + β
. (22)

Ls



与

我们有

 因此是⼀个连续函数  和⼀个函数 。  因此是“弱奇异”内核和积分运算符  是紧凑的
（Kress，1999，Theorem 2.22）。

    （iii）单调 。矩阵核⼼的组成 是正数还是零。线性算⼦  因此也是积极的：如果  为了⼀切 ，我们注意 ，那么我们有 
。此外，  暗⽰ 。  是⼀个Banach空间，也是⼀个Banach格：  为了⼀切 ，那么我们有 。

Banach格中正算⼦的谱半径的单调性表明  在减少（Burlando，1991）。

    （iv）的连续性 。  的  是连续函数，因为

并且因为当 。频谱半径在紧凑型线性算⼦的空间上是连续的（Degla，2008）。  因此是连续函数。

    （v）存在 。有了不等式（22），我们得到  如果 。⽤ ， 我们还有  如果 。的连续性  和
假设  暗⽰有  与 。

    （vi）的对数凸性 。我们可以使⽤（Kato，1982）的定理2.5 这是“完全单调的”，因此是“过度凸的”（Thieme，1998，定理2.5）。但
是，受有限维情况启发的证明稍有不同（Bapat和Raghavan，1997，定理3.3.4），可能会很有趣。我们猜测  和  与 

。我们想展⽰

由于频谱半径在紧凑线性算⼦空间上的连续性，并考虑了与以下修改后的核相关的算⼦

可以⽤其他假设证明对数凸性  是“强烈肯定”：如果  是的正函数的闭合凸锥 ，那么我们有  包括在内部 。根据定理的“强版本” 
and Rutman（Drabek and Milota，2007，Theorem 5.4.33），存在严格的正本征函数  和  与特征值相关  和  线性算⼦  和 。
我们定义

从Hölder不等式的离散形式  和 ，

根据霍尔德对积分的不等式，

最终（Drnovsek，2000）的定理2.4（Collat  z和Wielandt的上限）暗⽰ 。

    （vii）假设有  与 。 是⼀个递减的（对数）凸函数。所以我们有  对于 。这与以下事实相⽭盾：
 如果 。所以有⼀个独特的  与 。有两种情况：

在间隔 ，功能严格降低
在⼀段时间内 ，功能严格降低，  如果 。

这证明了推论1。

(LsV )(t) = ∫
T

0

K̂s(t, θ)V (θ) dθ, 0 ≤ t ≤ T ,

K̂s(t, θ) =
∞

∑
n=0

Ks(t, t − θ + nT ), 0 ≤ θ ≤ t,

K̂s(t, θ) =
∞

∑
n=1

Ks(t, t − θ + nT ), t < θ ≤ T ,

Ks(t, τ) = e−sτK(t, τ).

∀t, ∀θ ∈ [0,T ], 0 ≤ ∥Ks(t, t − θ + nT )∥ ≤ αγ e−(β+s)(t−θ+nT ) ≤ αγ e−(β+s)(n−1)T .

K̂s(t, θ) {(t, θ) ∈ [0,T ] × [0,T ];  t ≠ θ} [0,T ] × [0,T ] K̂s(t, θ) Ls

s ↦ ρ(s) K(t, τ) Ls Vi ≥ 0 i V ≥ 0

LsV ≥ 0 s ≤ s′ Ls ≥ Ls′ (P, ∥ ⋅ ∥∞) |Vi| ≤ |V ′
i | i ∥V ∥∞ ≤ ∥V ′∥∞

s ↦ ρ(s)

s ↦ ρ(s) s ↦ Ls (−β, +∞) → L(P)

∥Ls − Ls′∥∞ ≤ max
0≤t≤T

∫
∞

0
|e−sτ − e−s′τ | ∥K(t, τ)∥ dτ ≤ αγ ∫

∞

0
|e−sτ − e−s′τ | e−βτ dτ

s′ → s s ↦ ρ(s)

r ∥Ls∥∞ → 0 s → +∞ ρ(s) ≤ ∥Ls∥∞ ρ(s) → 0 s → +∞ s ↦ ρ(s)

ρ(s0) > 1 r ≥ s0 ρ(r) = 1

s ↦ ρ(s) s ↦ Ls

− β < s1 < s2 s = λs1 + (1 − λ)s2

0 < λ < 1

ρ(s) ≤ ρ(s1)λρ(s2)1−λ.

Kε
i,j(t, τ) = Ki,j(t, τ) + ε e−βτ ,

Ls C P Ls(C ∖ {0}) C Krein

V (1)(t) V (2)(t) ρ(s1) ρ(s2) Ls1
Ls2

Wi(t) = (V
(1)
i (t))λ (V

(2)
i (t))1−λ.

p = 1/λ q = 1/(1 − λ)

(LsW)i(t) = ∫
∞

0
∑
j

[e−s1τKi,j(t, τ)V
(1)
j (t − τ)]

λ

[e−s2τKi,j(t, τ)V
(2)
j (t − τ)]

1−λ

dτ

≤ ∫
∞

0
[∑

j

e−s1τKi,j(t, τ)V
(1)
j (t − τ)]

λ

[∑
j

e−s2τKi,j(t, τ)V
(2)
j (t − τ)]

1−λ

dτ.

(LsW)i(t) ≤ {∫
∞

0

[∑
j

e−s1τKi,j(t, τ)V (1)
j (t − τ)]dτ}

λ

{∫
∞

0

[∑
j

e−s2τKi,j(t, τ)V (2)
j (t − τ)]dτ}

1−λ

= [ρ(s1)V
(1)
i (t)]

λ
[ρ(s2)V

(2)
i (t)]

1−λ
= ρ(s1)λρ(s2)1−λWi(t) .

ρ(s) ≤ ρ(s1)λρ(s2)1−λ

r1 < r2 ρ(r1) = ρ(r2) = 1 s ↦ ρ(s) ρ(s) = 1 s ≥ r1

ρ(s) → 0 s → +∞ r > −β ρ(r) = 1

(−β, +∞)

(−β, r0) ρ(s) = 0 s ≥ r0



附录⼆

    对于⼏种类型的种群，我们推⼴了周期性环境中单⼀类型种群的渐近⾏为的证明（Michel等，2005）。或者，这可以看作是（Perthame，2007）注释
6.2的偏微分⽅程的推⼴，该偏微分⽅程涉及具有通过常微分⽅程建模的⼏种类型的种群。 ，  和  是从中转置的矩阵 ， 

 和 。通过推⼴（Michel等，2005）的定理5.1，我们从以下引理开始：

    引理。 只有⼀个三胞胎  对偶特征值问题的解决

    证据。⼀⽅⾯（23）-（24）和另⼀⽅⾯（25）被简化为对偶特征值的问题

其属性来⾃附录1和定理  和鲁特曼。

    我们有以下引理可以概括（Michel et al。，2005）的⽅程（5.11）：

    引理5。 是凸函数。我们假设 是（5）-（6）的解决⽅案。我们定义

然后我们有

    证据。类似于（Michel et al。，2005）和（Perthame，2007）的计算，乏味的计算得出

与

确实，（26）的导数是

更换 ，  和  通过（5），（23）和（25），我们得到

我们以（28）表⽰法 。我们在⼀侧将包含关于τ的导数的表达式分组， 在另⼀边。我们在包含系数的总和中交换索引i和j  和 。我们获得

A′(t, τ) B′(t, τ) K ′(t, τ) A(t, τ)

B(t, τ) K(t, τ)

(r,N ,ϕ)

∂N

∂t
(t, τ) +

∂N

∂τ
(t, τ) + rN(t, τ) + B(t, τ)N(t, τ) = 0 , ∀t,  ∀τ > 0,

N(t, 0) = ∫
∞

0
A(t, τ)N(t, τ) dτ

N(t + T , τ) = N(t, τ), N(t, τ) ≥ 0, ∑
i

∫
T

0

∫
∞

0

Ni(t, τ) dτ dt = 1,

∂ϕ

∂t
(t, τ) +

∂ϕ

∂τ
(t, τ) − r ϕ(t, τ) − B′(t, τ)ϕ(t, τ) = −A′(t, τ)ϕ(t, 0) ,

ϕ(t + T , τ) = ϕ(t, τ), ϕ(t, τ) ≥ 0, ∑
i

∫
∞

0
Ni(t, τ)ϕi(t, τ) dτ = 1 .

(23)

(24)

(25)

N(t, 0) = ∫
∞

0

e−rτ K(t, τ)N(t − τ, 0) dτ ,

ϕ(t, 0) = ∫
∞

0

e−rτ K ′(t + τ, τ)ϕ(t + τ, 0) dτ,

Krein

H : R → R P(t, τ)

H(t) = ∑
i

∫
∞

0

ϕi(t, τ)Ni(t, τ)H( Pi(t, τ)e−rt

Ni(t, τ)
)dτ. (26)

dH

dt
≤ 0, ∀t.

dH

dt
=∑

i

ϕi(t, 0)Ni(t, 0){H(∫
∞

0
∑
j

μi,j gj dτ)− ∫
∞

0
∑
j

μi,jH(gj) dτ}

+ ∑
i,j

∫
∞

0

ϕiBi,jNj{H(gj) − H(gi) + (gi − gj)H
′(gi)}dτ , (27)

μi,j(t, τ) =
Ai,j(t, τ)Nj(t, τ)

Ni(t, 0)
, gj(t, τ) =

Pj(t, τ) e−rt

Nj(t, τ)
. (28)

dH

dt
= ∑

i

∫
∞

0

{[ ∂ϕi

∂t
Ni + ϕi

∂Ni

∂t
]H( Pi e

−rt

Ni

)

+ ϕiNiH
′( Pi e

−rt

Ni

)[ ∂Pi

∂t
− r Pi −

Pi

Ni

∂Ni

∂t
] e

−rt

Ni

}dτ .

∂Pi/∂t ∂Ni/∂t ∂ϕi/∂t

dH

dt
= ∑

i

∫
∞

0
{[−

∂ϕi

∂τ
+ r ϕi + ∑

j

ϕjBj,i − ∑
j

ϕj(t, 0)Aj,i]NiH(
Pi e

−rt

Ni
)

− ϕi[
∂Ni

∂τ
+ rNi + ∑

j

Bi,jNj]H(
Pi e

−rt

Ni
)

− ϕiNiH
′( Pi e

−rt

Ni
)[ ∂Pi

∂τ
+ ∑

j

Bi,j Pj]
e−rt

Ni

+ ϕiNiH
′( Pi e

−rt

Ni
) Pi

Ni
[ ∂Ni

∂τ
+ ∑

j

Bi,jNj]
e−rt

Ni
}dτ .

gj Bi,j Bj,i Aj,i



通过积分第⼀个积分，我们得出

如果我们考虑边缘（6）处的条件，则得出（27），这表明

    让我们回到引理5的证明。从詹森的不等式与 ，以及该不等式的离散版本

因此，（27）中的第⼀⾏为负。（27）的第⼆⾏也是负数，因为

对应于 i = j的项被取消
对于 i≠j，H的凸度表⽰括号内的表达式为正，⽽ ，  和 。

所以我们有 。

    因此，我们得出了（Michel et al。，2005）的定理5.2的推⼴。

    引理6。 我们假设

 是初始条件下的（5）-（6）的解 。
。

然后我们有

    证据。注意

也是线性⽅程（5）-（6）的解。具有凸功能 ，我们将引理5应⽤于此解决⽅案。 （29）的右侧随时间t减⼩， 因此收敛到极限 。事实
 ⽤（Michel et al。，2005，p.1259）或（Perthame，2007，§3.6）的论点证明了这⼀点。

    结果。  如果 。
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dH

dt
= − ∑

i

∫
∞

0

∂

∂τ
[ϕiNiH(gi)]dτ − ∑

i,j

ϕi(t, 0)∫
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0
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Lotka AJ (1939) Théorie analytique des associations biologiques,  2e partie. Hermann,  Paris.
Michel P,  Mischler S,  Perthame B (2005) General relative entropy inequality :  an illustration on growthmodels.
J Math Pures Appl 84 :  1235– 1260.
Munayco CV,  Gomez J,  Laguna– Torres VA et al (2009)
Epidemiological and transmissibility analysis ofinfluenza A(H1N1)v in a southern hemisphere setting :  Peru. Euro Surveill 14(32) pii :  19299.
Nakata Y,  Kuniya T (2010) Global dynamics of a class of SEIRS epidemic models in a periodic environment. J Math Anal Appl 363 :  230– 237.
Nishiura H,  Castillo– Chavez C,  Safan M,  Chowell G (2009)
Transmission potential of the new influenza A(H1N1) virus and its age– specificity in Japan. Euro Surveill 14(22) :  pii = 19227.
Perthame B (2007) Transport Equations in Biology. Birhäuser,  Bäle.
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