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resumo

A reprodutibilidade tem sido usada na biologia populacional e, em particular, na epidemiologia hé varias décadas. No entanto, uma defini¢do adequada para modelos
com coeficientes periddicos foi proposta apenas alguns anos atras. A defini¢ao envolve o raio espectral de um operador integral. Como no estudo de modelos
epidémicos estruturados em um ambiente constante, ¢ desejavel explicar o significado bioldgico. Mostramos neste artigo que a reprodutibilidade para modelos
periodicos ainda é uma taxa assintética de crescimento por geragao. Também insistimos na diferenga entre essa reprodutibilidade teérica para modelos periddicos e
aquela obtida ajustando um exponencial no inicio de uma curva epidémica.

1. Introducio

Vamos relembrar brevemente algumas nogdes sobre reprodutibilidade em um ambiente constante (Diekmann e Heesterbeek, 2000). Considere uma populagio
estruturada com m "tipos" de pessoas infectadas. J;() é o nimero de novas infecgdes por unidade de tempo, no tempo ¢, do tipoi com 1 < ¢ < m. Esta é a
incidéncia, que néo deve ser confundida com o niimero de pessoas infectadas. Nos definimos J(¢t) = (Ji(t), . . ., Jm(¢)). Muitos modelos epidémicos levam, apos
linearizagdo perto do estado estaciondrio sem doenga, a um sistema de equagdes de renovagdo

t—to

IO = [ K@)JIE-ndr+HE, Yzt 1)

H(t) é uma fungdo vetorial dada pelas condigdes iniciais. K () é uma matriz quadrada com coeficientes positivos ou zero. Reprodutibilidade ¢ definida como o raio

espectral da matriz da proxima geragdo
o0
Ro=p(0), K= [ Kr)ar
0

t—to
=Y @), JO@)=HE), JO@E)= KO JW(t—7)dr, t>t, n>1

n>1 0

E interpretado da seguinte maneira. Nés definimos

J()(¢) é o vetor de incidéncias pertencentes & geragdo 7 no tempo ¢ . ||G(|| ¢ o tamanho da geragdo 1 , com

G = / T dt, (G = Z - :Z G @
ty i=

Como (Inaba e Nishiura, 2008) observaram, temos

t— to o) o]
G = / / ) JW(t — 7)drdt = / K(T) / JW(t — 1) dtdr = KG™
to 0 t

0+T

Se a matriz K é primitivo, o teorema de Perron e Frobenius implica que G(™) /(Ro)™ converge se n — +00 para um vetor proprio com componentes estritamente
positivos de KC. Ry ¢ a taxa de crescimento assintotico por geragéo:

hm /|G| = Ry.

Nos modelos epidémicos estruturados por idade, a estrutura da populagéo ndo é um todo discreto, mas, por exemplo, o intervalo (0, +00). A teoria é entdo muito
semelhante: Ry ¢ o raio espectral de um operador integral de proxima geragdo com um ntcleo K(z,y) e

G (z / K(z,y) G™ (y) dy.

De acordo com o teorema de Krein ¢ Rutman, G /(Ro)™ converge para uma fungdo propria positiva do operador integral. Ry ainda ¢ a taxa assintotica de
crescimento por geragao.

Por fim, se a estrutura da populagio for discreta, mas com apenas um tipo (m = 1), temos G("*1) = Ry G("), Nesse caso em partlcular a reprodutibilidade ndo ¢
simplesmente a taxa assintotica de crescimento por geragdo. E também o niimero médio de casos secundarios infectados por um primeiro caso.

Em muitas aplicagdes, é mais realista supor que o ambiente seja periodico, por exemplo, devido a sazonalidade. E o caso da maioria das doengas transmitidas por
vetores, doengas transmitidas pela dgua e certas doengas transmitidas pelo ar, como a gripe. Muitos modelos epidémicos periddicos levam, ap6s linearizagio perto
do estado livre de doenga, a um sistema de equagdes integrais da forma (1) mas com um niicleo de matriz que também depende do tempo ¢, periodicamente, com um
periodo T'. No passado, Heesterbeek e Roberts (1995) argumentaram que:

" O conceito de R ndo faz sentido em um ambiente ndo autonomo ".
Grassly e Fraser (2006) pensaram que, em um ambiente periddico,

" Conceitos como o niimero reprodutivo basico Ry ndo se aplica mais ".

Mais recentemente, Wesley e Allen (2009) estimaram que:
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" Ndo existe um método geral para calcular o niimero basico de reprodugdo, o limiar para extingdo da doenga, em modelos epidémicos ndo auténomos

Bacaér e Guernaoui (2006) sugeriram, no entanto, que Ry pode ser definido como o tnico niimero real para o qual existe uma fungéo vetorial continua U (¢),
positivo, periddico com um periodo 7', e

RoU(t) = /0 “K(t, Ut - 1) dr 3)

para todos 7 . Em outras palavras, a reprodutibilidade ¢ o raio espectral do operador integrante do lado direito de (3) para o espago de fungdes continuas que sdo
periodica com periodo T .

Varios artigos discutiram essa defini¢do. Bacaér e Guernaoui (2006) estimaram a reprodutibilidade para uma epidemia de leishmaniose e obtiveram uma férmula
analitica em um caso particular. Bacaér (2007) comparou varios métodos para calcular numericamente a reprodutibilidade, obteve formulas aproximadas quando a
amplitude da sazonalidade ¢ pequena e a reprodutibilidade estimada para uma epidemia de chikungunya. Bacaér ou Ouifki (2007) revisitaram o caso em que a
sazonalidade ¢é sinusoidal, o que leva a uma simples equacao caracteristica para reprodutibilidade.

Wang e Zhao (2008) estudaram o caso particular de sistemas de equagdes diferenciais ordindrias, generalizaram o método de (Bacaér, 2007) usando a teoria de
Floquet e demonstraram rigorosamente algumas propriedades de reprodutibilidade. Bacaér e Abdurahman (2008) estudaram casos de ressonancia, onde a
reprodutibilidade ¢ muito diferente do valor obtido pela média dos coeficientes periodicos do modelo. Thieme (2009) estudou sistemas gerais periddicos em espagos
ordenados de Banach. Bacaér e Gomes (2009) demonstraram que a reprodutibilidade ainda serve como limiar para modelos epidémicos ndo lineares em um
ambiente periodico. Bacaér (2009) adaptou a definigdo para modelos periddicos em tempo discreto.

Apesar deste trabalho, os especialistas em modelagem de epidemias ainda ndo adotaram amplamente a defini¢do (3), como pode ser visto com estimativas
recentes de "reprodutibilidade" para a pandemia de HIN1 (Boélle et al., 2009; Fraser et al., 2009; Munayco et al., 2009; Nishiura et al., 2009; Pourbohloul et al.,
2009). Essas estimativas foram obtidas ajustando um exponencial no inicio da curva epidémica. Isso ndo leva em consideragdo a sazonalidade. A sazonalidade é
certamente um fator importante para as epidemias de gripe (Lipsitch e Viboud, 2009).

Mostramos neste artigo que, como no caso de populagdes estruturadas em um ambiente constante, a reprodutibilidade definida por (3) ¢ interpretada em um
ambiente periddico como uma taxa assintdtica de crescimento por geragdo. Mais precisamente, demonstramos na se¢do 2 que a geragdo n tem um tamanho |G () I
com

lim sup \”/HG(")H =Ry . (4)
n—+o00

O pequeno truque que levou a formula da recorréncia G = IC G infelizmente em um ambiente constante ndo funciona em um ambiente periodico. Portanto, a
prova de (4) ¢ baseada em resultados relativos ao comportamento assintético das equagdes periddicas de renovagao obtidas, por exemplo, por (Jagers e Nerman,
1985; Michel et al., 2005; Thieme, 1984). Pode-se perguntar se o limite superior em (4) ainda pode ser substituido por um limite simples. A Sec¢do 3 considera um
modelo epidémico especifico com um unico tipo de pessoa infectada, em que a taxa de contato, a probabilidade de transmissdo e a velocidade da recuperagao
dependem do tempo, mas néo do tempo desde a infec¢do: uma demonstragio diferente mostra que o limite superior pode muito bem ser substituido por um limite
simples. A Secdo 4 considera o caso de modelos com tempo discreto. A Sec¢do 5 destaca o problema de estimar a reprodutibilidade da atual pandemia de gripe
HINI. A reprodutibilidade pode no prever o tamanho final de um pogo epidémico. Dois apéndices retinem algumas evidéncias.

2. Taxa de crescimento assintotico por geracio

Considere uma populagdo com m diferentes tipos de pessoas infectadas. P;(t, 7) ¢ o nimero de pessoas do tipo i , no momento ¢, que foram infectadas por t©
unidades de tempo. P = (Pi,..., Pn) ¢é solugdo da equagéo diferencial parcial

oP

oP
E(t,‘l’)—t——(t,T)+B(t,T)P(t,T):O, >0, t>tg, (5)

or

com a condigéo inicial P(tp, 7) e com a condigdo na borda
o]
P(t,0) = / A(t,7) P(t,7)dr, t>t. (6)
0

Nos presumimos

 matrizes quadradas A(t, 7) e B(t, T) sdo fungdes continuas e periodicas do periodo T em relagdo a ¢
e paratudo 1l <i4,5 <m,

Aij(t,7) 20, Bii(t,7) 20, Bi(t,7) <OVi#j, Y Bij(t,7) > 0. (™
i
Em outras palavras, consideramos um processo de ramificagdo para varios tipos em tempo continuo em um ambiente periddico. Vamos apresentar a fun¢do da matriz
II(¢, ¢, 7) com

I
¢, ¢, r) =1, %—t(t,t',‘r) = —B(t, 7+t —tI(t, ¢, 1), Vt>t,Vr>0.

I ¢ a matriz de identidade do tamanho m . Se por exemplom = 1,

t—t'
(¢, ¢, 7) = exp <— / B(t' +s,7+ s)ds) .
0

Vamos voltar ao caso geral m > 1. N6s definimos
K(th) = A(t1 T) H(tvt - T,O), (8)

que ¢ periodico em relagéo a 7. Com as hipéteses (7), II(¢, ', 7) e K(t, 7) sdo matrizes com coeficientes positivos ou nulos (Aronsson e Kellogg, 1978). Se M ¢ uma
matriz quadrada de tamanho m ,

m
1] = 1@@;2 |Mi| -
=

E a norma da matriz associada a norma do vetor (2). Assumimos que existem constantes estritamente positivas a, 8 € y com



lAE, T < o, |t t,7)]| < ve P Vix>t ¥Yr>0. 9)

O lema a seguir lembra a defini¢do do pardmetro malthusiano em um ambiente periddico (Coale, 1970 e 1972; Williams e Dye, 1997). Para auxiliar o leitor, o
apéndice 1 fornece evidéncias adaptadas de (Jagers e Nerman, 1985; Michel et al., 2005; Thieme, 1984; Thieme, 2009). P ¢é o espago das fungdes continuas
periddicas do periodo 7',V : R™ — R™com

[Vleo = max{|[V(®)|; t R}, V €P.

Lema 1. Considere o operador linear limitado
o]
Ly: V() > / e TK(tT)V(E—T)dr, s>-B, VeP.
0
O raio espectral deste operador linear ¢ p(s). Suponha que exista so > — com p(so) > 1.
Portanto, ha um niimero tinicor > —f8 com p(r) = 1. Nos chamamos este niimero r o pardmetro malthusiana.
O corolario a seguir lembra a defini¢ao de Ry e sua ligagdo com o pardmetro malthusiano r (Bacaér e Guernaoui, 2006; Bacaér, 2007; Thieme, 2009).
Corolario 1. Definimos Ry = p(0).
e r>0FEseRy>1
e r=0EseRy=1
e r<0FEseRy <1

Lema 2. Definimos J(t) = P(t,0). Entdo para t > to,

J(t) = / titnK(t, T J(t—7)dr+ V@) =Y T"(@), (10)
0 n>1
J(l)(t) = /00 A(t, ) II(t, to, T+ tg — t) P(tg, 7+ to — t) dr, (11)
s = [ K I -, (21), (12)
0
_ n—1 [}
17 @) < (av)"e’ﬁ(t’t”)% | et nar (13)

Evidéncia. A equacdo de renovagdo (10) é obtida aplicando o método da linha caracteristica a (5) - (6). A desigualdade (13) ¢ verdadeira paran = 1 por causa de
(9) e (11) e é demonstrado por indugdo com (12).

O lema a seguir lembra o comportamento assintotico das equagdes periddicas de renovagdo, estudadas por (Coale, 1970 e 1972) e (Williams e Dye, 1997),
demonstradas por (Jagers e Nerman, 1985; Michel et al., 2005) se m = 1 e por (Thieme, 1984, p. 261) se m > 1. Thieme (1984) supde que o nucleo dado por (8)
tenha um suporte compacto em relagdo a t: K (¢, 7) = 0 para t grande o suficiente. Como esta ultima condigdo ¢ um pouco restritiva do ponto de vista matematico
(mas nao do ponto de vista bioldgico), o apéndice 2 descreve uma adaptagio da prova dada por (Michel et al., 2005) ao caso. onde m > 1.

Lema 3. Suponha que o valor reprodutivo total em t = tg seja positivo, ou seja ¢ > 0 no Lema 6 do Apéndice 2. Depois, ha uma fungdo periodica estritamente
positiva w(t) com

IT@I, €™ w(t).

t—+o00
Chegamos ao teorema principal.
Teorema 1. Definimos G™ ¢ ||G™ ||como em (2). Entio (4) é verdadeiro.
Evidéncia. Nos definimos
JM(¢)
R
Z! )(t):z o b2t R>0.

n>1

A desigualdade (13) mostra que ¢ sempre uma série convergente. A equagdo (12) e o teorema da convergéncia mondtona para a troca de uma soma e uma mostra
integral que

JO@) T KR T)
Z(R)(t)*T_ TR :/0 = Z®B (- 1) dr.

Z®) (t) ¢é, portanto, solugdo da equagdo de renovagio periodica

t—to J (1)
Z®) () = / 1) p® - ryar+ G (14)

A R R
ZB)(t) & a incidéncia em uma populagdo onde a matriz A(t, 7) foi dividido por R. Reprodutibilidade associada ao niicleo K (t,7)/R ¢ obviamente Ro/R.

Suponha primeiro que R > Ry. Nés temos entdo Ry/R < 1. De acordo com o Corolario 1, o pardmetro malthusiano 7(B) associado a (14) é estritamente negativo.
De acordo com o Lema 3, existe uma fungdo periddica estritamente positiva w® (t) com || Z®) (t)|| ~ w!B (t) exp(r®t) E se t — +00. R > Ry implica que

S let/r =33 [ a0 wdyr = [120@)de < oo
n>1 n>1 i=1 Yt to

Agora suponha que R = R,. De acordo com o Corolario 1, o pardmetro malthusiano associado a (14) é zero. De acordo com o Lema 3, Z ) () || ~ w®)(t) E se
t — 4-ooe w) (t) ¢ estritamente positivo e periddico. Entdo nos temos

DG/ (Ro)" = [(\)IZ(R“)(t)H dt = +oo.

n>1

Em suma, 1/Rj ¢ o raio de convergéncia da série 3 |G || 2. O teorema 1 resulta entio do teorema de Cauchy ¢ Hadamard para essas séries.



Notas.

e Um elemento V € P pode ser visto como um elemento do espago duplo P*. O produto da dualidade é
T
v,wy=>" / Vi(t) Wi(t) dt.
— Jo
7
assim
(LIV)(E) = / e K (t+7,7) V(t+ 7) dr.
0

K'(t, ) ¢ a matriz que ¢ a transposi¢do de K (t, 7). (Jagers ¢ Nerman, 1985) usam L para definir o parametro malthusiano.
A hipotese p(sg) > 1 no lema 1 exclui os casos em que muitos componentes do niicleo da matriz seriam zero. Se existir s > — de modo que pelo menos
uma das duas condigdes a seguir seja atendida

m 00
min min Z/ e K, ;(t,T)dr > 1, (15)
=170

0<t<T 1<i<m

m 00
min min Z / e Kt +T1,7)dr > 1, (16)
i=1 /0

0<t<T 1<j<m

nos temos entdo p(sg) > 1. Nos definimos

o 1 & P cuja fungdo todos os componentes sdo idénticos a 1

o ¢ ecy os lados esquerdo de (15) e (16).
Nos temos entdo Ly, 1 > ¢1 1 ou Lj 1 > ¢z 1. Portanto, p(sp) > ¢1 > 1 ou p(sg) > ¢z > 1 (Drnovsek, 2000). A hipotese (15) é uma generalizagdo da
hipdtese (5.2) de (Michel et al., 2005), que corresponde a sy = 0 e m = 1. Lembre-se de que mesmo na teoria de Lotka para populagdes com um tipo em
ambiente constante (Feller, 1941; Lotka, 1939), ¢ necessaria uma condicao para garantir que o lado esquerdo da equagdo de Euler-Lotka tenha um valor maior
que 1 para um certo s

o]
/ e "K(r)dr=1.
0
¢ Lembre-se da férmula do raio espectral
Ry = lim ||(Zo)"[|"™.
Com
JW(#) =0, V<t

(12) torna-se
Jr(t) = / K(t,7) J™(t—7)dr.
0

Com a hipdtese (9), podemos considerar o lado direito dessa equagio como um operador linear Ly no espago funcional L!(R, R™) com valores vetoriais
integraveis, com

+o00
\|J<")|\1:[ 17 @)l dt = 6]

Nos temos entdo
JOH) = Ly J0 = (Lo)» JO.
Il - |l1 é a norma no espago de operadores lineares limitados em L!(R, R™). assim
NG = 1Ty < (o)1 T M 1.
O raio espectral de Lo E dado por
o(To) = lim [[(Zo)" "

Nos temos entdo
limsup {/ |G™|| < o(Iy)-
Mesmo se pudéssemos mostrar o(Lg) = Ry, teriamos apenas "metade” do Teorema 1. Ndo é 6bvio: as fungdes periddicas nio estio L' (R, R™).

3. Um caso especial

Nesta sec¢do, consideramos um caso especial em que o limite superior em (4) pode ser substituido por um limite simples. No6s presumimos
e m=1
o A(t,T) = A(t) e B(t,7) = B(t)
« a condigdo inicial ¢ uma pessoa recém-infectada: P(to, 7) = d,—¢ (Massa Dirac).
Entdo nos temos

K(t,7) = A(t) exp(— /t j B(s) ds) . (17)

.

Segundo Bacaér e Guernaoui (2006), o raio espectral de L e as fungdes proprias associadas sdo



¢ é uma constante

Lemad. Para n > 1et > t,
A(t) 4 n—1 t
(n)(p) — A7 _
JM(t) = ] [ . A(s) ds] exp( AB(s) ds) .

Evidéncia. Prosseguimos por indugéo em n . Para n = 1, a formula resulta de (11) e da hip6tese da condigdo inicial P(ty, 7). Suponha que a formula seja
verdadeira para n . Temos com (12), (17) e (19)

S0 _(nAfti)! / Tae-n| / (e ds] " ar] exp(- / B(s) ds)
— &[ tA(s)ds]nexp(f /:B(S) ds) .

n! to
Nota. Claro, temos a incidéncia total
0 t t
I(t) =3 T (1) = A(t) exp [ A(s)ds — | B(s) ds] .
n=1 to to
Segundo (Bacaér e Guernaoui, 2006), o modelo nesta se¢do vem da equagdo para o numero total de pessoas infectadas

1
= = A() I(t) = B) I(0).

I(t) = exp { /t " A(s) ds — /t "Bls) ds} .

A propriedade a seguir fornece uma estimativa do tamanho da geragdo # .

Com I(tp) = 1, a solugéo ¢é

A incidéncia total ¢ J(t) = A(t) I(¢).

Proposicao 1. Para n > 1, temos

e’RT(l - e’BT)
R)"'———— L <G < (Ry)" —— =
(Ro) BT < < (Ro) BT

Entdo nos temos
lim VG™ = Ry.
n—00

Evidéncia. Primeiro, a integragao por partes fornece

G _ / ) exp(~ [ Bls)ds)| / ") as)" % .

) to to

t

O método de Laplace para estimativa assintotica de integrais ndo parece ser diretamente aplicavel aqui. No entanto, podemos escrever

G = f Hy,
k=0

com
to+(k+1)T t t n dt
Hy = B(t) ex —/Bsds /Asds—
o= [, B exe(= [ Bloyas) [ [ atwas]" 5
T to+kT+60 to+kT+60 n df
:/B(t0+0) exp(—/ B(s) ds) [/ A(s) ds] —
0 to to n
_ T to-+6 to+6 n
:e*kBT/B(t0+0) exp(—/ B(s) ds) [kAT+/ A(s) ds] d_t9
0 to to n!
Portanto,
e BT B, < Hy < e BT Fyy
com
T to+0 _ kAT n
Fk:/B(to +6) exp(—/ B(s) ds) [kAT]"d—? ! ') (1—e BTy,
0 4 n! n!

Com Fy = 0, no6s obtemos

+oo too
Z e HBT B < ) < eBTZ e HET I
k=1 k=1



ok - ekl
e—BT/ e BT gr dh < e HBT | < eBT/ BT gn 49 .
k-1 k

Com [ ™7 " d§ = n!/(BT)"*", nés obtemos

+00
—-BT n! < o kBT pn < oBT n!
(BTt 4

e .
— (BT)TL+1

A proposicéo | resulta dessas estimativas.

Nota. O caso especial desta secdo tem outra propriedade interessante, que segue imediatamente de (18) e (19): para todos ¢ > ¢y,

Z®M(t) = 21 J(;)n(t) = % exp{/t: AI(_;) ds — /:B(s)ds] .

0

Z(Ro)(t) é uma das fungdes proprias U(t) de (3), como em (18).

4. Modelos periodicos em tempo discreto

Obviamente, podemos adaptar os resultados e as provas da se¢éo 2 ao caso de modelos periddicos de populagdo em tempo discreto (Bacaér, 2009). P(t) ¢ um
vetor de tamanho ®, cujos componentes representam tempos diferentes desde a infecgdo ou tipos diferentes. Nos presumimos

e P(t+1) = M(t)P(¢),Vt > to,

* M(t) = A(t) + B(t)

. A(t+T) A(t)e B(t+T) = B(t)
* Az,]( ) = ,J(t) >0

DY B,-,,-(t) <

¢ oraio espectral da matriz B(T — 1)B(T — 2) ... B(0) ¢ estritamente menor que 1.
Para simplificar o comportamento assintdtico da populag@o, assumimos ainda

e o Matrix M*(to) = M(to+T — 1)M(to + T — 2) - - - M (o) ¢ primitivo

0 0o - 0 M(T —1)
M@O) 0 - 0 0
. 0 M@1) - 0 0 (20)
\ 0 0 . M(T.—Z) 0

¢ irredutivel.

Se a matriz M*(t,) ¢ irredutivel, especialmente se for primitivo, e se (20) ndo possuir linha ou coluna nula, (20) sera irredutivel (Berman e Plemmons, 1979,
Teorema 2.2.33). Definimos para ¢ > tg

K(t,1) = A(t), K(t,7)=A{t)B(t—-1)B(t—2)---Blt—1+1), (r>2),

JO@) = K(t,t — to+ 1)P(tg), J™I(¢ ZKt NJ®E—1), (n>1),

¢ =30, 67 =3 6.
t=to i
Like (Bacaér, 2009), Ry € o raio espectral da matriz
I 0 0 -
A(0) 0
n I
0 A1) . : .
A : L 0
\ 0 - 0 A(T—l)} 0 - 1
I 0 -~ 0 —-B(T-1)

I é a matriz de identidade. Nos presumimos P(to) # 0. Podemos adaptar a prova da se¢do 2 substituindo as integrais por somas. Ry ¢ a taxa assintotica de
crescimento por gerago: a formula (4) permanece verdadeira.

5) Rj e a pandemia de gripe HIN1

Um dos modelos sazonais mais simples para a pandemia do HIN1 ¢ o modelo SIR

B a5 10, T =a@se10) 010, o=

~ = bI(t) (21)

(Bacaér e Gomes, 2009). a(t) tem um periodo T = 1 ano. 1/b ¢ a duragdo média da infecgdo. S(¢) ¢ a fragdo de pessoas saudaveis, I(t) a fragdo de pessoas
infectadas e R(t) a fragdo de pessoas que se recuperaram e, portanto, sdo imunes. Temos assim S(¢) + I(¢) + R(t) = 1para todos . A mortalidade é negligenciada
neste modelo. Introduzimos algumas pessoas infectadas para que

S(t()) =1l-e¢, I(tO) =6 R(t()) =0.
Um dos principais objetivos da modelagem epidemioldgica ¢ tentar prever o tamanho final da epidemia:

R(00) = lim R(t).



Em um ambiente constante (com a(t) = a independente de ¢ ), Kermack e McKendrick (1927) encontraram uma relagéo simples entre Ry = a/b e R(00). R(00)
¢ uma fungdo crescente de Ry, independente de g e que varia muito pouco com ¢ se € for pequeno o suficiente. Além disso, Ry pode ser estimado ajustando um
exponencial no inicio da curva epidémica. A taxa de crescimento inicial ¢

r=a—b.
Sabemos a duragdo média da infecgdo 1/b. Para que possamos calcular
Ry=1+r7/b.

Devido a essas propriedades, R, tornou-se muito popular entre os modeladores de epidemia. Certamente, existem muitos fatores que complicam as coisas
(populagdo ndo homogénea, intervengdes ...) e sdo responsaveis pelo fato de que, na pratica, os modelos matematicos raramente previram corretamente o tamanho
final de uma epidemia.

Voltemos ao sistema (21) com um coeficiente periddico. Ainda podemos ajustar um exponencial no inicio da curva epidémica. Este é o método usado por (Boélle
et al., 2009; Fraser et al., 2009; Munayco et al., 2009; Nishiura et al., 2009; Pourbohloul et al., 2009) para a pandemia de HIN1. Esse método so faz sentido porque o
ajuste ¢ feito com um ou dois meses de dados epidémicos e porque a fungdo sazonal dos contatos, do periodo de um ano, varia pouco em uma escala de tempo tao
pequena. A taxa de crescimento ¢ entdo aproximadamente

a(to) —-b

a(to) /b

¢ a chamada "reprodutibilidade" estimada nas referéncias acima. Como essas referéncias ndo consideram explicitamente o efeito da sazonalidade, alguns autores
usam a notagdo Ry para o namero a(ty)/b. Por exemplo, (Fraser et al., 2009) encontra um niimero entre 1,4 ¢ 1,6. Para o sistema (21), na verdade temos

Ry = a/ b.
a ¢ amédia de a(t). Se linearizarmos o sistema (21) proximo ao estado de equilibrio sem doenga (S = 1,1 = 0, R = 0), temos

dI

= = a() 1) - bI(r).

Este ¢ precisamente o caso considerado na se¢do 3, mas com b constante.

Nesse ponto, pode-se perguntar quais sdo as vantagens e desvantagens de insistir em a(%p)/b ao invés de reprodutibilidade Ry = a/b, como ja foi feito nos
estudos ja citados sobre a gripe HIN1. Por um lado a(tp) tem a vantagem de poder ser facilmente estimado com dados epidémicos. Em comparagéo, estimar a
reprodutibilidade exigiria conhecimento a priori de a(ty)/a, sobre as quais temos realmente muito pouca informagéo. Por outro lado, a reprodutibilidade possui
propriedades matematicas precisas. Segundo Bacaér e Gomes (2009), a reprodutibilidade serve de limiar para o sistema (21) e o presente artigo mostra que ¢ uma
taxa de crescimento assintdtica por geragdo para as equacdes linearizadas proximas ao estado estaciondrio sem doenga. .

a(ty)/be Ry = a/bparece ndo prever bem o tamanho final da epidemia, mesmo para amplitudes sazonais relativamente pequenas. Considere, por exemplo, o
caso em que

a(t) = a(l + e cos(wt)), w=2w/T,

T =1 ano e b = 100 por ano. Duragdo da infecgdo 1/b ¢ entre 3 e 4 dias. Nos presumimos Ry = /b = 1,5. Este ¢ um valor tipico para a pandemia de HIN1
(Fraser et al., 2009). Também assumimos ¢ = I () = 107%: apresentamos um caso em uma populagio de 10.000 pessoas que se misturam homogeneamente.
Observe que a hora ¢ do calendario foi definida para a(t) atinge o seu maximo quando ¢t = 0. £ ¢ o tempo desde esse maximo.

A Figura 1 mostra as linhas de nivel do tamanho final da epidemia R(o0) € {0,5; 0,7; 0,9}, quando variamos o tempo de introdugio do primeiro caso infectado (
0 < ¢y < T, eixo horizontal) e o nivel e da sazonalidade (0 < e < 1, eixo vertical). De acordo com a escolha de (o, €) , 0 tamanho final varia de 38% a 94%.
Enfatize que esses diferentes valores de R(co) correspondem ao mesmo valor de Ry. No eixo horizontal e = 0 (sem sazonalidade), o tamanho final R(oc0) ¢
obviamente independente de ¢y ¢ R(00) = 58%. O tamanho final varia de acordo com to

e de53%a63%se e =5%
o de48% a 67% se e = 10%
e de 42% a 70% se e = 15%.

Assim, mesmo amplitudes sazonais relativamente pequenas tém um efeito significativo no tamanho final da epidemia.

t0/T

Figura 1. Linhas de contorno do tamanho final da epidemia R(oo) quando o momento da introdugdo do primeiro caso infectado (¢o, eixo horizontal) e a
amplitude da sazonalidade (e, eixo vertical) variam. Em toda essa figura, temosRy = 1,5.

A Figura 2 mostra as linhas de nivel de a(t0)/b € {0,5;1;1,5;2;2,5}, a chamada "reprodutibilidade" que pode ser estimada ajustando um exponencial no inicio
de uma curva epidémica. O tempo de introdugio do primeiro caso infectado ¢ variado (0 < tp < T, eixo horizontal) e a amplitude da sazonalidade (0 < e < 1, eixo



vertical) como na Figura 1. a(¢)/bprevé mal o tamanho final da epidemia. O caso mais impressionante ¢ onde ¢9/T = 0,5 ¢ e = 1. Nesse caso, a(tg)/b = 0 (veja a
Figura 2) mas R(o0) = 93% (veja a figura 1)!

1.5 1.5 1.5 to/T

o5
(=]
[=]
&)
i
o

Figura 2. Linhas de nivel de a(tp)/b quando o momento da introdug@o do primeiro caso infectado (¢o, eixo horizontal) e a amplitude da sazonalidade (e,
eixo vertical) variam.

E dificil estimar a amplitude e da sazonalidade para epidemias reais. (Dushoff et al., 2004) sugerem que e = 4% é o suficiente para explicar a sazonalidade da
gripe. Mas seu modelo endémico requer uma escolha muito particular de valores de parametros para obter um fendmeno de ressonancia. (Cauchemez et al., 2008)
estimam que as férias de inverno reduzem a transmissdo as criangas em cerca de 25%, sugerindo que a(t) pode sofrer grandes variagdes. Shaman e Kohn (2009)
encontraram recentemente uma forte correlagdo entre pressao de vapor e transmissao de influenza em porquinhos-da-india. Na Suécia, a pressao de vapor externa
varia de 5 milibares no inverno a 15 milibares no verdo. A transmissao entdo diminui de 80% para 20% (Shaman e Kohn, 2009, Figura 1). Portanto, espera-se que
valores razoavelmente grandes da amplitude sazonal e sejam relativamente frequentes.

Conclusao

Este artigo mostra que a reprodutibilidade em um ambiente periodico, definida ou usada por (Bacaér e Guernaoui, 2006; Bacaér, 2007; Bacaér e Ouifki (2007),
Bacaér e Abdurahman, 2008; Bacaér e Gomes, 2009; Bacaér, 2009; Nakata e Kuniya, 2010; Thieme, 2009; Wang ¢ Zhao, 2008) tém o mesmo significado biologico
da teoria classica em um ambiente constante: ¢ uma taxa assintotica de crescimento por geragao.

A secdio 5 compara Ry com a estimativa da "reprodutibilidade" que ¢ obtida ajustando um exponencial no inicio de uma curva epidémica. Acontece que os dois
numeros ndo prevéem com precisdo o tamanho final da epidemia. Estimativas recentes de "reprodutibilidade" para a atual pandemia de gripe HIN1 ndo levaram em
consideragdo a sazonalidade, enquanto a sazonalidade ¢ certamente importante para uma doenga transmitida pelo ar. As previsdes baseadas nessas estimativas e
comparagdes com pandemias anteriores devem, portanto, ser consideradas com cautela. O problema de definir e estimar a reprodutibilidade ndo teria conseqiiéncias
praticas se essas estimativas nao influenciassem as decisdes de saude publica,

Apéndice 1
Aqui estd uma prova do Lema 1.
(1) Vamos mostrar que o operador linear L ¢ limitado. A hipotese (9) implica
e K(t,r) V(t—7)| < aye V]

Entdo a continuidade da fungdo ¢t — (L,V')(t) resulta do teorema da convergéncia dominada. £(P)é o espago dos operadores lineares limitados. Nos temos entdo
00 —8T @y
[Lslloo < max [ e *7||[K(t,7)|ldr < —— (22)

T 0<t<T J, s+8°

(i1) Compacidade de L. Como (Jagers e Nerman, 1985, p. 260) e (Bacaér, 2007) ja observaram usando a periodicidade do nucleo, um calculo simples fornece

(L V)(t) = /0 Tl?s(t, OV(O)d), 0<t<T,

com
N o0
Ry(t,0) =Y K (t,t—0+nT), 0<0<t,
n=0
N o0
Ri(t,0) =Y K (t,t—0+nT), t<0<T,
n=1
K (t,7) =e "K(t,7).
Nos temos

VE, VO€[0,T], 0<|Ks(tt—0+nT)|<aye Frat=tm) < oqye(Era)n-1T

R (t,0) &, portanto, uma funcéo continua em {(¢,6) € [0, T] x [0, T]; ¢ # 6} ¢ uma funcdo delimitada [0,T] x [0, T]. K,(t,6) ¢é, portanto, um kernel “fracamente
singular” e o operador integral Ly é compacto (Kress, 1999, Teorema 2.22).

iil) monotonia de s — p(s). Os componentes do nucleo da matriz K (¢, 7) sdo positivos ou zero. O operador linear L, é, portanto, também positivo: se V; > 0 para
tudo %, o que notamos V' > 0, entdo nds temos LV > 0. Além disso, s < s’ implica que Ls > Lg. (P, || - ||) ¢é um espago de Banach e também uma estrutura de
Banach: se |V;| < |V/| para tudo i, entdo nds temos ||V || < ||V'||oo- A monotonia do raio espectral para operadores positivos nas redes de Banach mostra que
s+ p(s) estd diminuindo (Burlando, 1991).



(iv) Continuidade de s + p(s). s — L do (—f8, +00) — L(P) ¢ uma fungdo continua porque

o0 o0
, —sT _ _—s'T —sT _ _—s'T| ,—BT
|ILs = Ly||oo §Or£1tz?§ﬂ/ le e \HK(t,T)HdTSa'y/O le e e dr

e porque o lado direito converge para 0 quando s’ — s. O raio espectral é continuo no espago de operadores lineares compactos (Degla, 2008). s — p(s) ¢é,

portanto, uma fungo continua.

(v) Existéncia de r. Com a desigualdade (22), temos || Ls||cc — 0 E se s — 4-00. Com p(s) < || Ls|| o, n0s tambem temos p(s) — 0 E se s — +00. A
continuidade de s — p(s) e a suposi¢do p(so) > 1 implica que existe 7 > s com p(r) = 1.

(vi) Log-convexidade de s — p(s). Poderiamos usar o Teorema 2.5 de (Kato, 1982) para a fungdo s — L, que é "completamente mondtono" e, portanto,

"superconvexo" (Thieme, 1998, Teorema 2.5). No entanto, uma prova ligeiramente diferente inspirada no caso de dimensao finita (Bapat e Raghavan, 1997,
Teorema 3.3.4) pode ser interessante. NOs presumimos — 3 < s; < ss €8 = As; + (1 — A)sy com 0 < A < 1. Noés gostariamos de mostrar

A A
p(s) < p(s1) p(s2)' .
Gragas a continuidade do raio espectral no espago de operadores lineares compactos e considerando o operador associado ao seguinte kernel modificado
sz(t, T) =K, ;(t,7) +¢ e P,

basta demonstrar log-convexidade com a hipotese adicional de que L ¢ "fortemente positivo": se C ¢ o cone convexo fechado de fungdes positivas em P, entdo nos
temos Ls(C \ {0}) estd incluido no interior de C. De acordo com a "verséo forte" do teorema de Krein e Rutman (Drabek e Milota, 2007, Teorema 5.4.33), existem
autofungdes estritamente positivas V() (t) e V) (t) associado a autovalores p(s1) e p(s3) operadores lineares L, ¢ L,,. N6s definimos

wi(t) = (v ) (v (1))

Da verséo discreta da desigualdade de Holder comp = 1/Aeg=1/(1— A),

1-A

[ Z KWV -] e K VO - 7] dr
/ [Z e K, ;(t, )V, t— ’T} [Z e K, (¢, 7) V( )(t - 7')] 17?17'.

De acordo com a desigualdade de Holder para integrais,

oo

Lw)i(e) < { Ze*"K 7y (t—T)]dT}A

0
-2
{/ [Z e K, i(t,7) V( )( 7')} d’T}
0
2 -
= [V 0 [p(s2) V7 0] = pls1) pls2) Wilh)
Finalmente, o Teorema 2.4 de (Drnovsek, 2000) (limite superior de Collatz ¢ Wielandt) implica que p(s) < p(s1)*p(s2)* .

(vii) Suponha que exista 71 < r2 com p(r1) = p(r2) = 1. s — p(s) é uma funcdo decrescente e (log-) convexa. Entdo nds temos p(s) = 1 para s > r1. Isso
contradiz o fato de que p(s) — 0 E se s — -+o0. Portanto, ha um tGnicor > —8 com p(r) = 1. Existem dois casos:

« no intervalo (—f3, +00) , a fungdo estd diminuindo estritamente
e durante um intervalo (—f, o), a fungéo esta estritamente diminuindo e p(s) = 0 E se s > 7.

Isso prova o corolario 1.
Apéndice 2

Generalizamos a prova de (Michel et al., 2005) para o comportamento assintdtico de uma populagdo de um tinico tipo em um ambiente periodico no caso de
populagdes de varios tipos. Alternativamente, isso pode ser visto como uma generalizagdo para as equagdes diferenciais parciais da observagdo 6.2 de (Perthame,
2007) sobre populagdes com varios tipos modelados por equagdes diferenciais ordinarias. A'(¢,7), B'(¢,7) e K'(t,7) sdo as matrizes transpostas de A(¢,7), B(t, )

e K(t, 7). Ao generalizar o Teorema 5.1 de (Michel et al., 2005), comegamos com o seguinte lema:

Lema. Existe um unico trigémeo (r, N, ¢) solugdo de problemas de autovalor duplo

ZZ)_];T( )+%—N(t 7)+rN(t,71)+ B¢, 7)N(t,7) =0, Vt, Vr >0, (23)
N(t,0) = / ¥ AT Nt ) dr (24)
0

N(t+T,7)=N(t,7), N(t7)>0, Y /T/OON,.(t,T) drdt =1,
i 0 Jo
%(t,‘r) + % (t,7) —rd(t,7) — B'(t,7) p(t, 7) = —A'(t,T) 9(¢,0) , (25)

(t
St +T,7) = (t;7), $(t:7) 20, D /Omzv,»(t,f) ¢i(t,T)dr=1.
Evidéncia. (23) - (24), por um lado, e (25), por outro, sdo reduzidos aos problemas dos valores proprios duplos
N(t,0) = /OOZ’TTK(t,T) N(t—r,0)dr,
&(t,0) = /OOZ*” K'(t+7,7) $(t + 7,0) dT,

cujas propriedades resultam do apéndice 1 e do teorema de Krein ¢ Rutman.

Temos o seguinte lema que generaliza a equagdo (5.11) de (Michel et al., 2005):



Lema 5. H : R — R é uma fungdo convexa. Assumimos que P(t,T) é a solugdo de (5) - (6). Nos definimos

P(t,r)e
/ ¢i(t, ) Ni(t,7) H ( Nt 7) )dT. (26)
Nos temos entdo
dH
— < .
= 0, Vt

Evidéncia. Um calculo tedioso, semelhante aos calculos de (Michel et al., 2005) e (Perthame, 2007), fornece

:Z¢i(t7 0) NAt,O){H(/Omz M,jgjd7> - /0"02 pi; H(g;) dT}

+ 30 [ 0B N{Hlg) ~ Hla) + (0 - ) H'(a) (27)
i
com
Ai '(tv T) N'(ta T) P‘(t7 T) e
i) = T (7)) =221
N B O 9
De fato, a derivada de (26) ¢
dH - o0 6(;52 ON; Be—rt
W‘Xi:/o {[G wvo g [1(55)
. : , Befrt 8131 ' EBM efrt
+¢lN’H( N )[c’)t TTUTN et ] N }dT'

Substituindo OP;/dt, ON; /0t e O¢; /Ot por (5), (23) e (25), obtemos

clH Z/

ome Soeon ua( %)
j 1
TS

i

f@-[@;f

— oV H'(

i,J

—rt

25 ]
N; “IN;

+¢iN,-H’(P"eirt)%[% +ZBi,ij]
J

—rt

eN. }dT .

Introduzimos com (28) a notagdo g; . Agrupamos as expressdes que contém derivadas em relagdo a T de um lado, as expressdes que contém B; ; do outro lado.
Trocamos os indices i e j nas somas que contém os coeficientes B;; e A;;. Nos obtemos

% == Z /O m% |6V ()| dr — z]: $i(t,0) A AN H(g,) dr
+ Z/Ow@ B; ; Nj{H(g]-) — H(g:) + (gi — gj)H/(gi)}dr.

N;

Ao integrar a primeira integral, chegamos a

S 0N 0 {0 - [T ;) ar)

J

oo}
ns / ¢ By N{H(g;) — H(g) + (9 — 9 ' <gi)}dr -
ij Y0
Isso leva a (27) se levarmos em conta a condi¢do na borda (6), que mostra que

P, (t, 0 -t Aij(t,7) Nj(t, ) Pj(t,7)e ™
(4,0 ’ d
w60 = S e

Vamos voltar a prova do Lema 5. Da desigualdade de Jensen com [~ (Z i, j) dr = 1e da versdo discreta dessa desigualdade

*© DIIRY
([ Somn) < [0(S ) (S [

Portanto, a primeira linha em (27) é negativa. A segunda linha de (27) também ¢ negativa porque

¢ 0 termo correspondente a i = j ¢ cancelado
e parai#j,aconvexidade de H implica que a expressdo dentro do aparelho ¢ positiva, enquanto B; ; < 0, ¢; > 0e IN; > 0.

Entdo nos temos dt <0.
Chegamos, assim, a generalizagdo do Teorema 5.2 de (Michel et al., 2005).

Lema 6. Assumimos

e P(t,7T) éa solugdo de (5) - (6) com a condigdo inicial P(to, T).
* C_Z f() tO: (z)i(thT)dT

Nos temos entdo



Z /0 |Pi(¢t,T) e tt) cNi(t,7)| ¢i(t,7)dT HTL)O . (29)

Evidéncia. Observe que
e Pi(t, T) — c Ni(t,7) e™

também € uma solugdo das equagdes lineares (5) - (6). Com a fung¢do convexa H(z) = |z|, aplicamos o0 lema 5 a esta solugdo. H(t) , o lado direito de (29) diminui
com o tempo ¢ e, portanto, converge para um limite £. O fato de que £ = 0 ¢ demonstrado com argumentos semelhantes aos de (Michel et al., 2005, p. 1259) ou
(Perthame, 2007, §3.6).

Corolario. | P(t,0)|| ~ ce’t~%)| N(t,0)|| E se t — +o0.
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