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resumen

La reproducibilidad se ha utilizado en biología de poblaciones y, en particular, en epidemiología durante varias décadas. Sin embargo, una definición adecuada para
modelos con coeficientes periódicos solo se propuso hace unos años. La definición implica el radio espectral de un operador integral. Como en el estudio de modelos
epidémicos estructurados en un entorno constante, es deseable explicar la importancia biológica. Mostramos en este artículo que la reproducibilidad de los modelos
periódicos sigue siendo una tasa de crecimiento asintótica por generación. También insistimos en la diferencia entre esta reproducibilidad teórica para modelos
periódicos y la obtenida ajustando una exponencial al comienzo de una curva epidémica.

1. Introducción

    Recordemos brevemente algunas nociones sobre la reproducibilidad en un entorno constante (Diekmann y Heesterbeek, 2000). Considere una población
estructurada con m "tipos" de personas infectadas. es el número de nuevas infecciones por unidad de tiempo, en el tiempo t , de tipo  con . Esta es la
incidencia, que no debe confundirse con la cantidad de personas infectadas. Definimos . Muchos modelos epidémicos conducen, después
de la linealización cerca del estado estacionario sin enfermedad, a un sistema de ecuaciones de renovación.

 es una función vectorial dada por las condiciones iniciales. es una matriz cuadrada con coeficientes positivos o cero. La reproducibilidad se define como
el radio espectral de la matriz de la próxima generación.

Se interpreta de la siguiente manera. Definimos

es el vector de incidencias pertenecientes a la generación n en el tiempo t . es el tamaño de la generación n , con

Como (Inaba y Nishiura, 2008) han señalado, tenemos

Si la matriz  es primitivo, entonces el teorema de Perron y Frobenius implica que  converge si  hacia un vector propio con componentes
estrictamente positivos de .  es la tasa de crecimiento asintótico por generación:

    En modelos epidémicos estructurados por edad, la estructura de la población no es un todo discreto sino, por ejemplo, el intervalo . La teoría es entonces
muy similar:  es el radio espectral de un operador integral de próxima generación con un núcleo  y

De acuerdo con el teorema de  y Rutman  converge a una función propia positiva del operador integral.  sigue siendo la tasa de crecimiento
asintótica por generación.

    Finalmente, si la estructura de la población es discreta pero con un solo tipo ( ), se tiene . En este caso particular, la reproducibilidad no es
simplemente la tasa asintótica de crecimiento por generación. También es el número promedio de casos secundarios infectados por un primer caso.

    En muchas aplicaciones, es más realista suponer que el entorno es periódico, por ejemplo, debido a la estacionalidad. Este es el caso de la mayoría de las
enfermedades transmitidas por vectores, enfermedades transmitidas por el agua y ciertas enfermedades transmitidas por el aire, como la gripe. Muchos modelos
epidémicos periódicos conducen, después de la linealización cerca del estado libre de enfermedad, a un sistema de ecuaciones integrales de la forma (1) pero con un
núcleo matricial que también depende del tiempo t , periódicamente, con un período T . En el pasado, Heesterbeek y Roberts (1995) han argumentado que:

" El concepto de no tiene sentido en un entorno no autónomo ".

Grassly y Fraser (2006) pensaron que, en un entorno periódico,

" Conceptos como el número reproductivo básico ya no se aplica ".

Más recientemente, Wesley y Allen (2009) han estimado que:
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Ji(t) i 1 ≤ i ≤ m

J(t) = (J1(t), … , Jm(t))

J(t) = ∫
t−t0

0
K(τ) J(t − τ) dτ + H(t) , ∀ t ≥ t0. (1)

H(t) K(τ)

R0 = ρ(K), K = ∫
∞

0

K(τ) dτ.

J(t) = ∑
n≥1

J (n)(t), J (1)(t) = H(t), J (n+1)(t) = ∫
t−t0

0

K(τ) J (n)(t − τ) dτ , t ≥ t0, n ≥ 1.

J (n)(t) ∥G(n)∥

G(n) = ∫
∞

t0

J (n)(t) dt, ∥G(n)∥ =
m

∑
i=1

|G
(n)
i | =

m

∑
i=1

G
(n)
i . (2)

G(n+1) = ∫
∞

t0

∫
t−t0

0
K(τ) J (n)(t − τ) dτ dt = ∫

∞

0
K(τ)∫

∞

t0+τ

J (n)(t − τ) dt dτ = KG(n).

K G(n)/(R0)n n → +∞
K R0

lim
n→+∞

n√∥G(n)∥ = R0.

(0, +∞)
R0 K(x, y)

G(n+1)(x) = ∫
∞

0

K(x, y)G(n)(y) dy.

Krein G(n)/(R0)n R0

m = 1 G(n+1) = R0 G
(n)

R0

R0
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" No existe un método general para calcular el número básico de reproducción, el umbral para la extinción de la enfermedad, en modelos epidémicos
no autónomos ".

Bacaër y Guernaoui (2006), sin embargo, sugirieron que  podría definirse como el único número real para el que existe una función vectorial continua ,
positivo, periódico con un período T , y

para todo t . En otras palabras, la reproducibilidad es el radio espectral del operador integral del lado derecho de (3) para el espacio de funciones continuas que son
periódica con periodo T .

    Varios artículos han discutido esta definición. Bacaër y Guernaoui (2006) estimaron la reproducibilidad para una epidemia de leishmaniasis y obtuvieron una
fórmula analítica en un caso particular. Bacaër (2007) comparó varios métodos para calcular la reproducibilidad numéricamente, obtuvo fórmulas aproximadas
cuando la amplitud de la estacionalidad es pequeña y estimó la reproducibilidad para una epidemia de chikungunya. Bacaër y Ouifki (2007) han revisado el caso
donde la estacionalidad es sinusoidal, lo que lleva a una ecuación característica simple para la reproducibilidad.

    Wang y Zhao (2008) estudiaron el caso particular de los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, generalizaron el método de (Bacaër, 2007) utilizando la
teoría de Floquet y demostraron rigurosamente algunas propiedades de reproducibilidad. Bacaër y Abdurahman (2008) han estudiado casos de resonancia, donde la
reproducibilidad es muy diferente del valor obtenido al promediar los coeficientes periódicos del modelo. Thieme (2009) estudió sistemas generales periódicos en
espacios ordenados de Banach. Bacaër y Gomes (2009) demostraron que la reproducibilidad todavía sirve como umbral para modelos epidémicos no lineales en un
entorno periódico. Bacaër (2009) adaptó la definición a modelos periódicos en tiempo discreto.

    A pesar de este trabajo, los especialistas en modelización de epidemias aún no han adoptado ampliamente la definición (3), como se puede ver con estimaciones
recientes de "reproducibilidad" para la pandemia de H1N1 (Boëlle et al., 2009; Fraser et al., 2009; Munayco et al., 2009; Nishiura et al., 2009; Pourbohloul et al.,
2009). Estas estimaciones se obtuvieron ajustando un exponencial al comienzo de la curva epidémica. Esto no tiene en cuenta la estacionalidad. Sin embargo, la
estacionalidad es seguramente un factor importante para las epidemias de gripe (Lipsitch y Viboud, 2009).

    Mostramos en este artículo que, como en el caso de poblaciones estructuradas en un entorno constante, la reproducibilidad definida por (3) se interpreta en un
entorno periódico como una tasa de crecimiento asintótica por generación. Más precisamente, demostramos en la sección 2 que la generación n tiene un tamaño

 con

El pequeño truco que condujo a la fórmula de recurrencia. Desafortunadamente, en un entorno constante no funciona en un entorno periódico. Por
lo tanto, la prueba de (4) se basa en los resultados relativos al comportamiento asintótico de las ecuaciones de renovación periódicas obtenidas, por ejemplo, por
(Jagers y Nerman, 1985; Michel et al., 2005; Thieme, 1984). Uno puede preguntarse si el límite superior en (4) todavía puede ser reemplazado por un límite simple.
La Sección 3 considera un modelo epidémico particular con un solo tipo de persona infectada, donde la tasa de contacto, la probabilidad de transmisión y la
velocidad de recuperación dependen del tiempo, pero no del tiempo transcurrido desde la infección: una demostración diferente muestra que el límite superior bien
puede ser reemplazado por un límite simple. La Sección 4 considera el caso de modelos con tiempo discreto. La sección 5 destaca el problema de estimar la
reproducibilidad para la pandemia de gripe H1N1 actual. La reproducibilidad puede no predecir el tamaño final de una epidemia. Dos apéndices reúnen algunas
pruebas.

2. La tasa de crecimiento asintótico por generación

    Considere una población con m diferentes tipos de personas infectadas. es el número de personas de tipo i , en el tiempo t , que han sido infectadas por τ
unidades de tiempo.  es la solución de la ecuación diferencial parcial

con la condición inicial  y con la condición al borde

Asumimos

matrices cuadradas  y son funciones continuas y periódicas del período T con respecto a t
por todo ,

En otras palabras, consideramos un proceso de ramificación a varios tipos en tiempo continuo en un entorno periódico. Vamos a introducir la función matricial
 con

es la matriz de identidad de tamaño m . Si por ejemplo ,

Volvamos al caso general. . Definimos

que es periódico con respecto a t . Con las hipótesis (7),  y son matrices con coeficientes positivos o cero (Aronsson y Kellogg, 1978). Si M es una
matriz cuadrada de tamaño m ,

Es la norma de la matriz asociada con la norma del vector (2). Suponemos que hay constantes estrictamente positivas ,  y  con

R0 U(t)

R0 U(t) = ∫
∞

0
K(t, τ)U(t − τ) dτ (3)

∥G(n)∥

lim sup
n→+∞

n√∥G(n)∥ = R0 . (4)

G(n+1) = KG(n)

Pi(t, τ)
P = (P1, … ,Pm)

∂P

∂t
(t, τ) +

∂P

∂τ
(t, τ) + B(t, τ)P(t, τ) = 0, τ > 0,  t > t0, (5)

P(t0, τ)

P(t, 0) = ∫
∞

0
A(t, τ)P(t, τ) dτ, t > t0. (6)

A(t, τ) B(t, τ)
1 ≤ i, j ≤ m

Ai,j(t, τ) ≥ 0, Bi,i(t, τ) ≥ 0, Bi,j(t, τ) ≤ 0 ∀ i ≠ j, ∑
i

Bi,j(t, τ) ≥ 0. (7)

Π(t, t′, τ)

Π(t′, t′, τ) = I,
∂Π

∂t
(t, t′, τ) = −B(t, τ + t − t′)Π(t, t′, τ), ∀t > t′,  ∀τ ≥ 0.

I m = 1

Π(t, t′, τ) = exp(− ∫
t−t′

0

B(t′ + s, τ + s) ds).

m ≥ 1

K(t, τ) = A(t, τ) Π(t, t − τ, 0), (8)

Π(t, t′, τ) K(t, τ)

∥M∥ = max
1≤j≤m

m

∑
i=1

|Mi,j| .

α β γ



El siguiente lema recuerda la definición del parámetro maltusiano en un entorno periódico (Coale, 1970 y 1972; Williams y Dye, 1997). Para ayudar al lector, el
apéndice 1 proporciona evidencia adaptada de (Jagers y Nerman, 1985; Michel et al., 2005; Thieme, 1984; Thieme, 2009). es el espacio de funciones continuas
periódicas del período T , , con

    Lema 1. Considere el operador lineal acotado

El radio espectral de este operador lineal es . Supongamos que hay  con . 
Entonces hay un número único  con . Llamamos a este número r el parámetro maltusiano.

    El siguiente corolario recuerda la definición de  y su enlace con el parámetro maltusiano  (Bacaër y Guernaoui, 2006; Bacaër, 2007; Thieme, 2009).

    Corolario 1. Definimos .

 Si 
 Si 
 Si .

    Lema 2. Definimos . Entonces para ,

    Evidencia. La ecuación de renovación (10) se obtiene aplicando el método de línea característica a (5) - (6). La desigualdad (13) es verdadera para  debido a
(9) y (11), y se demuestra por inducción con (12).

    El siguiente lema recuerda el comportamiento asintótico de las ecuaciones de renovación periódicas, estudiadas por (Coale, 1970 y 1972) y (Williams y Dye,
1997), demostradas por (Jagers y Nerman, 1985; Michel et al., 2005) si m = 1, y por (Thieme, 1984, p. 261) si m ≥ 1. Thieme (1984) supone que el núcleo dado por
(8) tiene un soporte compacto con respecto a τ: para τ lo suficientemente grande. Como esta última condición es demasiado restrictiva desde un punto de
vista matemático (pero no desde un punto de vista biológico), el apéndice 2 describe una adaptación de la prueba dada por (Michel et al., 2005) al caso donde m ≥ 1.

    Lema 3. Suponga que el valor reproductivo total en  ser positivo, es decir  en el Lema 6 del Apéndice 2. Luego hay una función periódica
estrictamente positiva  con

    Llegamos al teorema principal.

    Teorema 1. Definimos  y como en (2). Entonces (4) es cierto.

    Evidencia. Definimos

La desigualdad (13) muestra que siempre es una serie convergente. La ecuación (12) y el teorema de convergencia monótono para el intercambio de una suma y una
demostración integral de que

 es, por lo tanto, la solución de la ecuación de renovación periódica

 es la incidencia en una población donde la matriz  fue dividido por . Reproducibilidad asociada al núcleo.  es obviamente .

    Supongamos primero que . Tenemos entonces . Según el Corolario 1, el parámetro maltusiano asociado con (14) es estrictamente negativo.
Según el Lema 3, hay una función periódica estrictamente positiva.  con  Si .  implica que

Ahora supongamos que . Según el Corolario 1, el parámetro maltusiano asociado con (14) es cero. De acuerdo con el Lema 3,  Si 
y Es estrictamente positivo y periódico. Entonces tenemos

En resumen,  es el radio de convergencia de la serie . El teorema 1 luego resulta del teorema de Cauchy y Hadamard para estas series.

∥A(t, τ)∥ ≤ α, ∥Π(t, t′, τ)∥ ≤ γ e−β (t−t′), ∀ t ≥ t′ ∀ τ ≥ 0. (9)

P

V : Rm → R
m

∥V ∥∞ = max{∥V (t)∥;  t ∈ R}, V ∈ P.

Ls : V (t) ↦ ∫
∞

0
e−sτK(t, τ)V (t − τ) dτ, s > −β, V ∈ P.

ρ(s) s0 > −β ρ(s0) > 1
r > −β ρ(r) = 1

R0 r

R0 = ρ(0)

r > 0 R0 > 1
r = 0 R0 = 1
r < 0 R0 < 1

J(t) = P(t, 0) t ≥ t0

J(t) = ∫
t−t0

0
K(t, τ)J(t − τ) dτ + J (1)(t) = ∑

n≥1

J (n)(t),

J (1)(t) = ∫
∞

t−t0

A(t, τ) Π(t, t0, τ + t0 − t)P(t0, τ + t0 − t) dτ ,

J (n+1)(t) = ∫
t−t0

0
K(t, τ)J (n)(t − τ) dτ , (n ≥ 1),

∥J (n)(t)∥ ≤ (αγ)n e−β(t−t0) (t − t0)n−1

(n − 1)!
∫

∞

0
∥P(t0, τ)∥ dτ .

(10)

(11)

(12)

(13)

n = 1

K(t, τ) = 0

t = t0 c > 0
w(t)

∥J(t)∥ ∼
t→+∞

ert w(t).

G(n) ∥G(n)∥

Z (R)(t) = ∑
n≥1

J (n)(t)

Rn
, t ≥ t0, R > 0.

Z (R)(t) −
J (1)(t)

R
= ∑

n≥1

J (n+1)(t)

Rn+1
= ∫

t−t0

0

K(t, τ)

R
Z (R)(t − τ) dτ .

Z (R)(t)

Z (R)(t) = ∫
t−t0

0

K(t, τ)

R
Z (R)(t − τ) dτ +

J (1)(t)

R
. (14)

Z (R)(t) A(t, τ) R K(t, τ)/R R0/R

R > R0 R0/R < 1 r(R)

w(R)(t) ∥Z (R)(t)∥ ∼ w(R)(t) exp(r(R)t) t → +∞ R > R0

∑
n≥1

∥G(n)∥/Rn = ∑
n≥1

m

∑
i=1

∫
∞

t0

J
(n)
i (t) dt/Rn = ∫

∞

t0

∥Z (R)(t)∥ dt < +∞ .

R = R0 ∥Z (R0)(t)∥ ∼ w(R0)(t)

t → +∞ w(R0)(t)

∑
n≥1

∥G(n)∥/(R0)n = ∫
∞

t0

∥Z (R0)(t)∥ dt = +∞ .

1/R0 ∑ ∥G(n)∥ zn



    Notas

Un elemento  puede ser visto como un elemento del espacio dual . El producto de la dualidad es

Entonces

 es la matriz que es la transposición de . (Jagers y Nerman, 1985) usan  para definir el parámetro maltusiano.
La hipótesis  en el Lema 1 excluye los casos en que demasiados componentes del núcleo de la matriz son cero. Si existiera  tal que se
cumpla al menos una de las siguientes dos condiciones

tenemos entonces . Definimos
 función de la cual todos los componentes son idénticamente iguales a 1

 y  los lados izquierdos de (15) y (16).
Tenemos entonces  o . En consecuencia,  o (Drnovsek, 2000). La hipótesis (15) es una generalización
de la hipótesis (5.2) de (Michel et al., 2005), que corresponde a  y . Recuerde que incluso en la teoría de Lotka para poblaciones con un tipo en
un entorno constante (Feller, 1941; Lotka, 1939), es necesaria una condición para garantizar que el lado izquierdo de la ecuación de Euler-Lotka tome un valor
mayor que 1 para un cierto s

Recordemos la fórmula del radio espectral.

Con

(12) se convierte

Con la hipótesis (9), podemos considerar el lado derecho de esta ecuación como un operador lineal  en el espacio de funciones  con valores
vectoriales integrables, con

Tenemos entonces

 es la norma en el espacio de operadores lineales acotados en . Entonces

El radio espectral de  es dado por

Tenemos entonces

Incluso si pudiéramos mostrar , solo tendríamos "la mitad" del Teorema 1. No es obvio: las funciones periódicas no están en .

3. Un caso especial

    En esta sección, consideramos un caso especial donde el límite superior en (4) puede ser reemplazado por un límite simple. Asumimos

m = 1
 y 

La condición inicial es una persona recién infectada:  (Masa de Dirac).

Entonces tenemos

Según Bacaër y Guernaoui (2006), el radio espectral de  y las funciones propias asociadas son

V ∈ P P
∗

⟨V ,W⟩ = ∑
i

∫
T

0
Vi(t)Wi(t) dt.

(L∗
sV )(t) = ∫

∞

0

e−sτK ′(t + τ, τ)V (t + τ) dτ.

K ′(t, τ) K(t, τ) L∗
s

ρ(s0) > 1 s0 > −β

min
0≤t≤T

min
1≤i≤m

m

∑
j=1

∫
∞

0
e−s0τKi,j(t, τ) dτ > 1,

min
0≤t≤T

min
1≤j≤m

m

∑
i=1

∫
∞

0
e−s0τKi,j(t + τ, τ) dτ > 1,

(15)

(16)

ρ(s0) > 1
1 ∈ P

c1 c2

Ls01 ≥ c1 1 L∗
s0
1 ≥ c2 1 ρ(s0) ≥ c1 > 1 ρ(s0) ≥ c2 > 1

s0 = 0 m = 1

∫
∞

0

e−sτK(τ) dτ = 1.

R0 = lim
n→∞

∥(L0)n∥1/n.

J (n)(t) = 0, ∀t < t0,

J (n+1)(t) = ∫
∞

0
K(t, τ)J (n)(t − τ) dτ .

L̃0 L1(R,Rm)

∥J (n)∥1 = ∫
+∞

−∞
∥J (n)(t)∥ dt = ∥G(n)∥.

J (n+1) = L̃0 J
(n) = (L̃0)n J (1).

∥ ⋅ ∥1 L1(R,Rm)

∥G(n+1)∥ = ∥J (n+1)∥1 ≤ ∥(L̃0)n∥1 ∥J (1)∥1.

L̃0

σ(L̃0) = lim ∥(L̃0)n∥
1/n
1 .

lim sup n√∥G(n)∥ ≤ σ(L̃0).

σ(L̃0) = R0 L1(R,Rm)

A(t, τ) = A(t) B(t, τ) = B(t)
P(t0, τ) = δτ=0

K(t, τ) = A(t) exp(− ∫
t

t−τ

B(s) ds) . (17)

L0



 es una constante

    Lema 4. Para  y ,

    Evidencia. Procedemos por inducción en n . Para n = 1, la fórmula resulta de (11) y de la hipótesis sobre la condición inicial . Suponga que la fórmula es
verdadera para n . Tenemos con (12), (17) y (19)

    Nota. Por supuesto, tenemos para la incidencia total

Según (Bacaër y Guernaoui, 2006), el modelo en esta sección proviene de la ecuación para el número total de personas infectadas

Con , la solucion es

La incidencia total es .

    La siguiente propiedad proporciona una estimación del tamaño de la generación n .

    Proposición 1. Para , se tiene

Entonces tenemos

    Evidencia. Primero, la integración por partes da

El método de Laplace para la estimación asintótica de integrales no parece ser directamente aplicable aquí. Sin embargo podemos escribir

con

En consecuencia,

con

Con , obtenemos

Pero

R0 = Ā/B̄ , U(t) = cA(t) exp[∫
t

t0

A(s)

R0
ds − ∫

t

t0

B(s) ds] . (18)

c

Ā =
1

T
∫

T

0
A(t) dt, B̄ =

1

T
∫

T

0
B(t) dt.

n ≥ 1 t > t0

J
(n)(t) =

A(t)

(n − 1)!
[∫

t

t0

A(s) ds]
n−1

exp(− ∫
t

t0

B(s) ds) . (19)

P(t0, τ)

J
(n+1)(t) =

A(t)

(n − 1)!
[∫

t−t0

0

A(t − τ)[∫
t−τ

t0

A(s) ds]
n−1

dτ] exp(− ∫
t

t0

B(s) ds)

=
A(t)

n!
[∫

t

t0

A(s) ds]
n

exp(− ∫
t

t0

B(s) ds) .

J(t) =
∞

∑
n=1

J
(n)(t) = A(t) exp[∫

t

t0

A(s) ds − ∫
t

t0

B(s) ds] .

dI

dt
= A(t) I(t) − B(t) I(t).

I(t0) = 1

I(t) = exp[∫
t

t0

A(s) ds − ∫
t

t0

B(s) ds].

J(t) = A(t) I(t)

n ≥ 1

(R0)n
e

−B̄T (1 − e
−B̄T )

B̄T
≤ G

(n) ≤ (R0)n
e
B̄T (eB̄T − 1)

B̄T
.

lim
n→∞

n√G(n) = R0.

G
(n) = ∫

∞

t0

B(t) exp(− ∫
t

t0

B(s) ds)[∫
t

t0

A(s) ds]
n dt

n!
.

G
(n) =

+∞

∑
k=0

Hk

Hk = ∫
t0+(k+1)T

t0+kT

B(t) exp(− ∫
t

t0

B(s) ds) [∫
t

t0

A(s) ds]
n dt

n!

= ∫
T

0

B(t0 + θ) exp(− ∫
t0+kT+θ

t0

B(s) ds) [∫
t0+kT+θ

t0

A(s) ds]
n dθ

n!

= e
−kB̄T ∫

T

0

B(t0 + θ) exp(− ∫
t0+θ

t0

B(s) ds) [kĀT + ∫
t0+θ

t0

A(s) ds]
n dθ

n!
.

e
−kB̄T

Fk ≤ Hk ≤ e
−kB̄T

Fk+1

Fk = ∫
T

0

B(t0 + θ) exp(− ∫
t0+θ

t0

B(s) ds) [kĀT]n dθ

n!
=

(kĀT )n

n!
(1 − e

−B̄T ) .

F0 = 0

+∞

∑
k=1

e
−kB̄T

Fk ≤ G
(n) ≤ e

B̄T

+∞

∑
k=1

e
−kB̄T

Fk.



Con , obtenemos

La Propuesta 1 resulta de estas estimaciones.

    Nota. El caso especial de esta sección tiene otra propiedad interesante, que se deduce inmediatamente de (18) y (19): para todos ,

 es una de las funciones propias  de (3), como en (18).

4. Modelos periódicos en tiempo discreto.

    Obviamente, podemos adaptar los resultados y las pruebas de la sección 2 al caso de los modelos de población periódicos de tiempo discreto (Bacaër, 2009). 
es un vector de tamaño ω, cuyos componentes representan tiempos diferentes desde la infección o diferentes tipos. Asumimos

, 

 y 
, 

el radio espectral de la matriz  es estrictamente menor que 1.

Para simplificar el comportamiento asintótico de la población, suponemos además

la matriz  es primitivo

Es irreducible.

Si la matriz es irreducible, en particular si es primitivo, y si (20) no tiene una fila o columna nula, entonces (20) es irreducible (Berman y Plemmons, 1979,
teorema 2.2.33). Definimos para 

Me gusta (Bacaër, 2009),  es el radio espectral de la matriz

es la matriz de identidad Asumimos . Podemos adaptar la prueba de la sección 2 reemplazando las integrales con sumas.  es la tasa de crecimiento
asintótica por generación: la fórmula (4) sigue siendo cierta.

5)    y la pandemia de gripe H1N1

    Uno de los modelos estacionales más simples para la pandemia de H1N1 es el modelo SIR

(Bacaër y Gomes, 2009).  tiene un periodo  año.  es la duración promedio de la infección.  es la fracción de personas sanas  la fracción de
personas infectadas y la fracción de personas que se han recuperado y, por lo tanto, son inmunes. Así tenemos para todo t . La
mortalidad se descuida en este modelo. Presentamos algunas personas infectadas para que

Uno de los principales objetivos del modelado en epidemiología es tratar de predecir el tamaño final de la epidemia:

e−B̄T ∫
k

k−1
e−θB̄T θn dθ ≤ e−kB̄T kn ≤ eB̄T ∫

k+1

k

e−θB̄T θn dθ .

∫ ∞
0 e−θB̄T θn dθ = n!/(B̄T )n+1

e−B̄T n!

(B̄T )n+1
≤

+∞

∑
k=1

e−kB̄T kn ≤ eB̄T
n!

(B̄T )n+1
.

t > t0

Z (R)(t) = ∑
n≥1

J (n)(t)
Rn

=
A(t)
R

exp[∫
t

t0

A(s)
R

ds − ∫
t

t0

B(s) ds] .

Z (R0)(t) U(t)

P(t)

P(t + 1) = M(t)P(t) ∀t ≥ t0,
M(t) = A(t) + B(t)
A(t + T ) = A(t) B(t + T ) = B(t)
Ai,j(t) ≥ 0 Bi,j(t) ≥ 0
∑iBi,j(t) ≤ 1

B(T − 1)B(T − 2) …B(0)

M ∗(t0) = M(t0 + T − 1)M(t0 + T − 2) ⋯M(t0)

⎛⎜⎝ 0 0 ⋯ 0 M(T − 1)
M(0) 0 ⋯ 0 0

0 M(1) ⋱ 0 0

⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ M(T − 2) 0

⎞⎟⎠ (20)

M ∗(t0)
t ≥ t0

K(t, 1) = A(t), K(t, τ) = A(t)B(t − 1)B(t − 2) ⋯B(t − τ + 1), (τ ≥ 2),

J (1)(t) = K(t, t − t0 + 1)P(t0), J (n+1)(t) =
t−t0

∑
τ=1

K(t, τ) J (n)(t − τ), (n ≥ 1),

G(n) =
∞

∑
t=t0

J (n)(t), ∥G(n)∥ = ∑
i

G
(n)
i .

R0

−1

.

⎛⎜⎝A(0) 0 ⋯ 0

0 A(1) ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ 0
0 ⋯ 0 A(T − 1)

⎞⎟⎠⎛⎜⎝−B(0) I 0 ⋯ 0

0 −B(1) I ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 0

0 ⋱ ⋱ I

I 0 ⋯ 0 −B(T − 1)

⎞⎟⎠I P(t0) ≠ 0 R0

R0

dS

dt
= −a(t)S(t) I(t),

dI

dt
= a(t)S(t) I(t) − b I(t),

dR

dt
= b I(t) (21)

a(t) T = 1 1/b S(t) I(t)
R(t) S(t) + I(t) + R(t) = 1

S(t0) = 1 − ε, I(t0) = ε, R(t0) = 0.

R(∞) = lim
t→∞

R(t).



    En un ambiente constante (con independiente de t ), Kermack y McKendrick (1927) encontraron una relación simple entre  y .  es
una función creciente de , independiente de , y que varía muy poco con ε si ε es lo suficientemente pequeño. De más, puede estimarse ajustando un
exponencial al comienzo de la curva epidémica. La tasa de crecimiento inicial es

Conocemos la duración promedio de la infección. . Entonces podemos calcular

Debido a estas propiedades, se ha vuelto muy popular entre los modeladores de epidemias. Por supuesto, hay muchos factores que complican las cosas
(población no homogénea, intervenciones ...), y que son responsables del hecho de que en la práctica los modelos matemáticos rara vez han predicho correctamente
el tamaño final de una epidemia.

    Volvamos al sistema (21) con un coeficiente periódico. Todavía podemos ajustar un exponencial al comienzo de la curva epidémica. Este es el método utilizado
por (Boëlle et al., 2009; Fraser et al., 2009; Munayco et al., 2009; Nishiura et al., 2009; Pourbohloul et al., 2009) para la pandemia de H1N1. Este método solo tiene
sentido porque el ajuste se realiza con uno o dos meses de datos epidémicos y porque la función estacional de los contactos, de período de un año, varía poco en una
escala de tiempo tan pequeña. La tasa de crecimiento es aproximadamente

y

es la llamada "reproducibilidad" estimada en las referencias anteriores. Como estas referencias no consideran explícitamente el efecto de la estacionalidad, algunos
autores usan la notación  para el número . Por ejemplo, (Fraser et al., 2009) encuentra un número entre 1.4 y 1.6. Para el sistema (21), en realidad tenemos

 es el promedio de . Si linealizamos el sistema (21) cerca del estado de equilibrio sin enfermedad , se tiene

Este es precisamente el caso considerado en la sección 3 pero con b constante.

    En este punto, uno puede preguntarse cuáles son las ventajas y desventajas de insistir en  en lugar de reproducibilidad , como se ha hecho en los
estudios ya citados sobre la gripe H1N1. De un lado tiene la ventaja de que puede estimarse fácilmente con datos epidémicos. En comparación, estimar la
reproducibilidad requeriría un conocimiento a priori de , sobre el cual tenemos muy poca información. Pero, por otro lado, la reproducibilidad tiene
propiedades matemáticas precisas. Según Bacaër y Gomes (2009), la reproducibilidad sirve como umbral para el sistema (21) y el presente artículo muestra que es
una tasa de crecimiento asintótica por generación para las ecuaciones linealizadas cerca del estado estacionario sin enfermedad. .

     y No parece predecir bien el tamaño final de la epidemia, incluso para amplitudes estacionales relativamente pequeñas. Considere, por ejemplo,
el caso donde

 año y anualmente. Duración de la infección. Es entre 3 y 4 días. Asumimos . Este es un valor típico para la pandemia de H1N1
(Fraser et al., 2009). También asumimos : presentamos un caso en una población de 10,000 personas que se mezclan homogéneamente. Tenga en
cuenta que la hora t del calendario se ha configurado de manera  alcanza su máximo cuando .  Es el tiempo desde este máximo.

    La Figura 1 muestra líneas de nivel del tamaño final de la epidemia. , cuando variamos el tiempo de introducción del primer caso
infectado ( , eje horizontal) y el nivel e de estacionalidad ( , eje vertical). Según la elección de , el tamaño final oscila entre 38% y 94%.
Enfatice que estos valores diferentes de  corresponde al mismo valor de . En el eje horizontal  (sin estacionalidad), el tamaño final  obviamente
es independiente de  y . El tamaño final varía según

del 53% al 63% si 
del 48% al 67% si 
del 42% al 70% si .

Entonces, incluso las amplitudes estacionales relativamente pequeñas tienen un efecto significativo en el tamaño final de la epidemia.

Figura 1. Líneas de contorno del tamaño final de la epidemia.  cuando el momento de la introducción del primer caso infectado ( , eje horizontal)
y la amplitud de la estacionalidad ( , eje vertical) varían. En toda esta figura, tenemos .

    La Figura 2 muestra líneas de nivel de , la llamada "reproducibilidad" que se puede estimar ajustando un exponencial al comienzo
de una curva epidémica. El tiempo de introducción del primer caso infectado es variado ( , eje horizontal) y la amplitud de la estacionalidad ( ,

a(t) = a R0 = a/b R(∞) R(∞)
R0 t0 R0

r = a − b.

1/b

R0 = 1 + r/b.

R0

a(t0) − b

a(t0)/b

R0 a(t0)/b

R0 = ā/b.

ā a(t) (S = 1, I = 0,R = 0)

dI

dt
= a(t) I(t) − b I(t).

a(t0)/b R0 = ā/b
a(t0)

a(t0)/ā

a(t0)/b R0 = ā/b

a(t) = ā(1 + e cos(ωt)), ω = 2π/T ,

T = 1 b = 100 1/b  R0 = ā/b = 1,5
 ε = I(t0) = 10−4

a(t) t = 0 t0

R(∞) ∈ {0,5; 0,7; 0,9}
0 ≤ t0 ≤ T 0 ≤ e ≤ 1 (t0, e)

R(∞) R0 e = 0 R(∞)
t0 R(∞) = 58% t0

e = 5%
e = 10%
e = 15%

R(∞) t0

e R0 = 1,5

a(t0)/b ∈ {0,5; 1; 1,5; 2; 2,5}
0 ≤ t0 ≤ T 0 ≤ e ≤ 1



eje vertical) como en la Figura 1. predice mal el tamaño final de la epidemia. El caso más llamativo es donde  y . En este caso,
(ver Figura 2) pero  (ver figura 1)!

Figura 2. Líneas de nivel de  cuando el momento de la introducción del primer caso infectado ( , eje horizontal) y la amplitud de la
estacionalidad ( , eje vertical) varían.

    Es difícil estimar la amplitud e de la estacionalidad para epidemias reales. (Dushoff et al., 2004) sugieren que es suficiente para explicar la estacionalidad
de la gripe. Pero su modelo endémico requiere una elección muy particular de valores de parámetros para obtener un fenómeno de resonancia. (Cauchemez et al.,
2008) estiman que las vacaciones de invierno reducen la transmisión a los niños en aproximadamente un 25%, lo que sugiere que Puede sufrir grandes
variaciones. Shaman y Kohn (2009) encontraron recientemente una fuerte correlación entre la presión de vapor y la transmisión de la influenza en cobayas. En
Suecia, la presión de vapor en el exterior varía de 5 milibares en invierno a 15 milibares en verano. La transmisión luego disminuye del 80% al 20% (Shaman y
Kohn, 2009, Figura 1). Por lo tanto, se espera que valores relativamente grandes de la amplitud estacional e sean relativamente frecuentes.

Conclusión

    Este artículo muestra que la reproducibilidad en un entorno periódico, definido o utilizado por (Bacaër y Guernaoui, 2006; Bacaër, 2007; Bacaër y Ouifki (2007),
Bacaër y Abdurahman, 2008; Bacaër y Gomes, 2009; Bacaër, 2009; Nakata y Kuniya, 2010; Thieme, 2009; Wang y Zhao, 2008) tienen el mismo significado
biológico que en la teoría clásica en un entorno constante: es una tasa de crecimiento asintótica por generación.

    La sección 5 compara  con la estimación de la "reproducibilidad" que se obtiene ajustando un exponencial al comienzo de una curva epidémica. Resulta que
los dos números no predicen con precisión el tamaño final de la epidemia. Estimaciones recientes de "reproducibilidad" para la pandemia de gripe H1N1 actual no
han tenido en cuenta la estacionalidad, mientras que la estacionalidad es ciertamente importante para una enfermedad transmitida por el aire. Por lo tanto, las
predicciones basadas en estas estimaciones y las comparaciones con pandemias anteriores deben considerarse con precaución. El problema de definir y estimar la
reproducibilidad no tendría consecuencias prácticas si estas estimaciones no influyeran en las decisiones de salud pública,

Apéndice 1

    Aquí hay una prueba de Lemma 1.

    (i) Demostremos que el operador lineal está ligado. La hipótesis (9) implica

Entonces la continuidad de la función  resulta del teorema de convergencia dominado. es el espacio de operadores lineales acotados. Tenemos
entonces

    (ii) Compacidad de . Como (Jagers y Nerman, 1985, p. 260) y (Bacaër, 2007) ya han señalado que utilizando la periodicidad del núcleo, un cálculo simple da

con

Se tiene

 es por lo tanto una función continua en  y una función limitada en .  es, por lo tanto, un núcleo
"débilmente singular" y el operador integral  es compacto (Kress, 1999, teorema 2.22).

    (iii) Monotonía de . Los componentes del núcleo de la matriz. son positivos o cero El operador lineal  por lo tanto también es positivo: si 
 por todo , lo que notamos , entonces nosotros tenemos . De más,  implica que .  es un espacio de Banach y

a(t0)/b t0/T = 0,5 e = 1 a(t0)/b = 0
R(∞) = 93%

a(t0)/b t0

e

e = 4%

a(t)

R0

Ls

∥e−sτK(t, τ)V (t − τ)∥ ≤ αγ e−(s+β)τ ∥V ∥∞.

t ↦ (LsV )(t) L(P)

∥Ls∥∞ ≤ max
0≤t≤T

∫
∞

0

e−sτ∥K(t, τ)∥ dτ ≤
αγ

s + β
. (22)

Ls

(LsV )(t) = ∫
T

0

K̂s(t, θ)V (θ) dθ, 0 ≤ t ≤ T ,

K̂s(t, θ) =
∞

∑
n=0

Ks(t, t − θ + nT ), 0 ≤ θ ≤ t,

K̂s(t, θ) =
∞

∑
n=1

Ks(t, t − θ + nT ), t < θ ≤ T ,

Ks(t, τ) = e−sτK(t, τ).

∀t, ∀θ ∈ [0,T ], 0 ≤ ∥Ks(t, t − θ + nT )∥ ≤ αγ e−(β+s)(t−θ+nT ) ≤ αγ e−(β+s)(n−1)T .

K̂s(t, θ) {(t, θ) ∈ [0,T ] × [0,T ];  t ≠ θ} [0,T ] × [0,T ] K̂s(t, θ)
Ls

s ↦ ρ(s) K(t, τ) Ls

Vi ≥ 0 i V ≥ 0 LsV ≥ 0 s ≤ s′ Ls ≥ Ls′ (P, ∥ ⋅ ∥∞)



también una red de Banach: si  por todo , entonces nosotros tenemos . La monotonía del radio espectral para operadores positivos en
redes de Banach muestra que  está disminuyendo (Burlando, 1991).

    (iv) Continuidad de .  de  es una función continua porque

y porque el lado derecho converge a 0 cuando . El radio espectral es continuo sobre el espacio de operadores lineales compactos (Degla, 2008).  Es
por lo tanto una función continua.

    (v) Existencia de . Con desigualdad (22), tenemos  Si . Con , también tenemos  Si . La continuidad de
 y la suposición  implica que hay  con .

    (vi) Log-convexidad de . Podríamos usar el Teorema 2.5 de (Kato, 1982) para la función que es "completamente monótono" y, por lo tanto,
"sobreconvexo" (Thieme, 1998, Teorema 2.5). Sin embargo, una prueba ligeramente diferente inspirada en el caso de dimensión finita (Bapat y Raghavan, 1997,
teorema 3.3.4) puede ser interesante. Asumimos  y que  con . Nos gustaría mostrar

Gracias a la continuidad del radio espectral sobre el espacio de los operadores lineales compactos y al considerar el operador asociado con el siguiente núcleo
modificado

es suficiente demostrar log-convexidad con la hipótesis adicional de que  es "muy positivo": si  es el cono convexo cerrado de funciones positivas en , entonces
nosotros tenemos  está incluido en el interior de . De acuerdo con la "versión fuerte" del teorema de  y Rutman (Drabek y Milota, 2007, Teorema
5.4.33), existen funciones propias estrictamente positivas  y  asociado con valores propios  y  operadores lineales  y . Definimos

De la versión discreta de la desigualdad de Hölder con  y ,

Según la desigualdad de Hölder para integrales,

Finalmente, el teorema 2.4 de (Drnovsek, 2000) (límite superior de Collatz y Wielandt) implica que .

    (vii) Supongamos que hay  con . es una función convexa decreciente y (log-). Entonces tenemos  para . Esto
contradice el hecho de que  Si . Entonces hay un único  con . Hay dos casos:

en el intervalo , la función está disminuyendo estrictamente
durante un intervalo , la función está disminuyendo estrictamente y  Si .

Esto prueba el Corolario 1.

Apéndice 2

    Generalizamos la prueba de (Michel et al., 2005) para el comportamiento asintótico de una población de un solo tipo en un entorno periódico en el caso de
poblaciones de varios tipos. Alternativamente, esto puede verse como una generalización de las ecuaciones diferenciales parciales de la observación 6.2 de
(Perthame, 2007) con respecto a poblaciones con varios tipos modelados por ecuaciones diferenciales ordinarias. ,  y  son las matrices
transpuestas de ,  y . Al generalizar el Teorema 5.1 de (Michel et al., 2005), comenzamos con el siguiente lema:

    Lema Hay un solo triplete  solución de problemas de doble valor propio

    Evidencia. (23) - (24) por un lado y (25) por otro lado se reducen a los problemas de valores propios duales

|Vi| ≤ |V ′
i | i ∥V ∥∞ ≤ ∥V ′∥∞

s ↦ ρ(s)

s ↦ ρ(s) s ↦ Ls (−β, +∞) → L(P)

∥Ls − Ls′∥∞ ≤ max
0≤t≤T

∫
∞

0

|e−sτ − e−s′τ | ∥K(t, τ)∥ dτ ≤ αγ ∫
∞

0

|e−sτ − e−s′τ | e−βτ dτ

s′ → s s ↦ ρ(s)

r ∥Ls∥∞ → 0 s → +∞ ρ(s) ≤ ∥Ls∥∞ ρ(s) → 0 s → +∞
s ↦ ρ(s) ρ(s0) > 1 r ≥ s0 ρ(r) = 1

s ↦ ρ(s) s ↦ Ls

− β < s1 < s2 s = λs1 + (1 − λ)s2 0 < λ < 1

ρ(s) ≤ ρ(s1)λρ(s2)1−λ.

Kε
i,j(t, τ) = Ki,j(t, τ) + ε e−βτ ,

Ls C P

Ls(C ∖ {0}) C Krein

V (1)(t) V (2)(t) ρ(s1) ρ(s2) Ls1 Ls2

Wi(t) = (V (1)
i (t))λ (V (2)

i (t))1−λ.

p = 1/λ q = 1/(1 − λ)

(LsW)i(t) = ∫
∞

0

∑
j

[e−s1τKi,j(t, τ)V (1)
j (t − τ)]

λ

[e−s2τKi,j(t, τ)V (2)
j (t − τ)]

1−λ

dτ
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∞

0
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e−s1τKi,j(t, τ)V (1)
j (t − τ)]

λ

[∑
j

e−s2τKi,j(t, τ)V (2)
j (t − τ)]

1−λ

dτ.

(LsW)i(t) ≤ {∫
∞

0
[∑

j

e−s1τKi,j(t, τ)V
(1)
j (t − τ)]dτ}

λ

{∫
∞

0
[∑

j

e−s2τKi,j(t, τ)V
(2)
j (t − τ)]dτ}

1−λ

= [ρ(s1)V (1)
i (t)]λ[ρ(s2)V (2)

i (t)]1−λ
= ρ(s1)λρ(s2)1−λWi(t) .

ρ(s) ≤ ρ(s1)λρ(s2)1−λ

r1 < r2 ρ(r1) = ρ(r2) = 1 s ↦ ρ(s) ρ(s) = 1 s ≥ r1

ρ(s) → 0 s → +∞ r > −β ρ(r) = 1

(−β, +∞)
(−β, r0) ρ(s) = 0 s ≥ r0

A′(t, τ) B′(t, τ) K ′(t, τ)
A(t, τ) B(t, τ) K(t, τ)

(r,N ,ϕ)

∂N

∂t
(t, τ) +

∂N

∂τ
(t, τ) + rN(t, τ) + B(t, τ)N(t, τ) = 0 , ∀t,  ∀τ > 0,

N(t, 0) = ∫
∞

0
A(t, τ)N(t, τ) dτ

N(t + T , τ) = N(t, τ), N(t, τ) ≥ 0, ∑
i

∫
T

0
∫

∞

0
Ni(t, τ) dτ dt = 1,

∂ϕ

∂t
(t, τ) +

∂ϕ

∂τ
(t, τ) − r ϕ(t, τ) − B′(t, τ)ϕ(t, τ) = −A′(t, τ)ϕ(t, 0) ,

ϕ(t + T , τ) = ϕ(t, τ), ϕ(t, τ) ≥ 0, ∑
i

∫
∞

0
Ni(t, τ)ϕi(t, τ) dτ = 1 .

(23)

(24)

(25)

N(t, 0) = ∫
∞

0

e−rτ K(t, τ)N(t − τ, 0) dτ ,

ϕ(t, 0) = ∫
∞

0
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cuyas propiedades resultan del apéndice 1 y el teorema de  y Rutman.

    Tenemos el siguiente lema que generaliza la ecuación (5.11) de (Michel et al., 2005):

    Lema 5. Es una función convexa. Asumimos que es la solución de (5) - (6). Definimos

Tenemos entonces

    Evidencia. Un cálculo tedioso, similar a los cálculos de (Michel et al., 2005) y (Perthame, 2007), da

con

De hecho, la derivada de (26) es

Reemplazando ,  y  por (5), (23) y (25), obtenemos

Introducimos con (28) la notación . Agrupamos las expresiones que contienen derivadas con respecto a τ en un lado, las expresiones que contienen por otro
lado. Intercambiamos los índices i y j en las sumas que contienen los coeficientes  y . Obtenemos

Al integrar la primera integral, llegamos a

Esto lleva a (27) si tenemos en cuenta la condición en el borde (6), que muestra que

    Volvamos a la prueba de Lema 5. De la desigualdad de Jensen con , y de la versión discreta de esta desigualdad

Entonces la primera línea en (27) es negativa. La segunda línea de (27) también es negativa porque

el término correspondiente a i = j se cancela
para i ≠ j , la convexidad de H implica que la expresión dentro de las llaves es positiva, mientras que ,  y .

Entonces tenemos .

    Llegamos así a la generalización del Teorema 5.2 de (Michel et al., 2005).

    Lema 6. Suponemos

Krein

H : R → R P(t, τ)

H(t) = ∑
i

∫
∞

0
ϕi(t, τ)Ni(t, τ)H(

Pi(t, τ)e−rt

Ni(t, τ)
)dτ. (26)

dH

dt
≤ 0, ∀t.

dH

dt
=∑

i

ϕi(t, 0)Ni(t, 0){H(∫
∞

0

∑
j

μi,j gj dτ)− ∫
∞

0

∑
j

μi,jH(gj) dτ}

+ ∑
i,j

∫
∞

0
ϕiBi,jNj{H(gj) − H(gi) + (gi − gj)H

′(gi)}dτ , (27)

μi,j(t, τ) =
Ai,j(t, τ)Nj(t, τ)

Ni(t, 0)
, gj(t, τ) =

Pj(t, τ) e−rt

Nj(t, τ)
. (28)

dH

dt
= ∑

i

∫
∞

0

{[ ∂ϕi

∂t
Ni + ϕi

∂Ni

∂t
]H( Pi e

−rt

Ni
)

+ ϕiNiH
′( Pi e

−rt

Ni
)[ ∂Pi

∂t
− r Pi −

Pi

Ni

∂Ni

∂t
] e

−rt

Ni
}dτ .

∂Pi/∂t ∂Ni/∂t ∂ϕi/∂t

dH

dt
= ∑

i

∫
∞

0
{[−

∂ϕi

∂τ
+ r ϕi + ∑

j

ϕjBj,i − ∑
j

ϕj(t, 0)Aj,i]NiH(
Pi e

−rt

Ni

)

− ϕi[
∂Ni

∂τ
+ rNi + ∑

j

Bi,jNj]H(
Pi e

−rt

Ni

)

− ϕiNiH
′( Pi e

−rt

Ni

)[ ∂Pi

∂τ
+ ∑

j

Bi,j Pj]
e−rt

Ni

+ ϕiNiH
′( Pi e

−rt

Ni

) Pi

Ni

[ ∂Ni

∂τ
+ ∑

j

Bi,jNj]
e−rt

Ni

}dτ .

gj Bi,j

Bj,i Aj,i

dH

dt
= − ∑

i

∫
∞

0

∂

∂τ
[ϕiNiH(gi)]dτ − ∑

i,j

ϕi(t, 0)∫
∞

0
Ai,jNjH(gj) dτ

+ ∑
i,j

∫
∞

0
ϕiBi,jNj{H(gj) − H(gi) + (gi − gj)H

′(gi)}dτ .

dH

dt
=∑

i

ϕi(t, 0)Ni(t, 0){H(gi(t, 0)) − ∫
∞

0

∑
j

Ai,jNj

Ni(t, 0)
H(gj) dτ}

+ ∑
i,j

∫
∞

0

ϕiBi,jNj{H(gj) − H(gi) + (gi − gj)H
′(gi)}dτ .

gi(t, 0) =
Pi(t, 0) e−rt

Ni(t, 0)
= ∫

∞

0

∑
j

Ai,j(t, τ)Nj(t, τ)

Ni(t, 0)
 
Pj(t, τ) e−rt

Nj(t, τ)
dτ .

∫ ∞
0 (∑j μi,j)dτ = 1

H(∫
∞

0

∑
j

μi,j gj dτ) ≤ ∫
∞

0

H(
∑j μi,j gj

∑j μi,j
)(∑

j

μi,j)dτ ≤ ∫
∞

0

∑
j

μi,jH(gj) dτ.

Bi,j ≤ 0 ϕi ≥ 0 Nj ≥ 0

dH
dt

≤ 0



 es la solución de (5) - (6) con la condición inicial .
.

Tenemos entonces

    Evidencia. Tenga en cuenta que

También es una solución de las ecuaciones lineales (5) - (6). Con la función convexa , aplicamos Lemma 5 a esta solución. , el lado derecho de (29)
disminuye con el tiempo t y, por lo tanto, converge a un límite . El hecho que  se demuestra con argumentos similares a los de (Michel et al., 2005, p. 1259) o
(Perthame, 2007, §3.6).

    Corolario.  Si .
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