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resumen

La reproducibilidad se ha utilizado en biologia de poblaciones y, en particular, en epidemiologia durante varias décadas. Sin embargo, una definicién adecuada para
modelos con coeficientes periddicos solo se propuso hace unos afos. La definicion implica el radio espectral de un operador integral. Como en el estudio de modelos
epidémicos estructurados en un entorno constante, es deseable explicar la importancia bioldgica. Mostramos en este articulo que la reproducibilidad de los modelos
periodicos sigue siendo una tasa de crecimiento asintdtica por generacion. También insistimos en la diferencia entre esta reproducibilidad tedrica para modelos
periddicos y la obtenida ajustando una exponencial al comienzo de una curva epidémica.

1. Introduccion

Recordemos brevemente algunas nociones sobre la reproducibilidad en un entorno constante (Diekmann y Heesterbeek, 2000). Considere una poblacion
estructurada con m "tipos" de personas infectadas. J;(t) es el nimero de nuevas infecciones por unidad de tiempo, en el tiempo ¢, de tipos con 1 < ¢ < m. Estaes la
incidencia, que no debe confundirse con la cantidad de personas infectadas. Definimos J(t) = (Ji(t), . .., Jm(t)). Muchos modelos epidémicos conducen, después
de la linealizacion cerca del estado estacionario sin enfermedad, a un sistema de ecuaciones de renovacion.

J(t) = OHO K(r) J(t—r)dr+ H(t), Vt> to. (1)

H (%) es una funcién vectorial dada por las condiciones iniciales. K (7) es una matriz cuadrada con coeficientes positivos o cero. La reproducibilidad se define como
el radio espectral de la matriz de la proxima generacion.

Ry =p(K), K= /000 K(r)dr.

Se interpreta de la siguiente manera. Definimos
t—to
JO) =Y J"@), JY&)=HE), J"Ve)=[ K@JVE-7)dr, t>t, n>1
n>1 0
J()(¢) es el vector de incidencias pertenecientes a la generacion n en el tiempo ¢ . |G| es el tamafio de la generacién 7 , con
o0 m m
¢ = [0 6] =316 =Y 6l @
to

i=1 i=1

Como (Inaba y Nishiura, 2008) han sefalado, tenemos

oo pt—ty o) o]
G = / / K(t)J™(t — 7)drdt = / K(T) / JW(t 1) dtdr = KG™.
ty JO 0 t

0+T

Si la matriz K es primitivo, entonces el teorema de Perron y Frobenius implica que G /(Ro)™ converge si n — +oo hacia un vector propio con componentes
estrictamente positivos de /C. Ry es la tasa de crecimiento asintdtico por generacion:

lim {/[|G®| = R,.

n—+00

En modelos epidémicos estructurados por edad, la estructura de la poblacion no es un todo discreto sino, por ejemplo, el intervalo (0, +00). La teoria es entonces
muy similar: Ry es el radio espectral de un operador integral de proxima generacion con un nucleo K(z,y) y

o]
(@) = [ K@) 60 ) dy
0
De acuerdo con el teorema de Krein y Rutman G /(Ry)™ converge a una funcioén propia positiva del operador integral. Ry sigue siendo la tasa de crecimiento
asintotica por generacion.

Finalmente, si la estructura de la poblacion es discreta pero con un solo tipo (m = 1), se tiene G("*1) = Ry G, En este caso particular, la reproducibilidad no es
simplemente la tasa asintética de crecimiento por generacion. También es el nimero promedio de casos secundarios infectados por un primer caso.

En muchas aplicaciones, es mas realista suponer que el entorno es periddico, por ejemplo, debido a la estacionalidad. Este es el caso de la mayoria de las
enfermedades transmitidas por vectores, enfermedades transmitidas por el agua y ciertas enfermedades transmitidas por el aire, como la gripe. Muchos modelos
epidémicos periodicos conducen, después de la linealizacion cerca del estado libre de enfermedad, a un sistema de ecuaciones integrales de la forma (1) pero con un
nucleo matricial que también depende del tiempo ¢, periddicamente, con un periodo 7. En el pasado, Heesterbeek y Roberts (1995) han argumentado que:

" El concepto de R no tiene sentido en un entorno no autonomo ".
Grassly y Fraser (2006) pensaron que, en un entorno periodico,

" Conceptos como el numero reproductivo basico Ry ya no se aplica ".

Mas recientemente, Wesley y Allen (2009) han estimado que:
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" No existe un método general para calcular el nimero basico de reproduccion, el umbral para la extincion de la enfermedad, en modelos epidémicos
no autonomos ".

Bacaér y Guernaoui (2006), sin embargo, sugirieron que Ry podria definirse como el unico niimero real para el que existe una funcion vectorial continua U (¢),
positivo, periddico con un periodo T, y

RoU(t) = A “K(t, Ut - 1) dr 3)

para todo 7 . En otras palabras, la reproducibilidad es el radio espectral del operador integral del lado derecho de (3) para el espacio de funciones continuas que son
periddica con periodo 7.

Varios articulos han discutido esta definicion. Bacaér y Guernaoui (2006) estimaron la reproducibilidad para una epidemia de leishmaniasis y obtuvieron una
formula analitica en un caso particular. Bacaér (2007) compar6 varios métodos para calcular la reproducibilidad numéricamente, obtuvo formulas aproximadas
cuando la amplitud de la estacionalidad es pequefia y estimo la reproducibilidad para una epidemia de chikungunya. Bacaér y Ouifki (2007) han revisado el caso
donde la estacionalidad es sinusoidal, lo que lleva a una ecuacion caracteristica simple para la reproducibilidad.

Wang y Zhao (2008) estudiaron el caso particular de los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, generalizaron el método de (Bacaér, 2007) utilizando la
teoria de Floquet y demostraron rigurosamente algunas propiedades de reproducibilidad. Bacaér y Abdurahman (2008) han estudiado casos de resonancia, donde la
reproducibilidad es muy diferente del valor obtenido al promediar los coeficientes periddicos del modelo. Thieme (2009) estudio sistemas generales periddicos en
espacios ordenados de Banach. Bacaér y Gomes (2009) demostraron que la reproducibilidad todavia sirve como umbral para modelos epidémicos no lineales en un
entorno periddico. Bacaér (2009) adapto la definicion a modelos periddicos en tiempo discreto.

A pesar de este trabajo, los especialistas en modelizacion de epidemias aun no han adoptado ampliamente la definicion (3), como se puede ver con estimaciones
recientes de "reproducibilidad" para la pandemia de HIN1 (Boélle et al., 2009; Fraser et al., 2009; Munayco et al., 2009; Nishiura et al., 2009; Pourbohloul et al.,
2009). Estas estimaciones se obtuvieron ajustando un exponencial al comienzo de la curva epidémica. Esto no tiene en cuenta la estacionalidad. Sin embargo, la
estacionalidad es seguramente un factor importante para las epidemias de gripe (Lipsitch y Viboud, 2009).

Mostramos en este articulo que, como en el caso de poblaciones estructuradas en un entorno constante, la reproducibilidad definida por (3) se interpreta en un
entorno periddico como una tasa de crecimiento asintotica por generacion. Mas precisamente, demostramos en la seccion 2 que la generacion » tiene un tamafio
|G| con

lim sup \"/HG(")H =Ry . (4)
n—+oo

El pequeiio truco que condujo a la formula de recurrencia. G("+1) = IC G(™ Desafortunadamente, en un entorno constante no funciona en un entorno periodico. Por
lo tanto, la prueba de (4) se basa en los resultados relativos al comportamiento asintético de las ecuaciones de renovacion periddicas obtenidas, por ejemplo, por
(Jagers y Nerman, 1985; Michel et al., 2005; Thieme, 1984). Uno puede preguntarse si el limite superior en (4) todavia puede ser reemplazado por un limite simple.
La Seccion 3 considera un modelo epidémico particular con un solo tipo de persona infectada, donde la tasa de contacto, la probabilidad de transmision y la
velocidad de recuperacion dependen del tiempo, pero no del tiempo transcurrido desde la infeccion: una demostracion diferente muestra que el limite superior bien
puede ser reemplazado por un limite simple. La Seccion 4 considera el caso de modelos con tiempo discreto. La seccion 5 destaca el problema de estimar la
reproducibilidad para la pandemia de gripe HIN1 actual. La reproducibilidad puede no predecir el tamaiio final de una epidemia. Dos apéndices retinen algunas
pruebas.

2. La tasa de crecimiento asintdtico por generacion

Considere una poblacion con m diferentes tipos de personas infectadas. P;(¢, ) es el nimero de personas de tipo i, en el tiempo ¢, que han sido infectadas por t
unidades de tiempo. P = (Pi,. .., Py) es la solucion de la ecuacion diferencial parcial

%(t,‘r)+Z—f(t,T)+B(t,T)P(t,T):O, >0, t>t, (5)

con la condicion inicial P(tp,7) y con la condicion al borde
o]
P(t,0) = / At,7) P(t,7)dr, t> to. (6)
0

Asumimos

» matrices cuadradas A(t,7) y B(t, 7) son funciones continuas y periodicas del periodo T con respecto a ¢
e portodol <i,57 <m,

A;(t,7) >0, Bj;(t,7) >0, B;;(t,7)<0ViH#j, Z B; ;(t,7) > 0. (7)
i
En otras palabras, consideramos un proceso de ramificacion a varios tipos en tiempo continuo en un entorno periédico. Vamos a introducir la funcién matricial
II(¢,t', 7) con

oIl
i, t,r) =1, E(t,t/,’r) = —B(t,7+t—tO(tt,7), Vt>t,Vr>0.

I es la matriz de identidad de tamaiio m . Si por ejemplom = 1,
t—t'
I(¢,t',7) = exp 7/ B(t' +s,7+s)ds |.
0

Volvamos al caso general. m > 1. Definimos
K(t,7) = A(t,7)II(¢,t — 7,0), (8)

que es periddico con respecto a ¢ . Con las hipoétesis (7), IL(t, ¢, 7) y K (¢, T) son matrices con coeficientes positivos o cero (Aronsson y Kellogg, 1978). Si M es una
matriz cuadrada de tamafio m ,

m
1M = e > M

Es la norma de la matriz asociada con la norma del vector (2). Suponemos que hay constantes estrictamente positivas a, 8y -y con



|AG T <@, O, 1) <ye Pt Vet Vr>o0. (9)
El siguiente lema recuerda la definicién del pardmetro maltusiano en un entorno periédico (Coale, 1970 y 1972; Williams y Dye, 1997). Para ayudar al lector, el
apéndice 1 proporciona evidencia adaptada de (Jagers y Nerman, 1985; Michel et al., 2005; Thieme, 1984; Thieme, 2009). P es el espacio de funciones continuas
periddicas del periodo 7,V : R™ — R™, con
[Vlleo = max{[[V(t)[; t R}, VP

Lema 1. Considere el operador lineal acotado
[o0)
Ly: V() > / e TK(tT)V(t—T)dr, s>—B, VeP.
0

El radio espectral de este operador lineal es p(s). Supongamos que hay sy > — 3 con p(sg) > 1.
Entonces hay un nimero unicor > —f3 con p(r) = 1. Llamamos a este niimero r el parametro maltusiano.
El siguiente corolario recuerda la definicion de Ry y su enlace con el parametro maltusiano r (Bacaér y Guernaoui, 2006; Bacaér, 2007; Thieme, 2009).
Corolario 1. Definimos Ry = p(0).
e r>0S8SRy>1
e r=035i Ro =1
e 7 <0SiRy <1

Lema 2. Definimos J(t) = P(t,0). Entonces para t > to,

J(t) = / titnK(t, T J(t—7)dr+ V@) =Y T (), (10)
0 n>1
J(l)(t) = /00 A(t, ) II(t, tg, 7+ tg — t) P(tg, 7+ to — t) dr, (11)
s = [ K I ar, (21), (12)
0
_ n—1 [}
17 @) < (av)"e’ﬁ(t’t”)% | e nar (13)

Evidencia. La ecuacion de renovacion (10) se obtiene aplicando el método de linea caracteristica a (5) - (6). La desigualdad (13) es verdadera paran = 1 debido a
(9) y (11), y se demuestra por induccion con (12).

El siguiente lema recuerda el comportamiento asintotico de las ecuaciones de renovacion periodicas, estudiadas por (Coale, 1970 y 1972) y (Williams y Dye,
1997), demostradas por (Jagers y Nerman, 1985; Michel et al., 2005) si m = 1, y por (Thieme, 1984, p. 261) si m > 1. Thieme (1984) supone que el nucleo dado por
(8) tiene un soporte compacto con respecto a t: K (¢, 7) = 0 para t lo suficientemente grande. Como esta ultima condicion es demasiado restrictiva desde un punto de
vista matematico (pero no desde un punto de vista biologico), el apéndice 2 describe una adaptacion de la prueba dada por (Michel et al., 2005) al caso donde m > 1.

Lema 3. Suponga que el valor reproductivo total en t = tg ser positivo, es decir ¢ > 0 en el Lema 6 del Apéndice 2. Luego hay una funcion periodica
estrictamente positiva w(t) con

Tt
1@, e w(t).

Llegamos al teorema principal.
Teorema 1. Definimos G™ y |G™ ||como en (2). Entonces (4) es cierto.

Evidencia. Definimos

JM (¢
Z(R)(t):z "(), t>t, R>D0.
n>1 R

La desigualdad (13) muestra que siempre es una serie convergente. La ecuacion (12) y el teorema de convergencia monotono para el intercambio de una suma y una
demostracion integral de que

JO(t) JOH () b K(t,T)
Z0@) - —==>" :/ L 7Bt — 1) dr
( ) R = Rn+1 0 R ( )

ZB)(t) es, por lo tanto, la solucion de la ecuacion de renovacion periodica

2P (1) = / K (It%’ ") 20— 7ydr+ J(z(t) : (14)
0

ZB)(t) es la incidencia en una poblacion donde la matriz A(t, 7) fue dividido por R. Reproducibilidad asociada al nicleo. K (t,7)/R es obviamente R/ R.

Supongamos primero que R > Ry. Tenemos entonces Ry/R < 1. Segun el Corolario 1, el parametro maltusiano () asociado con (14) es estrictamente negativo.

Segiin el Lema 3, hay una funcién periodica estrictamente positiva. w® (t) con || Z®) (2)|| ~ wB (t) exp(r®t) Sit — +oo. R > Ry implica que
o]
M Ie™) /R = / I dt/R = | 2P (1] dt < +oo .
n>1 n>1 i=1 to

Ahora supongamos que R = Ry. Segin el Corolario 1, el parmetro maltusiano asociado con (14) es cero. De acuerdo con el Lema 3, ZF) ()| ~ w®)(¢) Si
t — 4ooy wfo)(t) Es estrictamente positivo y periddico. Entonces tenemos

S 16™)1/ (Ro)" /uz Bl dt = o0 .

n>1

En resumen, 1/Ry es el radio de convergencia de la serie 3 |G| 2. El teorema 1 luego resulta del teorema de Cauchy y Hadamard para estas series.



Notas

e Unelemento V € P puede ser visto como un elemento del espacio dual P*. El producto de la dualidad es
T
vow =Y [ viewio
— Jo
T
Entonces
(LIV)(E) = / e K (t+7,7) V(t+ 7) dr.
0

K'(t, ) es la matriz que es la transposicion de K (¢, 7). (Jagers y Nerman, 1985) usan L¥ para definir el parametro maltusiano.
 La hipétesis p(sg) > 1 en el Lema 1 excluye los casos en que demasiados componentes del nucleo de la matriz son cero. Si existiera sy > —f tal que se
cumpla al menos una de las siguientes dos condiciones

m 00
min min Z/ e K, (t,T)dr > 1, (15)
=170

0<t<T 1<i<m

m 00
min min Z / e Kt +T1,7)dr > 1, (16)
i=1 /0

0<t<T 1<j<m

tenemos entonces p(sg) > 1. Definimos

o 1 € P funcién de la cual todos los componentes son idénticamente iguales a 1

o c1yc los lados izquierdos de (15) y (16).
Tenemos entonces Lg,1 > ¢110 L1 > ¢y 1. En consecuencia, p(so) > ¢1 > 10 p(so) > c2 > 1(Drnovsek, 2000). La hipdtesis (15) es una generalizacion
de la hipotesis (5.2) de (Michel et al., 2005), que corresponde a sy = 0 y m = 1. Recuerde que incluso en la teoria de Lotka para poblaciones con un tipo en
un entorno constante (Feller, 1941; Lotka, 1939), es necesaria una condicion para garantizar que el lado izquierdo de la ecuacion de Euler-Lotka tome un valor
mayor que | para un cierto s

o]
/ e "K(r)dr=1.
0
¢ Recordemos la férmula del radio espectral.
T nyl/n
Ry = lim ||(Lo)"|I".
Con

JO(#) =0, V<t

(12) se convierte
Jr(t) = / K(t,7) J™(t —7)dr.
0

Con la hipdtesis (9), podemos considerar el lado derecho de esta ecuacién como un operador lineal L en el espacio de funciones L! (R, R™) con valores
vectoriales integrables, con

+00
\|J<")|\1:[ 17 @) dt = 6]

Tenemos entonces
JOH) = Ly J0 = (Lo)» JO.
Il - ||1 es la norma en el espacio de operadores lineales acotados en L (R, R™). Entonces
NG = 1Ty < (o)1 T M 1.
El radio espectral de Lo es dado por
o(To) = lim |[(Zo)" "

Tenemos entonces
limsup {/ |G™ || < o(Iy)-
Incluso si pudiéramos mostrar U(ZU) = Ry, solo tendriamos "la mitad" del Teorema 1. No es obvio: las funciones periédicas no estin en L*(R, R™).

3. Un caso especial

En esta seccion, consideramos un caso especial donde el limite superior en (4) puede ser reemplazado por un limite simple. Asumimos
e m=1
* A(t,7) = A(t)y B(t,7) = B(t)
« La condicion inicial es una persona recién infectada: P(to, 7) = dr—o (Masa de Dirac).
Entonces tenemos

K(t,7) = A(t) exp(— /t j B(s) ds) . (17)

.

Segun Bacaér y Guernaoui (2006), el radio espectral de L y las funciones propias asociadas son



¢ €s una constante

Lema4. Para n > 1yt > t,

TO() = %[ tA(s) ds]"fl exp(— [ tB(s) ds) :

to

(19)

Evidencia. Procedemos por induccion en n . Para n = 1, la formula resulta de (11) y de la hipétesis sobre la condicion inicial P(¢y, 7). Suponga que la formula es

verdadera para n . Tenemos con (12), (17) y (19)

T () = % [ /0 Tae-n [ /t ) ds]" ar] exp (- /t B(s) ds)

n! to

= &[ tA(s) ds]nexp(f /t:B(s) ds) .

Nota. Por supuesto, tenemos para la incidencia total

J(t) = i JM(E) = At) exp[ tA(s) ds — tB(s)ds] .

n=1 to to

Segun (Bacaér y Guernaoui, 2006), el modelo en esta seccion proviene de la ecuacion para el nimero total de personas infectadas

dI
== A(t) I(t) — B(t) I(¢).
Con I(ty) = 1, la solucion es
I(t) = exp {/t A(s)ds — /t B(s) ds:| .

La incidencia total es J(t) = A(¢) I(t).
La siguiente propiedad proporciona una estimacion del tamafio de la generacion n .

Proposicion 1. Para n > 1, se tiene

e’RT(l - e’BT)
R)"'———— L <G < (Ry)" —— =
(Ro) BT < < (Ro) BT

Entonces tenemos
lim VG = Ry.
n—o0
Evidencia. Primero, la integracion por partes da
t

G _ / ) exp(~ [ Bls)ds)| / ") as)" % .

to to to

El método de Laplace para la estimacion asintotica de integrales no parece ser directamente aplicable aqui. Sin embargo podemos escribir

G = f Hy,
k=0

con

e /t::;kﬂ)TB(t) exo(- [ syas) [ [ 4] 5

0

T to+KT+0 to+KT+0 n
= / B(ty+6) exp(—/ B(s) ds) [/ A(s) ds] b
0 to to

n!

. T to-+6 to+6 n
_ kBT / Bty +0) exp(~ / B(s)ds) kAT + / A(s) ds|
0 0 to

En consecuencia,

e BT B, < Hy < e BT Fyy

con

m- [ Bt +0) exp(— / gt as) jearyr - CATY oy

n! n!

Con Fy = 0, obtenemos

+oo too
Z e HBT B < ) < eBTZ e HET I
k=1 k=1

Pero

de

n!



ok - ekl
e—BT/ e BT gr dh < e HBT | < eBT/ BT gn 49 .
k-1 k

Con fooo e~ BT gn g9 — n!/(BT)Wd, obtenemos

_ n! R n!
eBT _ 1§ ekBTk"SeBT _ -

(BT)™* = (BT)"*
La Propuesta 1 resulta de estas estimaciones.

Nota. El caso especial de esta seccion tiene otra propiedad interesante, que se deduce inmediatamente de (18) y (19): para todos ¢ > to,

Z®M(t) = 21 J(;)n(t) = % exp{/t: AI(_;) ds — /:B(s)ds] .

0

Z(R0)(t) es una de las funciones propias U(t) de (3), como en (18).

4. Modelos periodicos en tiempo discreto.

Obviamente, podemos adaptar los resultados y las pruebas de la seccion 2 al caso de los modelos de poblacion periddicos de tiempo discreto (Bacaér, 2009). P(t)
es un vector de tamafio ®, cuyos componentes representan tiempos diferentes desde la infeccion o diferentes tipos. Asumimos

o M(t) = A(t) + B(t)
o A(t+T) = A(2)
« XiBi(t) <1

* el radio espectral de la matriz B(T — 1) B(T — 2) ... B(0) es estrictamente menor que 1.

Para simplificar el comportamiento asintético de la poblacion, suponemos ademas

o lamatriz M*(to) = M(to+T — 1)M(to + T — 2) - - - M(to) es primitivo

0 0o - 0 M(T —1)
M@©O) 0 - 0 0
. 0 M@ - 0 0 (20)
\ 0 0 . M(T.—Z) 0

Es irreducible.

Si la matriz M*(ty) es irreducible, en particular si es primitivo, y si (20) no tiene una fila o columna nula, entonces (20) es irreducible (Berman y Plemmons, 1979,
teorema 2.2.33). Definimos para ¢ > g

K(t,1) = A(t), K(t,7)=A@®)B(t-1)B(t—2)---Bt—1+1), (r>2),

JOW) = K(t,t —to +1)Pto), JOV(@E) =Y K(t,7)JW(E-1), (n>1),
T=1

G =3 I, 6" =3 6.
t=t, i

Me gusta (Bacaér, 2009), Ry es el radio espectral de la matriz

-B(0) I 0 - 0 -
AO0) 0 - 0
0 -B1) I
0 A1) . : W )
. . : ' 0
: T 0
\0 0 A(T—l)} 0 - 1
I 0 -~ 0 —-B(T-1)

I es la matriz de identidad Asumimos P(tp) # 0. Podemos adaptar la prueba de la seccion 2 reemplazando las integrales con sumas. Ry es la tasa de crecimiento
asintotica por generacion: la formula (4) sigue siendo cierta.

5) Ry yla pandemia de gripe HIN1

Uno de los modelos estacionales mas simples para la pandemia de HIN1 es el modelo SIR

s ar

B aws@10, T =a@se10)-b10), o=

=5 =bI(0) (21)

(Bacaér y Gomes, 2009). a(t) tiene un periodo T = 1 afio. 1/b es la duracion promedio de la infeccion. S(t) es la fraccion de personas sanas I(¢) la fraccion de
personas infectadas y R(t) la fraccion de personas que se han recuperado y, por lo tanto, son inmunes. Asi tenemos S(t) + I(t) + R(t) = 1paratodo ¢.La
mortalidad se descuida en este modelo. Presentamos algunas personas infectadas para que

S(to) = 176, I(to) =g, R(to) =0.
Uno de los principales objetivos del modelado en epidemiologia es tratar de predecir el tamafio final de la epidemia:

R(0) = Jim R(t).



En un ambiente constante (con a(t) = a independiente de ¢ ), Kermack y McKendrick (1927) encontraron una relaciéon simple entre Ry = a/by R(00). R(00) es
una funcion creciente de Ry, independiente de ¢y, y que varia muy poco con € si € es lo suficientemente pequefio. De mas, Ry puede estimarse ajustando un
exponencial al comienzo de la curva epidémica. La tasa de crecimiento inicial es

r=a—b.
Conocemos la duracion promedio de la infeccion. 1/b. Entonces podemos calcular
Ry=1+r7/b.

Debido a estas propiedades, Ry se ha vuelto muy popular entre los modeladores de epidemias. Por supuesto, hay muchos factores que complican las cosas
(poblacion no homogénea, intervenciones ...), y que son responsables del hecho de que en la practica los modelos matematicos rara vez han predicho correctamente
el tamafio final de una epidemia.

Volvamos al sistema (21) con un coeficiente periddico. Todavia podemos ajustar un exponencial al comienzo de la curva epidémica. Este es el método utilizado
por (Boélle et al., 2009; Fraser et al., 2009; Munayco et al., 2009; Nishiura et al., 2009; Pourbohloul et al., 2009) para la pandemia de HIN1. Este método solo tiene
sentido porque el ajuste se realiza con uno o dos meses de datos epidémicos y porque la funcion estacional de los contactos, de periodo de un afio, varia poco en una
escala de tiempo tan pequefia. La tasa de crecimiento es aproximadamente

a(to) —-b

a(to) /b

es la llamada "reproducibilidad" estimada en las referencias anteriores. Como estas referencias no consideran explicitamente el efecto de la estacionalidad, algunos
autores usan la notacion Ry para el namero a(ty)/b. Por ejemplo, (Fraser et al., 2009) encuentra un nimero entre 1.4 y 1.6. Para el sistema (21), en realidad tenemos

Ry = a/ b.
a es el promedio de a(t). Si linealizamos el sistema (21) cerca del estado de equilibrio sin enfermedad (S = 1,1 = 0, R = 0), se tiene

dI

= = a() 1) - bI(r).

Este es precisamente el caso considerado en la seccion 3 pero con b constante.

En este punto, uno puede preguntarse cuales son las ventajas y desventajas de insistir en a(tp)/b en lugar de reproducibilidad Ry = a@/b, como se ha hecho en los
estudios ya citados sobre la gripe HINI. De un lado a(t) tiene la ventaja de que puede estimarse facilmente con datos epidémicos. En comparacion, estimar la
reproducibilidad requeriria un conocimiento a priori de a(ty)/a, sobre el cual tenemos muy poca informacion. Pero, por otro lado, la reproducibilidad tiene
propiedades matematicas precisas. Segiin Bacaér y Gomes (2009), la reproducibilidad sirve como umbral para el sistema (21) y el presente articulo muestra que es
una tasa de crecimiento asintotica por generacion para las ecuaciones linealizadas cerca del estado estacionario sin enfermedad. .

a(ty)/by Ry = a/bNo parece predecir bien el tamafio final de la epidemia, incluso para amplitudes estacionales relativamente pequefias. Considere, por ejemplo,
el caso donde

a(t) = a(l + e cos(wt)), w=2w/T,

T = 1 afio y b = 100 anualmente. Duracion de la infeccion. 1/bEs entre 3 y 4 dias. Asumimos Ry = @/b = 1,5. Este es un valor tipico para la pandemia de HIN1
(Fraser et al., 2009). También asumimos € = I(tg) = 107%: presentamos un caso en una poblacién de 10,000 personas que se mezclan homogéneamente. Tenga en
cuenta que la hora ¢ del calendario se ha configurado de manera a(t) alcanza su maximo cuando ¢ = 0. to Es el tiempo desde este maximo.

La Figura 1 muestra lineas de nivel del tamafio final de la epidemia. R(o0) € {0,5; 0,7; 0,9}, cuando variamos el tiempo de introduccion del primer caso
infectado (0 < ¢p < T, eje horizontal) y el nivel e de estacionalidad (0 < e < 1, eje vertical). Segiin la eleccion de (¢, €) , el tamafio final oscila entre 38% y 94%.
Enfatice que estos valores diferentes de R(oco) corresponde al mismo valor de Ro. En el eje horizontal e = 0 (sin estacionalidad), el tamafio final R(co) obviamente
es independiente de to y R(o0) = 58%. El tamafio final varia segun to

e del 53% al 63% si e = 5%
o del 48% al 67% si e = 10%
o del 42% al 70% si e = 15%.

Entonces, incluso las amplitudes estacionales relativamente pequefias tienen un efecto significativo en el tamafio final de la epidemia.

t0/T

Figura 1. Lineas de contorno del tamafio final de la epidemia. R(co) cuando el momento de la introduccion del primer caso infectado (o, eje horizontal)
y la amplitud de la estacionalidad (e, eje vertical) varian. En toda esta figura, tenemosRy = 1,5.

La Figura 2 muestra lineas de nivel de a(to)/b € {0,5;1;1,5; 2; 2,5}, la llamada "reproducibilidad" que se puede estimar ajustando un exponencial al comienzo
de una curva epidémica. El tiempo de introduccion del primer caso infectado es variado (0 < tp < T, eje horizontal) y la amplitud de la estacionalidad (0 < e <1,



eje vertical) como en la Figura 1. a(to)/b predice mal el tamafio final de la epidemia. El caso més llamativo es donde to/T = 0,5y e = 1. En este caso, a(tp)/b =0
(ver Figura 2) pero R(o0) = 93% (ver figura 1)!

1.5 1.5 1.5 to/T

o5
o
o
o
[
o

Figura 2. Lineas de nivel de a(to)/b cuando el momento de la introduccion del primer caso infectado (o, eje horizontal) y la amplitud de la
estacionalidad (e, eje vertical) varian.

Es dificil estimar la amplitud e de la estacionalidad para epidemias reales. (Dushoff et al., 2004) sugieren que e = 4% es suficiente para explicar la estacionalidad
de la gripe. Pero su modelo endémico requiere una eleccion muy particular de valores de parametros para obtener un fendémeno de resonancia. (Cauchemez et al.,
2008) estiman que las vacaciones de invierno reducen la transmision a los nifios en aproximadamente un 25%, lo que sugiere que a(t) Puede sufrir grandes
variaciones. Shaman y Kohn (2009) encontraron recientemente una fuerte correlacion entre la presion de vapor y la transmision de la influenza en cobayas. En
Suecia, la presion de vapor en el exterior varia de 5 milibares en invierno a 15 milibares en verano. La transmision luego disminuye del 80% al 20% (Shaman y
Kohn, 2009, Figura 1). Por lo tanto, se espera que valores relativamente grandes de la amplitud estacional e sean relativamente frecuentes.

Conclusion

Este articulo muestra que la reproducibilidad en un entorno periodico, definido o utilizado por (Bacaér y Guernaoui, 2006; Bacaér, 2007; Bacaér y Ouifki (2007),
Bacaér y Abdurahman, 2008; Bacaér y Gomes, 2009; Bacaér, 2009; Nakata y Kuniya, 2010; Thieme, 2009; Wang y Zhao, 2008) tienen el mismo significado
biologico que en la teoria clasica en un entorno constante: es una tasa de crecimiento asintdtica por generacion.

La seccion 5 compara Ry con la estimacion de la "reproducibilidad" que se obtiene ajustando un exponencial al comienzo de una curva epidémica. Resulta que
los dos nimeros no predicen con precision el tamafio final de la epidemia. Estimaciones recientes de "reproducibilidad" para la pandemia de gripe HIN1 actual no
han tenido en cuenta la estacionalidad, mientras que la estacionalidad es ciertamente importante para una enfermedad transmitida por el aire. Por lo tanto, las
predicciones basadas en estas estimaciones y las comparaciones con pandemias anteriores deben considerarse con precaucion. El problema de definir y estimar la
reproducibilidad no tendria consecuencias practicas si estas estimaciones no influyeran en las decisiones de salud publica,

Apéndice 1
Aqui hay una prueba de Lemma 1.
(1) Demostremos que el operador lineal L esta ligado. La hipotesis (9) implica
le " K(t,r)V(t—7)| < aye TV

Entonces la continuidad de la funcion ¢ — (L,V)(t) resulta del teorema de convergencia dominado. £(P)es el espacio de operadores lineales acotados. Tenemos
entonces

ay

S+ (22)

0<t

(o0}
Lol < gums [ "ol K () dr <
<r Jo
(i) Compacidad de L. Como (Jagers y Nerman, 1985, p. 260) y (Bacaér, 2007) ya han sefialado que utilizando la periodicidad del nticleo, un calculo simple da

(LV)(#) = /0 "R.LOVO)d, 0<t<T,

con
R(t,0) =) K,(t,t—0+nT), 0<6<t,
n=0
Ry(t,0) =Y K (t,t—0+nT), t<0<T,
n=1
K (t,7) =e " K(t,7).
Se tiene

Vi, VO€[0,T], 0<|Ks(t,t—0+nT)|<aye Frdt-0mT) < gqye Ers)n-1T

K 4(t,0) es por lo tanto una funcién continua en {(t,8) € [0, T] x [0, T]; t # 6} y una funcion limitada en [0, T] x [0, T]. K,(t,6) es, por lo tanto, un niicleo
"débilmente singular" y el operador integral L es compacto (Kress, 1999, teorema 2.22).

(iii) Monotonia de s — p(s). Los componentes del ntcleo de la matriz. K (¢, ) son positivos o cero El operador lineal L, por lo tanto también es positivo: si
Vi > 0 por todo %, lo que notamos V' > 0, entonces nosotros tenemos L,V > 0. De més, s < s’ implica que L; > Ly. (P, ]| - ||) s un espacio de Banach y



también una red de Banach: si [V;| < [V/| por todo 7, entonces nosotros tenemos ||V || < ||V’||oo. La monotonia del radio espectral para operadores positivos en
redes de Banach muestra que s — p(s) estd disminuyendo (Burlando, 1991).

(iv) Continuidad de s — p(s). s — L, de (—3, +00) — L(/P) es una funcion continua porque

o0 o0
ILs = Lyloe < max/ le=s™ — e || K(t T)udfga»y/ le™*™ — e~ 57| e P dr
o = 0<t<T ’ 0

y porque el lado derecho converge a 0 cuando s’ — s. El radio espectral es continuo sobre el espacio de operadores lineales compactos (Degla, 2008). s — p(s) Es
por lo tanto una funcion continua.

(v) Existencia de r. Con desigualdad (22), tenemos || L, ||, — 0 Si s — +00. Con p(s) < ||L|| ., también tenemos p(s) — 0 Si s — -+oo. La continuidad de
s — p(s) y la suposicion p(sg) > 1 implica que hay r > sq con p(r) = 1.

(vi) Log-convexidad de s — p(s). Podriamos usar el Teorema 2.5 de (Kato, 1982) para la funcion s — L que es "completamente mondtono" y, por lo tanto,

"sobreconvexo" (Thieme, 1998, Teorema 2.5). Sin embargo, una prueba ligeramente diferente inspirada en el caso de dimension finita (Bapat y Raghavan, 1997,
teorema 3.3.4) puede ser interesante. Asumimos — 8 < s; < sy y que s = As; + (1 — A)sy con 0 < A < 1. Nos gustaria mostrar

p(s) < p(s1)p(s2)* >

Gracias a la continuidad del radio espectral sobre el espacio de los operadores lineales compactos y al considerar el operador asociado con el siguiente nucleo
modificado

Kii(t, ) = Ki(t,7) + ce P,

es suficiente demostrar log-convexidad con la hipotesis adicional de que L es "muy positivo": si C es el cono convexo cerrado de funciones positivas en P, entonces
nosotros tenemos L, (C \ {0}) esta incluido en el interior de C. De acuerdo con la "version fuerte" del teorema de Krein y Rutman (Drabek y Milota, 2007, Teorema

5.4.33), existen funciones propias estrictamente positivas V1) () y V) (¢) asociado con valores propios p(s1) y p(s2) operadores lineales Ly, y Ls,. Definimos
wit) = (V1 ()" (VP )
De la version discreta de la desigualdad de Holder conp = 1/Ayqg=1/(1—X),

1-A

/ Z K, tT)v<)(t—T)]A[e*WKi,j(t,T)v;(Z)(t—T)] dr

/ [Z e K, i(t,T) t -7 } [Z e K, ; V‘(Z)(t - 7')] dr.

Segun la desigualdad de Holder para integrales,
(LsW)i(t) < {/m [Z e K, )V (t T)]dr}A
{/ [Ze 2T (t, TV )(t—'r)}d'r}li)\

1-A _
= [p(sl)vi‘”( 0] [V O] = pls1) p(s2) Wi(t) -
Finalmente, el teorema 2.4 de (Drnovsek, 2000) (limite superior de Collatz y Wielandt) implica que p(s) < p(s1)*p(s2)* .

(vii) Supongamos que hay 71 < 73 con p(r1) = p(r2) = 1. s — p(s) es una funcion convexa decreciente y (log-). Entonces tenemos p(s) = 1 para s > r;. Esto
contradice el hecho de que p(s) — 0 Si s — +o0. Entonces hay un unicor > —f con p(r) = 1. Hay dos casos:

e en el intervalo (—f, +00), la funcién esta disminuyendo estrictamente
e durante un intervalo (—3,79) , la funcion esta disminuyendo estrictamente y p(s) = 0 Si s > ro.

Esto prueba el Corolario 1.
Apéndice 2

Generalizamos la prueba de (Michel et al., 2005) para el comportamiento asintético de una poblacion de un solo tipo en un entorno periddico en el caso de
poblaciones de varios tipos. Alternativamente, esto puede verse como una generalizacion de las ecuaciones diferenciales parciales de la observacion 6.2 de
(Perthame, 2007) con respecto a poblaciones con varios tipos modelados por ecuaciones diferenciales ordinarias. A'(¢,7), B'(t,7) y K'(¢,7) son las matrices

transpuestas de A(¢, 7), B(t, ) y K(t, 7). Al generalizar el Teorema 5.1 de (Michel et al., 2005), comenzamos con el siguiente lema:

Lema Hay un solo triplete (r, N, ) solucion de problemas de doble valor propio
N N
%t (t, 1)+ %—(t 7)+7rN(t, 1)+ B(t,7)N(t,7) =0, WVt ¥Vr>0, (23)
N(t,0) = / A(t,7) N(t,7)dr (24)
0
T poo
N(t+T,7) = N(t,7), N(t,7)>0, Z/ / Nit,7)drdt =1,
7 0 Jo
¢(t aqbt t B(t t,7)=—A'(t t,0
S (t) + G2 (6 7) — 1 9(t,7) — B, 1) 6(t,7) = ~A'(t,7) 6(8,0) , (25)
Be+Tn) =0t o020 Y [Nt a)dr-
3 0
Evidencia. (23) - (24) por un lado y (25) por otro lado se reducen a los problemas de valores propios duales

N(t,0) = /OOZ’”K(t,T)N(th,O)dT

é(t,0) = /OOC;’" K'(t+7,7)¢(t + 1,0)dr,



cuyas propiedades resultan del apéndice 1 y el teorema de Krein y Rutman.
Tenemos el siguiente lema que generaliza la ecuacion (5.11) de (Michel et al., 2005):

Lema 5. H : R — R Es una funcion convexa. Asumimos que P(t, T) es la solucion de (5) - (6). Definimos

* Pyt T)e "
72:\/0' ¢Z(t,T)Nl(t,T)H(W)dT (26)
Tenemos entonces
dH
—— < .
7 0, WVt

Evidencia. Un célculo tedioso, similar a los calculos de (Michel et al., 2005) y (Perthame, 2007), da

Z¢zt0 { (/ Zu”gjd7> /Zuw (9;)d }

+ Z/o @i B j Nj H(g;) — H(gi) + (i — gj)H/(gi)}dT , (27)
_ Aiyj(tv T) Nj(t7 T) - Ijj(t, T) et
i g(t,T) = W, g;(t, ) = W

De hecho, la derivada de (26) es

o [ (2T
BN - rn - £

iNiH,( i
+e % "N ot

Reemplazando OP;/0t, ON; /0t y O /0t por (5), (23) y (25), obtenemos

[ e o m - oo na(Te)

~ol g erme S ](ET)
*¢iNiH'(R']$;Tt)[8P i, J] Nit
o (B B0 ]

Introducimos con (28) la notacion g; . Agrupamos las expresiones que contienen derivadas con respecto a T en un lado, las expresiones que contienen B; ; por otro
lado. Intercambiamos los indices i y j en las sumas que contienen los coeficientes B;; y A;;. Obtenemos

% o zz: /ooof”% [@NiH(g")] dr = ; ¢i(t,0) /OmAiyijH(gj) dr
+ Z /000451' B;; Nj{H(Qj) — H(g)) + (9; — Qj)H/(gi)}dr .
47

Al integrar la primera integral, llegamos a

% :Zi:@(t, 0)Ni(t, 0){ H(gi(t,0)) /OOOZ g])dT}

J
o0
+ Z/ ¢i B; j Nj{H(gj) — H(g:) + (9: — 9))H' (gi)}dT .
ij Y0
Esto lleva a (27) si tenemos en cuenta la condicion en el borde (6), que muestra que

_ B(t,0)e [ Aig(t, 1) Ni(t, ) Pyt T)e
9i(t,0) = Ni(t,0) _/0 2]: N;(t,0) N;(t,T) ar

Volvamos a la prueba de Lema 5. De la desigualdad de Jensen con fooo (E j Hi,j) dr =1,y de la version discreta de esta desigualdad

([ Srsa) < [ (B2 (= [ Smia)s

Entonces la primera linea en (27) es negativa. La segunda linea de (27) también es negativa porque

e ¢l término correspondiente a i = j se cancela
e parai#j,laconvexidad de / implica que la expresion dentro de las llaves es positiva, mientras que B; ; < 0, ¢; > 0y N; > 0.

Entonces tenemos 4% < 0.
Llegamos asi a la generalizacion del Teorema 5.2 de (Michel et al., 2005).

Lema 6. Suponemos

(28)



o P(t,7) eslasolucién de (5) - (6) con la condicion inicial P(ty, ).
« =3 Jy Pito,) ¢ilto, 7) dr.

Tenemos entonces
/ Ui(tvl)e rit=to) Ci"i(tﬂ)‘(ﬁi(t:’)d’ > 0. (29)
i 0 ¢

Evidencia. Tenga en cuenta que
ert‘]Pi(t, T) — ¢ N;i(t,7) et

También es una solucion de las ecuaciones lineales (5) - (6). Con la funcion convexa H(z) = ||, aplicamos Lemma 5 a esta solucion. 7(t) , el lado derecho de (29)
disminuye con el tiempo ¢y, por lo tanto, converge a un limite £. El hecho que £ = 0 se demuestra con argumentos similares a los de (Michel et al., 2005, p. 1259) o
(Perthame, 2007, §3.6).

Corolario. | P(t,0)|| ~ ce"® )| N(t,0)| Sit — +oo.
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