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ملخص

وقد تم استنساخھ في بیولوجیا السكان وخاصة في علم الأوبئة لعدة عقود. ومع ذلك ، تم اقتراح تعریف مناسب للنماذج ذات المعاملات الدوریة
قبل بضع سنوات فقط. یشمل التعریف نصف القطر الطیفي لعامل متكامل. كما ھو الحال في دراسة النماذج الوبائیة المنظمة في بیئة ثابتة ، من

المستحسن شرح الأھمیة البیولوجیة. نظھر في ھذه المقالة أن استنساخ النماذج الدوریة لا یزال معدل نمو مقارب لكل جیل. نحن نصر أیضا
على الفرق بین ھذا التكاثر النظري للنماذج الدوریة والتي تم الحصول علیھا عن طریق تعدیل أسي في بدایة منحنى الوباء.

1 المقدمة

    دعونا نتذكر بإیجاز بعض المفاھیم المتعلقة بالتكاثر في بیئة ثابتة (دیكمان وھیستربیك ، 2000). خذ بعین الاعتبار السكان المنظمین مع
. ھذا ھو ھو عدد الإصابات الجدیدة لكل وحدة زمنیة ، في الوقت t ، من النوع مع  "أنواع" الأشخاص المصابین. 

. تؤدي العدید من النماذج الوبائیة ، بعد خطیة الحدوث ، ولا یجب الخلط بینھ وبین عدد المصابین. نحدد
بالقرب من الحالة الثابتة بدون مرض ، إلى نظام معادلات التجدید

ھي مصفوفة مربعة ذات معاملات موجبة أو صفریة. یتم تعریف الاستنساخ على أنھ  ھي دالة متجھة مقدمة من الشروط الأولیة. 
نصف القطر الطیفي لمصفوفة الجیل التالي

یتم تفسیره على النحو التالي. نحدد

ھو حجم الجیل n مع ھو ناقل الحوادث التي تنتمي إلى الجیل n في الوقت ر .

كما لاحظنا (Inaba and Nishiura، 2008) ، فقد لاحظنا
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Ji(t)i1 ≤ i ≤ m

J(t) = (J1(t), … , Jm(t))

J(t) = ∫
t−t0

0
K(τ) J(t − τ) dτ + H(t) , ∀ t ≥ t0. (1)

H(t)K(τ)

R0 = ρ(K), K = ∫
∞

0

K(τ) dτ.

J(t) = ∑
n≥1

J (n)(t), J (1)(t) = H(t), J (n+1)(t) = ∫
t−t0

0

K(τ) J (n)(t − τ) dτ , t ≥ t0, n ≥ 1.

J (n)(t)∥G(n)∥

G(n) = ∫
∞

t0

J (n)(t) dt, ∥G(n)∥ =
m

∑
i=1

|G
(n)
i | =

m

∑
i=1

G
(n)
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G(n+1) = ∫
∞

t0

∫
t−t0

0
K(τ) J (n)(t − τ) dτ dt = ∫

∞

0
K(τ)∫

∞

t0+τ

J (n)(t − τ) dt dτ = KG(n).
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إذا كانت المصفوفة  بدائیة ، ثم نظریة Perron و Frobenius تشیر إلى ذلك  یتقارب إذا  نحو المتجھ الذاتي
.  ھو معدل النمو المقارب لكل جیل: مع مكونات إیجابیة بحتة 

    في النماذج الوبائیة المنظمة حسب العمر ، فإن التركیبة السكانیة لیست مجموعة منفصلة ولكن على سبیل المثال ، الفاصل الزمني
. النظریة متشابھة للغایة: ھو نصف القطر الطیفي لمشغل متكامل من الجیل التالي مع نواة  و

حسب نظریة  ورتمان ،  تتحول إلى وظیفة ذاتیة إیجابیة للعامل المتكامل.  لا یزال معدل النمو المقارب لكل جیل.

. في ھذه الحالة بالذات ، فإن )، نملك      وأخیرًا ، إذا كانت التركیبة السكانیة منفصلة ولكن بنوع واحد فقط (
التكاثر لیس مجرد معدل نمو مقارب لكل جیل. وھو أیضًا متوسط   عدد الحالات الثانویة المصابة بالحالة الأولى.

    في العدید من التطبیقات ، یكون من الواقعي افتراض أن البیئة دوریة ، على سبیل المثال بسبب الموسمیة. ھذا ھو الحال بالنسبة لمعظم
الأمراض المنقولة بالنواقل والأمراض المنقولة بالماء وبعض الأمراض المنقولة بالھواء مثل الأنفلونزا. تؤدي العدید من النماذج الوبائیة

الدوریة ، بعد الخطیة بالقرب من الحالة الخالیة من المرض ، إلى نظام معادلات متكاملة من الشكل (1) ولكن مع نواة مصفوفة تعتمد أیضًا
على الوقت t ، بشكل دوري ، مع الفترة T . في الماضي ، جادل Heesterbeek و Roberts (1995) في أنھ:

لا معنى لھ في بیئة غیر مستقلة ". " مفھوم

یعتقد غراسلي وفریزر (2006) أنھ في بیئة دوریة ،

لم تعد تنطبق ". " مفاھیم مثل العدد الإنجابي الأساسي

في الآونة الأخیرة ، قدّر ویسلي وألین (2009) ما یلي:

" لا توجد طریقة عامة لحساب رقم التكاثر الأساسي ، عتبة انقراض المرض ، في نماذج الوباء غیر المستقلة ".

وإیجابي باكیر وجرناوي (2006) مع ذلك اقترحوا ذلك  یمكن تعریفھ على أنھ الرقم الحقیقي الوحید الذي توجد بھ دالة متجھ مستمرة 
ودوري مع فترة T و

للجمیع ر . وبعبارة أخرى، فإن استنساخ ھو دائرة نصف قطرھا الطیفیة المشغل لا یتجزأ الجانب الأیمن من (3) إلى الفضاء من الوظائف
. T المستمرة التي ھي دوریة مع الفترة

    ناقشت عدة مقالات ھذا التعریف. قدر باكیر وجیرناوي (2006) قابلیة التكاثر لوباء داء اللیشمانیات وحصلا على صیغة تحلیلیة في حالة
معینة. قارن باكیر (2007) عدة طرق لحساب التكاثر عددیاً ، وتم الحصول على صیغ تقریبیة عندما یكون اتساع الموسمیة صغیرًا ، ویقدر

التكاثر المقدر لوباء الشیكونغونیا. قام باكیر وأوفكي (2007) بإعادة النظر في الحالة التي تكون فیھا الموسمیة جیوبیة ، مما یؤدي إلى معادلة
ممیزة بسیطة للتكاثر.

    درس وانغ وزاو (2008) الحالة الخاصة لأنظمة المعادلة التفاضلیة العادیة ، وعمموا طریقة (باكار ، 2007) باستخدام نظریة فلوكویت ،
وأظھروا بصرامة بعض خصائص قابلیة التكاثر. درس باكیر وعبد الرحمن (2008) حالات الرنین ، حیث تختلف قابلیة التكاثر اختلافاً كبیرًا
عن القیمة التي تم الحصول علیھا عن طریق حساب متوسط   المعاملات الدوریة للنموذج. درس Thieme (2009) الأنظمة العامة الدوریة في
مساحات Banach المرتبة. أظھر باكیر وجومیز (2009) أن التكاثر لا یزال بمثابة عتبة لنماذج الوباء غیر الخطي في بیئة دوریة. قام باكیر

(2009) بتكییف التعریف مع النماذج الدوریة في وقت منفصل.

    على الرغم من ھذا العمل ، فإن أخصائیي النمذجة الوبائیة لم یعتمدوا بعد التعریف على نطاق واسع (3) ، كما یتبین من التقدیرات الأخیرة
لـ "قابلیة التكاثر" لوباء H1N1 (Boëlle et al.، 2009 ؛ فریزر وآخرون ، 2009 ؛ Munayco وآخرون ، 2009 ؛ نیشیورا وآخرون ،
2009 ؛ Pourbohloul وآخرون ، 2009). تم الحصول على ھذه التقدیرات عن طریق تركیب أسي في بدایة منحنى الوباء. ھذا لا یأخذ في

.(Lipsitch and Viboud ، 2009) الاعتبار الموسمیة. ومع ذلك ، فإن الموسمیة ھي بالتأكید عامل مھم لأوبئة الإنفلونزا

    نوضح في ھذه المقالة ، كما ھو الحال في حالة السكان المنظمین في بیئة ثابتة ، یتم تفسیر قابلیة التكاثر المحددة بواسطة (3) في بیئة دوریة
كمعدل مقارب للنمو لكل جیل. بتعبیر أدق ، نوضح في القسم 2 أن الجیل n لھ حجم مع

KG(n)/(R0)nn → +∞
KR0

lim
n→+∞

n√∥G(n)∥ = R0.

(0, +∞)R0K(x, y)

G(n+1)(x) = ∫
∞

0
K(x, y)G(n)(y) dy.

KreinG(n)/(R0)nR0

m = 1G(n+1) = R0 G
(n)

R0

R0

R0U(t)

R0 U(t) = ∫
∞

0
K(t, τ)U(t − τ) dτ (3)

∥G(n)∥



في بیئة ثابتة للأسف لا یعمل في بیئة دوریة. لذلك ، یستند إثبات (4) على الحیلة الصغیرة التي أدت إلى صیغة التكرار 
Jagers and Nerman،) النتائج المتعلقة بالسلوك المقارب لمعادلات التجدید الدوریة التي تم الحصول علیھا على سبیل المثال من قبل

1985؛ Michel et al.، 2005؛ Thieme، 1984). قد یتساءل المرء ما إذا كان لا یزال من الممكن استبدال الحد الأعلى في (4) بحد
بسیط. ینظر القسم 3 في نموذج وبائي معین مع نوع واحد من الأشخاص المصابین ، حیث یعتمد معدل التلامس واحتمالیة الانتقال وسرعة

الشفاء على الوقت ولیس على الوقت منذ الإصابة: تظھر مظاھرة مختلفة أن یمكن استبدال الحد الأعلى جیدًا بحد بسیط. ینظر القسم 4 في حالة
النماذج ذات الوقت المنفصل. ویسلط القسم 5 الضوء على مشكلة تقدیر التكاثر لوباء إنفلونزا H1N1 الحالي. قد لا تتنبأ التكاثر بالحجم النھائي

لبئر الوباء. ملحقان یجمعان بعض الأدلة.

2. معدل النمو المقارب لكل جیل
ھو عدد الأشخاص من النوع i ، في الوقت t ، الذین أصیبوا     النظر في عدد السكان مع م أنواع مختلفة من الناس المصابین. 

بالعدوى للوحدات الزمنیة.  ھو حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة

مع الشرط الأولي  ومع الحالة على الحافة

ومن المفترض

مستمرة، وظائف الدوریة لفترة T فیما یتعلق ر المصفوفات المربعة  و 
، للجمیع 

بمعنى آخر ، نعتبر عملیة التفرع إلى عدة أنواع في وقت مستمر في بیئة دوریة. دعونا نقدم وظیفة المصفوفة  مع

، ھي مصفوفة ھویة الحجم م . إذا على سبیل المثال

. نحدد دعنا نعود إلى الحالة العامة 

Aronsson and) ھي مصفوفات ذات معاملات موجبة أو صفریة وھي دوریة فیما یتعلق ر . مع الفرضیات (7) ،  و 
، m مصفوفة مربعة بحجم M إذا كان .(Kellogg، 1978

،  و  مع ھو قاعدة المصفوفة المرتبطة بقاعدة المتجھ (2). نفترض أن ھناك ثوابت إیجابیة للغایة

lim sup
n→+∞

n√∥G(n)∥ = R0 . (4)

G(n+1) = KG(n)

Pi(t, τ)
P = (P1, … ,Pm)

∂P

∂t
(t, τ) +

∂P

∂τ
(t, τ) + B(t, τ)P(t, τ) = 0, τ > 0,  t > t0, (5)

P(t0, τ)

P(t, 0) = ∫
∞

0
A(t, τ)P(t, τ) dτ, t > t0. (6)

A(t, τ)B(t, τ)
1 ≤ i, j ≤ m

Ai,j(t, τ) ≥ 0, Bi,i(t, τ) ≥ 0, Bi,j(t, τ) ≤ 0 ∀ i ≠ j, ∑
i

Bi,j(t, τ) ≥ 0. (7)

Π(t, t′, τ)

Π(t′, t′, τ) = I,
∂Π

∂t
(t, t′, τ) = −B(t, τ + t − t′)Π(t, t′, τ), ∀t > t′,  ∀τ ≥ 0.

Im = 1

Π(t, t′, τ) = exp(− ∫
t−t′

0

B(t′ + s, τ + s) ds).

m ≥ 1

K(t, τ) = A(t, τ) Π(t, t − τ, 0), (8)

Π(t, t′, τ)K(t, τ)

∥M∥ = max
1≤j≤m

m

∑
i=1

|Mi,j| .

αβγ

∥A(t, τ)∥ ≤ α, ∥Π(t, t′, τ)∥ ≤ γ e−β (t−t′), ∀ t ≥ t′ ∀ τ ≥ 0. (9)



تذكر لیما التالیة تعریف المعلمة Malthusian في بیئة دوریة (Coale، 1970 and 1972؛ Williams and Dye، 1997). لمساعدة
.(Thieme، 2009 ؛Thieme، 1984 ؛Michel et al.، 2005 ؛Jagers and Nerman، 1985) القارئ ، یقدم الملحق 1 أدلة معدلة من

مع ، T ھي مساحة الوظائف الدوریة الدوریة للفترة

    Lemma 1. ضع في اعتبارك العامل الخطي المقید

 . . افترض أن ھناك مع  نصف القطر الطیفي لھذا العامل الخطي 
.Malthusian نسمي ھذا الرقم ص المعلمة . لذلك ھناك رقم فرید مع 

    تشیر النتیجة الطبیعیة التالیة إلى تعریف  وارتباطھ بالمعلمة Malthusian  (باكیر وجیرناوي ، 2006 ؛ باكیر ، 2007 ؛ ثیمي ،
.(2009

.     النتیجة الطبیعیة 1. نحدد

 إذا 
 إذا 

.  إذا 

، . وذلك ل      لیما 2. نحدد

    دلیل. یتم الحصول على معادلة التجدید (10) بتطبیق طریقة الخط الممیز على (5) - (6). عدم المساواة (13) صحیح بسبب (9) و
(11) ، ویتضح ذلك عن طریق الحث بـ (12).

Williams and Dye،) و (و 1972 Coale، 1970) تشیر لیما التالیة إلى السلوك المقارب لمعادلات التجدید الدوریة ، التي درستھا    
، Thieme ، 1984) وبواسطة ، m = 1 إذا كانت (Michel et al.، 2005 ؛Jagers and Nerman، 1985) 1997) ، والتي أظھرھا

:τ كبیر بما τ أن النواة المعطاة بواسطة (8) لھا دعم مضغوط فیما یتعلق (Thieme (1984 یفترض .m ≥ 1 ص. 261) إذا
فیھ الكفایة. بما أن ھذا الشرط الأخیر مقید إلى حد ما من وجھة نظر ریاضیة (ولكن لیس من وجھة نظر بیولوجیة) ، فإن التذییل 2 یوجز تكیف

البرھان الذي قدمھ (Michel et al.، 2005) مع الحالة حیث م ≥ 1.

    Lemma 3. افترض أن القیمة الإنجابیة الإجمالیة عند  كن إیجابیا ، وھذا یعني  في Lemma 6 من الملحق 2. ثم ھناك
وظیفة دوریة إیجابیة للغایة  مع

    نصل إلى النظریة الرئیسیة.

كما في (2). ثم (4) صحیح.     النظریة 1. نحدد و 

    دلیل. نحدد

PV : Rm → R
m

∥V ∥∞ = max{∥V (t)∥;  t ∈ R}, V ∈ P.

Ls : V (t) ↦ ∫
∞

0

e−sτK(t, τ)V (t − τ) dτ, s > −β, V ∈ P.

ρ(s)s0 > −βρ(s0) > 1
r > −βρ(r) = 1

R0r

R0 = ρ(0)

r > 0R0 > 1
r = 0R0 = 1
r < 0R0 < 1

J(t) = P(t, 0)t ≥ t0

J(t) = ∫
t−t0

0

K(t, τ)J(t − τ) dτ + J (1)(t) = ∑
n≥1

J (n)(t),

J (1)(t) = ∫
∞

t−t0

A(t, τ) Π(t, t0, τ + t0 − t)P(t0, τ + t0 − t) dτ ,

J (n+1)(t) = ∫
t−t0

0

K(t, τ)J (n)(t − τ) dτ , (n ≥ 1),

∥J (n)(t)∥ ≤ (αγ)n e−β(t−t0) (t − t0)n−1

(n − 1)!
∫

∞

0
∥P(t0, τ)∥ dτ .

(10)

(11)

(12)

(13)

n = 1

K(t, τ) = 0

t = t0c > 0
w(t)

∥J(t)∥ ∼
t→+∞

ert w(t).

G(n)∥G(n)∥

Z (R)(t) = ∑
n≥1

J (n)(t)

Rn
, t ≥ t0, R > 0.



یظھر عدم المساواة (13) أنھ دائمًا سلسلة متقاربة. المعادلة (12) ونظریة التقارب الرتیب لتبادل المبلغ وعرض تكاملیة

 وبالتالي ھو حل معادلة التجدید الدوریة

. . التكاثر المرتبط بالنواة  ھو واضح   ھو الإصابة في السكان حیث المصفوفة  تم تقسیمھ على 

المرتبطة بـ (14) سلبیة Malthusian المعلمة ، Corollary 1 وفقاً لـ . . لدینا بعد ذلك     لنفترض ذلك أولاً 
. تماما. وفقاً لـ Lemma 3 ، ھناك وظیفة دوریة إیجابیة للغایة  مع  إذا 

 یعني ذلك

، Lemma 3 المرتبطة بـ (14) صفرًا. وفقاً لـ Malthusian تكون المعلمة ، Corollary 1 وفقاً لـ . لنفترض الآن ذلك 
ھو إیجابي ودوري للغایة. اذا لدینا و   إذا 

. ثم تنتج النظریة 1 من نظریة كوشي وھدامارد لھذه السلسلة. باختصار،  ھو نصف قطر التقارب في السلسلة 

    ملاحظات.

. نتاج الازدواجیة عنصر  یمكن أن ینظر إلیھ كعنصر من الفضاء المزدوج 

ثم

. (Jagers and Nerman، 1985) الاستخدام لتعریف معلمة مالتوس.  ھي المصفوفة التي یتم تبدیلھا 
الفرضیة  في لیما 1 یستبعد الحالات التي تكون فیھا العدید من مكونات نواة المصفوفة صفرًا. إذا كانت موجودة

 بحیث یتم استیفاء أحد الشرطین التالیین على الأقل

. نحدد لدینا بعد ذلك 
 الوظیفة التي تساوي جمیع المكونات متطابقة 1

 و  الجانبین الأیسر (15) و (16).
(درنوفسك ، 2000). . وبالتالي، أو  لدینا بعد ذلك  أو 

. تذكر أنھ حتى في الفرضیة (15) ھي تعمیم الفرضیة (5.2) من (میشیل وآخرون ، 2005) ، والذي یتوافق مع  و 
نظریة لوتكا بالنسبة للسكان الذین لدیھم نوع في بیئة ثابتة (فیلر ، 1941 ؛ لوتكا ، 1939) ، ھناك شرط ضروري لضمان أن الجانب

الأیسر من معادلة أویلر-لوتكا یأخذ قیمة أكبر من 1 لـ s معینة

Z (R)(t) −
J (1)(t)

R
= ∑

n≥1

J (n+1)(t)

Rn+1
= ∫

t−t0

0

K(t, τ)

R
Z (R)(t − τ) dτ .

Z (R)(t)

Z (R)(t) = ∫
t−t0

0

K(t, τ)

R
Z (R)(t − τ) dτ +

J (1)(t)

R
. (14)

Z (R)(t)A(t, τ)RK(t, τ)/RR0/R

R > R0R0/R < 1r(R)

w(R)(t)∥Z (R)(t)∥ ∼ w(R)(t) exp(r(R)t)t → +∞
R > R0

∑
n≥1

∥G(n)∥/Rn = ∑
n≥1

m

∑
i=1

∫
∞

t0

J
(n)
i (t) dt/Rn = ∫

∞

t0

∥Z (R)(t)∥ dt < +∞ .

R = R0

∥Z (R0)(t)∥ ∼ w(R0)(t)t → +∞w(R0)(t)

∑
n≥1

∥G(n)∥/(R0)n = ∫
∞

t0

∥Z (R0)(t)∥ dt = +∞ .

1/R0∑ ∥G(n)∥ zn

V ∈ PP
∗

⟨V ,W⟩ = ∑
i

∫
T

0

Vi(t)Wi(t) dt.

(L∗
sV )(t) = ∫

∞

0
e−sτK ′(t + τ, τ)V (t + τ) dτ.

K ′(t, τ)K(t, τ)L∗
s

ρ(s0) > 1
s0 > −β

min
0≤t≤T

min
1≤i≤m

m

∑
j=1

∫
∞

0
e−s0τKi,j(t, τ) dτ > 1,

min
0≤t≤T

min
1≤j≤m

m

∑
i=1

∫
∞

0
e−s0τKi,j(t + τ, τ) dτ > 1,

(15)

(16)

ρ(s0) > 1
1 ∈ P

c1c2

Ls0
1 ≥ c1 1L∗

s0
1 ≥ c2 1ρ(s0) ≥ c1 > 1ρ(s0) ≥ c2 > 1

s0 = 0m = 1



أذكر صیغة نصف القطر الطیفي

مع

(12) یصبح

مع الفرضیة (9) ، یمكننا اعتبار الجانب الأیمن من ھذه المعادلة كعامل خطي  على مساحة الوظیفة  مع قیم متجھیة
مع

لدینا بعد ذلك

. وبالتالي  ھو المعیار في مساحة العوامل الخطیة المحدودة في 

نصف قطرھا الطیفي  اعطي من قبل

لدینا بعد ذلك

، سیكون لدینا فقط "نصف" النظریة 1. لیس من الواضح: الوظائف الدوریة لیست في حتى لو استطعنا إظھار 
.

3. حالة خاصة

    في ھذا القسم ، نعتبر حالة خاصة حیث یمكن استبدال الحد الأعلى في (4) بحد بسیط. ومن المفترض

م = 1
 و 

الحالة الأولیة ھي إصابة شخص جدید:  (كتلة دیراك).

اذا لدینا

وبحسب باكیر وجیرناوي (2006) ، فإن نصف قطر الطیف  والوظائف المرتبطة بھا ھي

∫
∞

0
e

−sτ
K(τ) dτ = 1.

R0 = lim
n→∞

∥(L0)n∥1/n.

J
(n)(t) = 0, ∀t < t0,

J
(n+1)(t) = ∫

∞

0

K(t, τ)J (n)(t − τ) dτ .

L̃0L
1(R,Rm)

∥J (n)∥1 = ∫
+∞

−∞

∥J (n)(t)∥ dt = ∥G(n)∥.

J
(n+1) = L̃0 J

(n) = (L̃0)n J (1).

∥ ⋅ ∥1L1(R,Rm)

∥G(n+1)∥ = ∥J (n+1)∥1 ≤ ∥(L̃0)n∥1 ∥J (1)∥1.

L̃0

σ(L̃0) = lim ∥(L̃0)n∥1/n
1 .

lim sup n√∥G(n)∥ ≤ σ(L̃0).

σ(L̃0) = R0

L
1(R,Rm)

A(t, τ) = A(t)B(t, τ) = B(t)
P(t0, τ) = δτ=0

K(t, τ) = A(t) exp(− ∫
t

t−τ

B(s) ds) . (17)

L0



 ھو ثابت ،

،     Lemma 4. على  و 

. افترض أن الصیغة     دلیل. نشرع في الحث على ن . بالنسبة إلى n = 1 ، تنتج الصیغة من (11) ومن الفرضیة في الحالة الأولیة
صحیحة لـ n . لدینا مع (12) و (17) و (19)

    تعلیق. بالطبع ، لدینا مجموع الإصابة

وفقاً لـ (باقر وجرناوي ، 2006) ، یأتي النموذج في ھذا القسم من معادلة العدد الإجمالي للأشخاص المصابین

الحل مع 

. مجموع الوقوع 

    الخاصیة التالیة تعطي تقدیرا لحجم الجیل ن .

، نملك     اقتراح 1. ل 

اذا لدینا

    دلیل. أولا ، التكامل بالأجزاء یعطي

لا یبدو أن طریقة لابلاس لتقدیر التكاملات المقاربة قابلة للتطبیق مباشرة ھنا. ولكن یمكننا أن نكتب

R0 = Ā/B̄ , U(t) = cA(t) exp[∫
t

t0

A(s)

R0
ds − ∫

t

t0

B(s) ds] . (18)

c

Ā =
1

T
∫

T

0
A(t) dt, B̄ =

1

T
∫

T

0
B(t) dt.

n ≥ 1t > t0

J
(n)(t) =

A(t)

(n − 1)!
[∫

t

t0

A(s) ds]
n−1

exp(− ∫
t

t0

B(s) ds) . (19)

P(t0, τ)

J
(n+1)(t) =

A(t)

(n − 1)!
[∫

t−t0

0

A(t − τ)[∫
t−τ

t0

A(s) ds]
n−1

dτ] exp(− ∫
t

t0

B(s) ds)

=
A(t)

n!
[∫

t

t0

A(s) ds]
n

exp(− ∫
t

t0

B(s) ds) .

J(t) =
∞

∑
n=1

J
(n)(t) = A(t) exp[∫

t

t0

A(s) ds − ∫
t

t0

B(s) ds] .

dI

dt
= A(t) I(t) − B(t) I(t).

I(t0) = 1

I(t) = exp[∫
t

t0

A(s) ds − ∫
t

t0

B(s) ds].

J(t) = A(t) I(t)

n ≥ 1

(R0)n
e

−B̄T (1 − e
−B̄T )

B̄T
≤ G

(n) ≤ (R0)n
e
B̄T (eB̄T − 1)

B̄T
.

lim
n→∞

n√G(n) = R0.

G
(n) = ∫

∞

t0

B(t) exp(− ∫
t

t0

B(s) ds)[∫
t

t0

A(s) ds]
n dt

n!
.



مع

وبالتالي،

مع

، نحصل مع 

لكن

، نحصل مع 

وینتج الاقتراح 1 عن ھذه التقدیرات.

،     تعلیق. الحالة الخاصة لھذا القسم لھا خاصیة أخرى مثیرة للاھتمام ، والتي تلي مباشرة من (18) و (19): للجمیع 

 ھي واحدة من الوظائف الذاتیة  من (3) ، كما في (18).

4. النماذج الدوریة في زمن منفصل

ھو  .(Bacaër، 2009) من الواضح أنھ یمكننا تكییف النتائج والأدلة الواردة في القسم 2 مع حالة النماذج السكانیة الدوریة المنفصلة    
ناقل الحجم ω ، تمثل مكوناتھ أوقاتاً مختلفة منذ الإصابة أو أنواعًا مختلفة. ومن المفترض

 ،

 و 

G
(n) =

+∞

∑
k=0

Hk

Hk = ∫
t0+(k+1)T

t0+kT

B(t) exp(− ∫
t

t0

B(s) ds) [∫
t

t0

A(s) ds]
n dt

n!
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n dθ
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= e
−kB̄T ∫

T
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t0+θ
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B(s) ds) [kĀT + ∫
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A(s) ds]
n dθ

n!
.

e
−kB̄T

Fk ≤ Hk ≤ e
−kB̄T

Fk+1

Fk = ∫
T

0

B(t0 + θ) exp(− ∫
t0+θ

t0

B(s) ds) [kĀT]n
dθ

n!
=

(kĀT )n

n!
(1 − e

−B̄T ) .

F0 = 0

+∞

∑
k=1

e
−kB̄T

Fk ≤ G
(n) ≤ e

B̄T

+∞

∑
k=1

e
−kB̄T

Fk.

e
−B̄T ∫

k

k−1
e

−θB̄T
θ
n
dθ ≤ e

−kB̄T
k
n ≤ e

B̄T ∫
k+1

k

e
−θB̄T

θ
n
dθ .

∫ ∞
0 e

−θB̄T
θ
n
dθ = n!/(B̄T )n+1

e
−B̄T

n!

(B̄T )n+1
≤

+∞

∑
k=1

e
−kB̄T

k
n ≤ e

B̄T
n!

(B̄T )n+1
.

t > t0

Z
(R)(t) = ∑

n≥1

J
(n)(t)

Rn
=

A(t)

R
exp[∫

t

t0

A(s)

R
ds − ∫

t

t0

B(s) ds] .

Z
(R0)(t)U(t)

P(t)

P(t + 1) = M(t)P(t)∀t ≥ t0,
M(t) = A(t) + B(t)

A(t + T ) = A(t)B(t + T ) = B(t)



 ،

نصف القطر الطیفي للمصفوفة  أقل من 1 تمامًا.

لتبسیط السلوك المقارب للسكان ، نفترض كذلك

المصفوفة  بدائي

غیر قابل للاختزال.

لا یمكن اختزالھ ، خاصة إذا كان بدائیاً ، وإذا كان (20) لا یحتوي على صف أو عمود فارغ ، فإن (20) لا إذا كانت المصفوفة 
یمكن اختزالھ (Berman and Plemmons، 1979، Theorem 2.2.33). نحدد ل 

مثل (باقر ، 2009) ،  نصف القطر الطیفي للمصفوفة

. یمكننا تعدیل دلیل القسم 2 عن طریق استبدال التكاملات بالمبالغ.  ھو معدل النمو ھي مصفوفة الھویة. نحن نفترض
التقریبي لكل جیل: تظل الصیغة (4) صحیحة.

H1N1 5.    جائحة إنفلونزا

SIR ھو نموذج H1N1 أحد أبسط النماذج الموسمیة لوباء    

(باكیر وغومیز ، 2009).  لدیھ فترة  عام.  ھو متوسط   مدة الإصابة.  ھو جزء من الأشخاص الأصحاء ، 
للجمیع ر . یتم جزء من الناس الذین تعافوا وبالتالي ھم في مأمن. لقد فعلنا ذلك جزء من المصابین و 

تجاھل الوفیات في ھذا النموذج. نقدم عدد قلیل من المصابین لذلك

أحد الأھداف الرئیسیة لنمذجة علم الأوبئة ھو محاولة التنبؤ بالحجم النھائي للوباء:

Ai,j(t) ≥ 0Bi,j(t) ≥ 0
∑iBi,j(t) ≤ 1

B(T − 1)B(T − 2) …B(0)

M ∗(t0) = M(t0 + T − 1)M(t0 + T − 2) ⋯M(t0)

⎛⎜⎝ 0 0 ⋯ 0 M(T − 1)
M(0) 0 ⋯ 0 0

0 M(1) ⋱ 0 0

⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ M(T − 2) 0

⎞⎟⎠ (20)

M ∗(t0)
t ≥ t0

K(t, 1) = A(t), K(t, τ) = A(t)B(t − 1)B(t − 2) ⋯B(t − τ + 1), (τ ≥ 2),

J (1)(t) = K(t, t − t0 + 1)P(t0), J (n+1)(t) =
t−t0

∑
τ=1

K(t, τ) J (n)(t − τ), (n ≥ 1),

G(n) =
∞

∑
t=t0

J (n)(t), ∥G(n)∥ = ∑
i

G
(n)
i .

R0

−1

.

⎛⎜⎝A(0) 0 ⋯ 0

0 A(1) ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ 0
0 ⋯ 0 A(T − 1)

⎞⎟⎠⎛⎜⎝−B(0) I 0 ⋯ 0

0 −B(1) I ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 0

0 ⋱ ⋱ I

I 0 ⋯ 0 −B(T − 1)

⎞⎟⎠ IP(t0) ≠ 0R0

R0

dS

dt
= −a(t)S(t) I(t),

dI

dt
= a(t)S(t) I(t) − b I(t),

dR

dt
= b I(t) (21)

a(t)T = 11/bS(t)I(t)
R(t)S(t) + I(t) + R(t) = 1

S(t0) = 1 − ε, I(t0) = ε, R(t0) = 0.



 . بغض النظر عن ر ) ، وجد كیرماك وماكیندریك (1927) علاقة بسیطة بین  و      في بیئة ثابتة (مع 
یمكن تقدیره عن ، والذي یختلف قلیلاً مع ε إذا ε صغیر بما یكفي. علاوة على ذلك، بغض النظر عن   ھي وظیفة متزایدة لـ 

طریق تعدیل أسي في بدایة منحنى الوباء. معدل النمو الأولي

. حتى نتمكن من الحساب نحن نعرف متوسط   مدة الإصابة 

أصبحت تحظى بشعبیة كبیرة بین نماذج الوباء. بالطبع ، ھناك العدید من العوامل التي تعقد الأمور (السكان غیر بسبب ھذه الخصائص ، 
المتجانسین ، التدخلات ...) ، والمسؤولة عن حقیقة أن النماذج الریاضیة في الواقع نادراً ما تنبأت بالحجم النھائي للوباء.

Boëlle et) لنعد إلى النظام (21) بمعامل دوري. لا یزال بإمكاننا تعدیل الأسي في بدایة منحنى الوباء. ھذه ھي الطریقة التي استخدمھا    
al.، 2009؛ Fraser et al.، 2009؛ Munayco et al.، 2009؛ Nishiura et al.، 2009؛ Pourbohloul et al.، 2009) لوباء

H1N1. ھذه الطریقة منطقیة فقط لأن التعدیل یتم مع شھر أو شھرین من البیانات الوبائیة ولأن الوظیفة الموسمیة لجھات الاتصال ، لمدة عام
واحد ، تختلف قلیلاً على نطاق زمني صغیر. ثم یكون معدل النمو تقریباً

و

ھو ما یسمى "التكاثر" المقدرة في المراجع أعلاه. نظرًا لأن ھذه المراجع لا تأخذ في الاعتبار تأثیر الموسمیة بشكل صریح ، یستخدم بعض
. على سبیل المثال ، یعثر (Fraser et al.، 2009) على رقم یتراوح بین 1.4 و 1.6. بالنسبة للنظام المؤلفین التدوین للرقم 

(21) ، لدینا بالفعل

، نملك . إذا خطنا النظام (21) بالقرب من حالة التوازن دون مرض   ھو متوسط 

ھذا ھو بالضبط الحالة التي تم النظر فیھا في القسم 3 ولكن مع ثابت ب .

، كما تم في الدراسات التي     عند ھذه النقطة ، قد یتساءل المرء ما ھي مزایا وعیوب الإصرار على  بدلاً من التكاثر 
لدیھا میزة أنھ یمكن تقدیرھا بسھولة مع البیانات الوبائیة. وبالمقارنة ، یتطلب تم الاستشھاد بھا بالفعل حول إنفلونزا H1N1. من جھة

، التي لدینا بالفعل القلیل من المعلومات. ولكن من ناحیة أخرى ، فإن التكاثر لھ خصائص ریاضیة تقدیر التكاثر معرفة مسبقة بـ 
دقیقة. وفقاً لـ Bacaër and Gomes (2009) ، فإن قابلیة التكاثر بمثابة عتبة للنظام (21) وتبین ھذه المقالة أنھ معدل مقارب للنمو لكل جیل

في المعادلات الخطیة بالقرب من الحالة المستقرة دون مرض. .

لا یبدو أنھا تتنبأ جیدًا بالحجم النھائي للوباء حتى بالنسبة للسعات الموسمیة الصغیرة نسبیاً. لنأخذ على سبیل المثال      و 
الحالة حیث

. ھذه قیمة نموذجیة لوباء ما بین 3 و 4 أیام. ومن المفترض سنویا. مدة الإصابة   السنة و 
: نقدم قضیة في عدد سكان 10000 شخص مختلطون بشكل H1N1 (Fraser et al.، 2009). نفترض أیضا

.  ھو الوقت منذ ھذا الحد الأقصى. متجانس. لاحظ أنھ تم ضبط الوقت t من التقویم  یصل إلى الحد الأقصى عندما 

، عندما نغیر وقت إدخال أول حالة مصابة (     ویبین الشكل 1 خطوط مستوى الحجم النھائي للوباء 
، الحجم النھائي یتراوح من ، محور رأسي). حسب اختیار والمحور الأفقي) والمستوى e الموسمیة (
. على المحور الأفقي (بدون موسمیة) الحجم 38٪ إلى 94٪. التأكید على أن ھذه القیم المختلفة تتوافق مع نفس القیمة 

. یختلف الحجم النھائي وفقاً لـ النھائي  من الواضح أنھا مستقلة عن  و 

R(∞) = lim
t→∞

R(t).

a(t) = aR0 = a/bR(∞)
R(∞)R0t0R0

r = a − b.

1/b

R0 = 1 + r/b.

R0

a(t0) − b

a(t0)/b

R0a(t0)/b

R0 = ā/b.

āa(t)(S = 1, I = 0,R = 0)

dI

dt
= a(t) I(t) − b I(t).

a(t0)/bR0 = ā/b
a(t0)

a(t0)/ā

a(t0)/bR0 = ā/b

a(t) = ā(1 + e cos(ωt)), ω = 2π/T ,

T = 1b = 1001/b R0 = ā/b = 1,5
 ε = I(t0) = 10−4

a(t)t = 0t0

R(∞) ∈ {0,5; 0,7; 0,9}
0 ≤ t0 ≤ T0 ≤ e ≤ 1(t0, e)

R(∞)R0e = 0
R(∞)t0R(∞) = 58%t0



من 53٪ إلى 63٪ إذا 
من 48٪ إلى 67٪ إذا 

. من 42٪ إلى 70٪ إذا 

لذلك حتى السعات الموسمیة الصغیرة نسبیاً لھا تأثیر كبیر على الحجم النھائي للوباء.

، المحور الأفقي) واتساع الشكل 1. خطوط كفاف الحجم النھائي للوباء  عندما وقت إدخال أول حالة مصابة (
. ، المحور الرأسي) تختلف. في ھذا الرقم كلھ ، لدینا الموسمیة (

، ما یسمى ب "التكاثر" التي یمكن تقدیرھا عن طریق تعدیل أسي     ویبین الشكل 2 خطوط مستوى 
، المحور ، المحور الأفقي) واتساع الموسمیة ( في بدایة منحنى الوباء. یتنوع وقت تقدیم أول حالة مصابة (

. في یتنبأ بالحجم النھائي للوباء بشكل سیئ. القضیة الأكثر لفتا للنظر ھي أین  و  الرأسي) كما في الشكل 1. 
ھذه الحالة، (انظر الشكل 2) ولكن  (انظر الشكل 1)!

e = 5%
e = 10%
e = 15%

R(∞)t0

eR0 = 1,5

a(t0)/b ∈ {0,5; 1; 1,5; 2; 2,5}
0 ≤ t0 ≤ T0 ≤ e ≤ 1

a(t0)/bt0/T = 0,5e = 1
a(t0)/b = 0R(∞) = 93%



، المحور ، المحور الأفقي) واتساع الموسمیة ( الشكل 2. خطوط المستوى  عندما وقت إدخال أول حالة مصابة (
الرأسي) تختلف.

یكفي لشرح موسمیة     ومن الصعب تقدیر السعة ه موسمیة الأوبئة الحقیقیة. (Dushoff وآخرون ، 2004) تشیر إلى ذلك
الأنفلونزا. لكن نموذجھم المتوطن یتطلب اختیارًا خاصًا للغایة لقیم المعلمات للحصول على ظاھرة الرنین. (Cauchemez وآخرون ، 2008)
یمكن أن تخضع لتغیرات كبیرة. یقدرون أن الإجازات الشتویة تقلل من انتقال العدوى إلى الأطفال بنسبة 25٪ تقریباً ، مما یشیر إلى ذلك

وجد شامان وكوھن (2009) مؤخرًا علاقة قویة بین ضغط البخار وانتقال الأنفلونزا في خنازیر غینیا. في السوید ، یتراوح ضغط البخار
بالخارج من 5 ملیبار في الشتاء إلى 15 ملیبار في الصیف. ثم ینخفض   النقل من 80٪ إلى 20٪ (شامان وكوھن ، 2009 ، الشكل 1). لذلك من

المتوقع أن تكون القیم الكبیرة إلى حد ما للسعة الموسمیة e متكررة نسبیاً.

استنتاج

Bacaër، ؛Bacaër and Guernaoui، 2006) یوضح ھذا المقال أن قابلیة التكاثر في بیئة دوریة ، تم تعریفھا أو استخدامھا بواسطة    
2007؛ Bacaër and Ouifki (2007)، Bacaër and Abdurahman، 2008؛ Bacaër and Gomes، 2009؛ Bacaër، 2009؛

Nakata و Kuniya ، 2010 ؛ Thieme ، 2009 ؛ Wang و Zhao ، 2008) لھ نفس المعنى البیولوجي كما ھو الحال في النظریة
الكلاسیكیة في بیئة ثابتة: إنھ معدل مقارب للنمو لكل جیل.

    یقارن القسم 5  مع تقدیر "التكاثر" الذي یتم الحصول علیھ عن طریق تعدیل أسي في بدایة منحنى وبائي. وتبین أن الرقمین لا یتنبأان
بدقة بالحجم النھائي للوباء. التقدیرات الأخیرة لـ "التكاثر" لوباء إنفلونزا H1N1 الحالي لم تأخذ الموسمیة بعین الاعتبار ، في حین أن

الموسمیة مھمة بالتأكید لمثل ھذا المرض المحمول جواً. ولذلك ینبغي النظر في التنبؤات المبنیة على ھذه التقدیرات والمقارنات مع الأوبئة
السابقة بحذر. إن مشكلة تحدید وتقدیر قابلیة التكاثر لن یكون لھا عواقب عملیة إذا لم تؤثر ھذه التقدیرات على قرارات الصحة العامة ،

ملحق 1

.Lemma 1 ھنا دلیل على    

یحدھا. تتضمن الفرضیة (9)     (ط) دعنا نوضح أن العامل الخطي 

ھي مساحة عوامل الخطیة المحدودة. لدینا بعد ذلك لذا استمراریة الوظیفة  نتائج من نظریة التقارب المھیمنة. 

. كما لاحظ (Jagers and Nerman، 1985، p.260) و (Bacaër، 2007) بالفعل استخدام دوریة النواة ، یعطي حساب     '2` ضغط 
بسیط

مع

نملك

a(t0)/bt0e

e = 4%

a(t)

R0

Ls

∥e−sτK(t, τ)V (t − τ)∥ ≤ αγ e−(s+β)τ ∥V ∥∞.

t ↦ (LsV )(t)L(P)

∥Ls∥∞ ≤ max
0≤t≤T

∫
∞

0

e−sτ∥K(t, τ)∥ dτ ≤
αγ

s + β
. (22)

Ls

(LsV )(t) = ∫
T

0

K̂s(t, θ)V (θ) dθ, 0 ≤ t ≤ T ,

K̂s(t, θ) =
∞

∑
n=0

Ks(t, t − θ + nT ), 0 ≤ θ ≤ t,

K̂s(t, θ) =
∞

∑
n=1

Ks(t, t − θ + nT ), t < θ ≤ T ,

Ks(t, τ) = e−sτK(t, τ).

∀t, ∀θ ∈ [0,T ], 0 ≤ ∥Ks(t, t − θ + nT )∥ ≤ αγ e−(β+s)(t−θ+nT ) ≤ αγ e−(β+s)(n−1)T .



 .  وبالتالي ھي وظیفة مستمرة في  ووظیفة محدودة 
وبالتالي فھي نواة "مفردة الضعیفة" والعامل المتكامل  ھو مضغوط (كریس ، 1999 ، نظریة 2.22).

إیجابیة أو صفر. عامل التشغیل الخطي لذلك ھو أیضا إیجابي: إذا  . مكونات قلب المصفوفة      (ثالثا) رتابة 
.  ھو . علاوة على ذلك،  یعني ذلك  ، لدینا بعد ذلك  ، ما نلاحظ   للجمیع 
. رتابة نصف القطر الطیفي ، لدینا بعد ذلك  مساحة Banach وكذلك شعریة Banach: إذا  للجمیع 

للعوامل الإیجابیة في شبكات Banach تظھر ذلك  یتناقص (بورلاندو ، 1991).

.  من  ھي وظیفة مستمرة لأن     (iv) استمراریة 

. نصف القطر الطیفي مستمر على مساحة المشغلات الخطیة المدمجة (دجلة ، 2008). ولأن الجانب الأیمن یتقارب إلى 0 عندما 
 وبالتالي ھي وظیفة مستمرة.

، ولدینا ایضا  إذا  . مع . مع عدم المساواة (22) ، لدینا  إذا      (ت) وجود 
. . استمراریة والافتراض  یعني أن ھناك  مع 

وھي "رتیبة تمامًا" وبالتالي . یمكننا استخدام نظریة 2.5 من (كاتو ، 1982) للدالة     "6" وتحدب اللوغاریتم 
Bapat) ومع ذلك ، قد یكون دلیل مختلف قلیلاً مستوحى من حالة البعد المحدود .(overconvex" (Thieme، 1998، Theorem 2.5"

and Raghavan، 1997، Theorem 3.3.4) مثیرًا للاھتمام. ومن المفترض  و  مع 
. نود أن نظھر

بفضل استمراریة نصف القطر الطیفي على مساحة المشغلات الخطیة المدمجة ومن خلال النظر في المشغل المرتبط بالنواة المعدلة التالیة

، یكفي لإثبات التقارب اللوجستي مع الفرضیة الإضافیة التي  ھو "إیجابي قوي": إذا  ھو مخروط محدب مغلق للوظائف الإیجابیة في 
Rutman (Drabek and Milota، بحسب "النسخة القویة" لنظریة  و . لدینا بعد ذلك  یتم تضمینھ في الداخل 
Theorem 5.4.33 ،2007) ، ھناك وظائف ذاتیة إیجابیة للغایة  و  المرتبطة بالقیم الذاتیة  و  عوامل

. نحدد تشغیل خطیة  و 

، من النسخة المنفصلة لتفاوت ھولدر مع  و 

وفقا لعدم المساواة ھولدر للتكامل ،

. وأخیرًا ، فإن نظریة 2.4 (Drnovsek ، 2000) (الحد الأعلى لـ Collatz و Wielandt) تعني أن 

K̂s(t, θ){(t, θ) ∈ [0,T ] × [0,T ];  t ≠ θ}[0,T ] × [0,T ]K̂s(t, θ)
Ls

s ↦ ρ(s)K(t, τ)Ls

Vi ≥ 0iV ≥ 0LsV ≥ 0s ≤ s′Ls ≥ Ls′(P, ∥ ⋅ ∥∞)
|Vi| ≤ |V ′

i |i∥V ∥∞ ≤ ∥V ′∥∞

s ↦ ρ(s)

s ↦ ρ(s)s ↦ Ls(−β, +∞) → L(P)

∥Ls − Ls′∥∞ ≤ max
0≤t≤T

∫
∞

0

|e−sτ − e−s′τ | ∥K(t, τ)∥ dτ ≤ αγ ∫
∞

0

|e−sτ − e−s′τ | e−βτ dτ

s′ → s
s ↦ ρ(s)

r∥Ls∥∞ → 0s → +∞ρ(s) ≤ ∥Ls∥∞ρ(s) → 0
s → +∞s ↦ ρ(s)ρ(s0) > 1r ≥ s0ρ(r) = 1

s ↦ ρ(s)s ↦ Ls

− β < s1 < s2s = λs1 + (1 − λ)s2

0 < λ < 1

ρ(s) ≤ ρ(s1)λρ(s2)1−λ.

Kε
i,j(t, τ) = Ki,j(t, τ) + ε e−βτ ,

LsCP

Ls(C ∖ {0})CKrein
V (1)(t)V (2)(t)ρ(s1)ρ(s2)

Ls1Ls2

Wi(t) = (V
(1)
i (t))λ (V

(2)
i (t))1−λ.

p = 1/λq = 1/(1 − λ)

(LsW)i(t) = ∫
∞

0

∑
j

[e−s1τKi,j(t, τ)V (1)
j (t − τ)]

λ

[e−s2τKi,j(t, τ)V (2)
j (t − τ)]

1−λ

dτ

≤ ∫
∞

0

[∑
j

e−s1τKi,j(t, τ)V (1)
j (t − τ)]

λ

[∑
j

e−s2τKi,j(t, τ)V (2)
j (t − τ)]

1−λ

dτ.

(LsW)i(t) ≤ {∫
∞

0

[∑
j

e−s1τKi,j(t, τ)V (1)
j (t − τ)]dτ}

λ

{∫
∞

0

[∑
j

e−s2τKi,j(t, τ)V (2)
j (t − τ)]dτ}

1−λ

= [ρ(s1)V
(1)
i (t)]λ[ρ(s2)V

(2)
i (t)]1−λ

= ρ(s1)λρ(s2)1−λWi(t) .

ρ(s) ≤ ρ(s1)λρ(s2)1−λ



ھي دالة محدبة متناقصة و (log-). اذا لدینا  إلى  .     (السابع) افترض وجود  مع 
. ھناك حالتان: . لذلك ھناك فرید مع  . ھذا یتناقض مع حقیقة ذلك  إذا  عن على 

، تتناقص الوظیفة بشكل صارم على الفاصل الزمني 
. ، الوظیفة تتناقص بصرامة و  إذا  على مدى فترة 

ھذا یثبت النتیجة الطبیعیة 1.

الملحق 2

    نقوم بتعمیم دلیل (میشیل وآخرون ، 2005) على السلوك المقارب لمجموعة من نوع واحد في بیئة دوریة في حالة مجموعات من عدة
أنواع. بدلاً من ذلك ، یمكن النظر إلى ھذا على أنھ تعمیم على المعادلات التفاضلیة الجزئیة للملاحظة 6.2 من (Perthame ، 2007) فیما

،  و  ھي المصفوفات المنقولة یتعلق بالسكان الذین لدیھم عدة أنواع على غرار المعادلات التفاضلیة العادیة. 
. من خلال تعمیم نظریة 5.1 من (Michel et al.، 2005) ، نبدأ باللیما التالي: ،  و  من 

    لیما. ھناك ثلاثیة واحدة حل مشاكل القیمة الذاتیة المزدوجة

    دلیل. (23) - (24) من ناحیة و (25) من ناحیة أخرى تختزل إلى مشاكل القیم الذاتیة المزدوجة

الذي تنجم خصائصھ عن الملحق 1 ونظریة  ورتمان.

    لدینا اللیما التالیة التي تعمم المعادلة (5.11) من (میشیل وآخرون ، 2005):

ھو حل (5) - (6). نحدد ھي دالة محدبة. نحن نفترض أن     لیما 5. 

لدینا بعد ذلك

    دلیل. حساب ممل ، مشابھ لحسابات and (Perthame، 2007) (Michel et al.، 2005) ، یعطي

r1 < r2ρ(r1) = ρ(r2) = 1s ↦ ρ(s)ρ(s) = 1
s ≥ r1ρ(s) → 0s → +∞r > −βρ(r) = 1

(−β, +∞)
(−β, r0)ρ(s) = 0s ≥ r0

A′(t, τ)B′(t, τ)K ′(t, τ)
A(t, τ)B(t, τ)K(t, τ)

(r,N ,ϕ)

∂N

∂t
(t, τ) +

∂N

∂τ
(t, τ) + rN(t, τ) + B(t, τ)N(t, τ) = 0 , ∀t,  ∀τ > 0,

N(t, 0) = ∫
∞

0

A(t, τ)N(t, τ) dτ

N(t + T , τ) = N(t, τ), N(t, τ) ≥ 0, ∑
i

∫
T

0
∫

∞

0
Ni(t, τ) dτ dt = 1,

∂ϕ

∂t
(t, τ) +

∂ϕ

∂τ
(t, τ) − r ϕ(t, τ) − B′(t, τ)ϕ(t, τ) = −A′(t, τ)ϕ(t, 0) ,

ϕ(t + T , τ) = ϕ(t, τ), ϕ(t, τ) ≥ 0, ∑
i

∫
∞

0

Ni(t, τ)ϕi(t, τ) dτ = 1 .

(23)

(24)

(25)

N(t, 0) = ∫
∞

0

e−rτ K(t, τ)N(t − τ, 0) dτ ,

ϕ(t, 0) = ∫
∞

0

e−rτ K ′(t + τ, τ)ϕ(t + τ, 0) dτ,

Krein

H : R → RP(t, τ)

H(t) = ∑
i

∫
∞

0
ϕi(t, τ)Ni(t, τ)H(

Pi(t, τ)e−rt

Ni(t, τ)
)dτ. (26)

dH

dt
≤ 0, ∀t.

dH

dt
=∑

i

ϕi(t, 0)Ni(t, 0){H(∫
∞

0

∑
j

μi,j gj dτ)− ∫
∞

0

∑
j

μi,jH(gj) dτ}

+∑
i,j

∫
∞

0

ϕiBi,jNj{H(gj) − H(gi) + (gi − gj)H
′(gi)}dτ , (27)



مع

وبالفعل فإن مشتق (26) ھو

،  و  بواسطة (5) و (23) و (25) نحصل علیھا بتعویض 

. نقوم بتجمیع التعبیرات التي تحتوي على مشتقات فیما یتعلق بـ τ على جانب واحد ، والتعبیرات التي تحتوي علیھا نقدم مع (28) الترمیز 
. نحصل من جھة أخرى. نتبادل المؤشرات i و j في المبالغ التي تحتوي على المعاملات و 

من خلال دمج التكامل الأول ، نصل إلى

ھذا یؤدي إلى (27) إذا أخذنا في الاعتبار الحالة عند الحافة (6) ، مما یدل على ذلك

، ومن النسخة المنفصلة لھذا التفاوت     دعونا نعود إلى دلیل Lemma 5. من عدم مساواة جنسن مع 

إذن السطر الأول في (27) سالب. السطر الثاني (27) ھو سلبي أیضًا لأنھ

i = j یتم إلغاء المصطلح المقابل
. ،  و  بالنسبة لـ i ≠ j ، یشیر محدب H إلى أن التعبیر داخل الأقواس موجب ، بینما 

μi,j(t, τ) =
Ai,j(t, τ)Nj(t, τ)

Ni(t, 0)
, gj(t, τ) =

Pj(t, τ) e−rt

Nj(t, τ)
. (28)

dH

dt
= ∑

i

∫
∞

0

{[ ∂ϕi

∂t
Ni + ϕi

∂Ni

∂t
]H( Pi e

−rt

Ni
)

+ ϕiNiH
′( Pi e

−rt

Ni
)[ ∂Pi

∂t
− r Pi −

Pi

Ni

∂Ni

∂t
] e

−rt

Ni
}dτ .

∂Pi/∂t∂Ni/∂t∂ϕi/∂t

dH

dt
= ∑

i

∫
∞

0
{[−

∂ϕi

∂τ
+ r ϕi + ∑

j

ϕjBj,i − ∑
j

ϕj(t, 0)Aj,i]NiH(
Pi e

−rt

Ni

)

− ϕi[
∂Ni

∂τ
+ rNi + ∑

j

Bi,jNj]H(
Pi e

−rt

Ni

)

− ϕiNiH
′( Pi e

−rt

Ni

)[ ∂Pi

∂τ
+ ∑

j

Bi,j Pj]
e−rt

Ni

+ ϕiNiH
′( Pi e

−rt

Ni

) Pi

Ni

[ ∂Ni

∂τ
+ ∑

j

Bi,jNj]
e−rt

Ni

}dτ .

gj
Bi,jBj,iAj,i

dH

dt
= − ∑

i

∫
∞

0

∂

∂τ
[ϕiNiH(gi)]dτ − ∑

i,j

ϕi(t, 0)∫
∞

0
Ai,jNjH(gj) dτ

+ ∑
i,j

∫
∞

0
ϕiBi,jNj{H(gj) − H(gi) + (gi − gj)H

′(gi)}dτ .

dH

dt
=∑

i

ϕi(t, 0)Ni(t, 0){H(gi(t, 0)) − ∫
∞

0

∑
j

Ai,jNj

Ni(t, 0)
H(gj) dτ}

+ ∑
i,j

∫
∞

0

ϕiBi,jNj{H(gj) − H(gi) + (gi − gj)H
′(gi)}dτ .

gi(t, 0) =
Pi(t, 0) e−rt

Ni(t, 0)
= ∫

∞

0

∑
j

Ai,j(t, τ)Nj(t, τ)

Ni(t, 0)
 
Pj(t, τ) e−rt

Nj(t, τ)
dτ .

∫ ∞
0 (∑j μi,j)dτ = 1

H(∫
∞

0

∑
j

μi,j gj dτ) ≤ ∫
∞

0

H(
∑j μi,j gj

∑j μi,j
)(∑

j

μi,j)dτ ≤ ∫
∞

0

∑
j

μi,jH(gj) dτ.

Bi,j ≤ 0ϕi ≥ 0Nj ≥ 0



. اذا لدینا 

    وھكذا نصل إلى تعمیم نظریة 5.2 من (میشیل وآخرون ، 2005).

    لیما 6. نفترض

.  ھو حل (5) - (6) بالحالة الأولیة 
.

لدینا بعد ذلك

    دلیل. لاحظ أن

، ینقص الجانب ، نطبق Lemma 5 على ھذا الحل.  ھو أیضًا حل المعادلات الخطیة (5) - (6). مع وظیفة محدبة
. أن  یظھر بحجج مماثلة لتلك التي (میشیل وآخرون ، 2005 ، ص 1259) أو الأیمن من (29) مع الوقت t وبالتالي یتقارب إلى حد

(بیرثام ، 2007 ، §3.6).

.     اللازمة - النتیجة.  إذا 

المراجع الببلیوغرافیة

 

 

 
 

 
 

 

 

 

dH
dt ≤ 0

P(t, τ)P(t0, τ)
c = ∑i ∫

∞
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∞
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0 . (29)

ert0Pi(t, τ) − cNi(t, τ) ert

H(x) = |x|H(t)
ℓℓ = 0
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