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Résumé

On considere ici, dans le cas simple de RN partagé en deux ouverts complémentaires
périodiques €27 et ()5, le probleme d’homogénéiser les équations de type Hamilton-
Jacobi suivantes :

Aue(z) + Hy(z, g, Du.(xz)) =0 dans ey,
Aue () + Ho(x, g, Du.(xz)) =0 dans eQg,

min{u, () + Hy (z, g, Du.(z)), Mue(x) + Ha(x, g,Dus(x))} <0 sureH,
et
max{Au.(z) + Hy(z, g, Du.(x)), Aus(z) + Ha(x, g,DuE(x))} >0 sureH,

ou H = 901 = 90, € est un petit parametre destiné a tendre vers 0 et les hamil-
toniens H; sont : (i = 1,2)

Hi(z,y,p) :== sup {=bi(z,y,0;) -p—li(z,y,04)}, forzeRY yeQ,pecRV.
a;€EA;

On suppose b;(z,y, ;) et l;(x,y, ;) limitées, régulieres et ZY-périodiques en y,
(pour tous z et ;). Pour ce probléme dans [5, 6] nous avons montré que l’on peut
définir plusieurs solutions (et donc fonctions valeurs), selon le type de trajectoires
qu’on accepte pour le probleme de controle optimal correspondant.

Ici on décrit le comportement asymptotique de solutions minimale et maximale
U et Ul et on étudie le probleme d’homogénéisation dans les deux cas. C’est
important de remarquer que si pour traiter UZ on peut utiliser des méthodes style
EDP & la Lions-Papanicolau-Varadan, dans le cas de U il faut s’appuyer sur sa
caractérisation contrdle optimal. Ces résultats sont contenus dans [7].

Abstract. In order to describe the homogenization problems we address, we
consider a partition of RY = Q; Uy UH where Q;, Qs are open subsets of RV,
Q1 NQ =0 and H = 0Q; = 9Ny. We assume that the Q;’s are ZN-periodic, i.e.
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x+2z€Q; forall z € Q; and z € Z. The homogenization problem can be written,
from a PDE point of view, as

Mg (x) + Hy(x, g,Dug(x)) =0 ineQy,

e () + Ho(z, g, Du.(z)) =0 ineQy,

min{Au. + Hy (z, g Du.), Au. + Ha(x, f’ Du.)} <0 oneH,
5

and
max{Au. + Hi (z, ; Du.), Mue + Hy(z, g,DuE)} >0 oneH,

where ¢ is a small positive parameter which is devoted to tend to 0, the actualization
factor A is positive and H;, Hy are classical Hamiltonians of deterministic control
problems, which are of the form (i = 1,2)
Hi(z,y,p) := sug {=bi(z,y,04) - p—li(x,y,05)}, forzeRY yecQ;,peRY.
a;€EA;
The functions b; and [; satisfy the most classical regularity and boundedness as-
sumptions and b;(x,y,a;) and l;(z,y, o;) are ZN-periodic in y, for any x and «;.
For this problem we proved in [5, 6] that we can define different solutions (and then
value functions) depending on the kind of trajectories we accept for the correspon-
ding optimal control problem. Here, we want to describe the asymptotic behavior
as € — 0 of the maximal solution UZ" and the minimal solution U .
The results in [5, 6] imply that U can be characterized through pdes, by adding
a suitable subsolution condition on #, while this is not the case anymore for U
which is just the maximal subsolution. The consequence for our study is imme-
diate : while for U; we can follow and adapt the classical pde arguments of Lions,
Papanicolaou & Varadhan [15], this is not the case anymore for U where even if
we follow closely the pde ideas, we have to perform all the argument on the control
formulas.

Mots-clés. Homogénéisation, controle optimale, équations de Bellman, solutions de vis-
cosité.

1. INTRODUCTION

On considere une partition de RN = Q7 U Qo UH oll 1, Qs sont des ouverts de
RN, Q1NQy =0 et H =00 = 9N est une hypersurface réguliere (W2>°). On
suppose les Q; ZN-périodiques, i.e. z + z € Q; pour tous x € Q; et z € ZV.

Notre but est de résoudre un probleme d’homogénéisation pour les EDP sui-
vantes :

Aue () + Hy(z, g, Du.(x)) =0 dans ey,

(1)
Aue(z) + Ha(x, g, Du.(z)) =0 dans eQy,

ou ¢ est un petit parametre destiné a tendre vers 0, A > 0 et les hamiltoniens H;

sont donnés par (i = 1,2)

(2) -

H;i(z,y,p) = 516112 {=bi(x,y, ) - p—li(z,y,0;)} pourz € RN y e Q;,peRY.
73 i

On supposera que les fonctions b; et I; sont bornées et régulieres et que b;(x,y, a;)

et li(x,y, ozi) sont ZN—périodiques en y, pour tout x et «;.



Les équations (1) doivent étre complétées par des conditions sur 'hypersurface
H! et cela était le but des travaux [4, 5, 6]. Malheureusement les inégalitées clas-
siques de H. Ishii

(3) min{Au. + H; (z, g, Dug), e + Hy(z, S’DUE)} <0 sureH,
et
(4) max{Au. + Hi(z, g, Du.), M. + Ha(x, ;,Due)} >0 sureH,

ne sont pas suffisantes et le probleme (1)-(3)-(4) a une solution maximale U et une
solution minimale U que 'on peut décrire en term de problemes de contrdle. On
décrira les problémes de controle pour U et UZ dans la section 3, ici on remarque
seulement que UZ est construite avec des stratégies qu’on appellera réguliéres et
U est construite avec toutes les stratégies possibles, en particuliere aussi avec des
stratégies dites singuliéres qui sont exclues dans le cas de U .

Notre but est de décrire le comportement asymptotique pour € — 0 des solutions
maximale et minimale U et U .

Les résultats de [5, 6] impliquent que l'on peut caractériser la fonction U. par
des EDP en rajoutant une condition de sous-solution sur . Par contre la fonction
U ne peut étre caractérisée que comme la sous-solution maximale de (1)-(3)-(4).
En conséquence, pour résoudre le probleme d’homogénéisation pour U. on peut
appliquer les arguments classiques & la Lions, Papanicolaou & Varadhan [15] et
Alvarez & Bardi [2, 3]. Cela n’est plus possible dans le cas de UF : méme en
suivant les idées de I'approche EDP on doit appliquer les arguments a la formule
de contréle optimal. Pour résoudre des difficultés techniques dans la preuve de la
convergence de U on construit une approximation du probléme dans la cellule :
les mémes idées dans un contexte différent sont utilisées dans Barles, Da Lio, Lions
& Souganidis [8]. Notre travail est en relation avec les papier suivants qui décrivent
de problemes sur des réseaux : [1, 10, 11, 12].

Dans la section 2 on rappelle les résultats sur les edp (1)-(3)-(4), dans la Section 3
on décrit les probleme de controle pour U et UZ et on donne la définition précise
de stratégie réguliere et singuliere. Les résultats d’homogénéisation pour U et U
seront décrits respectivement dans les sections 4 et 5. Pour toutes les preuves on
renvoie a [7].

2. LA NOTION DE SOLUTION DE VISCOSITE DANS UN RESEAU HETEROGENE

Dans cette section on donne la définition de solution de viscosité pour les problemes
(1)-(3)-(4). Pour une introduction et tous les détailles on renvoie a [5, 6].

Ici, on considere une partition de RY = Q7 U Qy UH o1 Q1, Qs sont des ouverts
de RV, 0, N0y = 0 et H = 9 = 0y est une hypérsurface réguliere (W?2>°).
Pour y € H on note T),H I'espace tangent a H en y et < -, >r, 9, le produit scalaire
dans cet espace tangent.

On consideére une fonction générique G : RV x RY x RN — R qui peut étre
définie différamment sur Qq, Q5 et H par

Gl(xvyap) Siytea
G(z,y,p) = Gu(v,y,p) siyeHetpeT,H,
GQ(xvyap) SiyEQQ-
On définit aussi

_ J Gi(z,y,p) siye,
Gla,y.p) = { Go(x,y,p) siyeQs.

1. On supposera que H c’est une W2:>°-hypersurface.



Dans le but d’étre consistant avec le probleme d’homogénéisation on supposera
toujours que les G; soient définis dans tout RY. On commence par rappeler la
définition de solution de viscosité pour un hamiltonien discontinu G introduite par
H. Ishii dans [13].

Soient p >0 et f : RN x RN = R, une fonction u est une solution de viscosité
du probleme

(5) pu(y) + G(z,y, Du(y)) = f(x,y) dans RY
si elle vérifie la définition suivante.

Definition 2.1. On dit que une fonction scs et bornée u est une sous-solution de (5)
si elle vérifie au sens de viscosité :

(6)
pu(y)+Gi(z,y, Du(y)) < f(z,y) siy € Q, pu(y)+Ga(z,y, Du(y)) < f(x,y) siy € Qa,

(1) pu(y) + min{G1(z,y, Du(y)), G2(z, y, Du(y))} < f(z,y) siy € H.

On dit que une fonction sci v est une sursolution de (5) si elle vérifie au sens de
VISCOSILE :

(8) ' '
pu(y)+Gi(z,y, Du(y)) > f(2,y) siy € U, pu(y)+Ga(z,y, Du(y)) > f(z,y) siy € Qa,

9) pu(y) + max{Gi(z,y, Du(y)), G2(x,y, Du(y))} > f(z,y) siy € H.

On dit que une fonction bornée et continue w est une solution de (5) si elle est
sous et sursolution.

On donne maintenant la définition de sous-solution pour I'hamiltonien tangentiel
sur H.

Definition 2.2. Une fonction scs u: H — R est une sous-solution de viscosité de
puy) + Gz, y, Dyuly)) = fz,y) surH
si, Vo € CL(RN) et y point de mazimum de z +— u(z) — ¢(z) sur H, on a
pu(y) + Gz, y, Duo(y)) < f(z,y)

ot Dy ¢(y) est le gradient de la restriction de ¢ & H au point y (qui appartient a
T,H).

On peut donc définir maintenant une solution di probleme dans tout I'espace :
(10) pu(y) + G(z,y, Du(y)) = f(z,y) dans RY.

Definition 2.3. On dit que une fonction scs et bornée est une sous-solution de (10)
si elle vérifie (6), (7) et

pu(y) + Gy (x,y, Dyu(y)) < f(x,y) dans le sense de la Définition 2.2, siy € H.

On dit que une fonction sci est une sursolution de (10) si elle vérifie (8) et (9).
On dit que une fonction bornée et continue est une solution de (10) si elle est sous
et sursolution.

On considére maintenant en particulier des hamiltoniens de la forme (2) et on
donne nos hypotheses détaillées.
[HO] Pouri = 1,2, A; est un espace métrique compact et b; : RN xRN x 4; — RN
est une fonction continue et bornée. En particulier, il existe M > 0, tel que
pour tout z € RV, y e RV et a; € 4;,i=1,2, on a

|bi(xayaai)| S Mb .



Pour tout x € RV et a; € A; la fonction b;(x, -, a;) est ZN-périodique.

Il existe L; € R tel que, pour tout =,z € RN, y € RN et a; € A; on a
|bi(‘r7y7 ai) - bi('z>y7 al)' S ‘L’L|‘,17 - Z| )

et il existe L; € R tel que, pour tout z € RY, y,w € RN et a; € A; on a
|bi(,y, @) — biz, w, )| < Ly —w] .

[H1] Pour i =1,2,1; : RYN x RY x A; — R¥ est une fonction continue et bornée.
En particulier, il existe M; > 0 tel que pour tout x € RY, y € RN et o; € Ay,
1=1,2,0on a

iz, y, 0u)| < M .
Pour tout = € RV, a; € A;, la fonction I;(z, -, a;) est ZN-périodique.
Il existe un module de continuité w;(-) tel que pour tout z,z € RY, y € RN et
o; € Al
lli(z,y, i) = li(z,y,q)| Swi(z = 2)
et il existe L,l € R tel que pour tout z € RN, y,w € RY et o; € 4; on a
‘li(xaya ai) - li(xawv al)' g Ei,l|y - ’lU| .

[H2] Pour tout z,y € RY eti = 1,2 les ensembles Uy, ¢ 4, (b; (,y, ), Li(7, y, a;)),
sont fermés et convexes. Il existe § > 0 tel que pour tout i = 1,2, x € RN,
y € Hona

Bi(z,y) D {lz| <6} ou  Bi(z,y) = {bi(z,y, ) : i € A;}.

Afin de définir les hamiltonens sur ’hyperplan H on pose
A= {a = (0[1,062,,“);0[2‘ € Ainu € [07 1]}
et on définit pour z € RN, y € H et a = (ay, a9, ) € A
b’H(xvya (1) = ,ubl(x,y, 041) =+ (1 - M)bQ(l',y, 042) s
et
l?—[(l‘, Y, CL) = ,ull('ra Y, 041) + (1 - M)ZQ(Z‘, Y, 042) .
L’ensemble de controles tangentiels est donné par
Ao(z,y) =={a € A:by(z,y,a) m(y) =0}

ot n;(y) est le vecteur normal unitaire extérieur & €2; en y. Le sous ensemble Ay (z, y)
des controles tangentiels réguliers est donné par

A8 (x,y) == {a € Ao(z,y) : bi(z,y,a;) -n;(y) > 0}.

On définit donc les hamiltoniens tangentiels suivants :

HT(xay7p) = sup {7 < b’H(xayaa)ap >TyH 717‘1(1'73%0’)}7
a€Ao(z,y)
Hyp®(z,y,p) == sup {— <bulz,y,a),p >r,u —ln(z,y,a)},

ac Ay (z,y)
oup e T,H et by(x,y,a) est identifié avec sa projection orthogonale sur T, .
Si Hy dans Q; et Hy dans Q9 sont les hamiltoniens définis dans (2) on peut
donner la définition globale suivante :
Hl(x7y7p) Siy6917
H (z,y,p) ==« Hr(z,y,p) siyeHetpeT,H,
Hy(z,y,p) siyé€ Q.
. Hy(z,y,p) siye,
H (x,y,p) =< Hj g(3cyp) siye Hetpe T,H,
( ) si Yy € Q.



Hy(z,y,p) siye

H(x,y,p) := { T . ’

(z.9,p) Hy(z,y,p) siy€Qs.

Finalement, nous pouvons définir precisément les équations que nous voulons ho-
mogénéiser :

(11) Mo(z) + HY (z, g, Du(z)) = 0 dans RY
(12) Ao(z) + H (x, g, Du(z)) = 0 dans RY
(13) Mo(z) + He(x, ? Du(z)) = 0 dans RY

ot A > 0, Hf (x,y,p) est associée & Hy sur eQq, Hy sur ey et Hp® sur eH,
H_ (z,y,p) est associée & Hy sur eQy, Hy sur ey et Hp sur eH, H.(z,y,p) est
associée & Hy sur £y et Hy sur eQ)y (pour simplicité dans la suite on oubliera la
dépendance en €.)

3. LE PROBLEME DE CONTROLE OPTIMALE A &-FIXE

Dans cette section nous allons définir précisément le probleme de controle op-
timal & horizon infini dont les fonctions valeurs sont ”solutions” des équations de
Hamilton-Jacobi-Bellman (11) ou (12).

Pour définir les trajectoires nous avons besoin de définir les solutions d’une
équation différentielle ordinaire avec une dynamique discontinue. En suivant Fi-
lippov [9] nous allons utiliser I’approche inclusion différentielles.

Soit & > 0. Les trajectoires X5 () = (X5, 1, X5, 0,---, X5, n) () sont des fonc-
tions Lipschitz continues solutions de I'inclusion différentielle suivante :
(14)

x5, € B(x, (0, 22

) pour presque tout ¢ € (0,+00); X; (0) = xo

otl, pour tout z,y € RN,

Bi(7,y) siy ey
B(z,y) := Ba(z,y) siy ey,
@(Bl(zvy) U Bz(l’,y)) si Yy e H

¢o(E) est I'enveloppe convexe de I'ensemble E C RY et on rappelle que les B;(x, %)
sont définis dans [H2].
On note A Pensemble A := A; x Ay x [0,1] et on pose A := L*(0, +00; A).
Nous avons le résultat suivant :

Theorem 3.1. [6, Théoreme 2.1]

On suppose [HO], [H1] et [H2]. Soit € > 0, alors

(i) pour tout xg € RY, il existe une fonction Lipschitz X5, : [0,00[— RY solution

de Uinclusion différentielle (14).

(i4) Pour toutes solutions Xg (-) de (14), il existe un contrile a(-) = (o (-), az(-), u(+)) €
A tel que

(15)

X5, (1) = bu (X5, (1),

€ €

Xxg (t)7 O[l(t))]l{t . X;() (t)6891} + b2 (X;O (t)7 = (t)a a2(t))]]'{t : X;O (t)E.f;‘Qg}

€

X3
+bH(Xio(t)7 80 (t)’a(t))l{t:X;D(t)GEH} )

(ot 11(-) est la fonction indicatrice de ’ensemble I et pour simplicité on ne note
pas la dépendance en £ dans le contréle a = a®).




(#it) De plus,

bre (X5, (1), 220, (1) -2 (22 (1) =0 p.p. dams {X5, (1) € <M}
On pose
&= {t : X;o(t) S 591}, Ey = {t : Xio(t) € €Q2}, Ey = {t ( S EH}

Nous remarquons que dans le Théoréme 3.1, une solution X; (-) peut étre associée
a plusieurs controles a(-). Pour bien définir les ensembles des contrdles admissibles,
pour tout € > 0, nous définissons I'ensemble T des trajectoires admissibles en
partant de xg

= {(XE,(-),a(")) € Lip(RT; RY) x A tel que (15) est vérifiée et X5 (0) = z0} .

Parmi les dynamiques qui restent sur H nous voulons distinguer celles qui y
restent ”en tirant de deux cotés”, dites singuliere et celles qui y restent ”en poussant
de deux cotés” dites régulieres. Plus précisément une dynamique by (z, £, a) est dite
réguliere sur M si b;(z, £, 1) - (L) > 0 et singuliére si b;(x ,57a1) n;(%) < 0.
On définit donc I’ensemble des trajectoires régulieres en partant de xg

Taces .= {(X,(-),a(-) € T, telle que, pour presque tout t € Ey,

g

X
by (X5, (1), ;0 (t),a(t)) est réguliere}.

On veut minimiser un cout de type horizon infini ou I’on paye respectivement [;
si la trajectoire est dans £€2;, i = 1,2 et Iy si elle vit sur €. Plus précisément le
cout d'une trajectoire (Xg (-),a) € T, sera donc donné par

+oo €
J(2o; (X5,,0) = /0 l(X;0 (1), X:O (1), a(t))e#‘tdt

ou la lagrangien est donnée par

10X, (), 20(0) (1) = (X5, (1), 22 (1), ()0, (8) + (X5, (1), =22 1), can(6)) e, ()

€

X5, (1), 222 1), 0(0) e (1)

Pour simplicité on pose aussi

BXE, (1), 222.1), (1)) = bn (X5, (), (0, 00 (1)) e, (1) + (X5, (1), ~22(0), s (1)) e, ()

g

(X5, (1), T2, 0(6)) e ().

Pour chaque donnée initiale xp, on peut donc définir les fonctions valeurs
suivantes :

U- = f J(zo; (XS, t U = inf J(zo; (XS ,a)).
- (wo) (Xaolg)e (z0; (X5, a) e - (wo) (Xlo,a)eT”“ (z0; (X5,,@))

L’hypothése de contrdlabilité [H2] permet de prouver que les deux fonctions
valeurs sont uniformément Lipschitz.

Theorem 3.2. [7, Théoréme 3.2]

On suppose [HO], [H1], et [H2]. Alors, les fonction valeurs UZ et UT sont bornées
et Lipschitz-continues de RY dans R. Leurs normes W1 sont aussi uniformément
bornées par rapport a €.



Dans [6] on prouve que UZ et U vérifient toutes les deux un principe de pro-
grammation dynamique et donc qu’elles sont solutions de viscosité toutes les deux
de (13). De plus U est solution de viscosité de (12) et U de (11). (Voir Théoreémes
3.4 et 3.5.)

De plus, on prouve que UZ et Ul sont respectivement la solution minimale et
maximale de (13) et un résultat de comparaison qui nous sera tres utile dans les
preuves de convergence :

Theorem 3.3. [6, Théoreme 3.5

On suppose [HO], [H1] et [H2].

(i) U= est la solution et la sursolution minimale de (13).

(11) UX est la solution et la sous-solution mazimale de (13).

(#ii) Soit u une sous-solution bornée et Lipschitz continue de (12) et v une surso-
lution sci et bornée de (12). Alors u < v dans RY.

(iv) Soient R > 0 et £ € RN fivés. Soit u une sous-solution bornée et Lipschitz
continue et v une sursolution sci de (12) pour tout x € B(&, R).

Siu<v surdB(E,R) alors w<wv dans B(§,R).

(v) Soient R > 0 et & € RN fizés. Soit u une sous-solution bornée et Lipschitz
continue de (13) pour tout v € B(&, R).

Siu<US surdB(&,R) alors u <UZ dans B(§, R).

4. LE RESULTAT D’HOMOGENEISATION POUR U

Le résultat de comparaison forte Théoréme 3.3(iv) nous permet de déduire le
résultat de homogénéisation pour la fonction U en suivant la technique classique
a la Lions-Papanicolau et Varadan, [15]. On définit donc le probléme dans la cellule
standard dans le théoréme suivant.

Theorem 4.1. [7, Théoréme 4.1]
On suppose [HO], [H1] et [H2]. Pour tout x,p € RN, il existe une unique constante
C = H™ (z,p) telle que le probleme dans la cellule
H ™ (z,y, Du(y) + p) = C dans RY .
admette une unique solution de viscosité V'~ Lipschitz continue et ZVN -périodique.
La preuve de ce théoréme se fait classiquement en introduisant le p-probléme :

soit p > 0, pour tout p € RY et x € RN (x et p sont des variables gelées) on note
V,~ la solution de

(16) pu(y) +H (z,y, Du(y) +p) = 0 dans RV .

On prouve apres qu'’il existe une unique solution de (16) qui peut étre caractérisée
comme fonction valeur d’un probléme de controle optimale. (Voir Section 4.2 dans
[7].)

Une fois le probléme dans la cellule défini on peut prouver que la fonction H™
définie sur RY vérifie les hypotheses classiques qui permettent d’obtenir un résultat
de comparaison pour I’équation limite

Aw(z) + H (z, Dw(z)) =0 in RV,
et donc d’obtenir le résultat d’homogénéisation suivant.

Theorem 4.2. [7, Théoréme 4.5]
On suppose [HO], [H1] et [H2]. Soit H= : RN x RN — R définie dans le Théoréme
4.1. La suite (U)o converge localement uniformément dans RN a une fonction
U™ unique solution de viscosité de

AU~ (z) +H (z,DU)=0 dans RV .



5. LE RESULTAT D’HOMOGENEISATION POUR U

Dans le cas de U nous ne pouvons caractériser cette fonction que comme la
solution maximal de (1)-(3)-(4). Pour prouver I'homogénéisation nous allons donc
suivre les argument edp mais en travaillant directement sur la formulation controle.
Le probleme dans la cellule prend donc la forme suivante.

Theorem 5.1. [7, Théoréme 5.1]

On suppose [HO], [H1] et [H2]. Pour tout x,p € RN il existe une unique constante
H*(z,p) € R telle que il existe une fonction V't Lipschitz continue et périodique
qui vérifie, pour tout T > 0 et yy € RY

Vi) =, e { / (e, Vi (1), 0(0)) + F* 2,)) di 4 V4 (Y, (1)

ot | est définie par
Z((E,p7 Yyo (t)v a(t)) = l(xv Yyo (t)’ a(t)) + b({E, Yyo (t)’ a(t)) "D
De plus VT est une solution de viscosité de
H" (z,y, DV* +p) = H (z,p) dans RY |

et pour tout yo € RN nous avons

_ 1 [t.
17 H*(z,p) = lim [ — inf f/lx, Y, (t),a(t))dt} | .
( ) ( 7p) t—+00 ( (Yyo,a)ETJSg {t 0 ( p, yo( ) ( )) })

Gréce A la formule (17) nous pouvons prouver que la fonction H*(x,p) vérifie
aussi les propriétés nécessaires pour avoir un résultat de comparaison pour I’équation
limite

Mu(z) + H' (2, Du(z)) = 0 in RV,

L’énoncé du résultat d’homogénéisation est donc similaire au cas de U :

Theorem 5.2. [7, Théoréme 5.5]

On suppose [HO], [H1] et [H2]. Soit Ht : RN x RN — R définie dans le théoréme
5.1. La suite (U )eso converge localement uniformément dans RN & une fonction
continue U™, unique solution de viscosité de

Mu(z) + HT (z, Du(z)) = 0 in RY.

On remarque ici que cette preuve a une difficulté technique supplémentaire assez
importante. La dépendance en x dans la dynamique b et dans le cout ! (qui sont
discontinus!) ne permet pas une estimation "de la distance entre UF et UT” di-
rectement sur les formules de représentation controle. Nous introduisons donc une
approximation du probleme dans la cellule en construisant une suite de problemes
de controles avec la trajectoire constante par rapport a la premiere variable. Pour
les détailles de cette construction on renvoie le lecteur a la partie 3 de la preuve du
Théoréme 5.5 dans [7].
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