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Bornes effectives des fonctions d’approximation des solutions
formelles d’équations binomiales

Guillaume Rond

IML, Campus de Luminy, Case 907, 13288 Marseille Cedex 9, France

Abstract

The aim of this paper is to give an effective version of the Strong Artin Approximation Theo-
rem for binomial equations. First we give an effective version of the Greenberg Approximation
Theorem for polynomial equations, then using the Weierstrass Preparation Theorem, we ap-
ply this effective result to binomial equations. We prove that the Artin function of a system
of binomial equations is bounded by a doubly exponential function in general and that it is
bounded by an affine function if the the order of the approximated solutions is bounded.
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1. Introduction

Dans [Gr]|, M. Greenberg a montré le théoréme suivant :

Théoréme 1.1. [Gr] Soit I un idéal de k[t, X] (X := (X1,...,Xyn)). Alors il existe une
fonction B : N — N telle que :

Vi € N,Va;(t) € k[[t],1 < j < n tels que f(t,x(t)) € (t)°D Vfel
3z;(t) € k[[t], 1 < j <, tels que f(t,Z(t)) =0 VYf €I et T;(t) — z;(t) € ()" V.
De plus il existe deux constantes a et b telles que Yi € N (i) < ai + b.

La plus petite fonction 3 vérifiant cette propriété est appelée fonction d’approximation de
Greenberg ou fonction de Artin-Greenberg de I. Dans [Ar], M. Artin a généralisé ce résultat
au cas ou t est remplacé par un nombre fini quelconque de variables en montrant ’existence
d’une fonction d’approximation dans ce cas. On peut énoncer son théoréme sous la forme
suivante (dans le cas particulier ou ¢ est remplacé par deux variables ¢ et z, mais seul ce cas
nous intéressera par la suite) :

Théoréme 1.2. [Ar] Soit I un idéal de k[t, z, X] (X = (X1,..., Xn)). Alors il existe une
fonction §: N — N telle que :

Vi € N,Va;(t, 2) € k[[t,2],1 < j <mn, tels que f(t,2,x(t,2)) € (t,2)°D Vfel
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37,(t,2) € k[[t,2]],1 < j <n tels que f(t,2,T(t,2)) = 0Vf €I et T;(t,2)—w;(t, 2) € (¢, 2)" V5.

La plus petite fonction vérifiant cette propriété est appelée fonction de Artin de I. On peut
remarquer que si I est un idéal de k[X] on peut parler de sa fonction de Artin-Greenberg et
de sa fonction de Artin en faisant référence a la fonction de Artin-Greenberg de Ik[t, X] et
a la fonction de Artin de Ik]t, z, X].

Malheureusement, la preuve donnée par M. Artin (qui utilise essentiellement le théoréme
des fonctions implicites et le théoréme de préparation de Weierstrass) n’apporte que trés
peu d’information sur la nature de la croissance de cette fonction (exceptée que celle-ci est
constructive [La]), et pendant longtemps s’est posée la question de savoir si toute fonction
de Artin était bornée par une fonction affine. On peut mentionner qu’il existe une maniére
différente de celle de M. Artin pour montrer 'existence d’une fonction d’approximation qui
utilise les ultraproduits [B-D-L-v.D] et qui n’est pas constructive et donc qui n’apporte
aucune information sur ces fonctions d’approximation. Dans [Ro2] est présenté un exemple
d’un idéal dont la fonction de Artin n’est pas bornée par une fonction affine (c’est le seul
exemple connu jusqu’a présent, ’exemple donné dans [Ro3] concernant le cas ot les variables
t et z sont remplacées par trois variables). Dans cet exemple il est montré que la fonction
de Artin considérée est minorée par une fonction polynomiale de degré 2. Néanmoins on ne
sait rien de plus sur cette fonction de Artin et on ne connait toujours aucune borne générale
sur aucun exemple autre que quelques cas connus ot la fonction de Artin est majorée par
une fonction affine. Pour mieux comprendre la croissance des fonctions de Artin, il serait
intéressant d’avoir des exemples pour lesquels on ait des bornes effectives de leur fonction
de Artin. On peut remarquer que exemple cité de [Ro2| a la particularité d’étre un idéal
principal engendré par un binome.

Le but de ce travail est justement de donner des bornes générales pour la fonction de Artin
d’un idéal binomial I. Le principe général est le suivant : il est plus facile d’essayer de donner
des bornes sur les fonctions de Artin d’une famille d’idéaux que sur un idéal en particulier. En
effet, la preuve de M. Artin et ses avatars utilisent toujours une récurrence sur la hauteur de
I : si I est premier, soit on peut utiliser le théoréme des fonctions implicites et on construit
la solution approchée cherchée, soit on remplace I par I + (J) ot ¢ est un mineur de la
matrice jacobienne de I bien choisi et on augmente ainsi la hauteur de I. Cependant, le
nouvel idéal obtenu n’est plus premier a priori et 'utilisation du théoréme des fonctions
implicites nécessitant de travailler avec un idéal premier, il faut remplacer I par ses idéaux
premiers associés et de borner la fonction de Artin de I par celles de ses idéaux premiers
associés. Il se trouve que 'on connait des bornes sur le degré de générateurs de ces idéaux
premiers en fonction du degré des générateurs de I. Il est donc assez naturel d’essayer de
trouver une fonction qui majore toutes les fonctions de Artin des idéaux engendré par des
polynoémes de degré d fixé. Cette stratégie fonctionne comme ’a montré M. Artin, i.e. on
peut choisir la méme fonction 8 dans le théoréme 1.2 pour tous les idéaux engendrés par des
polynomes de degré inférieur a une valeur fixée (c.f. [Ar|). Néanmoins, il n’est pas possible
d’avoir plus d’informations sur cette fonction de Artin "uniforme" que le fait que celle-ci soit
constructible (cf. [Lal).

Dans notre travail, nous montrons néanmoins que cette stratégie donne une borne effective
des fonctions de Artin-Greenberg, c’est-d-dire donne une borne effective sur les coefficients
a et b du théoréme 1.1 en fonction du degré d des générateurs de I et du nombre n de
variables X; (c.f. théoréme 3.1). Celle-ci est assez grande (polynomiale en d, doublement



exponentielle en n) mais a le mérite d’étre uniforme. Ensuite, grace au lemme 4.1, nous
utilisons le théoréme de préparation de Weierstrass de maniére & ramener la majoration de
la fonction de Artin d’un idéal binomial & deux majorations (cf. section 4) :

e La majoration de la fonction de Artin d’un idéal binomial dont les solutions approchées
évitent le lieu singulier (et donc dans ce cas cette fonction est majorée par une fonction
affine).

e La majoration des fonctions de Artin-Greenberg d’une famille d’idéaux (Jp)pen engendrés
par des polynémes dépendant d’un nombre croissant de variables mais dont le degré est borné
par le degré des générateurs de I. Pour cela on utilise donc le théoréme 3.1.

On en déduit deux choses (sur un corps algébriquement clos de caractéristique nulle) : si 'on
borne 'ordre des solutions approchées x;(t, z), 1 < j < n, alors la fonction de Artin d'un
idéal binomial est majorée par une fonction affine, et en général la fonction de Artin d’un
idéal binomial est majorée par une fonction doublement exponentielle (c.f. théoréme 4.2).
Malheureusement on n’a aucune maniére de savoir si cette derniére borne est raisonnable ou
pas. En effet la famille d’idéaux (Jp) n’est pas quelconque, mais semble tout de méme assez
difficile & appréhender : ces idéaux ne sont pas réduits en général et il est vite impossible de
calculer leur radical ou une décomposition primaire de ceux-ci du fait du nombre rapidement
important de variables qui entrent en jeu.

2. Rappels sur certaines bornes effectives en algébre commutative

Nous allons commencer par rappeler quelques résultats classiques en algébre commutative
effective que nous allons utiliser librement dans la suite.

Théoréme 2.1. [He/[Te] Soit I un idéal de k[u], v := (u1,...,un), I = (f1,..., fp) avec
deg(fr) < d pourl <r <p. Soit I =Q1N---NQs une décomposition primaire minimale
(i.e telle que \/Q,..., \/Qs soient tous distincts). On a alors /I = Py N --- N P, avec
P :=/Q; pour 1 <1< 5. On a alors les résultats suivants :
a) Soit e := min{n, p}(n + 2)(d + 1)™{n23+1 < (n 4+ 2)2(d+ 1)"*. On a VI° C 1.
b) On s < dmin{n.p}
¢) 1l existe une fonction A (n,d), polynomiale en d et de degré exponentiel en n, tel que
chaque P, est engendré par des polynomes de degré inférieur ou égal & A (n,d).
d) Il existe une fonction Aa(n,d), polynomiale en d et de degré exponentiel en n, tel que
chaque Q) est engendré par des polynomes de degré inférieur ou égal a A (n,d).

Proposition 2.2. [S] Soient I1,..., I, q idéaux de k[u1, ..., u,] engendrés par des polynomes
de degré inférieur ou égal a d. Alors I := Iy N---N 1, est engendré par des polyndmes de
degré inférieur ou égal a n((q — 1)6[)27171 +d

DEMONSTRATION. Ecrivons I; = (fi1, ..., fis;) ot deg(fi;) < d pour tous entiers i et j.

Tout systéme de génerateurs de I, noté gV, ..., g¢®) correspond a un systéme générateur, noté
1

. ol
(iU + -+ fr6Uns) = (fiaUr + -+ fis,Uis,) =0, 2<i<q

et relié par ¢V = fi,luz(-f)l + 4 f”uglzt pour 1 <! < s. D’aprés la proposition 55 de [9],

il existe un tel systéme {u£1])7

[. On en déduit le résultat.

}pour 1 <i<gqgetl<j<s,;, dukfug,..,u,]-module défini par les équations

; Ufsj)} tel que deg (uE?) <n((g— 1)d)?""" pour tous i, j et



3. Borne effective de la fonction de Artin-Greenberg dans le cas polynomial

Dans cette partie nous allons redémontrer le théoréme de Greenberg en suivant essen-
tiellement sa preuve mais en faisant attention a la complexité de chaque étape. Dans toute
cette partie k désigne un corps de caractéristique nulle.

Théoréme 3.1. [Gr/[Ar] Pour tous n, d,i € N, il existe f : N — N tel que pour tout
idéal I de k[t,z], avec x = (x1,...,T,), tel que deg(f,) < d pour tout r, pour tout i € N et
pour tout x(t) € K[[t]]" tel que f(t,x(t)) € (t)5D) pour tout f € I, il existe T(t) € K[[t]™ tel
que f(t,Z(t)) = 0 pour tout f € I et z(t) —Z(t) € ()"

De plus B peut étre choisie affine, de la forme i — a(n,d)i + b(n,d) ot a(n,d) et b(n,d)
sont bornés par une fonction polynomiale en d de degré exponentiel en n.

Définition 3.2. Nous noterons dans la suite B(n,d, i) le plus petit entier 3(i) qui vérifie
les conclusions du théoréme 3.1. Nous allons noter Bn(n,d,i) le plus petil entier qui véri-
fie les conclusions du théoréeme 3.1 pour tout idéal I quelconque de hauteur h engendré par
des polynomes de degré inférieur ou égal a d, et (7 (n,d,i) le plus petit entier qui vérifie
les conclusions du théoréme 3.1 pour tout idéal I premier de hauteur h engendré par des
polynoémes de degré inférieur ou égal a d.

Théoréme 3.3. Pour tous n,d,d ,i,j € N, nous avons les relations suivantes :

ﬁ£+1(nﬂ da Z) S 2 (1)
Br(n,d,i) < (n+3)2(d + 1) max (8], (n, M (n + 1,d),0)} @
5?(”» d’ 7’) < (el + 1)/6k+1(n7 k(d - 1)a Z) +1 (3)

n\ N2
¢ = (n+3)? (1 Fdo(n+1,d) + (n+ (A — 2)Aa(n+1,d))? )

Ce théoréeme implique directement le théoréme 3.1. Nous allons donner une preuve du théo-
réme 3.1 en montrant au fur et a mesure les inégalités (1), (2) et (3) du théoréme 3.3.

e Si ht(I) = n+ 1 et I est premier, alors I est un idéal maximal. Supposons qu'il existe
z(t) € k[[t]]* tel que f(t, x(t)) € (t)> pour tout f € I, et notons ¢ : k[t,z] — k le
k-homomorphisme défini par ¢(h) = h(0, £(0)). Alors I C Ker(p), mais Ker(p) étant un
idéal propre de k[t, z] et I maximal, nous avons I = Ker(y). Donc en particulier ¢ € I, mais
clairement t ¢ Ker(¢') ce qui contredit 'existence de z(t). Donc on peut prendre ici 8 = 2,
le théoréme 3.1 est alors valable car '’hypothése n’est jamais vérifiée, et on a I'égalité (1).

e Supposons que ht(I) =k, ot I = (f1,..., fp), et que le théoréme 3.1 est vrai pour tout idéal
de hauteur strictement plus grande que k.

Soit VI = Py N---N P, la décomposition primaire du radical de I, on ht(P;) = h;. Notons
e := (n+1)(n+3)(d+1)"*2 Alors lentier 3" := e.>7)_, B (n,\i(n + 1,d),7) satisfait



les conditions du théoréme 3.1 pour I. En effet soit z(t) € k[[t]]" tel que f(t,x(t)) € (t)7
pour tout f € I. Donc il existe un entier | tel que g(t,z(t)) € (t)ﬁﬁl (EAMFLDL) 5y
tout ¢ € P,. En effet, dans le cas contraire, pour tout [, il existerait g, € P, tel que
g(t,x(t)) ¢ (t)ﬁil(n’/\(nﬂ’d)’i). Notons alors g := (g1...g5s)¢. On a g € I par définition de
e et des P, mais g(t,2(t)) ¢ (t)° ce qui contredit ce qui précede, et donc il existe un entier
I tel que g(t, z(t)) € ()P A +1d0) pour tout g € Pr. Donc il existe Z(t) € k[[t]]™ tel que
g(t,Z(t)) = 0 pour tout g € P et tel que Z(t) — x(t) € (t)*. Comme I C P}, on obtient la
conclusion voulue. On a montré ainsi l'inégalité (2).

e Nous supposons donc maintenant que I = (fi,..., fp) est premier de hauteur k. Alors
k[t, z]; est régulier, et on peut supposer que fi, ..., f engendrent Ik[t, z];. Il existe donc un

mineur d’ordre k de la matrice jacobienne W7 noté J, tel que 0 ¢ I (cf. par exemple

proposition 1 [Wal). Notons J := (fi,..., fp,0). On a alors ht(J) = k + 1. Remarquons que
deg (6) < k(d—1).

Notons alors I := (f1, ..., fx) et soit I’ = Q1 N --- N Q, une décomposition primaire réduite
de I'. Nous allons renuméroter les @; de telle sorte que Q; C I pour 1 <l <set Q; ¢ I
pour | > s. Or Ik[t,z]; = I'k[t,z]r et Qik[t,z]r N -+ N Qk[t, ] est une décomposition
primaire réduite de Ik[t,z]; (cf. Theorem 17, chapter 4 [Z-S]), donc s = 1 et I = Q7. Soit
J=QaN---NQysiqg#let J =Asig=1 Onposealors J=JsiI¢gJ et J:=Asi
IcJ.OnadoncI'’=INJetJ¢I.

Chaque idéal @, est engendré par des polynomes de degré inférieur ou égal a Ao(n + 1, d).
Donc J' est engendré par des polynomes de degré inférieur ou égal & (n + 1)((¢ — 2)A2(n +
1,d)?" + Xa(n+1,d). Ona § € VT + J (cf. lemma 7 [Wa]). Notons

e :=(n+3)>2 (1 +A2(n+1,d) + (n+ 1)((d"F = 2)Xo(n + 1, d))2">n+2

Alors 8¢ € I+ J car ¢ < d"!. Soit
a:=(e+ 1)/5/6-"-1(”3 k(d—1),4) +1

Soit z(t) € k[[t]]™ tel que f(¢,x(t)) € (t)* pour tout f € I.

Cas 1 : Si §(t,z(t)) € (t)P+r1(mkd=19) " comme a > Bry1(n, k(d — 1),i), par définition
de Brt1, il existe T(t) € Kk[[t]]™ tel que f(¢t,Z(t)) = 6(¢t,T(t)) = 0 pour tout f € I et
Z(t) — z(t) € (t)?, et on a la conclusion voulue.

Cas 2 : Supposons maintenant que §(t,z(t)) ¢ (t)%+1(mk(d=19) Fn dérivant la relation
frlt,z(t)) € (t)(€/+1)5k+1("ak(d_l)»i)"l‘l

par rapport a t, on obtient

Ofr (t.2(t)) = 72 Ofr (t,z(t))am(t) mod. (£)(€+DBe (nk(d=1.0)

ot )\ oxy ot
On en déduit lexistence d’un mineur d’ordre k de la matrice jacobienne de f, encore noté
0, qui ne fait intervenir que des dérivées partielles par rapport aux z) (i.e. 6 = H



quitte & renommer les variables zy), tel que 6(¢, z(t)) ¢ (t)%+1 (%k(d=1)9) En particulier
0 ¢ (f17~-~7fp)'

Par définition de « et en utilisant le théoréme des fonctions implicites de Tougeron (c.f.
théoréme 3.2 [To] ou Lemma 5.11 [Ar]), il existe T(t) € Kk[[t]]™ tel que f.(t,Z(t)) = O,
pour 1 < r < k, et Z(t) — x(t) € ()¢ Per1 (WA= On a alors §(¢,z(t)) — 8(t,Z(t)) €

()¢ Prs1(nk(d=1)0) et ¢/ > 1. Donc
54, 7(0) ¢ (1) (R0,

Or 6¢ € I+ J, donc 6 = SP_ h.fr + ho ott hg € J. Comme f,.(t,z(t)) — f-(t,%(t)) €
(£)€ Prar (k=100 ot £, (t 2(t)) € (£)*, pour 1 < r < p, on voit que

Fo(tE(t)) € (1) P (R0 pour 1 < - < p

(car a > € Bpp1(n, k(d — 1),4)). Donc nécessairement ho(t, T(t)) & (¢)€Fr+1(mk(d=1).0) oy
ho(t,T(t)) #0.Or hofr € INJ =1" = (f1, ..., fx) pour 1 <r < p. On en déduit f,(¢, Z(t)) =
0 pour 1 < r < p. Comme By41(n, k(d —1),4) > i, on a T(t) — z(t) € (t)* ce qui conclut la
démonstration.

4. Fonction de Artin d’un idéal binomial

Pour étudier la fonction de Artin d’un idéal binomial, nous allons mettre les x;(t, z) sous
forme de Weierstrass et nous allons utiliser le lemme suivant :

Lemme 4.1. Soitk un corps quelconque. Soient P = u(z)(ao(T)+a1 (Z)xn+ - +aqg_1(T)zd =14
zd) et Q = v(z)(bo(Z) + b1(T)an + - + b1 (F)2E™L + 28) € K[[71, ..., 2,]] deur polynomes
de Weierstrass en z,, (avec x = (21, ...,7,) et T := (z1,...,2,_1)) tels que P —Q € ()" avec
i>d. Alorsd = e, u(z)—v(z) € (2)"¢ et a;(F)—b;(7) € (T)" o 4P) = pour0 < j < d—1.

DEMONSTRATION. Tout d’abord comme i > d, on voit que e = d car (P — Q)(0,...,0,z,) €
(z,,)" et le terme constant de u est égal au terme constant de v. De méme ord(P) = ord(Q).
D’autre part, si P — Q € (z)? alors u=!P —u=1Q € (x). On peut donc supposer que u = 1.
La division de Weirstrass de ¢ par P par rapport a la variable z,, est la suivante :

23 =1.P4+ R(x) =P+ (—ag_1 (D)2l — - — ap(T)).
Considérons la division de Weierstrass de 22 par @ par rapport & la variable x,, :
2d = C(2)Q + R'(z) = C(2)Q + Dg_1 ()2~ + - + Do(T).

Par unicité dans le théoréeme de division de Weierstrass, on a C(z) = v=!(x) et D;(z) =
—b;(Z) pour 0 < j < d — 1. Cette division peut se faire de maniére algorithmique. En
effet on construit les suites (Ci(x))r et (Ri(x))r par récurrence de la maniére qui suit :
on pose ¢ = Cy(z)Q + Ry avec Co(x) = 1. Puis par induction, pour & > 0, si z¢ =
Cr(2)Q+ Ry (r), on considére le plus petit monome de Ry, divisible par z%, noté Mj,, et on pose
Ry41(z) := Ry(x) — %Q Alors la suite (ord(Ry41(x) — Ri(x)))) est strictement croissante
et (Ri(z))r converge vers R'(x) pour la topologie (z)-adique. De méme la suite (deg (Mj))x
est strictement croisssante et C'(z) = Y, %’f En particulier, comme Ry(z)—R(x) = Q—P €

(z)?, My est un monome de degré supérieur ou égal a 4, et C(x) — 1 € (z)"~%. On en déduit
que R(x) — R'(z) € (x)*, donc a;(Z) — b;(7) € (x)i4+ordP) =i pour 0 < j < d — 1.



Nous allons maintenant étudier la fonction de Artin d’un idéal binomial. Soit k un corps
algébriquement clos et soit I un idéal de k|[[¢, 2]][ X1, ..., X,,] engendré par fi,..., f, avec

fk = ap X -I—kaﬂk

ol ag, by € k et ay, B € N pour 1 < k < p. Considérons z;(t,z) € k[[t,2]], 1 < j < n, tels
que fr(z;(t,2)) € (t,2)", 1 <k < p. On peut supposer, quitte & faire un changement linéaire
de coordonnées en ¢ et z, que les ; sont réguliéres en la variable z. On a donc

zi(t,2) = u;(t,2)(xj0(t) + 1)z 4+ 30,1 (£)2% 1 4 2%)

ou d; est Pordre de z; (¢, z) avec x;; € (t)k[[t]], pour 1 < j<net0<I<d,.
Supposons que 7 > Zj oy, jd; pour tout k. En utilisant le lemme 4.1, on a alors

Dk = Zak,jdj = Zﬁkddj’ 1 S k S p,
J J

Fr(ur(t, 2), oy un(t,2)) € (t,2)7 P 1<k<p
et
Pa(x;,(t)) € (£)'

ol Py(X;1) € K[X;1, 1<j<n, 0<i<d,—1] est le coefficient de z? dans

H (Xj,o + -4 Xj,drlzdj_l + de)ak’j + H (Xj,o + -+ Xj,djqzdj_l + Zd")ﬁk’j
J

J

Notons D := maxy Dy. On obtient alors deux systémes d’équations indépendants I'un de
lautre : _

fe(ur(t, 2), o un(t,2)) € (t,2)7P, 1<k<p (1)

Py(z;:(t)) € )P, 0<d<D-1. (2)

On va chercher la fonction d’approximation de Artin de ces deux systémes, le premier ayant
une fonction de Artin bornée par une fonction affine puisque u;(0,0) # 0 pour tout ¢ et que
le lieu singulier d’une variété torique est inclus dans I'union des axes de coordonnées, et le
second étant un systéme a coefficients dans k[[¢]].

Théoréme 4.2. Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle. Alors on a
les propriétés suivantes :

i) Pour tout d' € N et pour tout d := (du,....,d,) € N", il existe aga, bga vérifiant la
propriété suivante :
Soit I un idéal binomial de k[Un, ..., U,] engendré par des binémes f1, ..., fp de degré in-
férieur a d'. Soit i € N et soient x1(t, 2),..., xn(t, 2) € K[[t, 2]] tels que ord(x;(t, z)) = d,
et fr(xi(t,2)) € (t,2)%¢ Taa’  pour tous k. Alors il existe T;(t, z) € k[[t, 2]], tels que
fe(T;(t,2)) = 0 pour tout k et tels que T;(t,z) — x;(t,2) € (t,2)" pour tout j.



it) Pour tout d' € N il existe une fonction doublement exponentielle en i, notée By, telle
que pour tout idéal binomial I de K[Uy, ..., Uy,] engendré par des bindmes de degré infé-
rieur & d', la fonction de Artin de IK[[t, z]][U] est bornée par By .

DEMONSTRATION. Nous allons d’abord montrer i) dont on déduira ensuite ii).

Supposons, comme précédemment, que I est engendré par les fi, := ap X + by X, ot
ax, b €k et ag, B € N" pour 1 < k <p.

L’idéal I étant un idéal binomial, /T est encore un idéal binomial et, si v/I = I; N-- ‘N1, est
une décomposition primaire minimale de v/I, alors les Ij, sont des idéaux binomiaux [E-S].
Soit e € N tel que vI~ C I. Supposons que fi(uy(t, 2),...,un(t, 2)) € (£,2)%, 1<1<p

ol u; 0 = u;(0,0) # 0 pour tout j. Alors g(uq(t, 2), .. ( ,2)) € (t,2)?" pour tout g € VI,
et donc il existe un entier k tel que g(uy(t, 2), .. un(t z)) € (t,2)" pour tout g € Ij.
Comme I, est un idéal premier binomial de k[U] alors KUV T) (1) —ur g, Ut o) ST TE

gulier car uj g...un,0 # 0 (le lieu singulier d’une variété torique est toujours inclus dans
I'union des hyperplans de coordonnées). Donc k — (k[U}/Ik)(Ul_u1,07»--aUn,_un,,0) est lisse,
done K[[t, 2l] — (K[[t; 21U/ Tk) 1,200 ~ur 0. Vp—un 0
u;(t,z) € k[[t,2]], 1 < j < m, tels que g(ui(t,z),...,Un(t,2z)) = 0 pour tout g € I et

[
u;(t,z) —u;(t,z) € (t,2)".

) est lisse; ceci implique qu’il existe

Soit ¢ — ai + b la fonction de Artin de l'idéal de Kk[[¢]][X;] engendré par les Py(Xj;;),
0 <d < D —1. Posons aq := max{ge,a} et by := b+ D. D’aprés les théorémes 2.1 et 3.1, on
voit que ag et by peuvent étre bornées par une fonction dépendant uniquement de d'.

Soit ¢ € N, on a alors a4t + bg > D.

D’aprés ce qui précede, si fi(7;(t, 2)) € (¢, 2)* T2 Vk, alors

Felur(t, 2), o un(t, 2)) € (4,2)9, 1<k<p

et Py(w;,(t)) € ()™, 0<d<D.

Donc il existe w;(t, 2) € k[t, 2]], 1 < j < n, tels que g(@i (%, 2), ..., Un(t, 2)) = 0 pour tout g € I
et w;(t, 2) —u;(t, 2) € (£, 2)°, et il existe T;,(¢) € k[t]] tels que Pd(mj (1)) =0,0<d <D,
et Z;,(t) — z;,(t) € (t)'. On pose alors T; = U;(t, 2)(Tj, 0+ Tjat + - - - + Tjq,—1tY 1 4+ 1%).
On a bien f,(z;(t,2)) = 0,1 < k < p, et T;(t,2) —z;(t, 2) € (t,2)", 1 < j < n. Ceci prouve i).

On peut remarquer que a et b sont bornées par une fonction polynomiale en max{|ag|, |Gk|}
de degré exponentiel en > j d;, d’aprés le théoréme 3.1. Donc il existe une constante C telle

que ag,by < CY “ Notons a§ et bg les plus petites constantes satisfaisant i) pour I'idéal

engendré par les fi, k € £, ou £ est un sous-ensemble de {1, ...,p}. La encore il existe une
crice 4
constante Cg telle que Cg majore ag et bg . Donc en posant C' := maxg C¢ on a

ai,bé < e pour tout sous-ensemble &£ de {1, ..., p}.
Soit x;(t,2z) € k[[t,2]], 1 < j < n, tels que fi(z;(t,2)) € (t,z)(’vcm(i“)7 1 <k<p Si

d; = ord(x;(t,z)) > i, alors on pose Z;(t,z) = 0, sinon on pose T;(t, z) = x;(t,z). Alors
fu(@;(t,2)) = 0 ou fk(a:] (t,2)) = fr(x;(t,z)) selon lentier k. On peut donc remplacer

oo



les x;(t, z) par les T;(t, z) et supposer que ord(x;(t,z)) < i pour tout j. On supposer que
C(i+1) > D = max{)_; Oék,jdjv'zj Bk, ;d;} en choisissant ¢ assez grand. Comme d; < i,
1<j<mn,ona fi(z(t,z2)) € (t,2)% "t 1 < k < p. On applique alors i), et on a I'existence
de T;(t,z) € Kk[[t,2]] tels que fi(T;(t,2)) = 0,1 < k < p, et T;(t,2) — z;(t,2) € (t,2)°,
1 < j < n. Ceci prouve ii).

Exemple 4.3. Dans [Ro2/, il est montré que la fonction de Artin du polynome X? — ZY?
n’est pas bornée par une fonction affine. On voit que la non-linéarité de la fonction de Artin
dans ce cas provient du fait que les fonctions de Artin-Greenberg des systémes Py(X;;) =0,
0 < d < D, sont bornées par des fonctions affines dont les coefficients croissent vite en
fonction de Uordre des x;,;(t).

Exemple 4.4. On peut remarquer que la famille de solutions approchées de l’équation X2 —
Y3 dans [Rol] sont des solutions dont l’ordre est borné.

Exemple 4.5. Soit f := X? —Y3. Si a(t, 2),y(t, 2) € k[[t, 2]] vérifient ord(z(t,z)) = 3 et
ord(y(t, z)) = 2, on peut écrire

x(t,2) = u(t, 2)(zo(t) + 21 ()2 + 22(t) 2% + 2°)

y(t,2) = v(t, 2) (yo(t) + y1(t)z + 2%).
Si 2%(t,z) — y3(t, 2) € (t,2)" avec i > 6, alors

u?(t,z) —v3(t,2) € (t,2)"°

et les z;(t) et y;(t) sont solutions du systéeme suivant modulo (t)"=° :
2.%‘2 - 3y1 =0
x3 + 221 — 3y? —3yo =0
QIO + 2931.12 - y% - 6y0y1 =0
o2 + 220w — 3yoyi — 3y2 =0
2zor1 — 3ydyr =0
ag —yg =0

On peut vérifier a Uaide de Macaulay2 [M2] que l'idéal de K[zo,x1, T2, y0,y1] défini par ces
polynémes n’est pas réduit. Ceci semble assez général. On peut remarquer que les variétés
algébriques définies par Py(X;;) =0, 0 < d < D, sont trés proches des espaces de jets de la
variété définie par I qui ne sont pas réduits en général.

Exemple 4.6. On considére ici le probléeme suivant : soient p et q deux entiers premiers
entre eux. Si x(t,z) est une série formelle telle que xP(t,z) est proche d’une puissance q-
ieme, est-ce que x(t, z) est proche d’une puissance g-iéme ? Y a-t-il une fonction qui mesure le
rapport entre la distance de xP(t,z) & une puissance q-iéme et celle de x(t,z) & une puissance
g-ieme ¢ On a la réponse suivante :

Proposition 4.7. Soient p et g premiers entre euz. Il existe une fonction §: N — N tel_le
que pour tout x € k[[t, z]], si il existe u(t, z) € k[[t, 2] telle que xP(t, z) — ui(t, z) € (t, z)?@,



alors il existe v(t,z) € k[[t, 2]] telle que x(t,z) —vi(t,2) € (t,2)".

On peut choisir pour 3 une fonction doublement exponentielle en i.

Pour tout d € N, si on se restreint a tous les x(t, z) dont Uordre vaut d, alors on peut choisir
pour 3 une fonction affine.

DEMONSTRATION. Soit 3 la fonction de Artin de XP—Y9. Supposons que xP(t,z)—ui(t,z) €
(t,2)P0) . Alors il existe x'(t, 2), u'(t, 2) € K[[t, 2]] tels que 2'P(t,2) —uw'9(t, 2) = 0 et z(t, z) —
z't(t, 2), u(t,z) —u'(t,z) € (t,2)". Comme p et q sont premiers entre euz et que K[[t, z]] est
factoriel il existe v(t, z) € K[[t, 2]] tel que 2'(t,z) = vi(t,2) et u/'(t,z) = VP (¢, z). On a alors
le résultat avec le théoréme 4.2.
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