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摘要

我们研究了可重复性的概念， ，⽤于解决随机环境中的⼈⼝动态问题。为简化起见，我们假设连续的环境遵循马尔
可夫链。 是下⼀代算⼦的频谱半径。与最近的⽂章[Hernandez-Suarez C，Rabinovich J，Hernandez K（2012）中建议
的另⼀个参数不同，在模拟中，它相对于1的位置总是决定⼈⼝的增长或减少。

]。最后⼀个参数相对于1的位置确定总体期望值的增加和减少。 对于
没有任何结构的标量总体模型，可以很容易地计算出。我们主要对离散时间模型感兴趣，但也提到了连续时间模型。

1.简介

    在本⽂中，我们考虑以下形式的⼈⼝模型

与  给定 。向量  代表⼈⼝的不同组成部分。  和 是⼤⼩为m的⽅阵，所有t的系数≥0 。  是出⽣矩
阵。 是⽣存矩阵。为简化起见，我们假设矩阵  从有限的环境列表中选择 。类型i环境
后跟类型j环境  很有可能 。很有可能 ，  是类型 。我们假设矩阵 这条马尔
可夫链是不可约的。如果，⽣存矩阵具有⽣物学意义

我们还假设：

（H1） 
（H2）矩阵  是“遍历的”（Caswell，2001）。

例如，具有公共⼊射矩阵的原始矩阵是遍历的。其中⼀些假设可以削弱。

    关于这种随机环境下的⼈⼝模型，已有⼤量⽂献报道（Lewontin和Cohen，1969； Tuljapurkar，1990）。我们定义

 矩阵标准。

基于以上假设，

这个限制⼏乎肯定存在，并且与初始条件和沿着马尔可夫链随机选择的特定环境顺序⽆关（Tuljapurkar，1990，第26
页）。为了标记增长率r对矩阵的依赖性，我们写 。例如，如果总体向量是⼀个标量，并且环境是独⽴且分
布均匀的，则
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p(t + 1) = X(t)p(t), X(t) = A(t) + B(t), t = 0, 1, …

p(0) R
m p(t) A(t) B(t) A(t)

B(t) (A(t), B(t)) (A(k), B(k))1≤k≤K

(1 ≤ i, j ≤ K) Mi,j μi (A(0), B(0)) i M = (Mi,j)

∑
i

B
(k)
i,j ≤ 1, ∀j, ∀k.

∃ κ, ∥B(κ)∥1 = maxj ∑i B
(κ)
i,j < 1

A(k) + B(k)

|p(t)| = ∑i pi(t)

∥ ⋅ ∥

r = lim
t→+∞

(log |p(t)|)/t = lim
t→+∞

(log ∥X(t − 1)X(t − 2) ⋯ X(0)∥)/t. (1)

r = r(A, B)

Mi,j = mj ∀i, j,
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和

（Haccou et al。，2005，§2.9.2）。

    Bacaër和Guernaoui（2006）在周期性环境中推⼴了经典的可复制性概念，也称为复制率。 是按代数的渐近增长率
（Bacaër和Ait Dads，2011年和2012年）。Thieme（2009，§5.1）和Inaba（2012）研究了连续时间⽽⾮周期性的确定性环
境的情况。在最近的⼀篇⽂章中（Hernandez-Suarez等⼈，2012）建议将可再现性调整为具有随机环境的模型。但是，似
乎他们的位置  与1相⽐，并不总是决定总体最终是增加还是减少（下⾯将提供⼀个反例）。在本⽂中，我们解释了

 应该计算出正确的阈值：这是⽅程的唯⼀解

换⼀种说法， 是所有⼈⼝的出⽣率必  须除以的数字，以使⼈⼝处于既没有指数增长也没有指数衰减的临界状态。这
样的表征  （Li and Schneider，2002，Theorem 3.1）强调了恒定环境，（Bacaër，2007，§3.4）和（Bacaër，2009，第4
节）强调了连续或离散时间的周期性环境。

    在第2节中，根据（Diekmann and Heesterbeek，2000）的术语，将可再现性定义为“下⼀代运算符”的光谱半径。根据命
题1，  当且仅当 。命题2表明，可使⽤公式（3）计算可重复性。（Bacaër，2009）获得的周期性环境的可重
复性公式是本⽂⽅法的⼀个特例。第三部分显⽰（Hernandez-Suarez等⼈，2012）最近引⼊的参数决定了⼈⼝期望的增长
或下降。第4节着重于标量情况，其重现性易于计算。第5节中提供了数值⽰例。第6节简要讨论了与最新⽂章相关的连续
时间模型（Artalejo等，2012）。结论说明了我们的可重复性与（Hernandez-Suarez等⼈，2012）之间的差异。期望增长
率和期望增长率之间存在相同的差异。这种差异⼀直是许多讨论的主题（Lewontin和Cohen，1969； Tuljapurkar，
1990）。

2.的定义和性质 

    与周期性情况⼀样（Bacaër和Ait Dads，2011年和2012年），我们将⼈⼝分为⼏代⼈。 是在时间 t属于第n代的
总体向量：对于所有  和 ，

请注意，等式右侧的零  是的零向量 。⽤

我们有

我们定义

那么L 是具有该范数的Banach空间。注意（4）也写成

介绍操作员 ，  和⾝份运算符  与

因为  和  从⼀组有限的矩阵中选择，很明显，  和  如果 。此外，  和  是有界线性算⼦。

r(A, B) = ∑
k

mk log(A(k) + B(k)) (2)

R0

R0

R0

r(A/R0, B) = 0. (3)

R0

R0

R0 > 1 r > 0

R0

q(n, t)

t ≥ 0 n ≥ 0

q(0, 0) = p(0), q(0, t + 1) = B(t)q(0, t)
q(n + 1, 0) = 0, q(n + 1, t + 1) = A(t)q(n, t) + B(t)q(n + 1, t). (4)

q(n + 1, 0) = 0 R
m

p(t) = ∑
n≥0

q(n, t)

p(t + 1) = (A(t) + B(t))p(t) ∀t ≥ 0.

L = ℓ1(N,Rm) = {(x(0), x(1), …); x(t) ∈ R
m ∀t ≥ 0, ∥x∥ = ∑

t≥0

m

∑
i=1

|xi(t)| < +∞}.

q(n + 1, 0) = 0, − B(t)q(n + 1, t) + q(n + 1, t + 1) = A(t)q(n, t). (5)

A : L → L B : L → L I : L → L

∀x ∈ L, ∀t ≥ 0, (Ax)(0) = 0, (Ax)(t + 1) = A(t)x(t),
(Bx)(0) = 0, (Bx)(t + 1) = B(t)x(t),
(Ix)(t) = x(t).

A(t) B(t) Ax ∈ L Bx ∈ L x ∈ L A B



    引理1. 光谱半径  等于 。

    证据。 我们定义 。我们有 ， ，

利⽤（1）和光谱半径的公式，我们有

 是与向量标准关联的运营商标准。

    引理2。  ：如果没有⽣育，⼈⼝将灭绝。

    证据。 我们有  和 。环境  出现（如果  积极地 从等式（1）的项出发，因为马
尔可夫链是不可约的。但 是⼀个可乘的标准。所以我们得到 。

    因为 ，引理1显⽰ 。所以  是可逆的：如果 ， 我们有

也就是说

⽤ ，等式（5）等于

也就是说

因为 ， 我们有 。我们定义 。通过这种⽅式， 是在时间t和t +1之间
由于第n代产⽣的出⽣向量。我们得出以下结论：

更明确地说，我们有  和出⽣的更新⽅程

    定义1。  是下⼀代算⼦的频谱半径 。

    请注意，定义1与表述1之间的类⽐ （Thieme，2009，§5.1）和（Inaba，2012）的时间异构环境中的连续时间模
型。我们写  强调对矩阵系列的依赖。

    命题1。

 如果 ，
 如果 ，
 如果 。

    证据。 根据（Thieme，2009，Theorem 3.10），  与...具有相同的符号 。但是引理1说
。  因此具有与 。

    命题2。 假设 。  是⽅程的唯⼀解  与 。

ρ(A + B) er(A,B)

X = A + B ∀x ∈ L ∀τ ≥ 1

(X τx)(t) = 0, 0 ≤ t ≤ τ − 1,

(X
τx)(t) = X(t − 1)X(t − 2) ⋯ X(t − τ)x(t − τ), t ≥ τ.

ρ(X) = lim
τ→+∞

∥X τ∥1/τ = er(A,B).

∥ ⋅ ∥

r(0, B) < 0

∥B(k)∥1 ≤ 1 ∀k ∥B(κ)∥1 < 1 κ t → +∞) πκ

∥ ⋅ ∥1  r(0, B) ≤ πκ log ∥B(κ)∥1 < 0

r(0, B) < 0 ρ(B) < 1 I − B y = (I − B)x

x = (I − B)−1y = y + By + B
2y + ⋯ ,

x(t) =
t

∑
τ=0

B(t − 1)B(t − 2) ⋯ B(τ)y(τ), ∀t ≥ 0.

qn = (q(n, t))t≥0

(I − B)qn+1 = Aqn,

qn+1 = (I − B)−1Aqn.

q0 ∈ L qn ∈ L ∀n ≥ 1 gn = Aqn gn(t + 1) = A(t)q(n, t)

gn+1 = Aqn+1 = A(I − B)−1gn.

gn+1(0) = 0

gn+1(t + 1) =
t

∑
τ=0

A(t)B(t − 1)B(t − 2) ⋯ B(τ)gn(τ), ∀t ≥ 0, ∀n ≥ 0. (6)

R0 A(I − B)−1

R0

R0(A, B)

R0(A, B) > 1 r(A, B) > 0

R0(A, B) = 1 r(A, B) = 0

R0(A, B) < 1 r(A, B) < 0

R0(A, B) − 1 ρ(A + B) − 1

ρ(A + B) = er(A,B) R0(A, B) − 1 r(A, B)

R0(A, B) > 0 R0(A, B) r(A/R, B) = 0 R ∈ (0, +∞)



    证据。 由于可重复性与出⽣率线性相关，因此我们有

关于命题1，我们有

所以等式 有⾄少⼀种解决⽅案。使⽤（1），

是递减函数。通过对R取两倍的导数，我们可以很容易地看到

是⼀个等于零或对数凸的函数。（Bacaër和Ait Dads，2012，附录C）已经使⽤了这⼀点。根据（Cohen，1980，定理
1）， 是凸函数。所以等式 只能有⼀个解决⽅案。确实，如果有两种不同的解决⽅案
和  与 ，递减和凸函数  不仅在这两个值之间还为常数0 。此功能  在 是凸
的。它也是连续的。所以我们有  如果 。因此，我们陷⼊了⽭盾。

    备注1. 命题2表明，⼀般⽽⾔， 它与计算r⼀样困难 ，并且需要更多的计算时间，因为必须使⽤⼆分法。

    注2.对于周期性环境 ，（Bacaër，2009年）表明  是的光谱半径

Bacaërand Ait Dads（2012，Proposition 3）坚持认为  是⽅程的唯⼀解决⽅案

对于公式（1），上⾯的左侧明显等于 。因此，我们可以从命题2得出结论：  （Bacaër，2009）中的  在周
期性环境的特定情况下定义1  如果  和 ， 和 如果不）。我们可以呈现

 在周期性的环境中，例如

我们很容易看到它等于（7）的光谱半径（Hernandez-Suarez等⼈，2012，第5节）。根据（Bacaërand Ait Dads，2012），
此光谱半径等于  （Cushing and Zhou，1994; Caswell，2001），当环境恒定时，  和 。

    命题3 。  以上与特定的随机序列⽆关 ，它遵循马尔可夫链。所以  可以称为模型的可复制性。

    证据。 我们选择遵循马尔可夫链的两个环境序列，  和 。相应的重复性是  和 
。我们想证明 。关于命题2，我们有  和 

。但是增长率与环境的特定顺序⽆关（Tuljapurkar，1990）。所以我们有

 和  是...的解决⽅案 。根据命题2， 。

R0(A/R0(A, B), B) = 1.

r(A/R0(A, B), B) = 0.

 r(A/R, B) = 0 

R ↦ r(A/R, B), R ∈ (0, +∞)

R ↦ Ai,j(t)/R + Bi,j(t) ∀(i, j)

R ↦ r(A/R, B) r(A/R, B) = 0 R1

R2 R1 < R2 R ↦ r(A/R, B) R ≥ R1 ]0, +∞[ R

r(A/R, B) → r(0, B) < 0 R → +∞

R0

(1, 2, … , K) R0

−1

.

⎛⎜⎝A(1) 0 ⋯ 0

0 A(2) ⋮

⋮ ⋱ ⋱ 0

0 ⋯ 0 A(K)

⎞⎟⎠⎛⎜⎝−B(1) I 0 ⋯ 0

0 −B(2) I 0

0 ⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ 0 I

I ⋯ 0 0 −B(K)

⎞⎟⎠ (7)

R0

ρ(( A(K)

R
+ B(K))⋯( A(1)

R
+ B(1))) = 1.

er(A/R,B) R0 R0

Mi,j = 1 j = i + 1 1 ≤ i ≤ K − 1 MK,1 = 1 Mi,j = 0

R0

−1
⎛⎜⎝ 0 0 ⋯ 0 A(K)

A(1) 0 0

0 ⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ 0 0

0 ⋯ 0 A(K−1) 0

⎞⎟⎠⎛⎜⎝ I 0 ⋯ 0 −B(K)

−B(1) I 0

0 ⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ I 0

0 ⋯ 0 −B(K−1) I

⎞⎟⎠ (8)

A(I − B)−1 A(k) = A B(k) = B ∀k

R0 (A(t), B(t))t≥0 R0

(A(t), B(t)) (A′(t), B′(t)) R0(A, B)

R0(A′, B′) R0(A, B) = R0(A′, B′) r(A/R0(A, B), B) = 0 r(A′/R0(A′, B′), B′) = 0

0 = r(A/R0(A, B), B) = r(A′/R0(A, B), B′).

R0(A, B) R0(A′, B′) r(A′/R, B′) = 0 R0(A, B) = R0(A′, B′)



3.另⼀个参数

    最近的⼀篇⽂章（Hernandez-Suarez等，2012）建议将可再现性定义为基质的光谱半径

是合适⼤⼩的单位矩阵。我们注意到这个光谱半径  避免任何混乱。

    在有关马尔可夫环境的⽂献中，众所周知

存在（ 表⽰组成部分的总和）。此外，

μ是 ，
 是对⾓块矩阵 ，
是M的转置矩阵

 是单位矩阵。

Tuljapurkar（1990，p。45）称其为Bharucha公式。

    提案。

 如果 
 如果 
 如果 。

    证据。 我们有

这个矩阵等于 ，带有

和 通过以B替换A以相同的⽅式定义。根据（Thieme，2009，Theorem 3.10），  和 
具有相同的符号。但  和 。

    注3：在周期性环境中，我们有 ，可以通过⽐较矩阵（8）和（9）看到。

4.标量情况

    如果出⽣和⽣存矩阵  和  是标量的，并且如果环境是独⽴且均匀分布的，则等式（2）和命题2表明

或同等学历

I −

−1

.

⎛⎜⎝M1,1A(1) ⋯ MK,1A(K)

⋮ ⋮

M1,KA(1) ⋯ MK,KA(K)

⎞⎟⎠⎡⎢⎣ ⎛⎜⎝M1,1B(1) ⋯ MK,1B(K)

⋮ ⋮

M1,KB(1) ⋯ MK,KB(K)

⎞⎟⎠⎤⎥⎦ (9)

I R∗

log μ = lim
t→+∞

logE[|p(t)|]
t

(10)

|⋅|

D(M ′ ⊗ I)

D D = diag(A(1) + B(1), ⋯ , A(K) + B(K))

M ′

I

R∗ > 1 log μ > 0

R∗ = 1 log μ = 0

R∗ < 1 log μ < 0

D(M ′ ⊗ I) = .
⎛⎜⎝M1,1(A(1) + B(1)) ⋯ MK,1(A(K) + B(K))

⋮ ⋮

M1,K(A(1) + B(1)) ⋯ MK,K(A(K) + B(K))

⎞⎟⎠A∗ + B∗

A∗ = ,
⎛⎜⎝M1,1A(1) ⋯ MK,1A(K)

⋮ ⋮

M1,KA(1) ⋯ MK,KA(K)

⎞⎟⎠B∗ ρ(A∗ + B∗) − 1

ρ(A∗(I − B∗)−1) − 1 μ = ρ(A∗ + B∗) R∗ = ρ(A∗(I − B∗)−1)

R0 = R∗

A(t) B(t)

K

∑
k=1

mk log( A(k)

R0
+ B(k)) = 0,



    现在让我们考虑连续环境之间的马尔可夫依赖的更⼀般的情况。 是转移概率矩阵。由于链条是不可约
的，因此令π为在不同环境中花费的时间的固定分布：

（Haccou et al。，2005，§2.9.2）指出增长率为

为了证明，只需注意

⽤ ，字数等于  在τ上的总和是 。命题2表明  是...的解决⽅案

因此，我们很容易计算 ，例如采⽤⼆分法。

5.例⼦

    作为第⼀个⽰例，请考虑标量总体（ ），并假设有两种环境（ ）：

固定分布为 。等式（11）给出 ：⼈⼝⼏乎肯定会灭绝。对于这样的⽰例，公式
（9）给出 。此模型的⼏个模拟从 说明这⼀点。图1表明该过程确实是次临界的。精确选择参数
值，以便  和 。但是，在许多其他情况下，这两个参数似乎在1的同⼀侧，并且仅相差很⼩，相差通常⼩于
1％。尽管这种差异在⽣物学上看似微不⾜道，但对于以数学⽅式证明阈值结果仍然很重要。

图1。  就......⽽⾔ 。这⾥  ⽽ 。

    作为第⼆个⽰例，请考虑具有两种类型和两种环境的模型：

K

∏
k=1

( A(k)

R0
+ B(k))

mk

= 1.

M = (Mi,j)

πj =∑
i

πiMi,j ∀j, ∑
j

πj = 1.

r(A, B) =∑
k

πk log(A(k) + B(k))

log p(t) =
t−1

∑
τ=0

log X(τ) + log p(0).

t → +∞ log(A(k) + B(k)) πk t + o(t) R0

K

∏
k=1

( A(k)

R0
+ B(k))

πk

= 1. (11)

R0

m = 1 K = 2

A(1) = 1,  B(1) = 0,5 ,  A(2) = 0,1 ,  B(2) = 0,58 ,  M = ( ).
0,3 0,7

0,6 0,4

(π1, π2) = (6/13, 7/13) R0 ≃ 0,949 < 1

R∗ ≃ 1,050 > 1  p(0) = 1 

R0 < 1 R∗ > 1

log p(t) t R0 < 1 R∗ > 1



注意矩阵  与 是Leslie矩阵，并且环境是独⽴的并且分布均匀。公式（9）给出 。⽤
，我们⽤公式 估算增长率r

⽤吨 = 5000。该过程重复了1000次。我们发现平均增长率为  标准误差为 。这表明 r <0，因此 。为
了⽤数字估算可重复性，我们使⽤命题2：除以  与 由R，我们估计新的增长率。⽤ ， 我们发现 

 标准误差为 ，这表明 。⽤ ， 我们发现  标准误差为 ，这表明 
。所以看来 。

    对于同⼀⽰例，我们还可以直接将可重复性的定义⽤作运算符的光谱半径

但是，请注意，该运算符没有⾮零特征值，例如（Inaba，2012，引理9）研究的连续时间。但是我们可以计算 对于n
⼤，并估计其重现性 。在我们的⽰例中，请注意  和 。更新⽅程
（6）表明，如果 ，所以 。所以我们有 。计算 ，因此在
有限维⼦空间上考虑算⼦Ω就⾜够了 。当 n = 1000时，我们选择10个随机环境序列。发现可重
复性的估计值的平均值为0.86，标准误为0.015，与已经获得的估计值⼀致。

6.连续时间的模型

    让我们为遍历遍历随机环境中连续时间的总体线性模型绘制⼀个类似的理论。让我们以⼀个模型为例

 是向量
是⼤⼩为m且具有正或零系数的⽅阵，

 是相同⼤⼩的矩阵，对⾓线之外为正或零系数。

我们假设简化

 属于有限的环境列表 
环境之间的切换遵循不均匀的连续时间马尔可夫链（Ge等，2006）。在时间  t处在状态k的概率，  注意到 是
解决⽅案

是周期T的不可约的周期矩阵，对⾓线之外为正或零系数，逐段连续，使得 。

矩阵 这是周期性的，因为许多⼈⼝经历了季节性和随机影响的混合。对于离散时间模型，可以在第1节中将此类混
合物合并到转换矩阵 M中。 是Lyapunov最⼤的指数（12）（Arnold and Wihstutz，1986）。我们认为

 ：⼈⼝在没有⽣育的情况下收敛到0。

    可再现性可以定义为更新算⼦的光谱半径  在太空  由

原⼦核是由  和  是时间之间的⽣存矩阵 和t：

A(1) = ( ), B(1) = ( ),
0,1 2

0 0

0 0

0,1 0

A(2) = ( ), B(2) = ( ), M = ( ).
1 0,3

0 0

0 0

0,7 0

0,5 0,5

0,5 0,5

A(k) + B(k) k = 1, 2 R∗ = 1,01 > 1

p(0) = (1 1)′

1

t
log(|p(t)|/|p(0)|)

−0,1021 0,0074 R0 < 1

A(k) k = 1, 2 R = 0,84

r ≃ 0,0135 0,0072 r > 0 R = 0,88 r ≃ −0,0168 0,0071 r < 0

0,84 < R0 < 0,88

Ω = A(I − B)−1.

gn
n√∥gn∥/∥g0∥ B(k)B(k′) = 0 ∀k, k′ = 1, 2 g0(t) = 0 ∀t ≥ 3

gn(t) = 0 ∀t ≥ τ gn+1(t) = 0 ∀t ≥ τ + 2 gn(t) = 0 ∀t ≥ 2n + 3 gn

ℓ1({0, 1, … , 2n + 2},R2)

dp

dt
= (A(t) − B(t))p(t), (12)

p(t)

A(t)

−B(t)

(A(t),B(t)) ((A(k),B(k)))1≤k≤K

Πk(t)

dΠ

dt
= Q(t)Π.

Q(t) Qjj(t) = −∑i≠jQij(t)

Q(t)

λ1(A,B)

λ1(0,B) < 0

K L1((0, ∞),Rm)

(Ku)(t) = ∫
t

0

K(t,x)u(t − x) dx,

K(t,x) = A(t)C(t,x) C(t,x) t − x



（⾝份矩阵）。实际上，我们从（Bacaër和Ait Dads，2011，引理2）知道，由于⽣成n⽽导致的每个时间单位的出⽣向量
满⾜涉及该线性算⼦的递归关系，这与⽅程类似（6）。有关此算⼦的光谱半径与重现性之间的联系的讨论，但对于确定
性模型，请参见（Inaba，2012年，第4节）。在这种情况下 ，再现性可以再次以以下事实为特征：

，如命题2所⽰。光谱半径  的  如命题3所⽰，⼏乎可以肯定它独⽴于特定的环境随机序列。

    如果⼈⼝  是标量，我们有

例如

所以我们有

就像（Cordova-Lepe et al。，2012）研究具有⼏乎周期系数的模型⼀样。对于线向量 ， 我们有
。根据（Perthame，2007，§6.3.2），我们可以证明存在⼀个周期为T且为正的周期解  的

马尔可夫链的⼤数定律表明

所以我们有

如果矩阵 不依赖于t，则存在单个向量u使得

所以我们有

这个公式  与（Artalejo et al。，2012，§4.1）中的“  ”

7.结论

    两者之间的区别  本⽂的“  “（在此注明 （Hernandez-Suarez et al。，2012）中的）⼀⽅⾯类似于“随机”增长率
（1）之间的差异，该增长率也等于对⼈⼝增长率的期望

另⼀⽅⾯，⼈⼝期望的增长率（10）（Lewontin和Cohen，1969； Tuljapurkar，1990）。这是r相对于0 的位置，或 与
1相⽐，它决定了模拟中总体是次临界还是超临界。然⽽  和  对于结构化（⾮标量）总体，在马尔可夫环境中更
容易计算：它们是由简单矩阵的光谱射线给出的。

C(t,x) = Z(t),
dZ

ds
= −B(s)Z(s) (t − x < s < t), Z(t − x) = I

R0 > 0

λ1(A/R0,B) = 0 R0 K

p(t)

λ1(A,B) = ⟨A⟩ − ⟨B⟩,

⟨A⟩ = lim
t→∞

1

t
∫

t

0
A(s) ds.

R0 =
⟨A⟩

⟨B⟩

v = (1 1 … 1)

dv/dt = 0 = vQ(t) u(t)

du

dt
= Q(t)u(t), ∑

i

ui(t) = 1.

⟨A⟩ =
1

T
∫

T

0
∑
k

uk(s)A(k) ds.

R0 =
∫ T

0
∑k uk(s)A(k) ds

∫ T

0
∑k uk(s)B(k) ds

.

Q(t)

Qu = 0, ∑
i

ui = 1.

R0 =
∑k ukA

(k)

∑k ukB
(k)

.

R0 RARA
0

R0 R0 R∗

r = lim
t→+∞

E[
log |p(t)|

t
],

R0

logμ R∗
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