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resumo

Estudamos a nogdo de reprodutibilidade, notada Ry, para problemas de dindmica populacional em ambientes aleatorios. Para simplificar, supomos que ambientes
sucessivos sigam uma cadeia de Markov. Ry ¢ o raio espectral de um operador de proxima geragdo. Sua posi¢ao em relagdo a 1 sempre determina o crescimento ou a
diminui¢do da populagdo nas simulagdes, ao contrario de outro pardmetro sugerido em um artigo recente [Hernandez-Suarez C, Rabinovich J, Hernandez K (2012)
Theor. Pop. Biol., doi:10.1016/j.tpb.2012.05.004] A posigdo deste Gltimo pardmetro em relagéo a 1 determina o aumento e a diminuigéo da expectativa da
populagdo. Ry ¢ facilmente calculado no caso de modelos de populagdo escalar sem nenhuma estrutura. Estamos interessados principalmente em modelos de tempo
discretos, mas também sdao mencionados modelos de tempo continuos.

1. Introduciao

Neste artigo, consideramos modelos populacionais da forma
p(t+1)=X(t)p(t), X(t)=A()+B(¢), t=0,1,...

com p(0) dado em R™. O vetor p(¢) representa os diferentes componentes da populagdo. A(t) e B(t) sdo matrizes quadradas de tamanho m com coeficientes > 0
para todos os ¢ . A(t) ¢ uma matriz de nascimento. B(t) ¢ uma matriz de sobrevivéncia. Para simplificar, supomos que as matrizes (A(t), B(t)) sdo escolhidos de
uma lista finita de ambientes (A(k), B(k))1§k§ k. O ambiente tipo i ¢ seguido por um ambiente tipoj (1 < 4, j < K) com uma probabilidade M; ;. Com uma
probabilidade y; , (A(0), B(0)) é do tipo 4. Assumimos que a matriz M = (M; ;) desta cadeia de Markov ¢é irredutivel. As matrizes de sobrevivéncia tém um
significado biologico se

S B <1, v, vk

Também assumimos:
« H) 3k, [BW|) =max; 3, B <1
o (H2) as matrizes A®) + B®) sio "ergodicos" (Caswell, 2001).
Por exemplo, matrizes primitivas com uma matriz de incidéncia comum sdo ergodicas. Algumas dessas suposi¢cdes podem ser enfraquecidas.

Existe uma vasta literatura sobre esses modelos de populagdo em um ambiente aleatorio (Lewontin e Cohen, 1969; Tuljapurkar, 1990). Nos definimos

o [p()] =3 mi(t)

* | || um padro de matriz.

Com as premissas acima,
r = tim_(log[p(t)[)/t = lim_(log | X(t — 1)X(t — 2)--- X(0)])/+ (1)

Esse limite quase certamente existe e ¢ independente da condigdo inicial e da sequéncia especifica de ambientes escolhidos aleatoriamente de acordo com a cadeia
de Markov (Tuljapurkar, 1990, p. 26). Para marcar a dependéncia da taxa de crescimento » das matrizes, escrevemos r = 7(A, B). Se, por exemplo, o vetor
populacional for escalar e se os ambientes forem independentes e distribuidos de forma idéntica, entdo

Mi;=my; Vi, j,

r(4,B) = Z my, log(A(k) + B(k)) .
k

(Haccou et al., 2005, §2.9.2).

Bacaér e Guernaoui (2006) generalizaram a nogao classica de reprodutibilidade, também denominada taxa de reproducéo, no caso de ambientes periodicos. R ¢
uma taxa de crescimento assintdtico por geragdo (Bacaér e Ait Dads, 2011 e 2012). Thieme (2009, §5.1) e Inaba (2012) estudaram o caso de ambientes
deterministicos em tempo continuo, mas nao periédico. Em artigo recente, (Hernandez-Suarez et al., 2012) sugeriu adaptar a reprodutibilidade a modelos com
ambientes aleatorios. No entanto, parece que a posicao de seus R, comparado a 1 nem sempre decide se a populagdo eventualmente aumenta ou diminui (um
contraexemplo sera apresentado abaixo). Neste artigo, explicamos como Ry deve ser calculado para fornecer o limiar correto: esta ¢ a tnica solugéo para a equagdo

7(A/Ry, B) = 0. 3)

Em outras palavras, Ry ¢ o nimero pelo qual todas as taxas de natalidade devem ser divididas para levar a populagao a situagdo critica em que ndo ocorre
crescimento exponencial nem decaimento exponencial. Essa caracterizagéo de Ry foi destacado para ambientes constantes por (Li e Schneider, 2002, Teorema 3.1) e
para ambientes periddicos em tempo continuo ou discreto por (Bacaér, 2007, §3.4) e (Bacaér, 2009, segio 4).

Na se¢do 2, a reprodutibilidade ¢ definida como o raio espectral de um "operador de proxima geracdo" de acordo com a terminologia de (Diekmann e
Heesterbeek, 2000). De acordo com a proposi¢ao 1, Ry > 1 se e apenas se 7 > 0. A proposigdo 2 mostra que a reprodutibilidade pode ser calculada usando a
equacdo (3). A formula de reprodutibilidade obtida para ambientes periodicos por (Bacaér, 2009) € um caso particular da abordagem deste artigo. A se¢do 3 mostra
que o pardmetro recentemente introduzido por (Hernandez-Suarez et al., 2012) determina o crescimento ou declinio na expectativa da populagdo. A Se¢do 4
concentra-se no caso escalar, para o qual a reprodutibilidade é facilmente calculada. Exemplos numéricos sdo apresentados na se¢do 5. A Secdo 6 discute
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brevemente os modelos de tempo continuo a serem vinculados a um artigo recente (Artalejo et al., 2012). A conclusio explica a diferenga entre nossa
reprodutibilidade e a de (Hernandez-Suarez et al., 2012). Existe a mesma diferenga entre a expectativa da taxa de crescimento ¢ a taxa de crescimento da expectativa.
Essa diferenga tem sido objeto de muita discussdo (Lewontin e Cohen, 1969; Tuljapurkar, 1990).

2. Definicéo e propriedades de R

Como no caso periddico (Bacaér e Ait Dads, 2011 e 2012), dividimos a populagdo em geragdes. g(n,t) ¢ o vetor populacional pertencente & geragio n no tempo ¢
: paratodost > 0en >0,

Q(Or O) = p(0)7 Q(Ort + 1) = B(t)Q(Ovt)
g(n+1,0) =0, g(n+1,t+1)=A(t)g(n,t) + B(t)g(n +1,t). (4)

Observe que o zero no lado direito da equagéo g(n + 1,0) = 0 & o vetor zero de R™. Com

p(t) = Y aln,)

n=0
temos
p(t+1) = (A(t) + B(t))p(t) vt >0.
Nos definimos
m
L =0(N,R™) = {(w(O),ac(l),...); z(t) eR™VE>0, |z| = ; Zl |2s(8)| < +oo}.

Entdo L ¢ um espago de Banach com essa norma. Observe que (4) também esté escrito

g(n+1,0)=0, —B(t)g(n+1,t)+q(n+1,t+1)= A(t)g(n,t). (5)
Introduzir os operadores A : L — L, B: L — L e o operador de identidade Z : L — L com

)s

VeeL, Vt>0, (Az)(0)=0, (Az)(t+1)=A(t)z(t
t),

(B2)(0) =0, (Bx)(t+1) = B(t)al
(Za)(t) = o(t).

Porque A(t) e B(t) sdo escolhidos dentre um conjunto finito de matrizes, € claro que Az € L e Bz € L Ese z € L. Além disso, A e B sdo operadores lineares
limitados.

Lema 1. O raio espectral p(A + B) é igual a "D,
Evidéncia. N6s definimos X = A + B. Nos temosVa € L,Vr > 1,
(X7z)(t) =0, 0<t<rt—-1,
(XTz)t)=Xt-1)XEt—-2)---X(t—1)z(t — 1), t>T.

Com (1) e a férmula do raio espectral, temos

p(X) = lim [X7[V7 =45,

T oo
|| - || é o padrdo do operador associado ao padrio vetorial.

Lema 2. r(0, B) < 0 : a populagdo vai a extin¢do se ndo houver nascimentos.

Evidéncia. Nos temos || B®)||; < 1 Vke ||[B®||; < 1. O ambiente & aparece (se ¢ — +00) em uma fragiio positiva 7, dos termos da equagio (1), porque a cadeia
de Markov ¢ irredutivel. Mas || - ||; ¢ um padrdo sub-multiplicativo. Entdo nos temos 7(0, B) < 7, log || B"¥|; < 0.

Porque (0, B) < 0, O lema 1 mostra que p(B) < 1. assim Z — B ¢ invertivel: se y = (Z — B)z, temos
e=IT-B) 'y=y+By+By+---,

isto é dizer
t
=Y B(t—1)B(t—2)---B(r)y(r), Vt>0.
=0

Com ¢, = (g(n,t))t>0, a equagdo (5) é equivalente a
(I - B)‘In+1 = Aqy,
isto & dizer
Gni1 = (T — B) ' Agy.

Porque qo € L, temos ¢, € L Vn > 1. Nos definimos g, = Agy. Nesse caminho, gn(t + 1) = A(t)g(n, t)é o vetor de nascimentos devido & geragdo n entre os
tempos 7 e ¢ + / . Chegamos a seguinte conclusio:

Ini1 = Agnn = AZ — 3)71
Mais explicitamente, temos g,,,1(0) = 0 ¢ a equagdo de renovagdo para nascimentos
t
gn1(t+1) =D A@)B(t — 1)B(t — 2)--- B(r)ga(7), ¥t>0, VYn>0. (6)

=0

Definigio 1. R, ¢ o raio espectral do operador de proxima geragio A(Z — B) ™!



Observe a analogia entre a defini¢do 1 e a apresentagdo do Ry para modelos de tempo continuos em ambientes temporalmente heterogéneos de (Thieme, 2009,
§5.1) e (Inaba, 2012). Nos escrevemos Ry (A, B) enfatizar a dependéncia das séries de matrizes.

Proposicao 1.
* Ryo(A,B)>1Eser(A B) >0,
* Ry(A,B)=1Eser(A,B)=0,
* Ry(A,B) <1 Eser(A B)<O0.

Evidéncia. De acordo com (Thieme, 2009, Teorema 3.10), Ro(A4, B) — 1 tem o mesmo sinal que p(A + B) — 1. Mas o Lema 1 diz p(A + B) = ¢"45),
Ry(A, B) — 1 portanto, tem o mesmo sinal que r(4, B).

Proposicio 2. Suponha que Ry(A, B) > 0. Ro(A, B) é a solu¢do iinica para a equagio r(A/R, B) = 0 com R € (0, 400).
Evidéncia. Como a reprodutibilidade depende linearmente do conjunto de taxas de natalidade, temos
Ry(A/Ro(A,B),B) = 1.
Com a proposigdo 1, temos
r(A/Ry(4,B),B) = 0.
Entdo a equagdo r(A/R, B) = 0 tem pelo menos uma solugdo. Com (1),
R~ r(A/R,B), Re€(0,+0)
¢ uma fungdo decrescente. Tomando o dobro da derivada em relagdo a R , podemos ver facilmente que
R A, ;(t)/R+ B;(t) V(i)

¢ uma fungdo idéntica a zero ou log-convexa. Este ponto ja foi utilizado por (Bacaér e Ait Dads, 2012, apéndice C). De acordo com (Cohen, 1980, teorema 1),

R — r(A/R, B) é uma fungdo convexa. Entdo a equagdo r(A4/R, B) = 0 pode ter apenas uma solugdo. De fato, se houvesse duas solugdes distintas R; ¢ Ry com
R; < Ry, a fungdo decrescente e convexa R — 7(A/R, B) seria constante 0, ndo apenas entre esses dois valores, mas para R > R;. Esta fung¢fo de |0, +oo[ no R¢
convexo. Também ¢ continuo. Entéo nés temos r(A/R, B) — 7(0, B) < 0 E se R — +00. Chegamos assim a uma contradigao.

Observacgio 1. A proposi¢ao 2 mostra que, em geral, o calculo de Ry ¢ tdo dificil quanto calcular » e requer mais tempo de célculo, pois um método de dicotomia
deve ser usado.

Nota 2. Para ambientes periddicos em ordem (1, 2,. .., K), (Bacaér, 2009) mostrou que Ry foi o raio espectral de
o BU T !
1
AT 0 0 0 -B® I 0

0 A®
0 (7

: . .0 . . . 0 I

\ 0 w0 A } ) ’ ’

I e 0 0 —B&

Bacaér e Ait Dads (2012, Proposi¢do 3) insistiram que esse Ry ¢ a unica solugdo para a equacdo

K
p((% +B(K>) (% +B<1)>) —1.

Com a equagdo (1), o lado esquerdo acima ¢ visivelmente igual a e"A/BB) Podemos, portanto, concluir da proposi¢do 2 que R, em (Bacaér, 2009) ¢ idéntico ao R
da defini¢do 1 no caso particular de ambientes periddicos (M; ;j =1Esej=i+1el <i< K —1, Mg, = 1e M;; = 0se ndo). Nos podemos apresentar Ry em

um ambiente periédico como o raio espectral de

-1

0 0o --- 0 AK) I 0 --- 0 _BK)
AW o 0 -BW 0
0o .. : 0o .o : (8)
0 0 : I 0
0o ... 0 AEK-D 0 } 0 ... 0 —B&- I

que podemos ver facilmente ¢ igual ao raio espectral de (7) (Hernandez-Suarez et al., 2012, se¢do 5). De acordo com (Bacaér e Ait Dads, 2012), esse raio espectral ¢
igual ao raio espectral de A(I — B)~! (Cushing e Zhou, 1994; Caswell, 2001) quando o ambiente é constante, com A® = Ae B® = BVk.

Proposicéo 3. 4 defini¢do de Ry acima é independente da sequéncia aleatéria particular (A(t), B(t))e=0, que segue a cadeia de Markov. assim Ry pode ser
chamado de reprodutibilidade do modelo.

Evidéncia. Escolhemos duas sequéncias de ambientes que seguem a cadeia de Markov, (A(t), B(t)) e (A4'(¢), B'(t)). As repodutividades correspondentes sdo

Ry(A, B) e Ry(A', B'). Queremos mostrar que Ro(A, B) = Ry(A’, B'). Na proposi¢do 2, temos 7(A/Ry(A, B), B) =0 e r(A'/Ro(A4’, B'), B') = 0. Mas as taxas
de crescimento sao independentes da sequéncia particular de ambientes (Tuljapurkar, 1990). Entdo nds temos

0= T(A/RO(Av B)7 B) = T(AI/RO(Ar B)7 B,)
Ry(A, B) e Ry(A, B') sdo solugdes de 7(A’/R, B') = 0. De acordo com a proposi¢do 2, Ry(A4, B) = Ry(4', B').
3. Outro parametro

Um artigo recente (Hernandez-Suarez et al., 2012) sugere definir reprodutibilidade como o raio espectral da matriz



My AD My AW My ;BY ... Myg,B® -1
: : I- : : 9)
M1,KA(1) MK,KA(K) Ml,KB(l) MK,KB(K)
I é a matriz de identidade de tamanho adequado. Notamos esse raio espectral R, para evitar qualquer confusgo.
Na literatura sobre ambientes Markov, sabe-se que
_ . logE[|p(t)]]
tog = tim 5= 200 10
existir (|-] denota a soma dos componentes). Além disso,
» péoraio espectral de D(M' ® I),
e D & amatriz de blocos diagonal D = diag(A® + BW, ... A 4 BK)),
o M'¢ a matriz transposta de M
¢ I ¢éamatriz de identidade.
Tuljapurkar (1990, p. 45) chama isso de formula Bharucha.
Proposta.
e R, >1Ese logpu >0
e R,=1Ese logu=20
e R* <1 Ese logp <0.
Evidéncia. No6s temos
M1,1(A(1) +B(1)) MK,1(A(K) + B<K))
DM'®1I) = : :
M1,K(A(1) +BM) ... MK,K(A(K) + BE))
Essa matriz é igual a A* + B*com
M AW My AB
A" = : : )
\Micd® - Mga® )

e B* ¢ definido do mesmo modo substituindo por um por B . De acordo com (Thieme, 2009, Teorema 3.10), p(A* + B*) — 1 e p(A*(I — B*)~!) — 1tem o mesmo
sinal. Mas u = p(A* + B*) e R, = p(A*(I — B*)™1).

Nota 3. Em um ambiente periodico, temos Ry = R,, como pode ser visto comparando matrizes (8) e (9).
4. O caso escalar

Se as matrizes de nascimento e sobrevivéncia A(t) e B(t) sdo escalares e se os ambientes sdo independentes e distribuidos de forma idéntica, a equagdo (2) e a
proposigdo 2 mostram que

ou equivalente

K my
Ak
II 2 4 Bk =1.
(Ro *

k=1

Vamos agora considerar o caso mais geral de dependéncia markoviana entre ambientes sucessivos. M = (M; ;) ¢ uma matriz de probabilidades de transigao.
Como a cadeia ¢ irredutivel, seja 7 a distribuigdo estacionaria do tempo gasto nos diferentes ambientes:

m = Z My Y, Zﬂ'j =1
i J
(Haccou et al., 2005, §2.9.2) indicam que a taxa de crescimento ¢
r(A,B) = Z 1 log(A® + B®)
k
Para prova, basta observar que

logp(t) = z:: log X(7) + log p(0).

Com t — 400, 0 niimero de termos igual a log(A® + B*)) na soma sobre T é 7, ¢ + o(t). A proposi¢do 2 mostra que Ry ¢ a solugdo de

K Tk
AK)
= B(k>> =1. 11
11 (4 + )

k=1

Portanto, calculamos facilmente Ry, por exemplo, com um método de dicotomia.

5. Exemplos



Como primeiro exemplo, considere uma populagao escalar (m = 1) e suponha que haja dois ambientes (K = 2):

0,3 O,7>

) — (1) — 2 — (2) — -
A 1, B 0,5, A 0,1, B 0,58, M (0,6 04

A distribuigdo estacionaria é (1, my) = (6/13,7/13). A equagdo (11) fornece Ry ~ 0,949 < 1: a populagdo estd quase certamente indo para a extingdo. Para esse
exemplo, a equagdo (9) fornece R, ~ 1,050 > 1. Varias simulagdes deste modelo a partir de p(0) = 1 ilustrar isso. A Figura 1 sugere que o processo ¢ realmente
subcritico. Os valores dos parametros sao escolhidos precisamente para que Ry < 1 e R, > 1. No entanto, parece que em muitos outros casos, os dois pardmetros
estdo do mesmo lado de 1 e diferem apenas muito pouco, sendo a diferenga geralmente inferior a 1%. Embora essa diferenga possa parecer biologicamente
insignificante, continua sendo importante para provar matematicamente os resultados do limiar.

-1

—15]

Figura 1. log p(t) em termos de ¢. Aqui Ry < 1 enquanto R, > 1.

Como segundo exemplo, considere um modelo com dois tipos e dois ambientes:

0,1 2 0 0
w_ (0 W _
4 < 0 0)’ B (0,1 0>’
1 0,3 0 0 0,5 0,5
(2) _ ’ (2) _ _ ) B
A (0 0 ) B (0,7 0)’ M (0,5 0,5)'

Observe que as matrizes A® 4 B®) com k = 1,2 sdo matrizes de Leslie e que os ambientes sdo independentes e identicamente distribuidos. A férmula (9) fornece
R, =1,01 > 1. Com p(0) = (11), estimamos a taxa de crescimento » com a férmula

%log(b’(t)\/h’(o)\)

com ¢ = 5000. O processo ¢ repetido 1000 vezes. Nos achamos que a taxa média de crescimento ¢é—0,1021 com um erro padrdo de 0,0074. Isso sugere r <0 e,
portanto, Ry < 1. Para estimar numericamente a reprodutibilidade, usamos a proposigio 2: dividimos A*) com k = 1,2 por R e estimamos a nova taxa de
crescimento. Com R = 0,84, n6s achamos r ~ 0,0135 com um erro padrao de 0,0072, o que sugere que r > 0. Com R = 0,88, nés achamos r ~ —0,0168 com um
erro padrao de 0,0071, o que sugere que r < 0. Entdo parece que 0,84 < Ry < 0,88.

Para o mesmo exemplo, também podemos usar diretamente a defini¢ao de reprodutibilidade como raio espectral do operador
Q=AZ -8B

Observe, no entanto, que esse operador ndo possui um autovalor diferente de zero, como no caso de tempo continuo estudado por (Inaba, 2012, lema 9). Mas
podemos calcular gy, para n grande e estimar a reprodutibilidade com /] gx|/[|go]|. No nosso exemplo, observe que B® B¥) = 0 Vk, k' = 1,2 ¢ go(t) = 0 V¢ > 3.
A equagdo de renovagdo (6) mostra que se g, (t) = 0 Vt > 7, td0 gn+1(t) = 0 V¢ > 7 + 2. Entdo nds temos g, (t) = 0Vt > 2n + 3. Calcular g, , basta considerar o
operador subs no subespago de dimensio finita £1({0, 1,...,2n + 2}, R2). Com n = 1000, escolhemos 10 seqiiéncias aleatorias de ambientes. As estimativas de
reprodutibilidade foram encontradas com média de 0,86 e erro padrdo de 0,015, de acordo com a estimativa ja obtida.

6. Modelos com tempo continuo

Vamos esbogar uma teoria semelhante para modelos lineares de populagdo em tempo continuo em um ambiente aleatorio ergédico. Vamos pegar, por exemplo, um
modelo

dp

L — (4w - BOWO), (12
e p(t) é um vetor,

 A(t) ¢ uma matriz quadrada de tamanho m com coeficientes positivos ou zero,

e —B(t) ¢ uma matriz do mesmo tamanho com coeficientes positivos ou zero fora da diagonal.

Supomos simplificar

o (A(t), B(t)) pertence a uma lista finita de ambientes ((A®), B®)); <<
« as alternancias entre ambientes seguem uma cadeia Markov de tempo continuo ndo homogénea (Ge et al., 2006). A probabilidade de estar no estado & no
tempo ¢, que é observado ITx(t) , é solugdo de

dIl
& = QI

Q(t) ¢ uma matriz periddica irredutivel do periodo T, com coeficientes positivos ou zero fora da diagonal, continuos por pegas e de modo que

Qji(t) = — 221 Qus(D).



O Matrix Q(¢) ¢ periddico porque muitas popula¢des experimentam uma mistura de efeitos sazonais e aleatorios. Para modelos de tempo discreto, essa mistura pode
ser incorporada na matriz de transi¢do M na se¢do 1. A1(A4, B) é o maior expoente de Lyapunov de (12) (Arnold e Wihstutz, 1986). Supomos que A\1(0,B) < 0:a
populagdo converge para 0 sem nascimentos.

Reprodutibilidade pode ser definida como o raio espectral do operador de renovagio K no espago L!((0, 00), R™) dado por

(Ku)(t) = /0 K(t,z)u(t — z) dz,

onde o nicleo ¢ dado por K (¢, z) = A(¢t)C(t,z) e C(t,x) ¢ a matriz de sobrevivéncia entre os tempost — zet:

iz

C(t,z) = Z(t), Ef—B(s)Z(s) t—-z<s<t), Zt—z)=1I

(a matriz de identidade). De fato, sabemos (Bacaér e Ait Dads, 2011, lema 2) que o vetor de nascimentos por unidade de tempo devido a geragdo n satisfaz uma
relagdo de recorréncia envolvendo esse operador linear, que € semelhante a equagdo (6) Para uma discuss@o sobre a ligagdo entre o raio espectral desse operador e a
reprodutibilidade, mas para modelos deterministicos, consulte (Inaba, 2012, segéo 4). Dentro do estojo Ry > 0, a reprodutibilidade pode mais uma vez ser
caracterizada pelo fato de que A1(A/Ry, B) = 0, como na proposi¢do 2. O raio espectral Ry do K é quase certamente independente da sequéncia aleatoria particular
de ambientes, como na Proposigao 3.

Se a populagdo p(t) ¢ escalar, temos
Ai(4,B) = (4) - (B),

onde por exemplo
Entdo nos temos

como no trabalho de (Cordova-Lepe et al., 2012) para um modelo com coeficientes quase periddicos. Para vetor de linhav = (1 1...1), temos dv/dt = 0 = vQ(t)
. Podemos mostrar, de acordo com (Perthame, 2007, §6.3.2), que existe uma tnica solugio periddica do periodo T e positivo u(t) do

% =Q(ult), Y w(t)=1.

i

A lei dos grandes niimeros para as cadeias de Markov mostra que

Entdo n6s temos

R fOT > up(s)A® ds
g =0 =r 7
Jy S ui(s)B®) ds

Se a matriz Q(¢) ndo depende de ¢, existe um Unico vetor u tal que
Qu =0, Z u; = 1.
i

Entdo nos temos

R

" R(‘]ARA "

Ry
Esta féormula para Ry ¢ igual ao de (Artalejo et al., 2012, §4.1) para

7. Conclusao

A diferenga entre o Ry deste artigo e 0 " Ry "(Anotado aqui R,) em (Hernandez-Suarez et al., 2012) é semelhante a diferenga entre, por um lado, a taxa de
crescimento “estocastica” (1), que também ¢ igual a expectativa da taxa de crescimento da populacao

£

r= lim E ,
t—+o00

por outro lado, a taxa de crescimento da expectativa da populagdo (10) (Lewontin e Cohen, 1969; Tuljapurkar, 1990). Essa ¢ a posicdo de r em relagdo a 0 ou a de
Ry comparado a 1, que decide se a populagdo ¢ subcritica ou supercritica nas simulagdes. Contudo log 4 e R sdo muito mais faceis de calcular em ambientes
markovianos para populagdes estruturadas (ndo escalares): elas sdo dadas pelos raios espectrais de matrizes simples.
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