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Overzicht

We bestuderen het begrip reproduceerbaarheid , voor problemen van populatiedynamiek in willekeurige omgevingen. Om het eenvoudiger te maken,
veronderstellen we dat opeenvolgende omgevingen een Markov-keten volgen. is de spectrale straal van een operator van de volgende generatie. Zijn positie ten
opzichte van 1 bepaalt altijd de groei of afname van de populatie in de simulaties, in tegenstelling tot een andere parameter die in een recent artikel wordt
gesuggereerd [Hernandez-Suarez C, Rabinovich J, Hernandez K (2012) ]. De positie van deze laatste parameter
ten opzichte van 1 bepaalt de groei en de afname van de verwachting van de bevolking. is eenvoudig te berekenen in het geval van scalaire populatiemodellen
zonder enige structuur. We zijn vooral geïnteresseerd in discrete tijdmodellen, maar ook continue tijdmodellen worden genoemd.

1. Inleiding

    In dit artikel beschouwen we populatiemodellen van het formulier

met  gegeven in . De vector  vertegenwoordigt de verschillende componenten van de bevolking.  en zijn vierkante matrices van maat m met
coëfficiënten ≥ 0 voor alle t .  is een geboortematrix. is een overlevingsmatrix. Om het eenvoudiger te maken, veronderstellen we dat de matrices

 worden gekozen uit een eindige lijst van omgevingen . De type i omgeving wordt gevolgd door een type j omgeving 
met een waarschijnlijkheid . Met een waarschijnlijkheid ,  is van het type . We gaan ervan uit dat de matrix van deze Markov-
ketting is onherleidbaar. Overlevingsmatrices hebben een biologische betekenis als

We gaan er ook van uit:

(H1) 
(H2) de matrices  zijn "ergodisch" (Caswell, 2001).

Zo zijn primitieve matrices met een gemeenschappelijke incidentie-matrix ergodisch. Sommige van deze veronderstellingen kunnen worden afgezwakt.

    Er bestaat een uitgebreide literatuur over dergelijke populatiemodellen in een willekeurige omgeving (Lewontin en Cohen, 1969; Tuljapurkar, 1990). We
definiëren

 een matrixstandaard.

Met de bovenstaande aannames,

Deze limiet bestaat vrijwel zeker en is onafhankelijk van de initiële toestand en de specifieke volgorde van willekeurig gekozen omgevingen langs de Markov-keten
(Tuljapurkar, 1990, p. 26). Om de afhankelijkheid van de groeisnelheid r van de matrices te markeren , schrijven we . Als de populatievector
bijvoorbeeld een scalair is en als de omgevingen onafhankelijk en identiek verdeeld zijn, dan

en

(Haccou et al., 2005, §2.9.2).

    Bacaër en Guernaoui (2006) generaliseerden het klassieke idee van reproduceerbaarheid, ook wel reproductiesnelheid genoemd, in het geval van periodieke
omgevingen. is een asymptotisch groeipercentage per generatie (Bacaër en Ait Dads, 2011 en 2012). Thieme (2009, §5.1) en Inaba (2012) bestudeerden het geval
van deterministische omgevingen in continue tijd maar niet periodiek. In een recent artikel (Hernandez-Suarez et al., 2012) stelde voor om de reproduceerbaarheid
aan te passen aan modellen met willekeurige omgevingen. Het lijkt er echter op dat de positie van hun  vergeleken met 1 beslist niet altijd of de populatie
uiteindelijk toeneemt of afneemt (een tegenvoorbeeld wordt hieronder weergegeven). In dit artikel leggen we uit hoe  moet worden berekend om de juiste drempel
te geven: dit is de enige oplossing voor de vergelijking

Met andere woorden, is het aantal waarmee alle geboortecijfers moeten worden verdeeld om de bevolking in de kritieke situatie te brengen waarin noch
exponentiële groei, noch exponentieel verval optreedt. Dergelijke karakterisering van  werd benadrukt voor constante omgevingen door (Li en Schneider, 2002,
Stelling 3.1) en voor periodieke omgevingen in continue of discrete tijd door (Bacaër, 2007, §3.4) en (Bacaër, 2009, sectie 4).

    In sectie 2 wordt reproduceerbaarheid gedefinieerd als de spectrale straal van een “next generation operator” volgens de terminologie van (Diekmann en
Heesterbeek, 2000). Volgens Proposition 1,  als en alleen als . Stelling 2 laat zien dat reproduceerbaarheid kan worden berekend met vergelijking (3).
De formule voor reproduceerbaarheid verkregen voor periodieke omgevingen door (Bacaër, 2009) is een speciaal geval van de aanpak van dit artikel. Paragraaf 3
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p(t + 1) = X(t)p(t), X(t) = A(t) + B(t), t = 0, 1, …

p(0) R
m p(t) A(t) B(t)

A(t) B(t)

(A(t), B(t)) (A(k), B(k))1≤k≤K (1 ≤ i, j ≤ K)
Mi,j μi (A(0), B(0)) i M = (Mi,j)

∑
i

B
(k)
i,j ≤ 1, ∀j, ∀k.

∃ κ, ∥B(κ)∥1 = maxj ∑i B
(κ)
i,j < 1

A(k) + B(k)

|p(t)| = ∑i pi(t)
∥ ⋅ ∥

r = lim
t→+∞

(log |p(t)|)/t = lim
t→+∞

(log ∥X(t − 1)X(t − 2) ⋯ X(0)∥)/t. (1)

r = r(A, B)

Mi,j = mj ∀i, j,

r(A, B) = ∑
k

mk log(A(k) + B(k)) (2)

R0

R0

R0

r(A/R0, B) = 0. (3)

R0

R0

R0 > 1 r > 0

https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01267142


laat zien dat de parameter die recentelijk is geïntroduceerd door (Hernandez-Suarez et al., 2012) de groei of afname van de verwachting van de bevolking bepaalt.
Sectie 4 richt zich op de scalaire casus, waarvoor reproduceerbaarheid gemakkelijk kan worden berekend. Numerieke voorbeelden worden gepresenteerd in sectie 5.
Sectie 6 bespreekt kort de continue-tijdmodellen om te linken naar een recent artikel (Artalejo et al., 2012). De conclusie verklaart het verschil tussen onze
reproduceerbaarheid en die van (Hernandez-Suarez et al., 2012). Er is hetzelfde verschil als tussen de verwachting van het groeipercentage en het groeipercentage
van de verwachting. Over dit verschil is veel gediscussieerd (Lewontin en Cohen, 1969; Tuljapurkar, 1990).

2. Definitie en eigenschappen van 

    Net als in het periodieke geval (Bacaër en Ait Dads, 2011 en 2012) verdelen we de bevolking in generaties. is de populatievector die behoort tot generatie
n op tijdstip t : voor iedereen  en ,

Merk op dat de nul aan de rechterkant van de vergelijking  is de nulvector van . Met

men heeft

We definiëren

Dan is L een Banachruimte met deze norm. Merk op dat (4) ook geschreven is

Stel de operators voor ,  en de identiteitsoperator  met

Omdat  en  worden gekozen uit een eindige set matrices, dat is duidelijk  en  als . Bovendien  en  zijn begrensde lineaire
operatoren.

    Lemma 1. De spectrale straal  is gelijk aan .

    Bewijs. We definiëren . Men heeft , ,

Met (1) en de formule van de spectrale straal hebben we

 is de operatorstandaard die bij de vectorstandaard hoort.

    Lemma 2.  : de bevolking sterft uit als er geen geboorten zijn.

    Bewijs. Men heeft  en . De omgeving  verschijnt (als  in een positieve fractie uit de termen van vergelijking (1), omdat
de Markov-keten onherleidbaar is. Maar is een sub-multiplicatieve standaard. Dus we krijgen .

    Omdat , Lemma 1 laat dat zien . Dus  is omkeerbaar: als , men heeft

dat wil zeggen

Met , vergelijking (5) is gelijk aan

dat wil zeggen

Omdat , men heeft . We definiëren . Op deze manier, is de vector van geboorten als gevolg van generatie n
tussen de tijden t en t + 1 . We komen tot de volgende conclusie:

Meer expliciet hebben we  en de vernieuwingsvergelijking voor geboorten

R0

q(n, t)
t ≥ 0 n ≥ 0

q(0, 0) = p(0), q(0, t + 1) = B(t)q(0, t)
q(n + 1, 0) = 0, q(n + 1, t + 1) = A(t)q(n, t) + B(t)q(n + 1, t). (4)

q(n + 1, 0) = 0 R
m

p(t) = ∑
n≥0

q(n, t)

p(t + 1) = (A(t) + B(t))p(t) ∀t ≥ 0.

L = ℓ1(N,Rm) = {(x(0), x(1), …); x(t) ∈ R
m ∀t ≥ 0, ∥x∥ = ∑

t≥0

m

∑
i=1

|xi(t)| < +∞}.

q(n + 1, 0) = 0, − B(t)q(n + 1, t) + q(n + 1, t + 1) = A(t)q(n, t). (5)

A : L → L B : L → L I : L → L

∀x ∈ L, ∀t ≥ 0, (Ax)(0) = 0, (Ax)(t + 1) = A(t)x(t),
(Bx)(0) = 0, (Bx)(t + 1) = B(t)x(t),
(Ix)(t) = x(t).

A(t) B(t) Ax ∈ L Bx ∈ L x ∈ L A B

ρ(A + B) er(A,B)

X = A + B ∀x ∈ L ∀τ ≥ 1

(X τx)(t) = 0, 0 ≤ t ≤ τ − 1,

(X
τx)(t) = X(t − 1)X(t − 2) ⋯ X(t − τ)x(t − τ), t ≥ τ.

ρ(X) = lim
τ→+∞

∥X τ∥1/τ = er(A,B).

∥ ⋅ ∥

r(0, B) < 0

∥B(k)∥1 ≤ 1 ∀k ∥B(κ)∥1 < 1 κ t → +∞) πκ

∥ ⋅ ∥1  r(0, B) ≤ πκ log ∥B(κ)∥1 < 0

r(0, B) < 0 ρ(B) < 1 I − B y = (I − B)x

x = (I − B)−1y = y + By + B
2y + ⋯ ,

x(t) =
t

∑
τ=0

B(t − 1)B(t − 2) ⋯ B(τ)y(τ), ∀t ≥ 0.

qn = (q(n, t))t≥0

(I − B)qn+1 = Aqn,

qn+1 = (I − B)−1
Aqn.

q0 ∈ L qn ∈ L ∀n ≥ 1 gn = Aqn gn(t + 1) = A(t)q(n, t)

gn+1 = Aqn+1 = A(I − B)−1gn.

gn+1(0) = 0

gn+1(t + 1) =
t

∑
τ=0

A(t)B(t − 1)B(t − 2) ⋯ B(τ)gn(τ), ∀t ≥ 0, ∀n ≥ 0. (6)



    Definitie 1.  is de spectrale straal van de operator van de volgende generatie .

    Let op de analogie tussen definitie 1 en de presentatie van voor continue tijdmodellen in temporeel heterogene omgevingen van (Thieme, 2009, §5.1) en
(Inaba, 2012). Wij schrijven  om de afhankelijkheid van de reeks matrices te benadrukken.

    Stelling 1.

 als ,
 als ,
 als .

    Bewijs. Volgens (Thieme, 2009, Stelling 3.10),  heeft hetzelfde teken als . Maar Lemma 1 zegt . 
heeft daarom hetzelfde teken als .

    Stelling 2. Stel dat .  is de unieke oplossing voor de vergelijking  met .

    Bewijs. Omdat reproduceerbaarheid lineair afhangt van het aantal geboortecijfers, hebben we

Met voorstel 1 hebben we

Dus de vergelijking heeft minstens één oplossing. Met (1),

is een afnemende functie. Door tweemaal de afgeleide te nemen ten opzichte van R , kunnen we dat gemakkelijk zien

is een functie die identiek nul is of log-convex. Dit punt is al gebruikt door (Bacaër en Ait Dads, 2012, appendix C). Volgens (Cohen, 1980, stelling 1),
is een convexe functie. Dus de vergelijking kan maar één oplossing hebben. Inderdaad, als er twee verschillende oplossingen

waren  en  met , de afnemende en convexe functie  zou constant 0 zijn, niet alleen tussen deze twee waarden, maar voor .
Deze functie van  in is convex. Het is ook continu. Dus we hebben  als . We bereikten dus een tegenstrijdigheid.

    Opmerking 1. Uit voorstel 2 blijkt dat in het algemeen de berekening van is net zo moeilijk als het berekenen van r en vereist meer rekentijd omdat er een
dichotomiemethode moet worden gebruikt.

    Opmerking 2. Voor periodieke omgevingen in orde , (Bacaër, 2009) heeft dat aangetoond  was de spectrale straal van

Bacaër en Ait Dads (2012, Proposition 3) stonden erop dat dit  is de enige oplossing voor de vergelijking

Met vergelijking (1) is de linkerkant hierboven zichtbaar gelijk aan . Uit voorstel 2 kunnen we daarom concluderen dat  in (Bacaër, 2009) is identiek aan
de  van definitie 1 in het specifieke geval van periodieke omgevingen (  als  en , , en als niet). We kunnen
presenteren  in een periodieke omgeving zoals de spectrale straal van

wat we gemakkelijk kunnen zien is gelijk aan de spectrale straal van (7) (Hernandez-Suarez et al., 2012, sectie 5). Volgens (Bacaër en Ait Dads, 2012) is deze
spectrale straal gelijk aan de spectrale straal van  (Cushing en Zhou, 1994; Caswell, 2001) wanneer de omgeving constant is, met  en 

.

    Stelling 3. De definitie van  hierboven is onafhankelijk van de bepaalde willekeurige volgorde , die de Markov-keten volgt. Dus  kan de
reproduceerbaarheid van het model worden genoemd.

    Bewijs. We kiezen twee reeksen omgevingen die de Markov-keten volgen,  en . De bijbehorende reproductiviteit is  en 
. Dat willen we laten zien . Met voorstel 2 hebben we  en . Maar

groeipercentages zijn onafhankelijk van de specifieke volgorde van omgevingen (Tuljapurkar, 1990). Dus we hebben

 en  zijn oplossingen van . Volgens stelling 2, .

3. Een andere parameter

    Een recent artikel (Hernandez-Suarez et al., 2012) stelt voor om reproduceerbaarheid te definiëren als de spectrale straal van de matrix

R0 A(I − B)−1

R0
R0(A, B)

R0(A, B) > 1 r(A, B) > 0
R0(A, B) = 1 r(A, B) = 0
R0(A, B) < 1 r(A, B) < 0

R0(A, B) − 1 ρ(A + B) − 1 ρ(A + B) = er(A,B) R0(A, B) − 1
r(A, B)

R0(A, B) > 0 R0(A, B) r(A/R, B) = 0 R ∈ (0, +∞)

R0(A/R0(A, B), B) = 1.

r(A/R0(A, B), B) = 0.

 r(A/R, B) = 0 

R ↦ r(A/R, B), R ∈ (0, +∞)

R ↦ Ai,j(t)/R + Bi,j(t) ∀(i, j)

R ↦ r(A/R, B) r(A/R, B) = 0
R1 R2 R1 < R2 R ↦ r(A/R, B) R ≥ R1

]0, +∞[ R r(A/R, B) → r(0, B) < 0 R → +∞

R0

(1, 2, … , K) R0

−1

.

⎛⎜⎝A(1) 0 ⋯ 0

0 A(2) ⋮

⋮ ⋱ ⋱ 0

0 ⋯ 0 A(K)

⎞⎟⎠⎛⎜⎝−B(1) I 0 ⋯ 0

0 −B(2) I 0

0 ⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ 0 I

I ⋯ 0 0 −B(K)

⎞⎟⎠ (7)

R0

ρ(( A(K)

R
+ B(K))⋯( A(1)

R
+ B(1))) = 1.

er(A/R,B) R0
R0 Mi,j = 1 j = i + 1 1 ≤ i ≤ K − 1 MK,1 = 1 Mi,j = 0

R0

−1
⎛⎜⎝ 0 0 ⋯ 0 A(K)

A(1) 0 0

0 ⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ 0 0

0 ⋯ 0 A(K−1) 0

⎞⎟⎠⎛⎜⎝ I 0 ⋯ 0 −B(K)

−B(1) I 0

0 ⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ I 0

0 ⋯ 0 −B(K−1) I

⎞⎟⎠ (8)

A(I − B)−1 A(k) = A

B(k) = B ∀k

R0 (A(t), B(t))t≥0 R0

(A(t), B(t)) (A′(t), B′(t)) R0(A, B)
R0(A′, B′) R0(A, B) = R0(A′, B′) r(A/R0(A, B), B) = 0 r(A′/R0(A′, B′), B′) = 0

0 = r(A/R0(A, B), B) = r(A′/R0(A, B), B′).

R0(A, B) R0(A′, B′) r(A′/R, B′) = 0 R0(A, B) = R0(A′, B′)



is de identiteitsmatrix van geschikte grootte. We merken deze spectrale straal op  om verwarring te voorkomen.

    In de literatuur over Markov-omgevingen is dat bekend

bestaan   ( geeft de som van de componenten aan). Bovendien

μ is de spectrale straal van ,
 is de diagonale blokmatrix ,

is de getransponeerde matrix van M
 is de identiteitsmatrix.

Tuljapurkar (1990, p. 45) noemt dit de Bharucha-formule.

    Voorstel.

 als 
 als 
 als .

    Bewijs. Men heeft

Deze matrix is   gelijk aan , met

en is gedefinieerd op dezelfde wijze door het vervangen A door B . Volgens (Thieme, 2009, Stelling 3.10),  en hetzelfde
teken hebben. Maar  en .

    Opmerking 3. In een periodieke omgeving hebben we , zoals kan worden gezien door matrices (8) en (9) te vergelijken.

4. Het scalaire geval

    Als de geboorte- en overlevingsmatrices  en  zijn scalair en als de omgevingen onafhankelijk en identiek verdeeld zijn, dan laten vergelijking (2) en
voorstel 2 dat zien

of gelijkwaardig

    Laten we nu eens kijken naar het meer algemene geval van een Markoviaanse afhankelijkheid tussen opeenvolgende omgevingen. is een matrix van
overgangskansen. Aangezien de ketting onherleidbaar is, laat π de stationaire verdeling zijn van de tijd doorgebracht in de verschillende omgevingen:

(Haccou et al., 2005, §2.9.2) geven aan dat het groeipercentage is

Merk dat als bewijs op

Met , het aantal termen gelijk aan  in de som over τ is . Dus voorstel 2 laat dat zien  is de oplossing van

Daarom berekenen we gemakkelijk bijvoorbeeld met een dichotomiemethode.

5. Voorbeelden

I −

−1

.
⎛⎜⎝M1,1A(1) ⋯ MK,1A(K)

⋮ ⋮

M1,KA(1) ⋯ MK,KA(K)

⎞⎟⎠⎡⎢⎣ ⎛⎜⎝M1,1B(1) ⋯ MK,1B(K)

⋮ ⋮

M1,KB(1) ⋯ MK,KB(K)

⎞⎟⎠⎤⎥⎦ (9)

I R∗

log μ = lim
t→+∞

logE[|p(t)|]
t

(10)

|⋅|

D(M ′ ⊗ I)
D D = diag(A(1) + B(1), ⋯ , A(K) + B(K))
M ′

I

R∗ > 1 log μ > 0
R∗ = 1 log μ = 0
R∗ < 1 log μ < 0

D(M ′ ⊗ I) = .
⎛⎜⎝M1,1(A(1) + B(1)) ⋯ MK,1(A(K) + B(K))

⋮ ⋮

M1,K(A(1) + B(1)) ⋯ MK,K(A(K) + B(K))

⎞⎟⎠A∗ + B∗

A∗ = ,
⎛⎜⎝M1,1A(1) ⋯ MK,1A(K)

⋮ ⋮

M1,KA(1) ⋯ MK,KA(K)

⎞⎟⎠B∗ ρ(A∗ + B∗) − 1 ρ(A∗(I − B∗)−1) − 1
μ = ρ(A∗ + B∗) R∗ = ρ(A∗(I − B∗)−1)

R0 = R∗

A(t) B(t)

K

∑
k=1

mk log( A(k)

R0
+ B(k)) = 0,

K

∏
k=1

( A(k)

R0
+ B(k))

mk

= 1.

M = (Mi,j)

πj =∑
i

πiMi,j ∀j, ∑
j

πj = 1.

r(A, B) =∑
k

πk log(A(k) + B(k))

log p(t) =
t−1

∑
τ=0

log X(τ) + log p(0).

t → +∞ log(A(k) + B(k)) πk t + o(t) R0

K

∏
k=1

( A(k)

R0
+ B(k))

πk

= 1. (11)

R0



    Beschouw als eerste voorbeeld een scalaire populatie ( ) en stel dat er twee omgevingen zijn ( ):

De stationaire distributie is . Vergelijking (11) geeft : de bevolking zal vrijwel zeker uitsterven. Voor zo'n voorbeeld geeft
vergelijking (9) . Verschillende simulaties van dit model beginnen illustreren dit. Figuur 1 suggereert dat het proces inderdaad subkritisch
is. Parameterwaarden worden precies zo gekozen dat  en . Het lijkt er echter op dat in veel andere gevallen de twee parameters aan dezelfde kant van
1 staan   en slechts zeer weinig verschillen, waarbij het verschil vaak minder dan 1% is. Hoewel een dergelijk verschil biologisch onbeduidend lijkt, blijft het
belangrijk voor het wiskundig bewijzen van drempelresultaten.

Figuur 1.  aangaande met . Hier  terwijl .

    Overweeg als tweede voorbeeld een model met twee typen en twee omgevingen:

Merk op dat de matrices  met zijn Leslie-matrices en dat de omgevingen onafhankelijk en identiek zijn verdeeld. Formule (9) geeft
. Met , schatten we de groeisnelheid r met de formule

met t = 5000. Het proces wordt 1000 keer herhaald. We vinden dat het gemiddelde groeipercentage is  met een standaardfout van . Dit suggereert r
<0 en daarom . Om de reproduceerbaarheid numeriek in te schatten, gebruiken we voorstel 2: we delen  met door R en we schatten het nieuwe
groeipercentage. Met , we vinden  met een standaardfout van , wat suggereert dat . Met , we vinden  met
een standaardfout van , wat suggereert dat . Dus het lijkt erop dat .

    Voor hetzelfde voorbeeld kunnen we ook direct de definitie van reproduceerbaarheid gebruiken als de spectrale straal van de operator.

Merk echter op dat deze operator geen eigenwaarde heeft die niet nul is, zoals in het geval van continue tijd bestudeerd door (Inaba, 2012, lemma 9). Maar we
kunnen berekenen voor n groot en schat de reproduceerbaarheid met . Merk in ons voorbeeld dat op  en .
De vernieuwingsvergelijking (6) laat zien dat als , dus . Dus we hebben . Rekenen , het is
voldoende om de operator Ω te beschouwen op de eindige dimensie-subruimte . Met n = 1000 hebben we 10 willekeurige reeksen
omgevingen gekozen. In overeenstemming met de reeds verkregen schatting werden schattingen van reproduceerbaarheid gevonden met een gemiddelde van 0,86 en
een standaardfout van 0,015.

6. Modellen met continue tijd

    Laten we een soortgelijke theorie schetsen voor lineaire populatiemodellen in continue tijd in een ergodische willekeurige omgeving. Laten we bijvoorbeeld een
model nemen

 is een vector,
is een vierkante matrix van maat m met positieve of nulcoëfficiënten,

 is een matrix van dezelfde grootte met positieve of nulcoëfficiënten buiten de diagonaal.

We veronderstellen te vereenvoudigen

 behoort tot een eindige lijst van omgevingen 
schakelaars tussen omgevingen volgen een inhomogene continue tijd Markov-keten (Ge et al., 2006). De kans om op het tijdstip t in staat  k te zijn  , wordt
genoteerd , is oplossing van

m = 1 K = 2

A(1) = 1,  B(1) = 0,5 ,  A(2) = 0,1 ,  B(2) = 0,58 ,  M = ( ).
0,3 0,7

0,6 0,4

(π1,π2) = (6/13, 7/13) R0 ≃ 0,949 < 1
R∗ ≃ 1,050 > 1  p(0) = 1 

R0 < 1 R∗ > 1

log p(t) t R0 < 1 R∗ > 1

A(1) = ( ), B(1) = ( ),
0,1 2

0 0

0 0

0,1 0

A(2) = ( ), B(2) = ( ), M = ( ).
1 0,3

0 0

0 0

0,7 0

0,5 0,5

0,5 0,5

A(k) + B(k) k = 1, 2
R∗ = 1,01 > 1 p(0) = (1 1)′

1

t
log(|p(t)|/|p(0)|)

−0,1021 0,0074
R0 < 1 A(k) k = 1, 2

R = 0,84 r ≃ 0,0135 0,0072 r > 0 R = 0,88 r ≃ −0,0168
0,0071 r < 0 0,84 < R0 < 0,88

Ω = A(I − B)−1.

gn
n√∥gn∥/∥g0∥ B(k)B(k′) = 0 ∀k, k′ = 1, 2 g0(t) = 0 ∀t ≥ 3

gn(t) = 0 ∀t ≥ τ gn+1(t) = 0 ∀t ≥ τ + 2 gn(t) = 0 ∀t ≥ 2n + 3 gn
ℓ1({0, 1, … , 2n + 2},R2)

dp

dt
= (A(t) − B(t))p(t), (12)

p(t)
A(t)
−B(t)

(A(t),B(t)) ((A(k),B(k)))1≤k≤K

Πk(t)

dΠ

dt
= Q(t)Π.



is een onherleidbare, periodieke matrix van periode T , met positieve of nulcoëfficiënten buiten de diagonaal, continu door stukjes, en zodanig dat
.

De matrix is periodiek omdat veel populaties een mix van seizoensgebonden en willekeurige effecten ervaren. Voor discrete-tijdmodellen kan een dergelijk
mengsel worden opgenomen in de overgangsmatrix M in sectie 1. is Lyapunovs grootste exponent van (12) (Arnold en Wihstutz, 1986). We
veronderstellen dat  : de populatie convergeert naar 0 zonder geboorten.

    Reproduceerbaarheid kan worden gedefinieerd als de spectrale straal van de vernieuwingsoperator  op ruimte  gegeven door

waar de kern wordt gegeven door  en  is de overlevingsmatrix tussen de tijden en t :

(de identiteitsmatrix). We weten inderdaad uit (Bacaër en Ait Dads, 2011, lemma 2) dat de vector van geboorten per tijdseenheid als gevolg van generatie n voldoet
aan een herhalingsrelatie waarbij deze lineaire operator betrokken is, wat vergelijkbaar is met de vergelijking (6). Voor een bespreking van het verband tussen de
spectrale straal van deze operator en reproduceerbaarheid maar voor deterministische modellen, zie (Inaba, 2012, paragraaf 4). In het geval ,
reproduceerbaarheid kan opnieuw worden gekenmerkt door het feit dat , zoals in stelling 2. De spectrale straal  van  is vrijwel zeker
onafhankelijk van de bepaalde willekeurige volgorde van omgevingen, zoals in Proposition 3.

    Als de bevolking  is een scalair, we hebben

waar bijvoorbeeld

Dus we hebben

zoals in het werk van (Cordova-Lepe et al., 2012) voor een model met bijna periodieke coëfficiënten. Voor lijnvector , men heeft 
. We kunnen volgens (Perthame, 2007, §6.3.2) aantonen dat er een enkele periodieke oplossing bestaat van periode T en positief  van

Dat blijkt uit de wet van grote aantallen voor Markov-ketens

Dus we hebben

Als de matrix is niet afhankelijk van t , dan is er een enkele vector u zodat

Dus we hebben

Deze formule voor  is hetzelfde als die van (Artalejo et al., 2012, §4.1) voor "  "

7. Conclusie

    Het verschil tussen de  van dit artikel en de "  '(Hier vermeld ) in (Hernandez-Suarez et al., 2012) is vergelijkbaar met het verschil tussen enerzijds de
"stochastische" groeisnelheid (1), die ook gelijk is aan de verwachting van de bevolkingsgroei

aan de andere kant het groeipercentage van de bevolkingsverwachting (10) (Lewontin en Cohen, 1969; Tuljapurkar, 1990). Dit is de positie van r ten opzichte van 0,
of die van vergeleken met 1, die beslist of de populatie in de simulaties subkritisch of superkritisch is. Echter  en  zijn veel gemakkelijker te berekenen in
Markoviaanse omgevingen voor gestructureerde (niet-scalaire) populaties: ze worden gegeven door de spectrale stralen van eenvoudige matrices.
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