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概要

私たちは再現性の概念を研究し、 、ランダムな環境における⼈⼝動態の問題のため。単純化するために、連続す
る環境がマルコフ連鎖に従うと仮定します。 次世代オペレーターのスペクトル半径です。最近の記事で提案され
ている別のパラメーターとは対照的に、シミュレーションに対する⼈⼝の増加または減少は常に1に対する相対的な位
置によって決まります[Hernandez-Suarez C、Rabinovich J、Hernandez K（2012）

]。1に関するこの最後のパラメーターの位置は、⺟集団の期待の増減
を決定します。 構造のないスカラー⺟集団モデルの場合、簡単に計算されます。私たちは主に離散時間モデルに
関⼼がありますが、連続時間モデルについても触れています。

1.はじめに

    この記事では、次の形式の⺟集団モデルを検討します。

と  与えられた 。ベクトル  ⺟集団のさまざまなコンポーネントを表します。  そして すべてのtに
対して係数≥0のサイズmの正⽅⾏列です。  出⽣⾏列です。 ⽣存⾏列です。簡単にするために、⾏列は

 環境の有限リストから選択されます 。タイプi環境の後にタイプj環境が続きます 
 確率で 。確率で 、  タイプです 。⾏列は このマルコフ連鎖の既約で

す。⽣存⾏列は⽣物学的意味を持っています

また、次のことも想定しています。

（H1） 
（H2）⾏列  "エルゴード"（Caswell、2001）。

たとえば、共通の発⽣⾏列を持つプリミティブ⾏列はエルゴードです。これらの仮定のいくつかは弱められる可能性
があります。

    ランダムな環境でのそのような⼈⼝モデルに関する⼤規模な⽂献があります（LewontinおよびCohen、1969年;
Tuljapurkar、1990年）。私たちは定義します
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(log |p(t)|)/t = lim
t→+∞

(log ∥X(t − 1)X(t − 2) ⋯ X(0)∥)/t. (1)
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この制限はほぼ確実に存在し、初期条件やマルコフ連鎖に従ってランダムに選択された特定の環境シーケンスとは無
関係です（Tuljapurkar、1990、p。26）。成⻑率rの⾏列への依存性をマークするには、次のように書きます。

。たとえば、⺟集団ベクトルがスカラーであり、環境が独⽴していて同⼀に分布している場合、

そして

（Haccou et al。、2005、§2.9.2）。

    BacaërとGuernaoui（2006）は、周期的な環境の場合、再現率とも呼ばれる再現性の古典的な概念を⼀般化しまし
た。 世代別の漸近的な成⻑率です（BacaërとAit Dads、2011年と2012年）。Thieme（2009、§5.1）とInaba（2012）
は、継続的時間ではあるが周期的ではない決定論的環境のケースを研究しました。最近の記事（Hernandez-Suarez et
al。、2012）では、ランダム環境のモデルへの再現性の適応を提案しています。しかし、彼らの位置は  1と⽐較し
ても、⼈⼝が最終的に増加するか減少するかは常に判断されるわけではありません（反例を以下に⽰します）。この
記事では、  正しいしきい値を与えるように計算する必要があります。これが⽅程式の唯⼀の解です

⾔い換えると、 指数関数的な増加も指数関数的な減衰も発⽣しない臨界状態に⼈⼝をもたらすために、すべての
出⽣率を分割する必要がある数です。そのような特徴付け  （Li and Schneider、2002、Theorem 3.1）によって⼀定
の環境について、（Bacaër、2007、§3.4）および（Bacaër、2009、セクション4）によって連続時間または離散時間の
周期的環境について強調されました。

    セクション2では、再現性は（Diekmann and Heesterbeek、2000）の⽤語に従って「次世代オペレーター」のスペク
トル半径として定義されます。命題1によると、  もしそうなら 。命題2は、再現性が式（3）を使⽤して
計算できることを⽰しています。（Bacaër、2009）によって周期的な環境で得られる再現性の式は、この記事のアプ
ローチの特定のケースです。セクション3は、（Hernandez-Suarez et al。、2012）によって最近導⼊されたパラメータ
ーが、⼈⼝の期待の増加または減少を決定することを⽰しています。セクション4では、再現性を簡単に計算できるス
カラーのケースに焦点を当てます。数値例はセクション5に⽰されています。セクション6は、最近の記事（Artalejo et
al。、2012）にリンクするための連続時間モデルについて簡単に説明しています。結論は、再現性と（Hernandez-
Suarez et al。、2012）の違いを説明しています。成⻑率の期待と期待の成⻑率には同じ違いがあります。この違いは
多くの議論の対象となっています（Lewontin and Cohen、1969; Tuljapurkar、1990）。

2.の定義とプロパティ 

    定期的なケース（BacaërとAit Dads、2011および2012）と同様に、⼈⼝を世代に分割します。 時間 tの世代n
に属する⺟集団ベクトルです。  そして 、

⽅程式の右辺のゼロに注意してください  のゼロベクトルです 。と

我々は持っています

私たちは定義します

r = r(A, B)

Mi,j = mj ∀i, j,

r(A, B) = ∑
k

mk log(A(k) + B(k)) (2)

R0

R0

R0

r(A/R0, B) = 0. (3)

R0

R0

R0 > 1 r > 0

R0

q(n, t)

t ≥ 0 n ≥ 0

q(0, 0) = p(0), q(0, t + 1) = B(t)q(0, t)
q(n + 1, 0) = 0, q(n + 1, t + 1) = A(t)q(n, t) + B(t)q(n + 1, t). (4)

q(n + 1, 0) = 0 R
m

p(t) = ∑
n≥0

q(n, t)

p(t + 1) = (A(t) + B(t))p(t) ∀t ≥ 0.

L = ℓ1(N,Rm) = {(x(0), x(1), …); x(t) ∈ R
m ∀t ≥ 0, ∥x∥ = ∑

t≥0

m

∑
i=1

|xi(t)| < +∞}.



次に、L はこの基準を持つバナッハ空間です。（4）も書かれていることに注意してください

オペレーターを紹介する 、  とアイデンティティ演算⼦  と

なぜなら  そして  有限の⾏列のセットから選択されていることは明らかです  そして  もし 
。さらに、  そして  有界線形演算⼦です。

    補題1. スペクトル半径  等しい 。

    証拠。 私たちは定義します 。我々は持っています 、 、

（1）とスペクトル半径の式により、

 ベクトル標準に関連付けられた演算⼦標準です。

    補題2。  ：出⽣がない場合、⼈⼝は絶滅します。

    証拠。 我々は持っています  そして 。環境  表⽰されます（  正の割合で マル
コフ連鎖は既約なので、式（1）の項から。だが は、乗法の標準です。だから私たちは

。

    なぜなら 、補題1は、 。そう  は反転可能です： 、 我々は持っています

つまり

と 、⽅程式（5）は

つまり

なぜなら 、 我々は持っています 。私たちは定義します 。この⽅法では、
時間tとt + 1の間の世代nによる出産のベクトルです。次の結論に達しました。

より明確には、  と出⽣の更新⽅程式

    定義1。  次世代オペレーターのスペクトル半径 。

q(n + 1, 0) = 0, − B(t)q(n + 1, t) + q(n + 1, t + 1) = A(t)q(n, t). (5)

A : L → L B : L → L I : L → L

∀x ∈ L, ∀t ≥ 0, (Ax)(0) = 0, (Ax)(t + 1) = A(t)x(t),
(Bx)(0) = 0, (Bx)(t + 1) = B(t)x(t),
(Ix)(t) = x(t).

A(t) B(t) Ax ∈ L Bx ∈ L

x ∈ L A B

ρ(A + B) er(A,B)

X = A + B ∀x ∈ L ∀τ ≥ 1

(X
τx)(t) = 0, 0 ≤ t ≤ τ − 1,

(X τx)(t) = X(t − 1)X(t − 2) ⋯ X(t − τ)x(t − τ), t ≥ τ.

ρ(X) = lim
τ→+∞

∥X
τ∥1/τ = er(A,B).

∥ ⋅ ∥

r(0, B) < 0

∥B(k)∥1 ≤ 1 ∀k ∥B(κ)∥1 < 1 κ t → +∞) πκ

∥ ⋅ ∥1

 r(0, B) ≤ πκ log ∥B(κ)∥1 < 0

r(0, B) < 0 ρ(B) < 1 I − B y = (I − B)x

x = (I − B)−1y = y + By + B
2y + ⋯ ,

x(t) =
t

∑
τ=0

B(t − 1)B(t − 2) ⋯ B(τ)y(τ), ∀t ≥ 0.

qn = (q(n, t))t≥0

(I − B)qn+1 = Aqn,

qn+1 = (I − B)−1
Aqn.

q0 ∈ L qn ∈ L ∀n ≥ 1 gn = Aqn

gn(t + 1) = A(t)q(n, t)

gn+1 = Aqn+1 = A(I − B)−1gn.

gn+1(0) = 0

gn+1(t + 1) =
t

∑
τ=0

A(t)B(t − 1)B(t − 2) ⋯ B(τ)gn(τ), ∀t ≥ 0, ∀n ≥ 0. (6)

R0 A(I − B)−1



    定義1と表⽰の類似性に注意してください （Thieme、2009、§5.1）および（Inaba、2012）の時間的に異質な環境
での連続時間モデルの場合。私たちは書く  ⼀連の⾏列への依存を強調します。

    命題1。

 もし 、
 もし 、
 もし 。

    証拠。 （Thieme、2009、Theorem 3.10）によれば、  と同じ符号を持っています 。しか
し、補題1は⾔う 。  したがって、と同じ符号を持っています 。

    2.命題 と仮定 。  ⽅程式のユニークな解です  と 。

    証拠。 再現性は⼀連の出⽣率に線形に依存するため、

命題1では、

だから⽅程式 少なくとも1つのソリューションがあります。（1）で、

減少関数です。Rに関する導関数を2倍にすることで、次のことが簡単にわかります。

完全にゼロまたは対数凸の関数です。この点はすでに使⽤されています（BacaërおよびAit Dads、2012、付録C）。
（コーエン、1980、定理1）によると、 凸関数です。だから⽅程式 1つのソリューショ
ンしか持てません。実際、2つの異なるソリューションがあった場合  そして  と 、減少および凸関数 

 これら2つの値の間だけでなく、定数0になります 。この機能  に 凸状です。また、
継続的です。だから私たちは  もし 。このようにして⽭盾に達した。

    備考1. 命題2は、⼀般に はrを計算するのと同じくらい難しく 、⼆分法を使⽤する必要があるため、計算時間が
⻑くなります。

    注2.定期的な環境の場合 、（Bacaër、2009）は、  のスペクトル半径でした

BacaërとAit Dads（2012、命題3）は、これは  ⽅程式の唯⼀の解です

式（1）を使⽤すると、上記の左側は⽬に⾒えて次のようになります。 。したがって、命題2から、
（Bacaër、2009）は、  周期的な環境の特定のケースにおける定義1の（  もし  そして 

、 、および そうでない場合）。プレゼントできます  のスペクトル半径のような周
期的環境では

R0

R0(A, B)

R0(A, B) > 1 r(A, B) > 0

R0(A, B) = 1 r(A, B) = 0

R0(A, B) < 1 r(A, B) < 0

R0(A, B) − 1 ρ(A + B) − 1

ρ(A + B) = er(A,B) R0(A, B) − 1 r(A, B)

R0(A, B) > 0 R0(A, B) r(A/R, B) = 0 R ∈ (0, +∞)

R0(A/R0(A, B), B) = 1.

r(A/R0(A, B), B) = 0.

 r(A/R, B) = 0 

R ↦ r(A/R, B), R ∈ (0, +∞)

R ↦ Ai,j(t)/R + Bi,j(t) ∀(i, j)

R ↦ r(A/R, B) r(A/R, B) = 0

R1 R2 R1 < R2

R ↦ r(A/R, B) R ≥ R1 ]0, +∞[ R

r(A/R, B) → r(0, B) < 0 R → +∞

R0

(1, 2, … , K) R0

−1

.

⎛⎜⎝A(1) 0 ⋯ 0

0 A(2) ⋮

⋮ ⋱ ⋱ 0

0 ⋯ 0 A(K)

⎞⎟⎠⎛⎜⎝−B(1) I 0 ⋯ 0

0 −B(2) I 0

0 ⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ 0 I

I ⋯ 0 0 −B(K)

⎞⎟⎠ (7)

R0

ρ(( A(K)

R
+ B(K))⋯( A(1)

R
+ B(1))) = 1.

er(A/R,B) R0

R0 Mi,j = 1 j = i + 1

1 ≤ i ≤ K − 1 MK,1 = 1 Mi,j = 0 R0



簡単に確認できるのは、（7）のスペクトル半径に等しい（Hernandez-Suarez et al。、2012、セクション5）。
（Bacaërand Ait Dads、2012）によれば、このスペクトル半径は  （Cushing and Zhou、1994; Caswell、
2001）環境が⼀定の場合、  そして 。

    命題3. の定義  上記は特定のランダムなシーケンスとは無関係です 、これはマルコフ連鎖に従いま
す。そう  モデルの再現性と呼ぶことができます。

    証拠。 マルコフ連鎖に従う環境の2つのシーケンスを選択します。  そして 。対応する再現
性は  そして 。それを⽰したい 。命題2では、  そして

。しかし、成⻑率は環境の特定のシーケンスとは無関係です（Tuljapurkar、1990）。だから私
たちは

 そして  の解決策です 。命題2によると、 。

3.別のパラメーター

    最近の記事（Hernandez-Suarez et al。、2012）は、再現性をマトリックスのスペクトル半径として定義することを提
案しています

は、適切なサイズの単位⾏列です。このスペクトル半径に注意します  混乱を避けるために。

    マルコフ環境に関する⽂献では、

存在する（ コンポーネントの合計を⽰します）。さらに、

μは、 、
 対⾓ブロック⾏列です 、

Mの転置⾏列
 単位⾏列です。

Tuljapurkar（1990、p。45）はこれをバルチャ式と呼んでいます。

    提案。

 もし 
 もし 
 もし 。

    証拠。 我々は持っています

−1
⎛⎜⎝ 0 0 ⋯ 0 A(K)

A(1) 0 0

0 ⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ 0 0

0 ⋯ 0 A(K−1) 0

⎞⎟⎠⎛⎜⎝ I 0 ⋯ 0 −B(K)

−B(1) I 0

0 ⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ I 0

0 ⋯ 0 −B(K−1) I

⎞⎟⎠ (8)

A(I − B)−1

A(k) = A B(k) = B ∀k

R0 (A(t), B(t))t≥0

R0

(A(t), B(t)) (A′(t), B′(t))

R0(A, B) R0(A′, B′) R0(A, B) = R0(A′, B′) r(A/R0(A, B), B) = 0

r(A′/R0(A′, B′), B′) = 0

0 = r(A/R0(A, B), B) = r(A′/R0(A, B), B′).

R0(A, B) R0(A′, B′) r(A′/R, B′) = 0 R0(A, B) = R0(A′, B′)

I −

−1

.
⎛⎜⎝M1,1A(1) ⋯ MK,1A(K)

⋮ ⋮

M1,KA(1) ⋯ MK,KA(K)

⎞⎟⎠⎡⎢⎣ ⎛⎜⎝M1,1B(1) ⋯ MK,1B(K)

⋮ ⋮

M1,KB(1) ⋯ MK,KB(K)

⎞⎟⎠⎤⎥⎦ (9)

I R∗

log μ = lim
t→+∞

logE[|p(t)|]
t

(10)

|⋅|

D(M ′ ⊗ I)

D D = diag(A(1) + B(1), ⋯ , A(K) + B(K))

M ′

I

R∗ > 1 log μ > 0

R∗ = 1 log μ = 0

R∗ < 1 log μ < 0



この⾏列は次と等しい 、

そして 同様に、AをBに置き換えることで定義されます。（Thieme、2009、Theorem 3.10）によれば、
 そして 同じ記号を持っています。だが  そして 

。

    注3.定期的な環境では、 、⾏列（8）と（9）を⽐較するとわかるように。

4.スカラーケース

    出⽣と⽣存⾏列  そして  がスカラーであり、環境が独⽴しており、同⼀に分布している場合、⽅程式（2）
と命題2は、

または同等

    次に、連続する環境間のマルコフ依存のより⼀般的なケースを考えてみましょう。 遷移確率の⾏列で
す。連鎖は既約なので、πをさまざまな環境で費やした時間の定常分布とします。

（Haccou et al。、2005、§2.9.2）は、成⻑率が

証明のために、単にそれに注意してください

と 、等しい項の数  τの合計は 。命題2は  の解決策です

したがって、簡単に計算できます 、例えば⼆分法による。

5.例

    最初の例として、スカラー⺟集団（ ）、2つの環境があるとします（ ）：

D(M ′ ⊗ I) = .
⎛⎜⎝M1,1(A(1) + B(1)) ⋯ MK,1(A(K) + B(K))

⋮ ⋮

M1,K(A(1) + B(1)) ⋯ MK,K(A(K) + B(K))

⎞⎟⎠A∗ + B∗

A∗ = ,
⎛⎜⎝M1,1A(1) ⋯ MK,1A(K)

⋮ ⋮

M1,KA(1) ⋯ MK,KA(K)

⎞⎟⎠B∗

ρ(A∗ + B∗) − 1 ρ(A∗(I − B∗)−1) − 1 μ = ρ(A∗ + B∗)

R∗ = ρ(A∗(I − B∗)−1)

R0 = R∗

A(t) B(t)

K

∑
k=1

mk log( A(k)

R0
+ B(k)) = 0,

K

∏
k=1

( A(k)

R0
+ B(k))

mk

= 1.

M = (Mi,j)

πj =∑
i

πiMi,j ∀j, ∑
j

πj = 1.

r(A, B) =∑
k

πk log(A(k) + B(k))

log p(t) =
t−1

∑
τ=0

log X(τ) + log p(0).

t → +∞ log(A(k) + B(k)) πk t + o(t) R0

K

∏
k=1

( A(k)

R0
+ B(k))

πk

= 1. (11)

R0

m = 1 K = 2

A(1) = 1,  B(1) = 0,5 ,  A(2) = 0,1 ,  B(2) = 0,58 ,  M = ( ).
0,3 0,7
0,6 0,4



定常分布は 。式（11）は ：⼈⼝はほぼ確実に絶滅の危機に瀕しています。その
ような例では、⽅程式（9）は 。から始まるこのモデルのいくつかのシミュレーション これを
説明します。図1は、プロセスが実際に亜臨界であることを⽰しています。パラメータ値は正確に選択されるため、

 そして 。ただし、他の多くの場合、2つのパラメーターは1の同じ側にあり、ほんのわずかしか違いが
ないように思われます。その違いは、多くの場合1％未満です。このような違いは⽣物学的には重要ではないと思われ
るかもしれませんが、数学的に閾値の結果を証明するには重要なままです。

図1。  の⾯では 。ここに  ながら 。

    2番⽬の例として、2つのタイプと2つの環境を持つモデルを考えます。

⾏列に注意してください  と はレスリー⾏列であり、環境は独⽴しており、同じように分散してい
ます。式（9）は 。と 、次の式で 成⻑率rを推定します

tが 5000を=。プロセスは1000回繰り返されます。平均成⻑率は  標準エラー 。これはr <0を⽰唆してい
る ため、 。再現性を数値的に推定するには、命題2を使⽤します。  と Rによって、新しい成⻑率
を推定します。と 、 我々は気づく  標準エラー 、それは⽰唆しています 。と

、 我々は気づく  標準エラー 、それは⽰唆しています 。だからそれは
。

    同じ例で、再現性の定義を演算⼦のスペクトル半径として直接使⽤することもできます。

ただし、（Inaba、2012、lemma 9）によって調査された連続時間の場合のように、この演算⼦にはゼロ以外の固有値
がないことに注意してください。でも計算できます 以下のためのN⼤として再現性を⾒積もります 。
この例では、  そして 。更新⽅程式（6）は、 、 そう

。だから私たちは 。計算するには 、有限次元部分空間上の演算⼦Ωを検
討するだけで⼗分です 。では 、N = 1000、我々は環境の10のランダムな配列を選択しまし
た。再現性の推定値は、すでに得られた推定値と⼀致して、平均0.86および標準誤差0.015で⾒つかりました。

(π1, π2) = (6/13, 7/13) R0 ≃ 0,949 < 1

R∗ ≃ 1,050 > 1  p(0) = 1 

R0 < 1 R∗ > 1

log p(t) t R0 < 1 R∗ > 1

A(1) = ( ), B(1) = ( ),
0,1 2

0 0

0 0

0,1 0

A(2) = ( ), B(2) = ( ), M = ( ).
1 0,3

0 0

0 0

0,7 0

0,5 0,5

0,5 0,5

A(k) + B(k) k = 1, 2

R∗ = 1,01 > 1 p(0) = (1 1)′

1

t
log(|p(t)|/|p(0)|)

−0,1021 0,0074

R0 < 1 A(k) k = 1, 2

R = 0,84 r ≃ 0,0135 0,0072 r > 0

R = 0,88 r ≃ −0,0168 0,0071 r < 0

0,84 < R0 < 0,88

Ω = A(I − B)−1.

gn
n√∥gn∥/∥g0∥

B(k)B(k′) = 0 ∀k, k′ = 1, 2 g0(t) = 0 ∀t ≥ 3 gn(t) = 0 ∀t ≥ τ

gn+1(t) = 0 ∀t ≥ τ + 2 gn(t) = 0 ∀t ≥ 2n + 3 gn

ℓ1({0, 1, … , 2n + 2},R2)



6.連続時間のあるモデル

    エルゴードのランダム環境における連続時間の⼈⼝の線形モデルについて、同様の理論をスケッチしましょう。モ
デルを例にとってみましょう

 ベクトルです
正またはゼロの係数を持つサイズmの正⽅⾏列です。

 対⾓の外側に正またはゼロの係数をもつ同じサイズの⾏列です。

簡略化するとします

 環境の有限リストに属している 
環境間の切り替えは、不均⼀な連続時間のマルコフ連鎖に従います（Ge et al。、2006）。状態である確率  K時
刻における  T注⽬されます、 、の解決策です

は、周期Tの既約の周期⾏列であり、対⾓の外側に正またはゼロの係数があり、断⽚で連続しているため、
次のようになります。 。

マトリックス 多くの集団が季節的な影響とランダムな影響の混合を経験するため、周期的です。離散時間モデ
ルの場合、このような混合はセクション1の遷移⾏列Mに組み込むことができます 。 リアプノフの（12）の
最⼤の指数です（Arnold and Wihstutz、1986）。と思う  ：⼈⼝は出⽣なしで0に収束します。

    再現性は、更新演算⼦のスペクトル半径として定義できます  宇宙で  によって与えられた

ここで、核は  そして  時代間の⽣存⾏列 そしてt：

（単位⾏列）。実際、（Bacaërand Ait Dads、2011、lemma 2）から、世代nによる時間単位あたりの出産のベクトル
は、この線形演算⼦を含む反復関係を満たすことがわかります。 （6）。この演算⼦のスペクトル半径と再現性の間
のリンクの説明については、決定論的モデルについては、（Inaba、2012、セクション4）を参照してください。その
場合 、再現性は、 、命題2のように。スペクトル半径  の  命題3のように、環境の特定の
ランダムなシーケンスからほぼ確実に独⽴しています。

    ⼈⼝が  スカラーです。

たとえば

だから私たちは

ほぼ周期的な係数を持つモデルの（Cordova-Lepe et al。、2012）の作業と同様です。⾏ベクトルの場合
、 我々は持っています 。（Perthame、2007、§6.3.2）によれば、周期Tと正の単⼀の周期解が存在
することを⽰すことができます  の

dp

dt
= (A(t) − B(t))p(t), (12)

p(t)

A(t)

−B(t)

(A(t),B(t)) ((A(k),B(k)))1≤k≤K

Πk(t)

dΠ

dt
= Q(t)Π.

Q(t)

Qjj(t) = −∑i≠jQij(t)

Q(t)

λ1(A,B)

λ1(0,B) < 0

K L1((0, ∞),Rm)

(Ku)(t) = ∫
t

0
K(t,x)u(t − x) dx,

K(t,x) = A(t)C(t,x) C(t,x) t − x

C(t,x) = Z(t),
dZ

ds
= −B(s)Z(s) (t − x < s < t), Z(t − x) = I

R0 > 0 λ1(A/R0,B) = 0 R0 K

p(t)

λ1(A,B) = ⟨A⟩ − ⟨B⟩,

⟨A⟩ = lim
t→∞

1

t
∫

t

0

A(s) ds.

R0 =
⟨A⟩

⟨B⟩

v = (1 1 … 1)

dv/dt = 0 = vQ(t)

u(t)



マルコフ連鎖の多数の法則は、

だから私たちは

マトリックスの場合 tに依存しない場合、次のような単⼀のベクトルuがあります。

だから私たちは

この式  「Artalejo et al。、2012、§4.1」と同じです。  」

7.まとめ

    の違い  この記事と「  "（ここに記載 ）（Hernandez-Suarez et al。、2012）は、⼀⽅では「確率的」成⻑率
（1）との違いに類似しており、これは⼈⼝成⻑率の期待値にも等しい

⼀⽅、⼈⼝期待の増加率（10）（Lewontin and Cohen、1969; Tuljapurkar、1990）。これは、0に対するrの位置、または
1と⽐較して、シミュレーションで⺟集団が亜臨界であるか超臨界であるかを決定します。しかしながら  そ

して  構造化された（⾮スカラー）⺟集団のマルコフ環境では、計算がはるかに簡単です。それらは、単純な⾏列
のスペクトル光線によって与えられます。

ありがとう

    ランダム環境への関⼼を刺激してくれたSylvieMéléard、Odo Diekmann、特にCarlos Hernandez-Suarezに感謝します。
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