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resumen

Estudiamos la noción de reproducibilidad, notada , para problemas de dinámica de poblaciones en entornos aleatorios. Para simplificar, suponemos que entornos
sucesivos siguen una cadena de Markov. es el radio espectral de un operador de próxima generación. Su posición con respecto a 1 siempre determina el
crecimiento o la disminución de la población en las simulaciones, al contrario de otro parámetro sugerido en un artículo reciente [Hernández-Suárez C, Rabinovich
J, Hernández K (2012) ] La posición de este último parámetro con respecto a 1 determina el crecimiento y la
disminución de las expectativas de la población. se calcula fácilmente en el caso de modelos de población escalar sin ninguna estructura. Estamos principalmente
interesados   en modelos de tiempo discreto, pero también se mencionan modelos de tiempo continuo.

1. Introducción

    En este artículo, consideramos modelos de población de la forma

con  dada en . El vector  representa los diferentes componentes de la población.  y son matrices cuadradas de tamaño m con coeficientes ≥ 0
para todas las t .  Es una matriz de nacimiento. es una matriz de supervivencia Para simplificar, suponemos que las matrices  son elegidos de
una lista finita de ambientes . El entorno tipo i es seguido por un entorno tipo j  con una probabilidad . Con una probabilidad

,  es de tipo . Suponemos que la matriz de esta cadena de Markov es irreducible. Las matrices de supervivencia tienen un significado
biológico si

También asumimos:

(H1) 
(H2) las matrices  son "ergódicos" (Caswell, 2001).

Por ejemplo, las matrices primitivas con una matriz de incidencia común son ergódicas. Algunos de estos supuestos pueden debilitarse.

    Existe una vasta literatura sobre tales modelos de población en un entorno aleatorio (Lewontin y Cohen, 1969; Tuljapurkar, 1990). Definimos

 Una matriz estándar.

Con los supuestos anteriores,

Es casi seguro que este límite existe y es independiente de la condición inicial y la secuencia particular de entornos elegidos al azar según la cadena de Markov
(Tuljapurkar, 1990, p. 26). Para marcar la dependencia de la tasa de crecimiento r en las matrices, escribimos . Si, por ejemplo, el vector de población es
escalar y los entornos son independientes e idénticamente distribuidos, entonces

y

(Haccou et al., 2005, §2.9.2).

    Bacaër y Guernaoui (2006) generalizaron la noción clásica de reproducibilidad, también llamada tasa de reproducción, en el caso de entornos periódicos. es
una tasa de crecimiento asintótica por generación (Bacaër y Ait Dads, 2011 y 2012). Thieme (2009, §5.1) e Inaba (2012) estudiaron el caso de entornos deterministas
en tiempo continuo pero no periódico. En un artículo reciente, (Hernández-Suárez et al., 2012) sugirió adaptar la reproducibilidad a modelos con entornos aleatorios.
Sin embargo, parece que la posición de su  en comparación con 1 no siempre se decide si la población eventualmente aumenta o disminuye (a continuación se
presentará un contraejemplo). En este artículo, explicamos cómo  debe calcularse para dar el umbral correcto: esta es la única solución a la ecuación

Dicho de otro modo, es el número por el cual todas las tasas de natalidad deben dividirse para llevar a la población a la situación crítica en la que no se produce
crecimiento exponencial ni decadencia exponencial. Tal caracterización de  fue resaltado para entornos constantes por (Li y Schneider, 2002, Teorema 3.1) y para
entornos periódicos en tiempo continuo o discreto por (Bacaër, 2007, §3.4) y (Bacaër, 2009, sección 4).

    En la sección 2, la reproducibilidad se define como el radio espectral de un "operador de próxima generación" de acuerdo con la terminología de (Diekmann y
Heesterbeek, 2000). De acuerdo con la Proposición 1,  si y solo si . La Proposición 2 muestra que la reproducibilidad se puede calcular usando la
ecuación (3). La fórmula de reproducibilidad obtenida para entornos periódicos por (Bacaër, 2009) es un caso particular del enfoque de este artículo. La sección 3
muestra que el parámetro introducido recientemente por (Hernández-Suárez et al., 2012) determina el crecimiento o la disminución de las expectativas de la
población. La sección 4 se centra en el caso escalar, para el cual la reproducibilidad se calcula fácilmente. En la sección 5 se presentan ejemplos numéricos. La
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p(t + 1) = X(t)p(t), X(t) = A(t) + B(t), t = 0, 1, …

p(0) R
m p(t) A(t) B(t)

A(t) B(t) (A(t), B(t))

(A(k), B(k))1≤k≤K (1 ≤ i, j ≤ K) Mi,j

μi (A(0), B(0)) i M = (Mi,j)

∑
i

B
(k)
i,j ≤ 1, ∀j, ∀k.

∃ κ, ∥B(κ)∥1 = maxj ∑i B
(κ)
i,j < 1

A(k) + B(k)

|p(t)| = ∑i pi(t)
∥ ⋅ ∥

r = lim
t→+∞

(log |p(t)|)/t = lim
t→+∞

(log ∥X(t − 1)X(t − 2) ⋯ X(0)∥)/t. (1)

r = r(A, B)

Mi,j = mj ∀i, j,

r(A, B) = ∑
k

mk log(A(k) + B(k)) (2)

R0

R0

R0

r(A/R0, B) = 0. (3)

R0

R0

R0 > 1 r > 0

https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01267142


sección 6 discute brevemente los modelos de tiempo continuo para vincular a un artículo reciente (Artalejo et al., 2012). La conclusión explica la diferencia entre
nuestra reproducibilidad y la de (Hernández-Suárez et al., 2012). Hay la misma diferencia entre la expectativa de la tasa de crecimiento y la tasa de crecimiento de la
expectativa. Esta diferencia ha sido objeto de mucha discusión (Lewontin y Cohen, 1969; Tuljapurkar, 1990).

2. Definición y propiedades de 

    Como en el caso periódico (Bacaër y Ait Dads, 2011 y 2012), dividimos a la población en generaciones. es el vector de población que pertenece a la
generación n en el tiempo t : para todos  y ,

Tenga en cuenta que el cero en el lado derecho de la ecuación  es el vector cero de . Con

se tiene

Definimos

Entonces L es un espacio de Banach con esta norma. Tenga en cuenta que (4) también está escrito

Introducir a los operadores ,  y el operador de identidad  con

Porque  y  se eligen de entre un conjunto finito de matrices, está claro que  y  Si . De más,  y  son operadores lineales acotados.

    Lema 1. El radio espectral  es igual a .

    Evidencia. Definimos . Se tiene , ,

Con (1) y la fórmula del radio espectral, tenemos

 es el estándar de operador asociado con el estándar de vector.

    Lema 2.  : la población se extingue si no hay nacimientos.

    Evidencia. Se tiene  y . El entorno  aparece (si  en una fracción positiva de los términos de la ecuación (1), porque la
cadena de Markov es irreducible. Pero Es un estándar sub-multiplicativo. Entonces obtenemos .

    Porque Lema 1 muestra que . Entonces  es invertible: si , se tiene

es decir

Con , la ecuación (5) es equivalente a

es decir

Porque , se tiene . Definimos . De esta manera, es el vector de nacimientos debido a la generación n entre
los tiempos t y t + 1 . Llegamos a la siguiente conclusión:

Más explícitamente, tenemos  y la ecuación de renovación para nacimientos

    Definición 1.  es el radio espectral del operador de próxima generación .

R0

q(n, t)
t ≥ 0 n ≥ 0

q(0, 0) = p(0), q(0, t + 1) = B(t)q(0, t)
q(n + 1, 0) = 0, q(n + 1, t + 1) = A(t)q(n, t) + B(t)q(n + 1, t). (4)

q(n + 1, 0) = 0 R
m

p(t) = ∑
n≥0

q(n, t)

p(t + 1) = (A(t) + B(t))p(t) ∀t ≥ 0.

L = ℓ1(N,Rm) = {(x(0), x(1), …); x(t) ∈ R
m ∀t ≥ 0, ∥x∥ = ∑

t≥0

m

∑
i=1

|xi(t)| < +∞}.

q(n + 1, 0) = 0, − B(t)q(n + 1, t) + q(n + 1, t + 1) = A(t)q(n, t). (5)

A : L → L B : L → L I : L → L

∀x ∈ L, ∀t ≥ 0, (Ax)(0) = 0, (Ax)(t + 1) = A(t)x(t),
(Bx)(0) = 0, (Bx)(t + 1) = B(t)x(t),
(Ix)(t) = x(t).

A(t) B(t) Ax ∈ L Bx ∈ L x ∈ L A B

ρ(A + B) er(A,B)

X = A + B ∀x ∈ L ∀τ ≥ 1

(X τx)(t) = 0, 0 ≤ t ≤ τ − 1,

(X
τx)(t) = X(t − 1)X(t − 2) ⋯ X(t − τ)x(t − τ), t ≥ τ.

ρ(X) = lim
τ→+∞

∥X τ∥1/τ = er(A,B).

∥ ⋅ ∥

r(0, B) < 0

∥B(k)∥1 ≤ 1 ∀k ∥B(κ)∥1 < 1 κ t → +∞) πκ

∥ ⋅ ∥1  r(0, B) ≤ πκ log ∥B(κ)∥1 < 0

r(0, B) < 0 ρ(B) < 1 I − B y = (I − B)x

x = (I − B)−1y = y + By + B
2y + ⋯ ,

x(t) =
t

∑
τ=0

B(t − 1)B(t − 2) ⋯ B(τ)y(τ), ∀t ≥ 0.

qn = (q(n, t))t≥0

(I − B)qn+1 = Aqn,

qn+1 = (I − B)−1
Aqn.

q0 ∈ L qn ∈ L ∀n ≥ 1 gn = Aqn gn(t + 1) = A(t)q(n, t)

gn+1 = Aqn+1 = A(I − B)−1gn.

gn+1(0) = 0

gn+1(t + 1) =
t

∑
τ=0

A(t)B(t − 1)B(t − 2) ⋯ B(τ)gn(τ), ∀t ≥ 0, ∀n ≥ 0. (6)

R0 A(I − B)−1



    Tenga en cuenta la analogía entre la definición 1 y la presentación de para modelos de tiempo continuo en entornos temporalmente heterogéneos de (Thieme,
2009, §5.1) e (Inaba, 2012). Escribimos  enfatizar la dependencia de la serie de matrices.

    Proposición 1.

 Si ,
 Si ,
 Si .

    Evidencia. De acuerdo con (Thieme, 2009, Teorema 3.10),  tiene el mismo signo que . Pero el Lema 1 dice .
 por lo tanto tiene el mismo signo que .

    Proposición 2. Suponga que .  es la solución única a la ecuación  con .

    Evidencia. Dado que la reproducibilidad depende linealmente del conjunto de tasas de natalidad, tenemos

Con la proposición 1, tenemos

Entonces la ecuación tiene al menos una solución. Con (1),

Es una función decreciente. Al tomar dos veces la derivada con respecto a R , podemos ver fácilmente que

es una función idénticamente cero o log-convexa. Este punto ya ha sido utilizado por (Bacaër y Ait Dads, 2012, apéndice C). Según (Cohen, 1980, teorema 1),
Es una función convexa. Entonces la ecuación Solo puede tener una solución. De hecho, si hubiera dos soluciones distintas  y 

 con , la función decreciente y convexa  sería constante 0 no solo entre estos dos valores sino también para . Esta función de
 dentro es convexo También es continuo. Entonces tenemos  Si . Así llegamos a una contradicción.

    Observación 1. La Proposición 2 muestra que, en general, el cálculo de es tan difícil como calcular r , y requiere más tiempo de cálculo porque se debe usar
un método de dicotomía.

    Nota 2. Para entornos periódicos en orden , (Bacaër, 2009) ha demostrado que  era el radio espectral de

Bacaër y Ait Dads (2012, Proposición 3) insistieron en que esto  es la única solución a la ecuación

Con la ecuación (1), el lado izquierdo de arriba es visiblemente igual a . Por lo tanto, podemos concluir de la proposición 2 que  en (Bacaër, 2009) es
idéntico al  de definición 1 en el caso particular de entornos periódicos (  Si  y , y si no). Podemos presentar

 en un entorno periódico como el radio espectral de

que podemos ver fácilmente es igual al radio espectral de (7) (Hernández-Suárez et al., 2012, sección 5). Según (Bacaër y Ait Dads, 2012), este radio espectral es
igual al radio espectral de  (Cushing y Zhou, 1994; Caswell, 2001) cuando el ambiente es constante, con  y .

    Proposición 3. La definición de  anterior es independiente de la secuencia aleatoria particular , que sigue la cadena de Markov. Entonces
se puede llamar la reproducibilidad del modelo.

    Evidencia. Elegimos dos secuencias de entornos que siguen la cadena de Markov,  y . Las repoductividades correspondientes son
 y . Queremos mostrar que . Con la proposición 2, tenemos  y . Pero

las tasas de crecimiento son independientes de la secuencia particular de entornos (Tuljapurkar, 1990). Entonces tenemos

 y  son soluciones de . De acuerdo con la proposición 2, .

3. Otro parámetro

    Un artículo reciente, (Hernández-Suárez et al., 2012) sugiere definir la reproducibilidad como el radio espectral de la matriz

R0
R0(A, B)

R0(A, B) > 1 r(A, B) > 0
R0(A, B) = 1 r(A, B) = 0
R0(A, B) < 1 r(A, B) < 0

R0(A, B) − 1 ρ(A + B) − 1 ρ(A + B) = er(A,B)

R0(A, B) − 1 r(A, B)

R0(A, B) > 0 R0(A, B) r(A/R, B) = 0 R ∈ (0, +∞)

R0(A/R0(A, B), B) = 1.

r(A/R0(A, B), B) = 0.

 r(A/R, B) = 0 

R ↦ r(A/R, B), R ∈ (0, +∞)

R ↦ Ai,j(t)/R + Bi,j(t) ∀(i, j)

R ↦ r(A/R, B) r(A/R, B) = 0 R1
R2 R1 < R2 R ↦ r(A/R, B) R ≥ R1
]0, +∞[ R r(A/R, B) → r(0, B) < 0 R → +∞

R0

(1, 2, … , K) R0

−1

.

⎛⎜⎝A(1) 0 ⋯ 0

0 A(2) ⋮

⋮ ⋱ ⋱ 0

0 ⋯ 0 A(K)

⎞⎟⎠⎛⎜⎝−B(1) I 0 ⋯ 0

0 −B(2) I 0

0 ⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ 0 I

I ⋯ 0 0 −B(K)

⎞⎟⎠ (7)

R0

ρ(( A(K)

R
+ B(K))⋯( A(1)

R
+ B(1))) = 1.

er(A/R,B) R0
R0 Mi,j = 1 j = i + 1 1 ≤ i ≤ K − 1 MK,1 = 1 Mi,j = 0

R0

−1
⎛⎜⎝ 0 0 ⋯ 0 A(K)

A(1) 0 0

0 ⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ 0 0

0 ⋯ 0 A(K−1) 0

⎞⎟⎠⎛⎜⎝ I 0 ⋯ 0 −B(K)

−B(1) I 0

0 ⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ I 0

0 ⋯ 0 −B(K−1) I

⎞⎟⎠ (8)

A(I − B)−1 A(k) = A B(k) = B ∀k

R0 (A(t), B(t))t≥0 R0

(A(t), B(t)) (A′(t), B′(t))
R0(A, B) R0(A′, B′) R0(A, B) = R0(A′, B′) r(A/R0(A, B), B) = 0 r(A′/R0(A′, B′), B′) = 0

0 = r(A/R0(A, B), B) = r(A′/R0(A, B), B′).

R0(A, B) R0(A′, B′) r(A′/R, B′) = 0 R0(A, B) = R0(A′, B′)



es la matriz de identidad de tamaño adecuado. Notamos este radio espectral  para evitar confusiones

    En la literatura sobre entornos de Markov, se sabe que

existe ( denota la suma de los componentes). De más,

μ es el radio espectral de ,
 es la matriz de bloques diagonales ,

es la matriz transpuesta de M
 es la matriz de identidad

Tuljapurkar (1990, p. 45) llama a esto la fórmula Bharucha.

    Propuesta.

 Si 
 Si 
 Si .

    Evidencia. Se tiene

Esta matriz es igual a , con

y se define de la misma manera mediante la sustitución de A por B . De acuerdo con (Thieme, 2009, Teorema 3.10),  y 
tienen el mismo signo Pero  y .

    Nota 3. En un entorno periódico, tenemos , como se puede ver al comparar las matrices (8) y (9).

4. El caso escalar

    Si las matrices de nacimiento y supervivencia  y  son escalares y si los entornos son independientes e idénticamente distribuidos, entonces la ecuación
(2) y la proposición 2 muestran que

o equivalente

    Consideremos ahora el caso más general de una dependencia markoviana entre entornos sucesivos. es una matriz de probabilidades de transición.
Como la cadena es irreducible, deje que π sea la distribución estacionaria del tiempo que pasa en los diferentes entornos:

(Haccou et al., 2005, §2.9.2) indican que la tasa de crecimiento es

Como prueba, simplemente tenga en cuenta que

Con , el número de términos igual a  en la suma sobre τ es . Entonces la proposición 2 muestra que  es la solución de

Por lo tanto, calculamos fácilmente , por ejemplo con un método de dicotomía.

5. Ejemplos

I −

−1

.
⎛⎜⎝M1,1A(1) ⋯ MK,1A(K)

⋮ ⋮

M1,KA(1) ⋯ MK,KA(K)

⎞⎟⎠⎡⎢⎣ ⎛⎜⎝M1,1B(1) ⋯ MK,1B(K)

⋮ ⋮

M1,KB(1) ⋯ MK,KB(K)

⎞⎟⎠⎤⎥⎦ (9)

I R∗

log μ = lim
t→+∞

logE[|p(t)|]
t

(10)

|⋅|

D(M ′ ⊗ I)
D D = diag(A(1) + B(1), ⋯ , A(K) + B(K))
M ′

I

R∗ > 1 log μ > 0
R∗ = 1 log μ = 0
R∗ < 1 log μ < 0

D(M ′ ⊗ I) = .
⎛⎜⎝M1,1(A(1) + B(1)) ⋯ MK,1(A(K) + B(K))

⋮ ⋮

M1,K(A(1) + B(1)) ⋯ MK,K(A(K) + B(K))

⎞⎟⎠A∗ + B∗

A∗ = ,
⎛⎜⎝M1,1A(1) ⋯ MK,1A(K)

⋮ ⋮

M1,KA(1) ⋯ MK,KA(K)

⎞⎟⎠B∗ ρ(A∗ + B∗) − 1 ρ(A∗(I − B∗)−1) − 1
μ = ρ(A∗ + B∗) R∗ = ρ(A∗(I − B∗)−1)

R0 = R∗

A(t) B(t)

K

∑
k=1

mk log( A(k)

R0
+ B(k)) = 0,

K

∏
k=1

( A(k)

R0
+ B(k))

mk

= 1.

M = (Mi,j)

πj =∑
i

πiMi,j ∀j, ∑
j

πj = 1.

r(A, B) =∑
k

πk log(A(k) + B(k))

log p(t) =
t−1

∑
τ=0

log X(τ) + log p(0).

t → +∞ log(A(k) + B(k)) πk t + o(t) R0

K

∏
k=1

( A(k)

R0
+ B(k))

πk

= 1. (11)

R0



    Como primer ejemplo, considere una población escalar ( ) y supongamos que hay dos entornos ( ):

La distribución estacionaria es . La ecuación (11) da : es casi seguro que la población va a la extinción. Para tal ejemplo, la
ecuación (9) da . Varias simulaciones de este modelo a partir de ilustra esto. La Figura 1 sugiere que el proceso es de hecho subcrítico. Los
valores de los parámetros se eligen precisamente para que  y . Sin embargo, parece que en muchos otros casos, los dos parámetros están en el mismo
lado de 1 y difieren muy poco, la diferencia a menudo es inferior al 1%. Aunque tal diferencia puede parecer biológicamente insignificante, sigue siendo importante
para demostrar matemáticamente los resultados del umbral.

Figura 1.  en función de . aquí  mientras que .

    Como segundo ejemplo, considere un modelo con dos tipos y dos entornos:

Tenga en cuenta que las matrices  con son matrices de Leslie y que los entornos son independientes e idénticamente distribuidos. La fórmula (9)
da . Con , estimamos la tasa de crecimiento r con la fórmula

con t = 5000. El proceso se repite 1000 veces. Encontramos que la tasa de crecimiento promedio es  con un error estándar de . Esto sugiere r <0 y por
lo tanto . Para estimar numéricamente la reproducibilidad, usamos la proposición 2: dividimos  con por R y estimamos la nueva tasa de
crecimiento. Con , encontramos  con un error estándar de , lo que sugiere que . Con , encontramos  con un
error estándar de , lo que sugiere que . Entonces parece que .

    Para el mismo ejemplo, también podemos usar directamente la definición de reproducibilidad como radio espectral del operador

Sin embargo, tenga en cuenta que este operador no tiene un valor propio distinto de cero, como en el caso del tiempo continuo estudiado por (Inaba, 2012, lema 9).
Pero podemos calcular para n grande y estimar la reproducibilidad con . En nuestro ejemplo, tenga en cuenta que  y

. La ecuación de renovación (6) muestra que si , entonces . Entonces tenemos .
Calcular , es suficiente considerar el operador Ω en el subespacio de dimensión finita . Con n = 1000, elegimos 10 secuencias aleatorias
de entornos. Se encontraron estimaciones de reproducibilidad con un promedio de 0.86 y un error estándar de 0.015, de acuerdo con la estimación ya obtenida.

6. Modelos con tiempo continuo

    Esbocemos una teoría similar para modelos lineales de población en tiempo continuo en un entorno aleatorio ergódico. Tomemos por ejemplo un modelo

 es un vector
es una matriz cuadrada de tamaño m con coeficientes positivos o cero,

 es una matriz del mismo tamaño con coeficientes positivos o cero fuera de la diagonal.

Suponemos simplificar

 pertenece a una lista finita de entornos 
los cambios entre entornos siguen una cadena de Markov de tiempo continuo no homogénea (Ge et al., 2006). La probabilidad de estar en el estado  k en el
tiempo  t , que se observa , es solución de

es una matriz periódica irreducible del período T , con coeficientes positivos o cero fuera de la diagonal, continua por partes, y de tal manera que
.

m = 1 K = 2

A(1) = 1,  B(1) = 0,5 ,  A(2) = 0,1 ,  B(2) = 0,58 ,  M = ( ).
0,3 0,7

0,6 0,4

(π1,π2) = (6/13, 7/13) R0 ≃ 0,949 < 1
R∗ ≃ 1,050 > 1  p(0) = 1 

R0 < 1 R∗ > 1

log p(t) t R0 < 1 R∗ > 1

A(1) = ( ), B(1) = ( ),
0,1 2

0 0

0 0

0,1 0

A(2) = ( ), B(2) = ( ), M = ( ).
1 0,3

0 0

0 0

0,7 0

0,5 0,5

0,5 0,5

A(k) + B(k) k = 1, 2
R∗ = 1,01 > 1 p(0) = (1 1)′

1

t
log(|p(t)|/|p(0)|)

−0,1021 0,0074
R0 < 1 A(k) k = 1, 2

R = 0,84 r ≃ 0,0135 0,0072 r > 0 R = 0,88 r ≃ −0,0168
0,0071 r < 0 0,84 < R0 < 0,88

Ω = A(I − B)−1.

gn
n√∥gn∥/∥g0∥ B(k)B(k′) = 0 ∀k, k′ = 1, 2

g0(t) = 0 ∀t ≥ 3 gn(t) = 0 ∀t ≥ τ gn+1(t) = 0 ∀t ≥ τ + 2 gn(t) = 0 ∀t ≥ 2n + 3
gn ℓ1({0, 1, … , 2n + 2},R2)

dp

dt
= (A(t) − B(t))p(t), (12)

p(t)
A(t)
−B(t)

(A(t),B(t)) ((A(k),B(k)))1≤k≤K

Πk(t)

dΠ

dt
= Q(t)Π.

Q(t)
Qjj(t) = −∑i≠jQij(t)



La matriz es periódico porque muchas poblaciones experimentan una mezcla de efectos estacionales y aleatorios. Para modelos de tiempo discreto, dicha
mezcla se puede incorporar a la matriz de transición M en la sección 1. es el mayor exponente de Lyapunov de (12) (Arnold y Wihstutz, 1986). Suponemos
que  : la población converge a 0 sin nacimientos.

    La reproducibilidad se puede definir como el radio espectral del operador de renovación  en el espacio  dada por

donde el núcleo está dado por  y  es la matriz de supervivencia entre los tiempos y t :

(la matriz de identidad). De hecho, sabemos por (Bacaër y Ait Dads, 2011, lema 2) que el vector de nacimientos por unidad de tiempo debido a la generación n
satisface una relación de recurrencia que involucra a este operador lineal, que es similar a la ecuación (6) Para una discusión sobre el vínculo entre el radio espectral
de este operador y la reproducibilidad, pero para modelos deterministas, ver (Inaba, 2012, sección 4). En caso , la reproducibilidad puede caracterizarse una
vez más por el hecho de que , como en la proposición 2. El radio espectral  de  es casi seguro independiente de la secuencia aleatoria
particular de entornos, como en la Proposición 3.

    Si la población  es un escalar, tenemos

donde por ejemplo

Entonces tenemos

como en el trabajo de (Cordova-Lepe et al., 2012) para un modelo con coeficientes casi periódicos. Para el vector de línea , se tiene
. Podemos demostrar, según (Perthame, 2007, §6.3.2), que existe una única solución periódica de período T y positiva  de

La ley de los grandes números para las cadenas de Markov muestra que

Entonces tenemos

Si la matriz no depende de t , entonces hay un solo vector u tal que

Entonces tenemos

Esta formula para  es el mismo que el de (Artalejo et al., 2012, §4.1) para "  "

7. Conclusión
    La diferencia entre el  de este artículo y el "  "(Anotado aquí ) en (Hernández-Suárez et al., 2012) es similar a la diferencia entre, por un lado, la tasa de
crecimiento “estocástico” (1), que también es igual a la expectativa de la tasa de crecimiento de la población

por otro lado, la tasa de crecimiento de la expectativa de población (10) (Lewontin y Cohen, 1969; Tuljapurkar, 1990). Esta es la posición de r con respecto a 0, o la
de en comparación con 1, que decide si la población es subcrítica o supercrítica en las simulaciones. sin embargo  y  son mucho más fáciles de calcular en
entornos de Markovian para poblaciones estructuradas (no escalares): están dadas por los rayos espectrales de matrices simples.
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