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ملخص

، لمشاكل دینامیات السكان في بیئات عشوائیة. للتبسیط ، نفترض أن البیئات المتعاقبة تتبع سلسلة ماركوف. لاحظنا دراسة مفھوم التكاثر 
ھو نصف القطر الطیفي لمشغل الجیل التالي. یحدد موقعھا بالنسبة إلى 1 دائمًا نمو أو انخفاض عدد السكان في المحاكاة ، على عكس

(Hernandez-Suarez C، Rabinovich J، Hernandez K (2012] المعلمة الأخرى المقترحة في مقالة حدیثة
]. یحدد موضع ھذه المعلمة الأخیرة فیما یتعلق بـ 1 النمو والانخفاض في

یتم حسابھ بسھولة في حالة النماذج السكانیة العددیة بدون أي ھیكل. نحن مھتمون بشكل رئیسي بنماذج الوقت المنفصلة توقعات السكان.
ولكن یتم ذكر نماذج الوقت المستمر أیضًا.

1 المقدمة

    في ھذه المقالة ، نعتبر النماذج السكانیة للنموذج

ھي مصفوفات مربعة بحجم m مع المعاملات ≥ 0 . المتجھ یمثل المكونات المختلفة للسكان.  و  مع  معطى في 
مصفوفة للبقاء. لتبسیط ، نفترض أن المصفوفات  یتم اختیارھم من قائمة محدودة من لجمیع t . مصفوفة ولادة. 

، . مع احتمال . تتبع البیئة من النوع i بیئة من النوع j  مع احتمال  البیئات 
من سلسلة ماركوف ھذه لا یمكن اختزالھ. لمصفوفات البقاء معنى . نفترض أن المصفوفة  من النوع 

بیولوجي إذا

نفترض أیضًا:

 (H1)
(H2) المصفوفات  ھي "ergodic" (كاسویل ، 2001).

على سبیل المثال ، المصفوفات البدائیة ذات مصفوفة الورود الشائعة ھي ergodic. یمكن إضعاف بعض ھذه الافتراضات.

    یوجد أدب واسع یتعلق بمثل ھذه النماذج من السكان في بیئة عشوائیة (Lewontin و Cohen ، 1969 ؛ Tuljapurkar ، 1990). نحدد

 معیار مصفوفة.
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p(t + 1) = X(t)p(t), X(t) = A(t) + B(t), t = 0, 1, …
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A(t)B(t)(A(t), B(t))

(A(k), B(k))1≤k≤K(1 ≤ i, j ≤ K)Mi,jμi

(A(0), B(0))iM = (Mi,j)

∑
i

B
(k)
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∃ κ, ∥B(κ)∥1 = maxj ∑i B
(κ)
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A(k) + B(k)

|p(t)| = ∑i pi(t)
∥ ⋅ ∥

r = lim
t→+∞

(log |p(t)|)/t = lim
t→+∞

(log ∥X(t − 1)X(t − 2) ⋯ X(0)∥)/t. (1)
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یكاد یكون ھذا الحد موجودًا تقریباً وھو مستقل عن الحالة الأولیة والتسلسل الخاص للبیئات المختارة عشوائیاً وفقاً لسلسلة ماركوف
. إذا كان متجھ السكان على (Tuljapurkar، 1990، p. 26). للإشارة إلى اعتماد معدل النمو r على المصفوفات ، نكتب 

سبیل المثال عددیاً وإذا كانت البیئات مستقلة وموزعة بشكل متماثل ، فعندئذٍ

و

(Haccou وآخرون ، 2005 ، §2.9.2).

ھو معدل     قام باكیر وجیرناوي (2006) بتعمیم الفكرة الكلاسیكیة للتكاثر ، والتي تسمى أیضًا معدل التكاثر ، في حالة البیئات الدوریة. 
نمو مقارب بالجیل (Bacaër و Ait Dads ، 2011 و 2012). درس Thieme (2009 ، §5.1) و Inaba (2012) حالة البیئات الحتمیة
في وقت مستمر ولكن لیس دوریاً. في مقال حدیث ، اقترح (Hernandez-Suarez et al.، 2012) تكییف التكاثر مع النماذج ذات البیئات

العشوائیة. ومع ذلك ، یبدو أن موقفھم  مقارنة بـ 1 لا تقرر دائمًا ما إذا كان عدد السكان یزید أو ینقص في النھایة (سیتم عرض مثال مضاد
أدناه). في ھذه المقالة ، نفسر كیف یجب حسابھا لإعطاء العتبة الصحیحة: ھذا ھو الحل الوحید للمعادلة

ھو الرقم الذي یجب أن تقسم بھ جمیع معدلات الموالید حتى یصل السكان إلى الوضع الحرج حیث لا یحدث نمو أسي أو بعبارات أخرى، 
انحلال أسي. مثل ھذا الوصف تم تسلیط الضوء على البیئات الثابتة بواسطة (Li and Schneider، 2002، Theorem 3.1) وللبیئات

.(Bacaër، 2009، section 4) و (Bacaër، 2007، §3.4) الدوریة في وقت مستمر أو منفصل بواسطة

    في القسم 2 ، یتم تعریف قابلیة التكاثر على أنھا نصف القطر الطیفي "لمشغل الجیل التالي" وفقاً لمصطلحات (دیكمان وھیستربیك ،
. یوضح الاقتراح 2 أنھ یمكن حساب الاستنساخ باستخدام المعادلة (3). صیغة التكاثر 2000). وفقاً للمقترح 1 ،  إذا وفقط إذا 
التي تم الحصول علیھا للبیئات الدوریة بواسطة (Bacaër، 2009) ھي حالة خاصة من نھج ھذه المقالة. یوضح القسم 3 أن المعلمة التي قدمھا

مؤخرًا (Hernandez-Suarez et al.، 2012) تحدد نمو أو انخفاض توقعات السكان. یركز القسم 4 على الحالة العددیة ، التي یتم حساب
Artalejo et al.،) التكاثر لھا بسھولة. یتم عرض أمثلة عددیة في القسم 5. یناقش القسم 6 بإیجاز نماذج الوقت المستمر للارتباط بمقال حدیث
2012). یشرح الاستنتاج الفرق بین قابلیتنا للتكاثر وتلك الخاصة بـ (Hernandez-Suarez et al.، 2012). ھناك نفس الاختلاف بین توقع

Tuljapurkar ، ؛ Cohen ، 1969 و Lewontin) معدل النمو ومعدل النمو للتوقعات. كان ھذا الاختلاف موضوع الكثیر من النقاش
.(1990

2. تعریف وخصائص 

ھو ناقل السكان     كما ھو الحال في الحالة الدوریة (Baca andr و Ait Dads ، 2011 و 2012) ، فإننا نقسم السكان إلى أجیال. 
، الذي ینتمي إلى الجیل n في الوقت t : للجمیع و 

. مع لاحظ أن الصفر في الجانب الأیمن من المعادلة  ھو متجھ الصفر 

نملك

نحدد

ثم L ھو مساحة Banach مع ھذا المعیار. لاحظ أن (4) مكتوب أیضًا

r = r(A, B)

Mi,j = mj ∀i, j,

r(A, B) = ∑
k

mk log(A(k) + B(k)) (2)

R0

R0

R0

r(A/R0, B) = 0. (3)

R0

R0

R0 > 1r > 0

R0

q(n, t)
t ≥ 0n ≥ 0

q(0, 0) = p(0), q(0, t + 1) = B(t)q(0, t)
q(n + 1, 0) = 0, q(n + 1, t + 1) = A(t)q(n, t) + B(t)q(n + 1, t). (4)

q(n + 1, 0) = 0R
m

p(t) = ∑
n≥0

q(n, t)

p(t + 1) = (A(t) + B(t))p(t) ∀t ≥ 0.

L = ℓ1(N,Rm) = {(x(0), x(1), …); x(t) ∈ R
m ∀t ≥ 0, ∥x∥ = ∑

t≥0

m

∑
i=1

|xi(t)| < +∞}.



،  وعامل الھویة  مع أعرض عوامل التشغیل 

. علاوة لان  و  یتم اختیارھم من بین مجموعة محدودة من المصفوفات ، فمن الواضح أن  و  إذا 
على ذلك، و  ھي عوامل خطیة محدودة.

.     لیما 1. نصف القطر الطیفي  یساوي 

،  ، . نملك     دلیل. نحدد

مع (1) وصیغة الشعاع الطیفي لدینا

 ھو معیار المشغل المرتبط بمعیار المتجھ.

    لیما 2.  : ینقرض السكان إذا لم تكن ھناك ولادات.

من شروط المعادلة (1) ، لأن . البیئة یظھر (إذا  في جزء موجب      دلیل. نملك و 
. ھو معیار الضرب الفرعي. لذا نحصل سلسلة ماركوف غیر قابلة للاختزال. لكن

، نملك . وبالتالي  غیر قابل للانعكاس: إذا  یظھر لیما 1 ذلك      لان 

ذلك بالقول

، المعادلة (5) تعادل مع 

ذلك بالقول

ھو متجھ الولادات بسبب الجیل . بھذه الطریقة،  . نحدد ، نملك  لان 
n بین الأوقات t و t + 1 . نصل إلى الاستنتاج التالي:

بشكل أوضح ، لدینا  ومعادلة التجدید للولادات

.     التعریف 1.  ھو نصف القطر الطیفي لمشغل الجیل التالي 
ً

q(n + 1, 0) = 0, − B(t)q(n + 1, t) + q(n + 1, t + 1) = A(t)q(n, t). (5)

A : L → LB : L → LI : L → L

∀x ∈ L, ∀t ≥ 0, (Ax)(0) = 0, (Ax)(t + 1) = A(t)x(t),
(Bx)(0) = 0, (Bx)(t + 1) = B(t)x(t),
(Ix)(t) = x(t).

A(t)B(t)Ax ∈ LBx ∈ Lx ∈ L

AB

ρ(A + B)er(A,B)

X = A + B∀x ∈ L∀τ ≥ 1

(X τx)(t) = 0, 0 ≤ t ≤ τ − 1,

(X
τx)(t) = X(t − 1)X(t − 2) ⋯ X(t − τ)x(t − τ), t ≥ τ.

ρ(X) = lim
τ→+∞

∥X τ∥1/τ = er(A,B).

∥ ⋅ ∥

r(0, B) < 0

∥B(k)∥1 ≤ 1 ∀k∥B(κ)∥1 < 1κt → +∞)πκ

∥ ⋅ ∥1 r(0, B) ≤ πκ log ∥B(κ)∥1 < 0

r(0, B) < 0ρ(B) < 1I − By = (I − B)x

x = (I − B)−1y = y + By + B
2y + ⋯ ,

x(t) =
t

∑
τ=0

B(t − 1)B(t − 2) ⋯ B(τ)y(τ), ∀t ≥ 0.

qn = (q(n, t))t≥0

(I − B)qn+1 = Aqn,

qn+1 = (I − B)−1Aqn.

q0 ∈ Lqn ∈ L ∀n ≥ 1gn = Aqngn(t + 1) = A(t)q(n, t)

gn+1 = Aqn+1 = A(I − B)−1gn.

gn+1(0) = 0

gn+1(t + 1) =
t

∑
τ=0

A(t)B(t − 1)B(t − 2) ⋯ B(τ)gn(τ), ∀t ≥ 0, ∀n ≥ 0. (6)

R0A(I − B)−1



للنماذج الزمنیة المستمرة في البیئات غیر المتجانسة مؤقتاً (Thieme، 2009، §5.1) و     لاحظ التشابھ بین التعریف 1 والعرض 
(Inaba، 2012). نحن نكتب للتأكید على الاعتماد على سلسلة المصفوفات.

    الاقتراح 1.

،  إذا 
،  إذا 
.  إذا 

. ولكن یقول لیما 1     دلیل. وفقاً لـ (Thieme، 2009، Theorem 3.10) ،  لھ نفس علامة 
. .  لذلك لدیھ نفس علامة 

. .  ھو الحل الفرید للمعادلة  مع      الاقتراح 2. لنفترض ذلك

    دلیل. نظرًا لأن التكاثر یعتمد بشكل خطي على مجموعة معدلات الموالید ، فقد قمنا بذلك

مع الاقتراح 1 ، لدینا

لدیھ حل واحد على الأقل. مع (1) ، إذن المعادلة 

ھي وظیفة متناقصة. من خلال أخذ ضعف المشتق فیما یتعلق بـ R ، یمكننا أن نرى ذلك بسھولة

دالة إما صفر متطابقة أو محدبة السجل. ھذه النقطة تم استخدامھا بالفعل من قبل (Bacaër and Ait Dads، 2012، Appendix C). وفقاً
یمكن أن یكون لھا حل واحد ھي دالة محدبة. إذن المعادلة  ، (Cohen، 1980، theorem 1) لـ

، وظیفة متناقصة ومحدبة  ستكون ثابتة 0 لیس فقط. في الواقع ، إذا كان ھناك حلان متمیزان و  مع 
ھو محدب. كما أنھا مستمرة. اذا لدینا . ھذه الوظیفة في  فقط بین ھاتین القیمتین ولكن لـ 

. وھكذا وصلنا إلى تناقض.  إذا 

صعب مثل حساب r ، ویتطلب وقتاً أطول في الحساب لأنھ یجب استخدام طریقة     ملاحظة 1. یوضح الاقتراح 2 أنھ بشكل عام حساب 
الانقسام.

وقد أظھر (باكیر ، 2009) ذلك  كان نصف قطرھا الطیفي     ملاحظة 2. لبیئات دوریة بالترتیب 

أصر باكیر وآیت دادس (2012 ، الاقتراح 3) على أن ھذا  ھو الحل الوحید للمعادلة

. لذلك یمكننا أن نستنتج من الاقتراح 2 ذلك في (باقر ، مع المعادلة (1) ، فإن الجانب الأیسر أعلاه یساوي بشكل واضح 
و   ، 2009) مطابق لـ  التعریف 1 في حالة معینة من البیئات الدوریة ( إذا  و 

وإلا). یمكننا تقدیم في بیئة دوریة مثل نصف قطرھا الطیفي

R0
R0(A, B)

R0(A, B) > 1r(A, B) > 0
R0(A, B) = 1r(A, B) = 0
R0(A, B) < 1r(A, B) < 0

R0(A, B) − 1ρ(A + B) − 1
ρ(A + B) = er(A,B)R0(A, B) − 1r(A, B)

R0(A, B) > 0R0(A, B)r(A/R, B) = 0R ∈ (0, +∞)

R0(A/R0(A, B), B) = 1.

r(A/R0(A, B), B) = 0.

 r(A/R, B) = 0 

R ↦ r(A/R, B), R ∈ (0, +∞)

R ↦ Ai,j(t)/R + Bi,j(t) ∀(i, j)

R ↦ r(A/R, B)r(A/R, B) = 0
R1R2R1 < R2R ↦ r(A/R, B)

R ≥ R1]0, +∞[R

r(A/R, B) → r(0, B) < 0R → +∞

R0

(1, 2, … , K)R0

−1

.

⎛⎜⎝A(1) 0 ⋯ 0

0 A(2) ⋮

⋮ ⋱ ⋱ 0

0 ⋯ 0 A(K)

⎞⎟⎠⎛⎜⎝−B(1) I 0 ⋯ 0

0 −B(2) I 0

0 ⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ 0 I

I ⋯ 0 0 −B(K)

⎞⎟⎠ (7)

R0

ρ(( A(K)

R
+ B(K))⋯( A(1)

R
+ B(1))) = 1.

er(A/R,B)R0
R0Mi,j = 1j = i + 11 ≤ i ≤ K − 1MK,1 = 1

Mi,j = 0R0



Bacaër and) وفقاً لـ .(Hernandez-Suarez et al.، 2012، section 5) (7) التي یمكننا رؤیتھا بسھولة تساوي نصف القطر الطیفي لـ
Ait Dads، 2012) ، فإن نصف القطر الطیفي ھذا یساوي نصف القطر الطیفي لـ (كوشینغ وزو ، 1994 ؛ كاسویل ،

. 2001) عندما تكون البیئة ثابتة ، مع  و 

، الذي یتبع سلسلة ماركوف. وبالتالي یمكن أن     الاقتراح 3. تعریف أعلاه مستقلة عن تسلسل عشوائي معین 
یطلق علیھا استنساخ النموذج.

. النسُخ المقابلة ھي و      دلیل. نختار سلسلتین من البیئات التي تتبع سلسلة ماركوف ، و 
. مع الاقتراح 2 ، لدینا  و . نرید أن نظھر ذلك 

. لكن معدلات النمو مستقلة عن التسلسل الخاص للبیئات (Tuljapurkar، 1990). اذا لدینا

. . وفقاً للاقتراح 2 ،   و  ھي حلول 

3. معلمة أخرى

    مقال حدیث ، (Hernandez-Suarez et al.، 2012) یقترح تعریف التكاثر على أنھ نصف القطر الطیفي للمصفوفة

ھي مصفوفة الھویة ذات الحجم المناسب. نلاحظ ھذا الشعاع الطیفي لتجنب أي لبس.

    في الأدب عن بیئات ماركوف ، من المعروف أن

یشیر إلى مجموع المكونات). علاوة على ذلك، یوجد (

، μ ھو نصف قطر الطیف 
،  ھي مصفوفة كتلة قطریة 

M ھي المصفوفة المنقولة لـ
 ھي مصفوفة الھویة.

.Bharucha ص 45) ھذه الصیغة ، Tuljapurkar (1990 یطلق على

    اقتراح.

 إذا 
 إذا 

.  إذا 

    دلیل. نملك

−1
⎛⎜⎝ 0 0 ⋯ 0 A(K)

A(1) 0 0

0 ⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ 0 0

0 ⋯ 0 A(K−1) 0

⎞⎟⎠⎛⎜⎝ I 0 ⋯ 0 −B(K)

−B(1) I 0

0 ⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ I 0

0 ⋯ 0 −B(K−1) I

⎞⎟⎠ (8)

A(I − B)−1

A(k) = AB(k) = B ∀k

R0(A(t), B(t))t≥0R0

(A(t), B(t))(A′(t), B′(t))R0(A, B)
R0(A′, B′)R0(A, B) = R0(A′, B′)r(A/R0(A, B), B) = 0

r(A′/R0(A′, B′), B′) = 0

0 = r(A/R0(A, B), B) = r(A′/R0(A, B), B′).

R0(A, B)R0(A′, B′)r(A′/R, B′) = 0R0(A, B) = R0(A′, B′)

I −

−1

.
⎛⎜⎝M1,1A(1) ⋯ MK,1A(K)

⋮ ⋮

M1,KA(1) ⋯ MK,KA(K)

⎞⎟⎠⎡⎢⎣ ⎛⎜⎝M1,1B(1) ⋯ MK,1B(K)

⋮ ⋮

M1,KB(1) ⋯ MK,KB(K)

⎞⎟⎠⎤⎥⎦ (9)

IR∗

log μ = lim
t→+∞

logE[|p(t)|]
t

(10)

|⋅|

D(M ′ ⊗ I)
DD = diag(A(1) + B(1), ⋯ , A(K) + B(K))

M ′

I

R∗ > 1log μ > 0
R∗ = 1log μ = 0
R∗ < 1log μ < 0



مع ھذه المصفوفة تساوي 

ویعرف بنفس الطریقة عن طریق استبدال A بواسطة B . وفقاً لـ (Thieme، 2009، Theorem 3.10) ،  و  و 
. لھا نفس العلامة. لكن و 

كما یتبین من مقارنة المصفوفات (8) و (9).     ملاحظة 3. في بیئة دوریة لدینا

4. الحالة العددیة

    إذا كانت مصفوفات الولادة والبقاء  و  ھي عددیة وإذا كانت البیئات مستقلة وموزعة بشكل متماثل ، فإن المعادلة (2)
والمقترح 2 یوضحان ذلك

أو ما یعادلھا

مصفوفة احتمالات الانتقال. بما أن     دعونا الآن ننظر في الحالة الأكثر عمومیة لاعتماد ماركوف بین البیئات المتعاقبة. 
السلسلة غیر قابلة للاختزال ، فلنكن التوزیع الثابت للوقت الذي یقضیھ في البیئات المختلفة:

(Haccou وآخرون ، 2005 ، §2.9.2) یشیر إلى أن معدل النمو ھو

لإثبات ، ببساطة لاحظ ذلك

. لذا فإن الاقتراح 2 یوضح ذلك ھو  τ عدد المصطلحات یساوي  في المجموع فوق ، مع 
حل

، على سبیل المثال مع طریقة الانقسام. لذلك ، نحن نحسب بسھولة 

D(M ′ ⊗ I) = .
⎛⎜⎝M1,1(A(1) + B(1)) ⋯ MK,1(A(K) + B(K))

⋮ ⋮

M1,K(A(1) + B(1)) ⋯ MK,K(A(K) + B(K))

⎞⎟⎠A∗ + B∗

A∗ = ,
⎛⎜⎝M1,1A(1) ⋯ MK,1A(K)

⋮ ⋮

M1,KA(1) ⋯ MK,KA(K)

⎞⎟⎠ B∗ρ(A∗ + B∗) − 1
ρ(A∗(I − B∗)−1) − 1μ = ρ(A∗ + B∗)R∗ = ρ(A∗(I − B∗)−1)

R0 = R∗

A(t)B(t)

K

∑
k=1

mk log( A(k)

R0
+ B(k)) = 0,

K

∏
k=1

( A(k)

R0
+ B(k))

mk

= 1.

M = (Mi,j)

πj =∑
i

πiMi,j ∀j, ∑
j

πj = 1.

r(A, B) =∑
k

πk log(A(k) + B(k))

log p(t) =
t−1

∑
τ=0

log X(τ) + log p(0).

t → +∞log(A(k) + B(k))πk t + o(t)R0

K

∏
k=1

( A(k)

R0
+ B(k))

πk

= 1. (11)

R0



5. أمثلة

:( ) ونفترض أن ھناك بیئتان (     كمثال أول ، ضع في اعتبارك عددًا قیاسیاً (

: من شبھ المؤكد أن السكان سینقرضون. على . المعادلة (11) تعطي التوزیع الثابت 
یوضح ھذا. یشیر الشكل 1 إلى . العدید من المحاكاة لھذا النموذج بدءا من سبیل المثال ، المعادلة (9) تعطي

. ومع ذلك ، یبدو أنھ في العدید من الحالات الأخرى أن العملیة في الواقع دون حرج. یتم اختیار قیم المعلمات بدقة بحیث  و 
، توجد المعلمتان على نفس الجانب من 1 وتختلفان قلیلاً جدًا ، وغالباً ما یكون الفرق أقل من 1٪. على الرغم من أن ھذا الاختلاف قد یبدو غیر

ذي أھمیة بیولوجیاً ، إلا أنھ یظل مھمًا لإثبات نتائج العتبة ریاضیاً.

. . ھنا  في حین  شكل 1.  من ناحیة 

    كمثال ثاني ، ضع في اعتبارك نموذجًا بنوعین وبیئتین:

ھي مصفوفات لیزلي وأن البیئات مستقلة وموزعة بشكل متماثل. تعطي الصیغة (9) لاحظ أن المصفوفات  مع 
، نقدر معدل النمو r مع الصیغة . مع 

r <0 ھذا یشیر إلى . مع t = 5000. یتم تكرار العملیة 1000 مرة. نجد أن متوسط   معدل النمو مع وجود خطأ قیاسي في 
بواسطة R ونقدر معدل النمو الجدید. مع . لتقدیر قابلیة التكاثر عددیاً ، نستخدم الاقتراح 2: نقسم مع  وبالتالي 

، نجد  مع . مع  ، مما یوحي بذلك  ، نجد  مع وجود خطأ قیاسي في 
. . لذلك یبدو ذلك  ، مما یوحي بذلك  وجود خطأ قیاسي في 

    بالنسبة للمثال نفسھ ، یمكننا أیضًا استخدام تعریف قابلیة التكرار بشكل مباشر على أنھ نصف قطر طیفي للعامل

m = 1K = 2

A(1) = 1,  B(1) = 0,5 ,  A(2) = 0,1 ,  B(2) = 0,58 ,  M = ( ).
0,3 0,7

0,6 0,4

(π1, π2) = (6/13, 7/13)R0 ≃ 0,949 < 1
R∗ ≃ 1,050 > 1 p(0) = 1 

R0 < 1R∗ > 1

log p(t)tR0 < 1R∗ > 1

A(1) = ( ), B(1) = ( ),
0,1 2

0 0

0 0

0,1 0

A(2) = ( ), B(2) = ( ), M = ( ).
1 0,3

0 0

0 0

0,7 0

0,5 0,5

0,5 0,5

A(k) + B(k)k = 1, 2
R∗ = 1,01 > 1p(0) = (1 1)′

1

t
log(|p(t)|/|p(0)|)

−0,10210,0074
R0 < 1A(k)k = 1, 2

R = 0,84r ≃ 0,01350,0072r > 0R = 0,88r ≃ −0,0168
0,0071r < 00,84 < R0 < 0,88



Inaba،) غیر صفریة ، كما ھو الحال في الوقت المستمر الذي تمت دراستھ بواسطة eigen لاحظ مع ذلك أن ھذا العامل لا یحتوي على قیمة
. في مثالنا ، لاحظ ذلك ل n كبیرة وتقدیر التكاثر مع lemma 9 ،2012). لكن یمكننا أن نحسب

، ثم . تظھر معادلة التجدید (6) أنھ إذا  و 
، یكفي اعتبار عامل التشغیل Ω في الفضاء الفرعي . لكي یحسب . اذا لدینا 

. مع n = 1000 ، اخترنا 10 سلاسل عشوائیة من البیئات. تم العثور على تقدیرات ذي البعد المحدود 
التكاثر بمتوسط   0.86 وخطأ قیاسي 0.015 ، بالاتفاق مع التقدیر الذي تم الحصول علیھ بالفعل.

6. نماذج مع وقت مستمر

    دعونا نرسم نظریة مماثلة للنماذج الخطیة من السكان في وقت مستمر في بیئة عشوائیة ergodic. لنأخذ على سبیل المثال نموذجًا

 ھو ناقل ،
ھي مصفوفة مربعة بحجم m مع معاملات موجبة أو صفریة ،

 ھي مصفوفة من نفس الحجم مع معاملات موجبة أو صفریة خارج القطر.

نفترض أن تبسط

 ینتمي إلى قائمة محدودة من البیئات 
، t  في الوقت k  احتمالیة التواجد في الحالة .(Ge et al. ، 2006) تتبع التبدیل بین البیئات سلسلة ماركوف المستمرة غیر المتجانسة

، ھو حل الذي تمت ملاحظتھ

ھي مصفوفة دوریة غیر قابلة للاختزال من الفترة T ، مع معاملات موجبة أو صفریة خارج القطر ، متصلة بالقطع ، وما إلى
. ذلك

دوریة لأن العدید من السكان یعانون من مزیج من التأثیرات الموسمیة والعشوائیة. بالنسبة للنماذج المنفصلة ، یمكن دمج ھذا المصفوفة 
ھو أكبر أس ل Lyapunov من (12) (Arnold and Wihstutz ، 1986). نحن الخلیط في مصفوفة الانتقال M في القسم 1. 

نفترض ذلك : السكان یتقاربون إلى صفر بدون ولادات.

    یمكن تعریف الاستنساخ بأنھ نصف القطر الطیفي لعامل التجدید  على الفضاء  معطى بواسطة

: t و حیث تعُطى النواة  و  ھي مصفوفة البقاء بین الأوقات 

n أن ناقلات الموالید لكل وحدة زمنیة بسبب الجیل (Bacaër and Ait Dads، 2011، lemma 2) (مصفوفة الھویة). في الواقع ، نعلم من
ترضي علاقة التكرار التي تنطوي على ھذا العامل الخطي ، والذي یشبھ المعادلة (6). للاطلاع على مناقشة العلاقة بین نصف القطر الطیفي

، یمكن أن تتصف إمكانیة لھذا المشغل وقابلیة التكاثر ولكن للنماذج القطعیة ، انظر (Inaba، 2012، section 4). في الحالة
، كما في الاقتراح 2. الشعاع الطیفي  من  یكاد یكون مستقلاً بالتأكید عن التسلسل التكرار مرة أخرى بحقیقة ذلك 

العشوائي الخاص بالبیئات ، كما ھو الحال في الاقتراح 3.

    إذا كان السكان  ھو عددي ، لدینا

أین على سبیل المثال

Ω = A(I − B)−1.

gn
n√∥gn∥/∥g0∥

B(k)B(k′) = 0 ∀k, k′ = 1, 2g0(t) = 0 ∀t ≥ 3gn(t) = 0 ∀t ≥ τ

gn+1(t) = 0 ∀t ≥ τ + 2gn(t) = 0 ∀t ≥ 2n + 3gn
ℓ1({0, 1, … , 2n + 2},R2)

dp

dt
= (A(t) − B(t))p(t), (12)

p(t)
A(t)

−B(t)

(A(t),B(t))((A(k),B(k)))1≤k≤K

Πk(t)

dΠ

dt
= Q(t)Π.

Q(t)
Qjj(t) = −∑i≠jQij(t)

Q(t)
λ1(A,B)

λ1(0,B) < 0

KL1((0, ∞),Rm)

(Ku)(t) = ∫
t

0
K(t,x)u(t − x) dx,

K(t,x) = A(t)C(t,x)C(t,x)t − x

C(t,x) = Z(t),
dZ

ds
= −B(s)Z(s) (t − x < s < t), Z(t − x) = I

R0 > 0
λ1(A/R0,B) = 0R0K

p(t)

λ1(A,B) = ⟨A⟩ − ⟨B⟩,



اذا لدینا

، نملك كما في عمل (Cordova-Lepe et al.، 2012) لنموذج ذو معاملات دوریة تقریباً. لمتجھ الخط
. یمكننا أن نبین ، وفقاً لـ (Perthame، 2007، §6.3.2) ، أنھ یوجد حل دوري واحد للفترة T وإیجابي من

یوضح قانون الأعداد الكبیرة لسلاسل ماركوف ذلك

اذا لدینا

لا تعتمد على ر ، ثم ھناك ناقل واحد ش بحیث إذا كانت المصفوفة 

اذا لدینا

ھذه الصیغة ل  ھي نفس تلك الموجودة في (Artalejo et al.، 2012، §4.1) لـ "  "

7. الخاتمة

) في (Hernandez-Suarez et al.، 2012) یشبھ الفارق بین معدل النمو     الفرق بین  من ھذه المقالة و "  "(لاحظ ھنا 
"العشوائي" (1) من ناحیة ، والذي یساوي أیضًا توقع معدل النمو السكاني

من ناحیة أخرى ، معدل نمو التوقع السكاني (10) (Lewontin and Cohen، 1969؛ Tuljapurkar، 1990). ھذا ھو موقف r بالنسبة
مقارنة بـ 1 ، التي تقرر ما إذا كان السكان دون الحرجة أو فوق الحرجة في المحاكاة. ومع ذلك و  أسھل بكثیر للصفر أو موقف

في الحساب في بیئات ماركوف للمجموعات المنظمة (غیر العددیة): یتم الحصول علیھا من خلال الأشعة الطیفیة للمصفوفات البسیطة.

شكر

    نود أن نشكر سیلفي میلیار ، أودو دیكمان ، وخاصة كارلوس ھیرناندیز سواریز على تحفیز اھتمامنا بالبیئات العشوائیة.

المراجع الببلیوغرافیة

⟨A⟩ = lim
t→∞

1

t
∫

t

0
A(s) ds.

R0 =
⟨A⟩

⟨B⟩

v = (1 1 … 1)
dv/dt = 0 = vQ(t)u(t)

du

dt
= Q(t)u(t), ∑

i

ui(t) = 1.

⟨A⟩ =
1

T
∫

T

0

∑
k

uk(s)A(k) ds.

R0 =
∫
T

0 ∑k uk(s)A(k) ds

∫
T

0 ∑k uk(s)B(k) ds
.

Q(t)

Qu = 0, ∑
i

ui = 1.

R0 =
∑k ukA

(k)

∑k ukB
(k)

.

R0RARA
0

R0R0R∗

r = lim
t→+∞

E[ log |p(t)|

t
],

R0logμR∗
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