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Zusammenfassung

Wir untersuchen den Begriff der Reproduzierbarkeit Ry fiir Probleme der Bevolkerungsdynamik in zufélligen Umgebungen. Zur Vereinfachung
nehmen wir an, dass aufeinanderfolgende Umgebungen einer Markov-Kette folgen. Ry ist der Spektralradius eines Operators der néchsten Generation.
Seine Position in Bezug auf 1 bestimmt immer das Wachstum oder die Abnahme der Bevolkerung in den Simulationen, im Gegensatz zu einem
anderen Parameter, der in einem kiirzlich erschienenen Artikel vorgeschlagen wurde [Hernandez-Suarez C, Rabinovich J, Hernandez K (2012)
Theor. Pop. Biol., doi:10.1016/j.tpb.2012.05.004]. Die Position dieses letzten Parameters in Bezug auf 1 bestimmt das Wachstum und die
Abnahme der Erwartung der Bevolkerung. Ry ist bei skalaren Populationsmodellen ohne Struktur leicht zu berechnen. Wir sind hauptsichlich an
diskreten Zeitmodellen interessiert, aber es werden auch kontinuierliche Zeitmodelle erwahnt.

1. Einleitung

In diesem Artikel betrachten wir Populationsmodelle der Form
p(t+1) = X(t)p(¢), X(t)=A(t)+ B(t), t=0,1,...

mit p(0) gegeben in R™. Vektor p(t) reprasentiert die verschiedenen Komponenten der Bevolkerung. A(¢) und B(t) sind quadratische Matrizen der
GroéBe m mit Koeffizienten > 0 fiir alle ¢ . A(t) ist eine Geburtsmatrix. B(t) ist eine Uberlebensmatrix. Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass die
Matrizen (A(t), B(t)) werden aus einer endlichen Liste von Umgebungen ausgewihlt (A®), B®); ;.. k. Auf die Umgebung vom Typ i folgt eine
Umgebung vom Typj (1 < ¢, j < K) mit einer Wahrscheinlichkeit M; ;. Mit einer Wahrscheinlichkeit y; , (A(0), B(0)) ist vom Typ . Wir nehmen
an, dass die Matrix M = (M; ;) dieser Markov-Kette ist nicht reduzierbar. Uberlebensmatrizen haben eine biologische Bedeutung, wenn

SBY <1, v, vk

Wir gehen auch davon aus:

« M) 3k, [BW|;=max;¥,BY <1
e (H2) die Matrizen A*) 4 B(*) sind "ergodisch" (Caswell, 2001).

Beispielsweise sind primitive Matrizen mit einer gemeinsamen Inzidenzmatrix ergodisch. Einige dieser Annahmen kénnen geschwicht werden.

Es gibt eine umfangreiche Literatur zu solchen Bevolkerungsmodellen in einer zufélligen Umgebung (Lewontin und Cohen, 1969; Tuljapurkar,
1990). Wir definieren

o Ip(t)| = Eipi(t)

e || - || ein Matrixstandard.

Mit den obigen Annahmen

r= lim (log|p(t)))/t = lim (log ]| X(t — 1)X(t ~ 2)-- X(0)[)/. W
Diese Grenze existiert mit ziemlicher Sicherheit und ist unabhéngig von der Anfangsbedingung und der besonderen Reihenfolge der zufillig
ausgewihlten Umgebungen entlang der Markov-Kette (Tuljapurkar, 1990, S. 26). Um die Abhéngigkeit der Wachstumsrate » von den Matrizen zu
markieren , schreiben wir r = 7(A, B). Wenn zum Beispiel der Populationsvektor ein Skalar ist und die Umgebungen unabhingig und identisch
verteilt sind, dann

M;

g=m; Vi,j,

und

r(4,B) = mylog(A" + BM) (2)
k

(Haccou et al., 2005, §2.9.2).

Bacaér und Guernaoui (2006) verallgemeinerten den klassischen Begriff der Reproduzierbarkeit, auch Reproduktionsrate genannt, fiir periodische
Umgebungen. R ist eine asymptotische Wachstumsrate nach Generationen (Bacaér und Ait Dads, 2011 und 2012). Thieme (2009, §5.1) und Inaba
(2012) untersuchten den Fall deterministischer Umgebungen in kontinuierlicher Zeit, jedoch nicht periodisch. In einem kiirzlich erschienenen Artikel
(Hernandez-Suarez et al., 2012) wurde vorgeschlagen, die Reproduzierbarkeit an Modelle mit zufélligen Umgebungen anzupassen. Es scheint jedoch,
dass die Position ihrer Ry im Vergleich zu 1 entscheidet nicht immer, ob die Population letztendlich zunimmt oder abnimmt (ein Gegenbeispiel wird
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unten dargestellt). In diesem Artikel erkldren wir, wie Ry sollte berechnet werden, um den richtigen Schwellenwert zu erhalten: Dies ist die einzige
Losung fiir die Gleichung

r(A/Ry, B) = 0. ®3)

Mit anderen Worten, Ry ist die Zahl, durch die alle Geburtenraten geteilt werden miissen, um die Bevolkerung in die kritische Situation zu bringen, in
der weder exponentielles Wachstum noch exponentieller Zerfall auftreten. Eine solche Charakterisierung von Ry wurde fiir konstante Umgebungen
von (Li und Schneider, 2002, Satz 3.1) und fiir periodische Umgebungen in kontinuierlicher oder diskreter Zeit von (Bacaér, 2007, §3.4) und (Bacaér,
2009, Abschnitt 4) hervorgehoben.

In Abschnitt 2 wird die Reproduzierbarkeit als der Spektralradius eines Operators der ndchsten Generation gemaf3 der Terminologie von (Diekmann
und Heesterbeek, 2000) definiert. Nach Satz 1, Ry > 1 genau dann, wenn r > 0. Satz 2 zeigt, dass die Reproduzierbarkeit unter Verwendung von
Gleichung (3) berechnet werden kann. Die von (Bacaér, 2009) fiir periodische Umgebungen erhaltene Formel fiir die Reproduzierbarkeit ist ein
Sonderfall des Ansatzes dieses Artikels. Abschnitt 3 zeigt, dass der kiirzlich von (Hernandez-Suarez et al., 2012) eingefiihrte Parameter das Wachstum
oder den Riickgang der Erwartung der Bevolkerung bestimmt. Abschnitt 4 konzentriert sich auf den Skalarfall, fiir den die Reproduzierbarkeit leicht
berechnet werden kann. Numerische Beispiele werden in Abschnitt 5 vorgestellt. In Abschnitt 6 werden kurz die zeitkontinuierlichen Modelle
erldutert, die mit einem aktuellen Artikel verkniipft werden sollen (Artalejo et al., 2012). Die Schlussfolgerung erklért den Unterschied zwischen
unserer Reproduzierbarkeit und der von (Hernandez-Suarez et al., 2012). Es gibt den gleichen Unterschied zwischen der Erwartung der
Wachstumsrate und der Wachstumsrate der Erwartung. Dieser Unterschied war Gegenstand vieler Diskussionen (Lewontin und Cohen, 1969;
Tuljapurkar, 1990).

2. Definition und Eigenschaften von R,

Wie im periodischen Fall (Bacaér und Ait Dads, 2011 und 2012) teilen wir die Bevolkerung in Generationen auf. g(n, t) ist der Populationsvektor
der Generation n zum Zeitpunkt ¢ : fiir allet > Ound n > 0,

q(O, 0) = p(O), q(O, t+ 1) = B(t)Q(Ov t)
q(n+1,0) =0, g(n+1,t+1)=A(t)q(n,t)+ B(t)g(n +1,t). (4)

Beachten Sie, dass die Null auf der rechten Seite der Gleichung g(n + 1,0) = 0 ist der Nullvektor von R™. Wenn

p(t) = 3 q(n,1)

n>0
S0
p(t+1) = (A(t) + B(t))p(t) vt =>0.
Wir definieren
m
L =/Y(N,R™) = {(m(O),m(l), L) ) ERMVE>0, el =D lai(t)] < +oo}.
t>0 =1
Dann ist L ein Banachraum mit dieser Norm. Beachten Sie, dass (4) ebenfalls geschrieben ist
g(n+1,0)=0, —B(t)g(n+1,t)+q(n+1,t+1)=A(t)q(n,t). (5)
Stellen Sie die Operatoren vor A : L — L, B : L — L und der Identititsoperator Z : L — L mit fiir alles z € Lund ¢t > 0,

(A2)(0) =0, (Ag)(t+1) = A()a(t),
(B2)(0) =0, (Ba)(t+1) = Bt)a(t),
(Za)(t) = a(t).

Weil A(t) und B(t) aus einer endlichen Menge von Matrizen ausgewéhlt werden, ist es klar, dass Az € L und Bz € L wenn z € L. Dariiber hinaus
A und B sind begrenzte lineare Operatoren.

Lemma 1. Der Spektralradius p(A + B) ist gleich e"(4:5),
Beweis. Wir definieren X = A + B. Fiir allesz € L und 7 > 1haben wir
(XTz)(t) =0, 0<t<7T-1,
(Xz)t)=X(t-1)XEt—2)--- X(t — 1)zt — 1), t>r.
Gesehen (1) und die Formel des Spektralradius haben wir

p(X) = lim_ [ X717 = 4P,

T—+00
wo || - || ist der Operatorstandard, der dem Vektorstandard zugeordnet ist.
Lemma 2. r(0, B) < 0 : Die Bevélkerung erlischt, wenn keine Geburten vorliegen.

Beweis. Wir haben | B®)||; < 1 fiir alles k und || B*)||; < 1. Die Umwelt & erscheint (wenn ¢ — +o0) in einer positiven Fraktion 7,.von ¢ aus der
Gleichung (1) , weil die Markov - Kette ist irreduziblen. Aber || - ||; ist ein submultiplikativer Standard. Also bekommen wir
(0, B) < m, log | B®||; < 0.

Weil r(0, B) < 0, Lemma 1 zeigt das p(B) < 1. Also Z — B ist invertierbar: wenn y = (Z — B)z dann

z=(Z-B) ly=y+By+By+- -,



das heif3t

t

z(t) =Y B(t—1)B(t —2)--- B(r)y()
7=0
fur t > 0. Wenn g, = (g(n, t));>o dann ist Gleichung (5) dquivalent zu
(I - B)Qn+1 = AqTH

das heif3t

qn+1 = (I - B)ilAQn-

Weil go € Lhaben wir g, € L fiir n > 1. Wir definieren g,, = Agy. Auf diese Weise g,,(t + 1) = A(t)g(n, t) ist der Vektor der Geburten aufgrund
der Generation n in der Zwischenzeit ¢ und ¢ + 1. Wir kommen zu folgendem Schluss:

gn+1 = AQn-H = A(I - B)ilgn-
Genauer gesagt haben wir g,,,1(0) = 0 und die Erneuerungsgleichung fiir Geburten
¢
gor(t+1) =Y A(#)B(t — 1)B(t — 2)--- B(7)ga(7) (6)
7=0
furt > O0undn > 0.

Definition 1. Ry ist der Spektralradius des Operators der nichsten Generation A(Z — B) 1.

Beachten Sie die Analogie zwischen Definition 1 und der Darstellung von R, fiir kontinuierliche Zeitmodelle in zeitlich heterogenen Umgebungen
von (Thieme, 2009, §5.1) und (Inaba, 2012). Wir schreiben Ry(A, B) die Abhéngigkeit von der Reihe der Matrizen zu betonen.

Satz 1.
e Ry(A,B) > 1wennr(A,B) >0,
e Ry(A,B)=1wennr(A,B) =0,
e Ry(A,B) <1wennr(A,B) <O0.

Beweis. Nach (Thieme, 2009, Satz 3.10), Ro(A, B) — 1 hat das gleiche Vorzeichen wie p(A + B) — 1. Aber Lemma 1 sagt p(A + B) = e"(4.5),
Also Ry(A, B) — 1 hat das gleiche Vorzeichen wie r(A, B).

Satz 2. Nehmen wir an, dass Ro(A, B) > 0. Also Ro(A, B) ist die einzigartige Losung der Gleichung r(A/R, B) = 0 fiir R € (0, +00).
Beweis. Da die Reproduzierbarkeit linear von der Geburtenrate abhédngt, haben wir
Ry(A/Ry(A,B),B) = 1.
Mit Satz 1 haben wir
r(A/Ry(4, B),B) = 0.
Also die Gleichung 7(A/R, B) = 0 hat mindestens eine Losung. Mit (1),
R~ r(A/R,B), Re(0,+00)
ist eine abnehmende Funktion. Wenn wir die doppelte Ableitung in Bezug auf R nehmen , konnen wir das leicht erkennen
R A(t)/R+ Bi;(t) V(i,))

ist eine Funktion, die entweder identisch Null oder logarithmisch konvex ist. Dieser Punkt wurde bereits von (Bacaér und Ait Dads, 2012, Anhang C)
verwendet. Nach (Cohen, 1980, Satz 1), R — r(A/R, B) ist eine konvexe Funktion. Also die Gleichungr(A/R, B) = 0kann nur eine Losung haben.
In der Tat, wenn es zwei unterschiedliche Losungen gibe R; und Re mit Ry < Rg, die abnehmende und konvexe Funktion R — r(A/R, B) wire
konstant 0 nicht nur zwischen diesen beiden Werten, sondern fiir R > R;. Diese Funktion von |0, +oo[ in R ist konvex. Es ist auch kontinuierlich.
Alsor(A/R, B) — r(0, B) < 0 wenn R — +o00. Damit haben wir einen Widerspruch erreicht.

Bemerkung 1. Satz 2 zeigt, dass im Allgemeinen die Berechnung von Ry ist so schwierig wie die Berechnung von r und erfordert mehr Rechenzeit,
da eine Dichotomiemethode verwendet werden muss.

Hinweis 2. Fiir periodische Umgebungen in der richtigen Reihenfolge (1,2, ..., K), (Bacaér, 2009) hat das gezeigt Ry war der spektrale Radius
von

-1

A0 o 0 BW I 0 0
0 -B® T 0
2
0 A® 0 ™
0
0 0 AX I
I 0 —BX)

Bacaér und Ait Dads (2012, Proposition 3) bestanden darauf R, ist die einzige Losung fiir die Gleichung



%(% +B(K)> (% +B(1)>> — 1

Mit Gleichung (1) ist die linke Seite oben sichtbar gleich e"4/%:5) Wir kénnen daher aus Satz 2 schlieBen, dass R, in (Bacaér, 2009) ist identisch mit
dem Ry der Definition 1 im besonderen Fall von periodischen Umgebungen (M; ; = 1wenn j =i+ 1und1 <i < K —1, Mg, = 1und M;; =0
sonst). Wir kdnnen présentieren Ry in einer periodischen Umgebung wie dem Spektralradius von

-1

0 0 .- 0 AE) I 0 .- 0 _B&)
AW 0 0 -BW I 0
0 0 (8)
0 0 e T I 0
0o .-- 0 AE-D 0 0 ... 0 —B&-1 I

was wir leicht sehen kdnnen, ist gleich dem Spektralradius von (7) (Hernandez-Suarez et al., 2012, Abschnitt 5). Nach (Bacaér und Ait Dads, 2012) ist
dieser Spektralradius gleich dem Spektralradius von A(I — B)~! (Cushing und Zhou, 1994; Caswell, 2001), wenn die Umgebung konstant ist, mit
A®) = Aund BY = Bfiiralle k .

Satz 3. Die Definition von Ry oben ist unabhdngig von der jeweiligen Zufallsfolge (A(t), B(t))s>o, die der Markov-Kette folgt. Also Ry kann als
Reproduzierbarkeit des Modells bezeichnet werden.

Beweis. Sind (A(t), B(t)) und (A'(t), B'(t)) zwei Sequenzen von Umgebungen, die der Markov-Kette folgen. Die entsprechenden
Repoduktivitdten sind Ry(A4, B) und Ry(A’, B'). Das wollen wir zeigen Ry(A, B) = Ry(A’, B'). Mit Satz 2 haben wir r(4/Ry(A, B), B) = 0 und
r(A'/Ry(A’, B'), B') = 0. Die Wachstumsraten sind jedoch unabhingig von der jeweiligen Abfolge der Umgebungen (Tuljapurkar, 1990). Also

0 =r(A/Ro(A, B),B) =r(A'/Ry(4, B), B').

Ry(A, B) und Ry(A’, B') sind Losungen von (A’ /R, B') = 0. Nach Satz 2, Ry(A, B) = Ry(A', B').

3. Ein weiterer Parameter

Ein kiirzlich veroffentlichter Artikel (Hernandez-Suarez et al., 2012) schlédgt vor, die Reproduzierbarkeit als den spektralen Radius der Matrix zu
definieren

My AD o My AE My BY ... My B -1
: : - : : 9)
M1,KA(1) MK,KA(K) Ml,KB(l) MK,KB(K)
wo [ ist die Identitdtsmatrix geeigneter Grofe. Wir notieren diesen Spektralradius R, um Verwirrung zu vermeiden.
In der Literatur zu Markov-Umgebungen ist bekannt, dass
logp = lim_ w (10)

existiert (|-| bezeichnet die Summe der Komponenten). Weiterhin ist p der Spektralradius von D(M' ® I), wo
o D ist die diagonale Blockmatrix D = diag(A®") + BW ... A®) 4 ),
e M'ist die transponierte Matrix von M.
¢ [ ist die Identitdtsmatrix.
Tuljapurkar (1990, S. 45) nennt dies die Bharucha-Formel.
Vorschlag.
e R, >1wennlogp >0
e R.,=1wennlogu =0
e R* <1wennlogu <0.

Beweis. Wir haben

M1,1(A(1) + B(l)) MK,l(A(K) + B(K))
DM'®1) = : :
MI,K(A(I) +BM) ... MK,K(A(K) + BE))
Diese Matrix ist gleich A* + B*, wo
M AW o My AT
a=| AT
My gAY o Mg g A

und B* wird auf die gleiche Art und Weise definiert durch Ersetzen 4 durch B . Nach (Thieme, 2009, Satz 3.10), p(A* + B*) — 1 und
p(A*(I — B*)™!) — 1 habe das gleiche Zeichen. Aber u = p(A* + B*) und R, = p(A*(I — B*)™1).



Anmerkung 3. In einer periodischen Umgebung haben wir Ry = R., wie aus dem Vergleich der Matrizen (8) und (9) ersichtlich ist.

4. Der Skalarfall

Wenn A(t) und B(t) sind skalar und wenn die Umgebungen unabhingig und identisch verteilt sind, dann zeigen Gleichung (2) und Satz 2 dies

K (k)
ka log(—A +B(k)) =0,
k=1 Ry

oder gleichwertig

Betrachten wir nun den allgemeineren Fall einer markovschen Abhéngigkeit zwischen aufeinanderfolgenden Umgebungen. Denken Sie daran
M = (M ;) ist eine Matrix von Ubergangswahrscheinlichkeiten. Da die Kette nicht reduzierbar ist, sei  die stationére Verteilung der Zeit, die in den
verschiedenen Umgebungen verbracht wird:

7Tj = Z WiMi,j Vj, Z 7'!']' =1.
i J
(Haccou et al., 2005, §2.9.2) geben an, dass die Wachstumsrate ist

r(A,B) =) mlog(A" + B®)
k
Beachten Sie zum Beweis einfach das
t—1
logp(t) = Z log X (1) + log p(0).
7=0

Wenn t — o0 ist die Anzahl der Begriffe gleich log(A® + B®)) in der Summe iiber 7 ist 7 t + o(t). Satz 2 zeigt das also Ry ist die Losung von

K Tk

AR
I ( +B(k>> _ 1 (11)
i1\ Lo

Dabher ist Ry leicht zu berechnen, zum Beispiel mit einer Dichotomie-Methode.
5. Beispiele

Betrachten Sie als erstes Beispiel eine skalare Population (m = 1) und nehmen wir an, es gibt zwei Umgebungen (K = 2):

M_1 g — @ _ @ _ _ (%3 07
A% =1, BY =05, A =01, B 70,58,M7<0’6 074>.
Die stationdre Verteilung ist (1, m5) = (6/13,7/13). Gleichung (11) ergibt Ry ~ 0,949 < 1: Die Bevolkerung geht fast sicher aus. Fiir ein solches
Beispiel gibt Gleichung (9) an R, ~ 1,050 > 1. Mehrere Simulationen dieses Modells ausgehend von p(0) = 1 veranschaulichen dies. Abbildung 1
legt nahe, dass der Prozess tatsachlich unterkritisch ist. Parameterwerte werden genau so gewéhlt Ry < 1 und R, > 1. Es scheint jedoch, dass in
vielen anderen Fillen die beiden Parameter auf derselben Seite von 1 liegen und sich nur sehr wenig unterscheiden, wobei der Unterschied hiufig
weniger als 1% betrdgt. Wéhrend ein solcher Unterschied biologisch unbedeutend erscheinen mag, bleibt er wichtig fiir die mathematische
Darstellung von Schwellenergebnissen.

-10

-15]

-20]

-2 T Ay
Q 250 500

Abbildung 1. log p(t) abhingig von t. Hier Ry < 1 wihrend R, > 1.

Betrachten Sie als zweites Beispiel ein Modell mit zwei Typen und zwei Umgebungen:



01 2 0 0
o_ (0 W _
4 ( 0 0)’ B (0,1 0)’

a0 _ (103 5 _ (0 0 o (05 05)
0 0)’ 0,7 0)’ 0,5 0,5

Beachten Sie, dass die Matrizen A®) + B® fiir k = 1, 2 sind Leslie-Matrizen und dass die Umgebungen unabhingig und identisch verteilt sind.
Formel (9) gibt R, = 1,01 > 1. Wenn p(0) = (11)’, wenn wir die Wachstumsrate » mit der Formel schétzen

~log([p()]/Ip(0)))

mit = 5000, und wenn wir den Prozess 1000 Mal wiederholen, stellen wir fest, dass die durchschnittliche Wachstumsrate ist—0,1021 mit einem
Standardfehler von 0,0074. Dies legt nahe, dass » <0 ist und daher Ry < 1. Um die Reproduzierbarkeit numerisch abzuschétzen, verwenden wir Satz
2: Wir teilen A® fiir k = 1, 2 durch R und wir schiitzen die neue Wachstumsrate. Mit R = 0,84 finden wir 7 ~ 0,0135 mit einem Standardfehler von
0,0072, was darauf hindeutet 7 > 0. Mit R = 0,88 finden wir » ~ —0,0168 mit einem Standardfehler von 0,0071, was darauf hindeutet » < 0. So
scheint es das 0,84 < Ry < 0,88.

Fiir dasselbe Beispiel konnen wir auch direkt die Definition der Reproduzierbarkeit als Spektralradius des Operators verwenden.
Q=AZ-B)L

Beachten Sie jedoch, dass dieser Operator keinen Eigenwert ungleich Null hat, wie im Fall der von (Inaba, 2012, Lemma 9) untersuchten
kontinuierlichen Zeit. Aber wir kénnen rechnen gy, fiir # groB und schitze die Reproduzierbarkeit mit v/ ||gn||/||go]|- Beachten Sie in unserem Beispiel
Folgendes B® B*) = 0 fiir alles k, ¥’ = 1,2 und go(t) = 0 fiir alles ¢ > 3. Die Erneuerungsgleichung (6) zeigt, dass wenn g,,(¢t) = 0 fir alles ¢ > 7
dann g,,,1(¢) = 0 fur alles t > 7+ 2. Also g,(¢) = 0 fir alles t > 2n + 3. Zu berechnen g,, Betrachten Sie also einfach den Operator Q auf dem
Unterraum der endlichen Dimension £1({0,1, ..., 2n + 2}, R?). Mit n = 1000 haben wir 10 zufillige Folgen von Umgebungen ausgewhit.
Schitzungen der Reproduzierbarkeit wurden mit einem Mittelwert von 0,86 und einem Standardfehler von 0,015 in Ubereinstimmung mit der bereits
erhaltenen Schétzung gefunden.

6. Modelle mit kontinuierlicher Zeit

Lassen Sie uns eine dhnliche Theorie fiir lineare Populationsmodelle in kontinuierlicher Zeit in einer ergodischen Zufallsumgebung skizzieren.
Nehmen wir zum Beispiel ein Modell

D (a4) - B, (12)

e p(t) ist ein Vektor,
o A(t) ist eine quadratische Matrix der GréBe m mit positiven oder Null-Koeffizienten,
e —B(t) ist eine Matrix gleicher GroBe mit positiven oder Nullkoeffizienten aufierhalb der Diagonale.

Wir nehmen an, zu vereinfachen

o (A(t), B(t)) gehort zu einer endlichen Liste von Umgebungen ((A®), BW)); g
¢ Wechsel zwischen Umgebungen folgen einer inhomogenen zeitkontinuierlichen Markov-Kette (Ge et al., 2006). Die Wahrscheinlichkeit, zum
Zeitpunkt 7 im Zustand & zu sein , wird notiert IT; (¢) ist eine Ldsung von

dIl
E = Q(t)]-[,

wo Q(t) ist eine irreduzible Matrix, 7- periodisch, mit positiven oder Null-Koeffizienten auBerhalb der Diagonale, stiickweise stetig und so, dass
Qji(t) = — 325 Qij(t).

Die Matrix Q(t) ist periodisch, weil viele Populationen eine Mischung aus saisonalen und zufilligen Effekten erfahren. Fiir zeitdiskrete Modelle kann
eine solche Mischung in die Ubergangsmatrix M in Abschnitt 1 aufgenommen werden. A1 (A4, B) ist Lyapunovs groBter Exponent von (12) (Arnold
und Wihstutz, 1986). Das nehmen wir an A1 (0, B) < 0 : Die Bevolkerung konvergiert ohne Geburt gegen 0.

Die Reproduzierbarkeit kann als der Spektralradius des Erneuerungsoperators definiert werden K auf L1((0, 00), R™) gegeben durch

(Ku)(t) = /(; K(t,z)u(t — z) dz,

wo der Kern gegeben ist durch K (¢, z) = A(t)C(t, ) und C(¢, z) ist die Uberlebensmatrix zwischen den Zeiten ¢t — zund ¢ :

% =-B(s)Z(s) (t—z<s<t), Zit—-z)=1

C(ta 33) = Z(t)a
(die Identitatsmatrix). In der Tat wissen wir aus (Bacaér und Ait Dads, 2011, Lemma 2), dass der Vektor der Geburten pro Zeiteinheit aufgrund der
Generation n eine Wiederholungsbeziehung erfiillt, an der dieser lineare Operator beteiligt ist, der der Gleichung dhnlich ist (6). Fiir eine Diskussion
des Zusammenhangs zwischen dem Spektralradius dieses Operators und der Reproduzierbarkeit, jedoch fiir deterministische Modelle, siche (Inaba,
2012, Abschnitt 4). Wenn Ry > 0 dann kann die Reproduzierbarkeit wieder dadurch charakterisiert werden, dass A1(A/Rp, B) = 0 wie in Satz 2. Der
Spektralradius Rg von IC ist mit ziemlicher Sicherheit unabhéngig von der jeweiligen zufilligen Abfolge von Umgebungen, wie in Satz 3.

Wenn p(t) ist eine skalare Population, also haben wir

Mi(4, B) = (A) = (B),



wo zum Beispiel
Also

wie in der Arbeit von (Cordova-Lepe et al., 2012) fiir ein Modell mit nahezu periodischen Koeffizienten. Fiir Linienvektorv = (1 1...1) haben wir
dv/dt = 0 = vQ(t) . Wir kdnnen gemaf (Perthame, 2007, §6.3.2) zeigen, dass es eine einzige positive 7 periodische Lésung gibt u(t) von

du
B Q) Y wl) =1

Das Gesetz der grofen Zahlen fiir Markov-Ketten zeigt dies

Also

R fOT S ur(s) AR ds
0= .
fOT >, uk(s)B® ds

Wenn Q(¢) hingt nicht von ¢ ab , dann gibt es einen einzelnen Vektor u, so dass

Qu =0, Zuizl.

Also

B N u A®
a Dk urB®)”

Diese Formel fiir Ry ist das gleiche wie das von (Artalejo et al., 2012, §4.1) fur R(?RA "

Ry

7. Fazit

Der Unterschied zwischen dem Ry dieses Artikels und der " Ry "(Hier notiert R,) in (Hernandez-Suarez et al., 2012) dhnelt dem Unterschied
zwischen der ,,stochastischen* Wachstumsrate (1) einerseits, die auch der Erwartung der Bevolkerungswachstumsrate entspricht
[ log |p(t)| }
t

r= lim E
t—+o00

)

andererseits die Wachstumsrate der Bevolkerungserwartung (10) (Lewontin und Cohen, 1969; Tuljapurkar, 1990). Dies ist die Position von 7 in Bezug
auf 0 oder die von Ry, im Vergleich zu 1, das entscheidet, ob die Population in den Simulationen unterkritisch oder tiberkritisch ist. Allerdings log
und R, sind in markovschen Umgebungen fiir strukturierte (nicht skalare) Populationen viel einfacher zu berechnen: Sie werden durch die
Spektralstrahlen einfacher Matrizen gegeben.
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