N
N

N

HAL

open science

Sur la reproductivité nette dans un environnement
aléatoire
Nicolas Bacaér, Mohamed Khaladi

» To cite this version:

Nicolas Bacaér, Mohamed Khaladi. Sur la reproductivité nette dans un environnement aléatoire. Jour-
nal of Mathematical Biology, 2013, 67, pp.1729 - 1739. 10.1007/s00285-012-0611-0 . hal-01267142v3

HAL Id: hal-01267142
https://hal.science/hal-01267142v3
Submitted on 11 May 2020 (v3), last revised 22 Jun 2020 (v4)

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://hal.science/hal-01267142v3
https://hal.archives-ouvertes.fr

Sur la reproductivité nette dans un
environnement aléatoire

Nicolas Bacaér* Mohamed Khaladif

J. Math. Biol. 67 (2013) 1729-1739
hal : 01267142
Traductions : [ar, de, s, itl, ja, nl, pt, ru, zh], [html]

Résumé

On étudie la notion de reproductivité nette, notée Ry, pour les problemes
de dynamique des populations dans des environnements aléatoires. Pour
simplifier, on suppose que les environnements successifs suivent une chaine
de Markov. Ry est le rayon spectral d’un opérateur de prochaine génération.
Sa position par rapport a 1 détermine toujours la croissance ou la décrois-
sance de la population dans les simulations, contrairement & un autre pa-
rametre suggéré dans un article récent [Hernandez-Suarez C, Rabinovich
J, Hernandez K (2012) Theor Pop Biol, doi :10.1016/j.tpb.2012.05.004]. La
position de ce dernier parametre par rapport a 1 détermine la croissance
et la décroissance de 'espérance de la population. Ry se calcule facilement
dans le cas des modeéles de population scalaires sans aucune structure. On
s’intéresse principalement aux modeles en temps discret mais les modeéles
en temps continu sont aussi évoqués.

1 Introduction
Dans cet article, on considere des modeles de population de la forme
p(t+1)=X({)pt), X)) =A{)+B@{), t=0,1,...

avec p(0) donné dans R™. Le vecteur p(t) représente les différentes composantes
de la population. A(t) et B(t) sont des matrices carrées de taille m a coefficients
positifs ou nuls pour tout ¢ : A(t) est une matrice de naissance tandis que B(t)
est une matrice de survie. Pour simplifier, on suppose que les matrices & coef-
ficients positifs (A(t), B(t)) sont choisies dans une liste finie d’environnements
(A(k) , B(k))lgkgK. Il y a une probabilité M; ; que 'environnement de type 7 soit
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suivi par un environnement de type j (1 <i,j < K). Il y a aussi une probabilité
wi que (A(0), B(0)) soit de type i¢. On suppose que la matrice M = (M, ;) de
cette chaine de Markov est irréductible. Pour que les matrices de survie aient un
sens biologique, on suppose que »; BE? < 1 pour tout j et tout k. On suppose
aussi : (Hl) il existe  tel que [|[B™|; = max; >, Bi(;) < 1; (H2) les matrices
A®) + B®) forment un ensemble ergodique (m, M) Par exemple, des
matrices primitives avec une matrice d’incidence commune forment un ensemble
ergodique. Certaines de ces hypotheses peuvent étre affaiblies.

Une vaste littérature existe concernant de tels modeles de population dans
un environnement aléatoire dmmm, 11969, @ﬁl&ku{, M) En
particulier, en notant |p(t)| = >, pi(t) et || - || pour toute norme matricielle, on
sait qu’avec les hypotheses ci-dessus la limite presque siire

r=lim (loglp(t)])/t = lim_(log | X(t = )X (t ~2)- XO))/r (1)

t——+oo

existe et qu’elle est indépendante de p(0) et de la suite particuliere d’environne-
ments choisie au hasard suivant la chaine de Markov dmjipm{, 11990, p. 26).
Pour marquer la dépendance du taux de croissance r par rapport aux matrices
A(t) et B(t), on écrit r = r(A, B). Si par exemple le vecteur de population est un
scalaire et si M; ; = m; pour tout ¢ et j, ce qui signifie que les environnements
sont indépendants et identiquement distribués (i.i.d.), alors on sait que

kalog " 4+ B®) (2)

(Haccou et all, [2005§2.9.2).

Bacaér et Guernaoui (lZ_O_Oﬂ) ont généralisé la notion classique de reproduc-
tivité nette, aussi appelée taux net de reproduction et notée Ry, du cas des
environnements constants a celui des environnements périodiques. Ce Ry est

un taux asymptotique de croissance par génération GMIMM, 2011,
2012). [Thieme (20095.1) et Inaba (2012) ont étudié le cas des environnements
déterministes en temps continu mais non périodiques. Dans un article récent,
Hernandez-Suarez et al. (IZDiﬂ) ont suggéré une adaptation de Ry aux modeles
avec des environnements aléatoires. Il semble cependant que la position de leur
< Ry > par rapport a 1 ne décide pas toujours si la population finit par croitre
ou décroitre (un contre-exemple sera présenté ci-dessous). Dans le présent ar-
ticle, on explique comment Ry devrait étre calculé pour donner le bon seuil :
c’est 'unique solution de I’équation

r(A/Ry, B) = 0. (3)

Autrement dit, Ry est le nombre par lequel tous les taux de naissance doivent
étre divisés pour amener la population a la situation critique ou ni la croissance
exponentielle ni la décroissance exponentielle ne se produit. Une telle caracte-
risation de Ry a été mise en évidence pour les environnements constants par
ILi_et. Schneider (12_0_02, théoreme 3.1 ) ur les environnements périodiques en
temps continu ou discret par Bacaér §3 4) et Bacaé (@, section 4).




Dans la section Pl Ry est défini comme le rayon spectral d’'un « opérateur
de prochaine génération > suivant la terminologie de
m) La proposition [[l montre que Ry > 1 si et seulement si r > 0. La propo-
sition [2 montre que Ry peut étre calculé en utilisant I’équation [B)). La formule
pour Ry obtenue pour les environnements périodiques par Bacaél M) s’avere
étre un cas particulier de ’approche du présent article. La sectionBlmontre que le
parameétre introduit récemment par Hernandez-Suarez et all (2012) détermine la
croissance ou le déclin de ’espérance de la population. La section [ se concentre
sur le cas scalaire, pour lequel Ry se calcule facilement. Des exemples numériques
sont présentés dans la section Bl La section [6ldiscute brievement des modeles en
temps continu pour faire le lien avec un récent article diArtalejo et all (lZDiﬂ) La

conclusion explique que la différence entre notre Ry et celui d -
) est la méme que la différence entre I’espérance du taux de croissance de la
population et le taux de croissance de I’espérance de la population, différence qui

a 6té le sujet de nombreuses discussions (Lewontin et Cohen, 1969; [Tuljapurkar,

2 Définition et propriétés de R,
Comme dans le cas périodique d&a&a&ujﬁﬂl‘zﬂé, 2011, 120_12), découpons

la population en générations. Soit g(n,t) le vecteur de population appartenant
a la génération n au temps t : pour tout ¢ > 0 et n > 0,

q(0,0) =p(0), q(0,t+1) = B(t)q(0,1)

gn+1,00=0, q(n+1,t+1)=Atg(n.t)+B(t)gn +1,0).  (4)
Noter que le zéro dans le c6té droit de I’équation g(n + 1,0) = 0 est le vecteur
nul de R™. Alors p(t) = 3, 5 q(n,t) vérifie p(t + 1) = (A(t) + B( ))p(t) pour
tout t > 0. Soit L = /*(N,R™) I’espace vectoriel des suites (z(0),z(1),...) avec

z(t) € R™ pour tout ¢ > 0 telles que ||z]| = >, >oiey |@i(t)] < +oo. Alors L
muni de cette norme est un espace de Banach. Noter que () s’écrit aussi

g(n+1,0)=0, —B(t)g(n+1,t)+qn+1,t+1)=A(t)q(n,t). (5)

Introduisons les opérateurs A : L — L, B : L — L et Popérateur identité
Z:L — L tels que pour tout x € L et t > 0,

(Ax)(0) =0, (Ax)(t+1)=A@t)x(?),
=0, (Bx)(t+1)=DB(t)x(t),
(Zz)(t) = x(t).
Comme A(t) et B(t) sont choisis parmi en ensemble fini de matrices, il est clair

que Avx € L et Bx € L si x € L. De plus, A et B sont des opérateurs linéaires
bornés.

Lemme 1. Le rayon spectral p(A + B) est égal a e"(4B).



Démonstration. Soit X = A+ B. Pour tout x € Let 7 > 1, ona (X"x)(t) =0
pour 0<t<7—let (X)) =XEt-1DX{t—-2)--- XEt—7)z(t—7)sit>T.
Vus () et la formule du rayon spectral, on a

p(X) = lim [TV =B,

ol || - || est la norme d’opérateur associée avec la norme vectorielle dans L. O
Lemme 2. (0, B) < 0 : la population s’éteint s’il n’y a pas de naissances.

Démonstration. On a || B*®)||; < 1 pour tout k et || B(*)||; < 1. L’environnement
k apparait (quand ¢ — +400) dans une fraction positive 7, des ¢ termes du
produit de matrices de I’équation () parce que la chaine de Markov est supposée

irréductible. Mais || - ||; est une norme sous-multiplicative. Donc on obtient
(0, B) < 7, log || B ||, < 0. O

Puisque 7(0,B) < 0, le lemme [ montre que p(B) < 1. Donc Z — B est
inversible : si y = (Z — B)z, alors x = (T —B) "'y = y+By + B>y + -,

c’est-a-dire
t

2(t)=>_ B(t—1)B(t—2)---B(r)y(r)
7=0
pour tout ¢ > 0. Pour tout n > 0, posons ¢, = (g(n,t))>0. L’équation (H)
équivaut & (Z — B)gnr1 = Agn, clest-d-dire ¢,+1 = (Z — B) ' Ag,. Comme
qo € L, on a ¢q, € L pour tout n > 1. Posons g, = Ag,. De cette maniére,
gn(t+1) = A(t)q(n,t) est le vecteur des naissances dues & la génération n entre
les temps ¢ et ¢t + 1. On arrive a la conclusion suivante :

Int1 = Agny1 = AT — B) ' gn.

Plus explicitement, on a g,+1(0) = 0 et ’équation de renouvellement pour les
naissances

t

gor(t+1) =Y JAWB(t ~1)B(t —2) - B()gn(7) (6)
7=0

pour tout £ > 0 et n > 0.

Définition 1. Le rayon spectral de lopérateur de prochaine génération A(Z —
B)~1 est noté Ry.

Noter I'analogie entre la définition [I] et la présentation de Ry pour les
modeles en temps continu dans des environnements temporellement hétérogenes
delThieme (200955.1) et Inabal (2012). Comme pour le taux de croissance r(A, B)
de la section 1, on écrit Ry(A, B) pour insister sur la dépendance par rapport
aux suites de matrices A(t) et B(t).

Proposition 1. Ry(A,B) > 1 sir(A,B) >0, Ry(A,B)=1sir(A,B) =0, et
Ry(A,B) <1 sir(A,B) <0.



Démonstration. D’apresThiemd (2009, théoreme 3.10), on sait que Ry(A4, B)—1
a le méme signe que p(A+ B) — 1. Mais le lemme [ dit que p(A + B) = e"(4:5),
Donc Ry(A, B) — 1 a le méme signe que r(A, B). O

Proposition 2. Supposons que Ro(A, B) > 0. Alors Ro(A, B) est la solution
unique de I’équation r(A/R, B) = 0 sur l’intervalle R € (0, +00).

Démonstration. Puisque la reproductivité nette dépend linéairement de 1’en-
semble des taux de naissances, on a Ro(A/Ro(A, B),B) = 1. A cause de la
proposition [l on a r(A/Ry(A, B),B) = 0. Ainsi I’équation r(A/R,B) = 0
a au moins une solution. Vu (), I'application R — r(A/R, B) est clairement
décroissante sur U'intervalle R € (0, +00). On vérifie facilement, en dérivant deux
fois, que pour tout (7, j) Iapplication R — A; ;(t)/R+ B; ;(t) est soit identique-
ment nulle soit log-convexe; ce point a déja été utilisé par Bacaér et Ait Dads
(2012, Appendix C). Alors [Cohen (1980, théoréme 1) montre que 'applica-
tion R — r(A/R,B) est convexe. Donc 1’équation r(A/R,B) = 0 ne peut
avoir plus qu’une solution. En effet, s’il y avait deux solutions distinctes R
et Ry avec Ry < Rg, la fonction décroissante et convexe R — r(A/R, B) se-
rait constante égale & 0 non seulement sur Uintervalle (Ry, Rg), mais pour tout
R > R;. Cette fonction de (0,+00) dans R étant convexe, elle est aussi conti-
nue. Donc r(A/R,B) — r(0,B) < 0 quand R — 400. On a ainsi atteint une
contradiction. (]

Remarque 1. La proposition 2lmontre qu’en général le calcul de Ry est aussi
difficile que le calcul de r, et nécessite plus de temps de calcul car une méthode
de dichotomie doit étre utilisée.

Remarque 2. Pour les environnements périodiques dans l'ordre (1,2, ..., K),
Bacaén (2009) a montré que Ry était le rayon spectral de

BM I 0 0
©) ...
4 0 0 0 -B® 7 0
2)
0 A 0 )
0
: . . 0 I
(K)
0 0 A I e 0 0 —BW&

Bacaér et Ait Dads (2012, Prop. 3) ont insisté sur le fait que ce Ry est 'unique
solution de I’équation

AE) AM
SR - 10O U NS - 16D =1.
(T o) (e

Etant donné I’équation (@), le coté gauche ci-dessus est visiblement égal a
e"(A/BB) On peut donc conclure de la proposition @ que le Ry de Bacaér (2009)
est identique au Ry de la définition [l dans le cas particulier des environnements



périodiques (M; ; =1sij=i+1let1<i<K -1, Mg1=1,et M;; =0 si-
non). On peut présenter Ry dans un environnement périodique comme le rayon
spectral de

0 0o --- 0 AEK) I 0o --- 0 _B&)
AL 0 0 -BW T 0
0 0
: S 0 0 Do T I 0
0o --- 0 AWE-D 0 0 ... 0 —BW&-I I
(8)

dont on voit facilement qu’il est égal au rayon spectral de (7)) (Hernandez-Suarez et all,

2012, section 5). Le fait que ce rayon spectral coincide avec le rayon spectral de
A(I — B)™! (Cushing et Zhou, [1994; [Caswell, [2001)) lorsque I’environnement
est constant (avec A®) = A et B(®) = B pour tout k) a déja été démontré par
Bacaér et Ait Dads (2012).

Proposition 3. La définition de Ry ci-dessus est indépendante de la suite
aléatoire particuliere (A(t), B(t))i>o d’environnements qui suivent la chaine de
Markov de matrice M. Donc Ry peut étre appelé la reproductivité nette du
modéle.

Démonstration. Soient (A(t), B(t)) et (A'(t), B'(t)) deux suites d’environne-
ments qui suivent la chaine de Markov de matrice M. Soit Ry(A, B) et Ro(A’, B')
les repoductivités nettes correspondantes. On souhaite montrer que Ro(A4, B) =
Ro(A’, B’). Avec la proposition 2 on sait que r(A/Ro(A,B),B) = 0 et que
r(A’/Ry(A’,B’), B") = 0. Mais les taux de croissance sont indépendants de la
suite particuliere d’environnements (Tuljapurkar, [1990). Donc

0 = r(A/Ro(A, B), B) = r(A'/Ro(A, B), B).

On voit que Ro(A, B) et Ry(A’, B) sont solutions de (A’ /R, B") = 0. La pro-
position 2l implique que Ry(A, B) = Ro(A’, B'). O

3 Un autre parametre

Dans un article récent, Hernandez-Suarez et all (2012) suggere d’apppeler
Ry le rayon spectral de

Mg AV My AT !

MMB(I) . MKJB(K)
; ; 1- z z
MI,KA(l) MK,KA(K) MI,KB(l) MK,KB(K)
(9)
ou I est la matrice identité de taille convenable. Pour éviter la confusion, on
notera ce rayon spectral R,.



Dans la littérature sur les environnements markoviens, il est connu que

log E[|p(t)|]

logp = lim n (10)
existe (rappelons que | - | désigne la somme des composantes). De plus, p est

le rayon spectral de D(M’ ® I), out D est la matrice diagonale par blocs D =
diag(AM +BMW ... AF) L BUK)) M’ est 1a transposée de M et I est la matrice
identité. [Tuljapurkar (1990, p. 45) appelle cela la formule de Bharucha.

Proposition 4. R, > 1 silogp > 0, R, = 1 si logu = 0, et R* < 1 st
log v < 0.

Démonstration. La matrice D(M' ® I) est égale &

M1,1(A(1) + B(l)) MK,l(A(K) + B(K))

My g (AD 4+ BMWY .. My (AT 4+ BE))
Cette matrice est égale a A* + B*, ou
My A o Mg AU
My g AV oo My g A

et B* est définie de la méme manieére en remplagant A par B. D’apres [Thieme
(2009, théoreme 3.10), on sait que p(A* + B*) — 1 et p(A*(I — B*)™') — 1 ont
le méme signe. Mais p = p(A* + B*) et R, = p(A*(I — B*)~1). O

Remarque 3. Dans un environnement périodique, on a Ry = R,, comme on
peut le voir en comparant les matrices () et ().

4 Le cas scalaire

Si les matrices A(t) est B(t) sont scalaires et si les environnements sont i.i.d.,
alors ’équation () et la proposition 2l montrent que

K
AK)

E my, log (— + B(k)) =0,
Ry

k=1
ou de maniere équivalente
K k) mk
11 (% +B<’“>) =1
k=1 0

Considérons maintenant le cas plus général d’une dépendance markovienne
entre les environnements successifs. Rappelons que M = (1; ;) est une matrice



de probabilités de transition. La chaine étant irréductible, soit 7 la distribution
stationnaire positive du temps passé dans les différents environnements : 7; =
> miM;,; pour tout j et >, m; = 1. [Haccou et al! (2005§2.9.2) indiquent que
le taux de croissance est

r(A, B) = Zwk log(A®) + B(*))
k

Pour preuve, noter simplement que logp(t) = Zf;lo log X (1) 4 logp(0) et que,
lorsque t — 400, le nombre de termes égaux a log(A(k) + B(k)) dans la somme
sur 7 est 7, t 4+ o(t). Ainsi donc, la proposition 2l montre que Ry est la solution

de
Ak) Tk
1T <R—0 + B(k)> =1. (11)

Par conséquent, Ry se calcule facilement, par exemple avec une méthode de
dichotomie.

5 Exemples

Comme premier exemple, considérons une population scalaire (m = 1) et
supposons qu’il y ait deux environnements (K = 2) :

AW =1, BM =05, A® =0,1, B® =058, M = ( 06 04 )

La distribution stationnaire est (m,m) = (6/13,7/13). L’équation (IIl) donne
Ry ~ 0,949 < 1 : la population s’éteint presque stirement. Pour un tel exemple,
léquation (@) donne R, ~ 1,050 > 1. Plusieurs simulations de ce modele partant
de p(0) = 1 illustrent cela. La figure [I] suggere que le processus est effective-
ment sous-critique. Les valeurs des parameétres sont choisies précisément pour
que Ry < 1 et R, > 1. Cependant il semblerait que dans de nombreux autres
cas, les deux parametres soient du méme coté de 1 et ne different que tres peu,
la différence étant souvent inférieure & 1%. Bien qu’une telle différence puisse
sembler biologiquement insignifiante, elle garde de I'importance pour démontrer
mathématiquement des résultats de seuil.

Comme second exemple, considérons un modele avec deux types et deux
environnements :

m _ (01 2 (1) _ 0 0
A _( 0 0>’ B _(0,1 0 )
1 0,3 0 0 0,5 0,5
(2): ’ (2): — ) )
A (0 0)’ B (0,7 0)’ M (0,5 0,5)'

Noter que les matrices A®) +B®) pour k = 1, 2 sont des matrices de Leslie et que
les environnements sont indépendants et identiquement distribués. La formule
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FIGURE 1 —logp(t) en fonction de ¢. Ici Ry < 1 tandis que R, > 1.

@) donne R, = 1,01 > 1. Si l'on lance des simulations partant par exemple de
p(0) = (11)’, si I'on estime le taux de croissance r par +log(|p(t)|/|p(0)|) avec
t = 5000, et si 'on itere le processus 1000 fois, on trouve que la moyenne du
taux de croissance est —0,1021 avec une erreur standard de 0,0074. Ceci suggere
que 7 < 0 et donc que Ry < 1. Pour estimer Ry numériquement, on utilise la
proposition @ : on divise A®) pour k = 1,2 par R et on estime le nouveau taux
de croissance. Avec R = 0,84, on trouve r ~ 0,0135 avec une erreur standard de
0,0072, ce qui suggere que r > 0. Avec R = 0,88, on trouve r ~ —0,0168 avec
une erreur standard de 0,0071, ce qui suggere que r < 0. Il semblerait donc que
0,84 < Ry < 0,88.

Pour le méme exemple, on peut aussi utiliser directement la définition de
Ry comme rayon spectral de 'opérateur Q = A(Z — B)~!. Attention cependant
que cet opérateur n’a pas de valeur propre non nulle, comme dans le cas en
temps continu étudié par Inaba (2012, lemme 9). Mais on peut calculer g,
pour n grand et estimer Ry avec ¥/||gnll/l|gol|- Dans notre exemple, noter que
B® B*) = pour tout k, &’ = 1,2 et que go(t) = 0 pour tout ¢ > 3. L’équation
de renouvellement (@) montre que si g, (t) = 0 pour tout ¢ > 7, alors g,+1(t) =0
pour tout ¢ > 7 4 2. Donc g,(t) = 0 pour tout ¢ > 2n + 3. Par calculer
Gn, il suffit donc de considérer 'opérateur €2 sur le sous-espace de dimension
finie £1({0,1,...,2n + 2},R?). Avec n = 1000, on a choisi 10 suites aléatoires
d’environnements et trouvé des estimations de Ry avec une moyenne de 0,86 et
une erreur standard de 0,015, en accord avec ’estimation déja obtenue.



6 Des modeles en temps continu

Esquissons une théorie similaire pour les modeles linéaires de population en
temps continu dans un environnement aléatoire ergodique. Prenons par exemple
un modele de la forme

dp/dt = (A(t) = B(1))p(t), (12)

ou p(t) est un vecteur, A(t) est une matrice carrée de taille m & coefficients
positifs ou nuls, et —B(t) est une matrice de la méme taille avec des coeffi-
cients positifs ou nuls en dehors de la diagonale. On suppose pour simplifier que
(A(t), B(t)) appartient & une liste finie d’environnements ((A®), B*))),<p< g
et que les basculements entre les environnements suivent une chaine de Markov
en temps continu inhomogene (Ge_et_all,2006) : la probabilité I (t) d’étre dans
Pétat k au temps t vérifie dII/dt = Q(¢)I1, ot Q(t) est une matrice irréductible,
T-périodique, avec des coefficients positifs ou nuls en dehors de la diagonale,
continue par morceaux, et telle que Q;;(t) = — >, ,; Qi;(t). La matrice Q(t) est
périodique car beaucoup de populations vivent un mélange d’effets saisonniers
et d’effets aléatoires; pour les modeles en temps discret, un tel mélange peut
étre incorporé dans la matrice de transition M de la section [l Soit A1 (A4, B)
le plus grand exposant de Lyapunov (Arnold et Wihstutz, [1986) de (I2)). On
suppose que A;(0, B) < 0 : la population tend vers 0 sans les naissances.

La reproductivité nette Ry peut étre définie comme le rayon spectral de
I'opérateur de renouvellement K sur L'((0,00), R™) donné par

(Ku)(t) = /0 K(t,x)u(t — z) dx,

ol le noyau est donné par K (t,z) = A(t)C(t, x) et C(t, x) est la matrice de survie
entre les temps t—x et ¢ : C(¢, ) = Z(t), dZ/ds = —B(s)Z(s) pour t—x < s <t
et Z(t—x) = I (la matrice identité). En effet, on sait d’apres|/Bacaér et Ait Dads
(2011, lemme 2) que le vecteur de naissances par unité de temps dues a la
génération n vérifie une relation de récurrence impliquant 'opérateur /C, qui est
semblable & 1’équation (@). Pour une discussion du lien entre le rayon spectral
de cet opérateur et Ry mais pour les modeles déterministes, voir Inaba (2012,
section 4). Si Ry > 0 alors Ry peut encore une fois étre caractérisé par le
fait que A\ (A/Rp,B) = 0, comme dans la proposition 2l Le rayon spectral
Ry de K est presque strement indépendant de la suite aléatoire particuliere
d’environnements, comme dans la proposition [B1

Si p(t) est une population scalaire, alors A;(A, B) = (A4) — (B), ou par
exemple (A) = lim; o, + fnt A(s)ds. Donc Ry = (A)/(B) comme dans le travail
delCérdova-Lepe et al. (9012) pour un modele a coefficients presque périodiques.
Le vecteur ligne v = (1 1...1) vérifie dv/dt = 0 = vQ(¢). On peut montrer,
suivant [Perthame (2007§6.3.2), qu’il existe une unique solution T-périodique
positive u(t) de du/dt = Q(t)u(t) telle que >, u;(t) = 1. La loi des grands
nombres pour les chaines de Markov montre que (4) = = fOT Sy uk(s) AR ds.
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Donc

Ry = foT Dok “k(S)A(k) ds
foT >k uk(s)BK) ds '
Si de plus Q(¢) ne dépend pas de ¢, alors il existe un unique vecteur u tel que

Qu = 0et > ,u; = 1. Donc Ry = (3, ugA®) /(3 ug B®). Cette formule
pour Ry est la méme que celle de |Artalejo et al. (2012§4.1) pour <« R4 .

7 Conclusion

La différence entre le Ry du présent article et le < Ro > (noté ici R,) de
Hernandez-Suarez et al) (2012) est semblable & la différence entre d’une part le
taux de croissance < stochastique » ([I), qui est aussi égal & l'espérance du taux
de croissance de la population

r= lim E [Lg |f(t)|} ,

t—+oo

d’autre part le taux de croissance de ’espérance de la population (I0) (Lewontin et Cohen),
1969; [Tuljapurkar, [1990). C’est la position de 7 par rapport a 0 ou celle de Ry

par rapport a 1 qui décide si la population est sous-critique ou surcritique dans

les simulations. Cependant log i et R, sont beaucoup plus faciles a calculer dans

les environnements markoviens pour les populations structurées (non scalaires) :

ils sont donnés par les rayons spectraux de simples matrices.
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