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resumo

Para processos de ramificagdo com varios tipos em um ambiente periddico, mostramos que a probabilidade de extingdo ¢ igual a 1 se e somente se a
reprodutibilidade for menor ou igual a 1. A demonstragdo utiliza resultados sobre o comportamento assintético de sistemas cooperativos de equagdes diferenciais.
Na epidemiologia, a probabilidade de extingdo pode ser usada como uma medida perioddica do risco epidémico. Como exemplo, estudamos um modelo epidémico
linearizado de SEIR e dados sobre uma epidemia de sarampo na Franga. Modelos discretos de tempo também sdo discutidos com possiveis aplicagcdes em biologia
da conservagao.

1. Introducio

Kendall (1948) estudou os processos de nascimento e morte de um unico tipo em um ambiente variavel. Nos definimos

e af(t) : Fertilidade
* b(t): mortalidade no tempo ¢ .

A partir de um individuo no momento ¢y , a probabilidade de extin¢ao é
1

w=1- 1+ [ b(s) exp [, (b(u) — a(w)) du] ds ’ @

se a integral no denominador € finita ou infinita. Dentro do estojoa(t + T') = a(t) e b(t + T') = b(t) , w = 1 se e apenas se

A " ety dt < A " o).

Em outras palavras, w < 1 ¢ ® ¢ uma fungdo periodica de ¢y (Ball, 1983, p. 235). A expectativa do tamanho da populagdo ¢ uma solucdo de

dI
—_— = t) — b(t)) I(t).
o = (alt) — b(0) 1(t)

Os processos de nascimento e morte de varios tipos em um ambiente constante sdo bem conhecidos (Athreya e Ney, 1972, capitulo V). Para ambientes periddicos,
Klein e Macdonald (1980) estudaram a expectativa e a varia¢do de populagdes de diferentes tipos, mas ndo a probabilidade de extingdo. Veja também (Parham e
Michael, 2011). O sistema de equagdes para expectativas ¢ da forma

e o vetor I(t) é o vetor de expectativas de diferentes tipos
» A(t) ¢ uma matriz de fertilidade com coeficientes positivos ou zero
e —B(t) é uma matriz cooperativa que contém mortalidades e taxas de transferéncia entre diferentes tipos.

Jagers e Nerman (1985) estudaram os processos de ramificagdo em tempo continuo em um ambiente periddico com mortalidade e fertilidade dependentes da
idade, mas apenas para um tipo. O limiar foi formulado em termos do parametro malthusiano.

Seguindo o livro de Anderson e May (1991), muitos modeladores usam a reprodutibilidade para descrever o limiar de modelos populacionais e, em particular,
modelos epidémicos. Bacaér e Guernaoui (2006, se¢do 5) adaptaram a defini¢do de reprodutibilidade como o raio espectral de um operador de proxima geragio de
Diekmann e Heesterbeek (2000) ao caso de modelos periddicos. Eles também mostraram que

R I a(t)dt

b at

para modelos de um tipo, como acima. Assim, Bacaér (2007, §5.2) reformulou a propriedade limiar para processos lineares de nascimento e morte para um unico
tipo em um ambiente periédico da seguinte maneira:w = 1 E se Ry < 1, enquanto w < 1 E se Ry > 1.

Para as populagdes com varios tipos estudados por Klein e Macdonald (1980), Ry pode ser definido como o raio espectral do operador integral
o]
u(t) — A(t)/ C(t,t —z)u(t — z)dz
0

no espago de fungdes continuas periodicas do periodo 7. Aqui

az
== =—BZ(t), 2(0)=I

Clt,t —x) = Z(t)Z(t — )},
(a matriz de identidade). Allen e Lahodny (2012) resumiram recentemente os vinculos entre a reprodutibilidade e a probabilidade de exting@o para os processos de
nascimento e morte de varios tipos, mas em um ambiente constante.

Neste artigo, consideramos a mesma classe de processo de ramificag@o para varios tipos em um ambiente peridodico como Klein e Macdonald (1980). Mostramos
que a probabilidade de extingdo w ¢ igual a 1 se e somente se Ry < 1. Isso amplia os resultados referentes a populagdes com um tinico tipo em um ambiente
periddico e aqueles referentes a populagdes com varios tipos em um ambiente constante. Na prova da se¢do 2, vemos que o sistema de equagdes diferenciais nao
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lineares que fornece a probabilidade de extingdo estd intimamente relacionado ao sistema linear acima para o vetor de expectativas. A prova entdo utiliza resultados

relativos ao comportamento assintdtico de sistemas cooperativos de equagdes diferenciais. Como exemplo, consideramos na se¢éo 3.1 um modelo epidémico de

SEIR e sua linearizag@o. A probabilidade de extingdo ¢ calculada usando dados de uma epidemia de sarampo na Franga. A Se¢ao 3.2 discute o caso de modelos de

tempo discretos, que sdo usados na biologia da conservagio para estimar a probabilidade de extingdo de espécies reintroduzidas. A Segdo 4 sugere o uso da
probabilidade de ndo extingo 1 - ® como uma medida periddica do risco epidémico, além das outras técnicas propostas nos ultimos anos.

2. A probabilidade de extin¢ao

Primeiro, considere um modelo populacional linear deterministico

dI

5 = (A() = B)I(),
o I=(I...,I,)
o A(t) = (Ape(2)), Age(t) > 0, A(t)I(t) é o numero de novos individuos gerados por unidade de tempo,
* B(t) = (B(t)) com

B(t) = —be(t) Vk# £, Bu(t) =bu(t) + > bre(t).
kAL

O sistema (2) pode ser a linearizagdo proxima a solugio livre de doenga de um modelo epidémico néo linear. O vetor I(t)representa as populagdes nos varios
compartimentos infectados. Os coeficientes by (t) sdo taxas de saida. bye(t) ¢ uma taxa de transferéncia entre compartimentos (k # £) Supomos que

bre(t) >0, Vk VL.

— B(t) ¢ uma matriz cooperativa: seus coeficientes fora da diagonal sdo positivos ou nulos. Nos presumimos

(H1): pelo menos um coeficiente da matriz A(t) é estritamente positivo para todos os ¢

(H2): M(t) = A(t) — B(t) ¢ irredutivel para todos os ¢

e (H3): as matrizes A(t) e B(t) sdo fungdes continuas por partes, A(t + T) = A(¢), B(t + T) = B(t)
o (H4):38>0, VL, Vt, by(t) > B.

A hipétese (H4) implica que o multiplicador Floquet dominante do sistema

ou seja, o raio espectral da matriz com coeficientes positivos ou zero Z(T') , ¢ menor ou igual a exp(—ST') < 1. Veja, por exemplo, o Lema 1.1 de (Inaba, 1988). A
populagdo morre se A(t) = 0 para todos ¢ . A hipotese (H4) pode ser enfraquecida, mas é mais biologicamente realista ter uma mortalidade diferente de zero em cada

compartimento.

Agora considere o processo multi-tipo de nascimento e morte associado a (2). p(t, i1, . . . , im) ¢ a probabilidade de ter ij pessoas no compartimento Ij, no tempo ¢

paral <k <m :

d . . . ) ) . )
Ep(t,zl,...,zm) :zk:[Akk(Zk — 1) + ;Auzg}p(t,zl,...,zk — 1,...,2m)
3 b (g + 1) p(tyin, - ooip = 1,enig+ 1,y i)
kAL
) b (i + 1) ptyin, o ip+ Ly i)
k

- Z(Aké + bkl) ilp(t7i17 s 7im)a
kl

onde a dependéncia temporal dos coeficientes foi omitida. Este sistema rastreia o que acontece por um pequeno intervalo de tempo dt . Se, por exemplo, o sistema

estiver no estado (iq,...,% — 1,...,4,), a probabilidade de uma pessoa do tipo k gerar uma nova pessoa do mesmo tipo ¢ Ay (i, — 1)dt . Nesse caso, o sistema

acaba no estado (i, ..., . -, iy,). Tome como condi¢do inicial

. Sy 1, (il,. .. ,im) = (Il(to), . ,Im(to)),
plto, i, im) = {0, (i1, yim) % (T1(t0)s - -+ In(t0)).

O objetivo ¢ calcular a probabilidade de extingao

w= lim p(¢0,...,0).

t5+c0
Lembre-se de que a equagdo (2) € verificada pela expectativa do nimero de pessoas nos diferentes compartimentos (Klein e Macdonald, 1980).
Proposta.

e w=1FEseRy<1,
e W< 1EseRy>1.

Evidéncia. A fungao geradora

gt @1, Tm) = Z p(t,il,...,im)m’i‘...xfg
Uye e oy =0

¢ solugdo da equagao
dg dg
= = Ape(t)zy — Bra(t —-1) —,
o EH,[ ke(t)ze — Bre(t)](zr — 1) o7

com a condigdo inicial

It L (t
g(to, 21, .. Tm) = :cll(o) ---wm(“)

As curvas caracteristicas desta equagdo diferencial parcial linear de primeira ordem sdo



ax; _ = [Au(t)X, — B(t)] (1 — Xy) . W

Tdt -
assim
L1906, X1(6), -, Xon(1))] =0
dt
e
g(t, X1(t), - -, Xm(t)) = g(to, X1(t0), - - -, Xm(t0))- (5)
Nos definimos X (7 (t) , solugéo do sistema (4) com
XM (r) = 0.
Usando (3) e t = 7 em (5), obtemos
p(r,0,...,0) = g(1,0,...,0) = (X (tg)) 2 0) ... (X7 (t0)) (). (6)

Portanto, a probabilidade de extingdo ¢ dada por

W= (wl)h(tu) . (Wm)lm(tu)7 wy = lim X(T)( )

T—+00

O problema, portanto, se resume ao estudo do sistema de equagdes diferenciais (4). Nos definimos
Y (s)=1-X7(r - ) )

¢ = ¢ :
Nos obtemos

dY(T)

) =3 [4ir =) (1-¥7) - Bt - 9| 176). (®)

A* e B* sdo as matrizes transpostas de A e B. A condigdo inicial é

A hipotese (H3) implica que
YZ(T)(s) = Y(Z(”T)(s), Vs, Vr, VL 9)

Para aplicar o Teorema 2.3.4 de (Zhao, 2003), vamos verificar os analogos das hipoteses (A1) - (A4) do Teorema 3.1.2 desta referéncia, exceto que o sistema (8)
evolui no cubo unitério K = [0,1]™ ao invés de R7. Primeiro, o sistema (8) deixa K invariavel. De fato, se Fy(s, Y (s)) ¢ o lado direito de (8)ese ¥ € K,

Yi=0 = Fy(s,Y) = > (Alr = 5) + bu(r — 5) ) Yi 2 0,
k2L

Yy =1 =Fy(s,Y) = —bu(r—5) = Y _bu(r—s)(1-Y%;) <0, (10)

=

a estrita desigualdade em (10) se deve a (H4). A proposi¢do B.7 de (Smith e Waltman, 1995) mostra que, para qualquer condig¢do inicial em K no momento sp A
solugdo correspondente de (8), em seguida mantém-se em K . Além disso, de acordo com (10),

(3, Yi(so)=1) = (Vs>sp, Yy(s)<1).
O sistema (8) é cooperativo em K :

F,
YeK = Vk#{, %(S,Y):Azk(‘rfs)(lng)erkg(‘rfs)20.
&

De acordo com o teorema de Kamke (Smith e Waltman, 1995, Teorema B.1), as aplicagdes de Poincaré do sistema (8) em K sdo monotonicas. A hipotese (H2)
implica que a matriz jacobiana

(6Fg

8Yk(s Y)) Vs, WWeK={YeK:Y, <1V}

¢ irredutivel. Essa propriedade e a estrita desigualdade (10) implicam que as aplicagdes de Poincaré de (8) em K , que projetam a solug@o do tempo sj até o tempo
so + T, na verdade sdo altamente mondtonos. De fato, se

Y(so) #Y'(s0), Y(s0) < Y'(s0),
isto é dizer Y;(s0) < Y/ (s0) para tudo £, entdio nds temos
Y(s0+T/2) <Y'(s0 +T/2),
os dois vetores sendo diferentes ¢ em K. Usando a irredutibilidade em K , O Teorema B.3 de (Smith e Waltman, 1995) mostra que
Yi(so+T) <Y/ (s9+T) V&
O sistema (8) ¢ estritamente sub-homogéneo. De fato, para tudoa € (0,1) e Y € K com Yz > 0 para tudo £, temos

Fy(s,aY) = aFy(s,Y) + (1 — @) Y Ap(r — s)VY;.
k

Portanto, Fy(s,aY) > a Fy(s,Y) e F(s,aY) # o F(s,Y) de acordo com a hipétese (H1).

Nos temos F(s,0) = 0. Nos definimos f(s,Y"), a parte linear de F(s,Y) perto Y = 0



fls,Y) = (M (T=8)Y),,  Fis,Y) = fi(s,Y) = Y Al(r — s)Vi¥s.
k

Portanto Fy(s,Y) < fy(s,Y) e, considerando a hipdtese (H1), F(s,Y) # f(s,Y) E se Y; > 0 para tudo £.

O multiplicador dominante de Floquet no sistema ‘2—1: = M*(t — s)Y ¢ o mesmo que o do sistema % = M(t)Y. De fato, vamos observar as solugdes (com a
matriz de identidade como condigéo inicial no tempo 0) ®1(t), ®2(¢), P3(t) e P4(t) do

dy dy dy dy
— =MQR)Y, —=M )Y, — =-M* )Y, — =M*(t-9)Y.
— MY, S =Mrroy, o (40, S =M-s)

O segundo sistema ¢ o mesmo que o primeiro, mas com atraso no tempo. O terceiro é a transposi¢do do segundo. O quarto ¢ idéntico ao terceiro, exceto que o tempo
¢ revertido. assim

2(T) = 21(1)21(T)(21(7) !, 23(T) = ((22(T))") !, 24(T) = (25(T)) "
(Hsieh e Sibuya, 1999). Portanto, o raio espectral pg do ®1(T") ¢ igual ao de ®4(T"), Como anunciado.
Aplique o teorema 2.3.4 de (Zhao, 2003). Com pg < 1, Equilibrio 0 do sistema (8) ¢ geralmente assintoticamente estavel em K . Em particular,

Y(s) —s 0.

8—+00

Com pg > 1, o sistema (8) possui uma unica solugdo periddica estritamente positiva do periodo 7', globalmente assintoticamente estavel em K \ {0} e atrai Y(T>(s)
Ese s — +o0.

Com (6) vemos que

X (ty) = p(7,0,...,0)

L(t) =1, ILi(t)) =0 Vk#L.
Fungdo 7 p(7,0,...,0) estd aumentando visivelmente, por exemplo, porque

d

—p(t,0,...,0) = b t,0,...,1,...,0) > 0.
dtp(” 7) Ek:kkp(av s 4y 7)7

Esta fungdo também ¢ < 1, sendo uma probabilidade. assim X éT) (to) converge para um limite wy < 1 E se 7 — +o00.

Voltemos ao sistema (4) onde o tempo ¢ revertido. Nos temos X éT)(to) =1- IQ(T)(T — tp). Usando (9), temos para tudot > ty e tudo n

X(tg) = 1 - Y, (7 + nT — t).
Com n — 400, concluimos que wy = 1 E se pg < 1, enquanto wy < 1 Ese pg > 1.

Para concluir a demonstragdo, resta lembrar a ligagdo entre a taxa de crescimento 7o (tal como py = e™7) e reprodutibilidade Ry (Bacaér e Guernaoui, 2006;
Bacaér e Ait Dads, 2011; Thieme, 2009): ry < 0 se e apenas se Ry < 1.

Nota 1. De acordo com a segdo 1, a reprodutibilidade do sistema (2) € o raio espectral do operador integral
(o0}
u(t) — A(t) / C(t,t —z)u(t —z)de
0

no espago de fungdes continuas periddicas, do periodo 7', com valores em R™. Este operador ¢ linear em relagdo a A(t). O sistema

4 — (att)/ By~ B0

tem uma reprodutibilidade igual a 1, ou seja, o multiplicador dominante de Floquet ¢ igual a 1. Isso fornece um método numérico para calcular a reprodutibilidade.
Foi utilizado por (Bacaér, 2007, §3.4, §4.2, §5.1) para varios modelos particulares, como os modelos SEIR e os modelos de doengas vetoriais, generalizados por
(Wang e Zhao, 2008).

Nota 2. Tendo notado o papel da transposi¢do do sistema (2), mencionemos o vinculo entre R, e um problema de Sturm-Liouville de primeira ordem. Considere o
sistema dV'/dt = —B(t)V (t) com a condigéo na borda V(0) = V(T'). A seguir (Roseau, 1997), a fun¢do de Green associada ¢ dada por

Z#)[I - Z(T)| 1 Z(s)™* , 0<s<t<T,
ZW)[I - Z(T)Z(T)Z(s)™ , 0<t<s<T,

G(t,s) = {

como em (Bacaér, 2007, §2). vamos lembrar que dZ/dt = —B(t)Z(t) e Z(0) = I. Solugdes para o problema diferencial de autovalor

L L BOW(D) = A AQW (D), W(0) = W(T)

sdo dadas pelas solu¢des do problema de autovalor integral
T
W(t) = )\/ G(t,s)A(s)W(s) ds.
0
O principal autovalor desse problema é A = 1/ Ry (cf. Bacaér e Ait Dads (2012) e Thieme (2009)).
3. Exemplos

3.1 Um modelo epidémico simples para o sarampo

Considere um modelo SEIR linearizado para o inicio de uma epidemia:



dE

= = bt wE+at)(1- )1 (11)
% =bE — (c+ )l (12)

Esse modelo foi estudado, por exemplo, por Dietz (1976).

¢ E ¢ o numero de pessoas infectadas, mas ndo infecciosas

e I ¢ onumero de pessoas infecciosas

e 1/b é o periodo médio de laténcia

e 1/c é o periodo infeccioso médio

¢ 1 ¢ mortalidade

* af(t) é a taxa de contato efetiva, ou seja, o produto da taxa de contato e a probabilidade de transmissdo. Assumimos que ¢ uma fungéo positiva periodica com
periodo T'= 1 ano, que modela a sazonalidade.

e ¢¢ a fragao da populagdo que ¢ imune, seja por vacinagdo ou por uma infecgdo anterior. Nos temos0 < ¢ < 1.

Os parametros b , ce sdo estritamente positivos.

Todas as premissas da segdo 2 estdo satisfeitas com

A(t):(S a(t)(é*@)’ B(t):<bjbu ciﬂ). (13)

Calculamos aproximadamente a probabilidade de extingdo ® do processo de nascimento e morte ¢ com varios tipos, associados a (13), a partir de toda a condigdo
inicial (E(to), I(t0)) # (0, 0). Primeiro escolhemos t de modo que T — ¢y € muito grande em comparagio com o ¢ . Sabemos de (6), (7) e (8) que

w=p(r0,0) = (1=~ )" (1= (- 0)", (14)
com
™
T (6 = (bt ¥ (e) 453, (15
()
T (o) = alr ) (1~ 91 - 6 — (o4 wY76) (16)

Ese0<s<T—1,
0 =1, v70) =1

Essas equagdes calculam o. Finalmente, devemos reutilizar o mesmo algoritmo com um valor maior de t para verificar se o valor aproximado de o ¢ de fato
independente da escolha de 1, desde que seu primeiro valor tenha sido escolhido suficientemente grande.

Como exemplo, considere a epidemia reemergente de sarampo na Franca durante os anos de 2008 a 2011 (Figura 1; em 2006 e 2007 foram relatados menos de 50
casos). Em 2007, dada a cobertura vacinal, estima-se que cerca de 10% das criangas de dois anos e 7% das criangas de seis anos na Franga possam contrair sarampo
(Parent du Chatelet et al., 2010, p. 4). Em 2009-2010, aproximadamente 8% da populagdo de 6 a 29 anos foi suscetivel (Lepoutre et al., 2011, p. 5). Dada a
populagao total da Franga (65 milhdes de habitantes), pode-se estimar que a populagdo em risco € superior a dois milhdes de pessoas. Além disso, o niimero
acumulado de casos relatados na Figura 1 ¢ de aproximadamente 22.000, o numero real de casos sendo estimado em alguns lugares como o dobro do relatado
(Parent du Chatelet et al., 2010, p. 3). Portanto, a populagio suscetivel provavelmente permaneceu relativamente estavel durante os anos de 2008 a 2011, o que
justifica o modelo linearizado (11) - (12).

1000
cases/month

3000

Figura 1. Numero mensal de casos de sarampo relatados (fungéo de escada) de janeiro de 2008 a fevereiro de 2012 (dados de (InVS, 2012) e (Parent du
Chatelet et al., 2010)). Melhor ajuste (curva suave) aos dados de janeiro de 2008 a julho de 2011.

Suponha, por simplicidade, que a(t) = a(1 + € cos(wt — ¢)) comw = 27/T ¢ T = 1 ano. Esta expressdo ¢ o inicio do desenvolvimento da fungéo periddica da
série Fourier a(t). Outras formas para a(t), como a fung¢do de escada (Keeling e Rohani, 2008), também podem ser usadas. A for¢a de escada seria particularmente
apropriada se um estudo estratificado por idade dos casos indicasse transmissdo a escola. No entanto, este ndo parece ser o caso. A maior incidéncia ¢é entre criangas
menores de um ano que ainda ndo estdo na escola. A idade média dos casos relatados ¢ de 14 anos em 2010 e 16 anos em 2011, mas a maioria dos casos tem menos
de 30 anos (Baudon et al., 2011). A idade mediana ¢, portanto, particularmente alta para uma doenga como o sarampo. A estrutura etaria da incidéncia na verdade
reflete mais a estrutura etaria da populag@o suscetivel do que a escolaridade. Criangas menores de um ano ainda ndo foram vacinadas. Como afirmado acima, cerca
de 8% das pessoas de 1 a 30 anos sdo suscetiveis; apenas 1 a 2% das pessoas de 30 a 50 anos sdo suscetiveis (Lepoutre et al., 2011). Essa estrutura especifica se deve
ao rapido declinio na incidéncia de sarampo durante os anos 80, ap6s a recomendag@o da vacina contra o sarampo em 1983 e da vacina MMR (sarampo, caxumba,
rubéola) em 1986.

Para estimar os parametros desconhecidos, comparamos o modelo deterministico (11) - (12), que corresponde a expectativa do processo estocastico associado a
(13), com os dados entre o inicio de janeiro de 2008 e julho de 2011. Medidas sanitarias foram entdo tomadas para controlar a epidemia. Os parametros ndo podem



mais ser assumidos como os mesmos de antes. Seu efeito pode ser visto na auséncia de uma onda epidémica no final de 2011.

Nos presumimos 1/b = 8 dias e 1 /¢ = 5 dias como no §3.2.2.1 de (Keeling e Rohani, 2008). A mortalidade p é negligenciavel, comparado com b e ¢ : tomarmos
1/u = 70 anos. Seja fa fragdo dos casos que sdo realmente relatados. Identificamos a incidéncia dos casos relatados na Figura 1 com a fungdo f ¢ I(t). O sistema
(11) - (12) é linear, também & verificado pelas fungdes E(t) = f E(t) e I (t) = fI(t). O objetivo é, portanto, encontrar E(t*), I (¢*), €, 1 € o produto a(1 — ¢) de
modoacl (t) melhor se ajusta aos dados. A distancia para os dados ¢ medida pela soma dos valores absolutos das diferencas de incidéncia mensais. Isso tende a dar
maior peso a onda de 2011 por causa de seu tamanho. De qualquer forma, os nimeros de 2008 e 2009 sdo pequenos e um tanto irregulares, provavelmente porque
varias epidemias locais foram desencadeadas pela introdugdo de casos no exterior. Nao podemos esperar um bom ajuste com o modelo deterministico para essa parte
da curva epidémica, que ainda ndo atingiu sua forma "estavel" (no sentido da teoria da populagao estavel de Lotka). Quanto a onda de 2010, seu pico foi atingido um
més depois da onda de 2011. Esse atraso pode ser devido & estocastica demografica ou ao fato de que a(t) ndo é realmente periédico devido a estocticidade
ambiental. Além dessas observagdes, existe um ajuste relativamente bom (pelo menos para a onda de 2011), dada a simplicidade do modelo, com

Et)=3, I(t)=2 £=0,33, 21 =-0,07, a(l-—¢)=6,42/mois (17)
™
(figura 1).

Usando esses valores de pardmetro, podemos simular o processo de nascimento e morte. A Figura 1 mostra apenas a expectativa do nimero de casos por més. Na
versao estocastica, a epidemia é extinta em muitas simulagdes. A Figura 2 mostra uma simulagdo em que a epidemia ndo terminou e onde o tamanho das diferentes
ondas era da mesma ordem que os dados da Figura 1 (dezenas de simulagdes eram necessarias antes de encontrar um exemplo).

40001 cages / month
30001

20001

10004

0 time
12 24 36 48

Figura 2. Numero de casos relatados ci’ (t) em fungdo do tempo (em meses) em uma simulagdo do processo de nascimento e morte usando os valores
dos parametros (17). A condigdo inicial ¢ E(t*) = 3e I (t*) = 2.

Mantemos a notagdo R, em caso ¢ = 0. Segundo (Bacaér, 2007, §3.4), a reprodutibilidade Ry ¢é caracterizado pelo fato de que o sistema linear periédico

dj _ (—(bﬂt) a(t)(1 —¢)/R¢>J

@\ b (et ) (18)

tem um multiplicador de Floquet dominante igual a 1. Numericamente, obtemos R, ~ 1,06. Observe que R,, ¢ apenas ligeiramente superior a 1. Isso ocorre porque
90% da populagdo total ja esta protegida, seja por vacinagdo ou por uma infec¢do anterior.

Observamos também que o sistema (18) com a(t) sinusoidal pode ser transformado na equagio diferencial de Mathieu da fisica matematica, como no modelo
populacional estudado por Mingari Scarpello e Ritelli (2008).

Usando as equagdes (14) - (16), podemos calcular a probabilidade 1 — p(7, 0, 0) que o processo ndo é parado no tempo T ( T > t3) Comegamos a partir de uma

pessoa no compartimento E , ou de uma pessoa no compartimento I (Figura 3). Como esperado, 1 — p(7, 0, 0) converge para um limite 1 - ® se 7 — +o00. De
acordo com a Figura 3, é mais provavel que a extingéo ocorra no primeiro ano apoés a data inicial.

1—p(r,0,0)

T

0.0
36

Figura 3. A probabilidade 1 — p(r, 0, 0) que o processo ndo seja interrompido no tempo t (em meses, 7 > to), a partir de uma pessoa no compartimento
E (linha solida) ou de uma pessoa no compartimento I (linha pontilhada) no tempo to. Aquity corresponde ao inicio de setembro.

Escolhendo 7 suficientemente grande e repetindo os calculos para diferentes valores de g , obtemos a Figura 4 para a probabilidade 1 - ® de que o processo nao
sera encerrado. Comegamos a partir de uma pessoa no compartimento £ , ou de uma pessoa no compartimento I. Essa probabilidade ¢ mais alta em setembro. Esta ¢



talvez a época do ano em que as autoridades de satide devem prestar mais atengio as epidemias locais de sarampo para agir o mais rapido possivel antes de
desencadear uma grande epidemia. Em outras épocas do ano, ¢ mais provavel que as epidemias desaparegam por conta propria, mesmo que Ry > 1.

l—w -0.15

-0.10

-0.05

T T T T T 0.00
0 2 4 6 8 10 12

Figura 4. Probabilidade de que o processo ndo desaparega, 1 - o, em func¢do de ¢ (de janeiro a dezembro). Partimos de uma pessoa no compartimento £
(linha completa) ou de uma pessoa no compartimento I (linha pontilhada) no tempo ¢.

Observe que o pico de incidéncia da onda de 2011 ocorreu em margo de 2011 (Figura 1). A estimativa para y sugere que a taxa de contato efetiva a(¢) atingiu seu
pico em dezembro de 2010. O fundo do vale entre as ondas de 2010 e 2011 ¢ em agosto ou setembro de 2010, na estagdo em que a estimativa de 1-® ¢ a mais alta.
Se tivéssemos usado principalmente a onda de 2010 para o ajuste de pardmetros, o pico para 1- seria compensado em cerca de um més. Portanto, seja qual for o
método, 1-o parece ser maior ou menor quando a incidéncia é mais baixa e a recuperag@o da incidéncia ¢ iniciada.

Evidentemente, deve-se ter em mente que esse modelo SEIR linear é uma representagdo excessivamente simplificada da dindmica de transmissdo do sarampo. Em
particular, ele ndo leva em conta a estrutura etaria e utiliza uma for¢agem sazonal muito simples dos contatos.

3.2 Reintroducio de espécies animais na biologia da conservacio

Outras areas da biologia populacional usam processos de ramificagdo, em particular a biologia da conservagdo (Caswell, 2001). Por exemplo, imagine que uma
espécie animal extinta em uma determinada regido seja reintroduzida por seres humanos. Quantos animais devem ser reintroduzidos para que a populagdo tenha uma
boa chance de persisténcia? Com um processo de nascimento e morte para um unico tipo de animal, a probabilidade de extingdo para uma populagdo de n animais ¢
w" , onde o ¢ dado por (1). Conhecendo ®, podemos portanto estimar #» de modo que w" estd abaixo de um certo nivel de risco. Obviamente, a reintrodugao s6 faz
sentido nos casos em que ® <1, para os quais w” pode ser pequeno escolhendo » grande o suficiente. Outra questdo surge: em que época do ano os animais devem ser
reintroduzidos para minimizar a probabilidade de extingdo ®? A mesma pergunta surge no contexto de processos multi-tipo de nascimento € morte em um ambiente
periodico, com a possibilidade adicional de perguntar que tipo de individuo deve ser reintroduzido para minimizar a probabilidade de extingdo.

Embora os modelos de tempo continuo sejam muito populares na epidemiologia, os bidlogos da conservagao tendem a preferir modelos de tempo discreto por
varias razoes. No restante desta subsecdo, explicamos brevemente como as probabilidades de extingdo sdo calculadas nesse contexto. Justificagdo da ligagdo entre
Ry e a probabilidade de extingao é realmente muito mais simples no caso de tempo discreto do que no tempo continuo na se¢do 2. Segue-se de métodos conhecidos

¢ para processos multi-tipo em um ambiente constante, por um lado,
¢ por outro lado, para processos de tipo inico em um ambiente deterministicamente variavel (Athreya e Ney (1972); Haccou et al., 2005).

Considere os modelos de tempo discreto
p(t+1) = (A(t) + B(t))p(?)-
A(t) e B(t) sdo matrizes quadradas de tamanho m , com coeficientes positivos ou zero. Nos presumimos

o A(t+T)= A(t) e B(t+ T) = B(t) para todo ¢ ( T é um namero inteiro)
* o raio espectral de B(T — 1) - - - B(1) B(0) ¢ estritamente menor que 1
* >2;Bij(t) < 1paratodos, .
Para a versao estocastica correspondente, devemos especificar as probabilidades Fk(f )

individuos do tipo m , entre os tempos z e ¢ + 1 . As fungdes F/jf) 1 (t) sdo fungdes periodicas do periodo T em relagdo a ¢ . assim

>0 RED )

Loe o

., (t) que um individuo do tipo j d4 & luzk, individuos do tipo 1,..., &y,

yee

Ait) =
k

O coeficiente B;;(t) fornece a probabilidade de um individuo do tipo j ser transferido para o tipo i entre z ¢ £ + / . Um individuo do tipo j no tempo 7 ¢ substituido no
tempo ¢ + / por uma populagdo cuja funcao geradora ¢

gilt, 21, wm) = ( Zka(ljR”’km(t) zp el ) (143 Bit) (@i - 1)).

iy ook

Entre momentos g ¢ ¢y + T, um individuo do tipo j ¢ substituido por uma populagdo cuja fungéo geradora hj(z, . .., z,,) ¢ obtido compondo as fungdes geradoras
g;(t,21,...,xy) comt = tg,...,tg 4+ T — 1. Se por exemplo T = 2,

hj(x1, .. 2n) = gij(to, g1(to + L1, ooy Z), oo o5 G (b0 + 1y 21,0 o0 2y)-

Considere os momentos (tg + nT'),>o. Sabemos desde a teoria dos processos de ramificagio até varios tipos em um ambiente constante que as probabilidades de
extingdo w; a partir de um individuo do tipo j no momento ¢, sdo a solugéo minima em [0, 1]™ do sistema

wj = hj(wy,...,wy), 1<j<m.

Nos temos



A matriz de meios, isto ¢, a matriz jacobiana em (1,..., 1), ¢

(ZZJ_' (1,...,1))_ = (At + T —1) + Blto + T — 1)) -+ (Alto) + Blto)).

Assumimos que essa matriz de meios € primitiva e que as fun¢des geradoras hjndo sdo singulares, ou seja, ndo ha matriz Q de tal modo

hj(xy, ... Tn) = Z Qi V5.
%

O teorema 2 de Athreya e Ney (1972, p. 186) mostra que (w1, ...,wm) = (1,...,1) se e somente se o raio espectral dessa matriz de médias for menor ou igual a 1.
Isso ¢ equivalente a Ry < le

¢ Ry ¢ o raio espectral de AB7L,
» A ¢ uma matriz de blocos diagonal diag(A(0), A(1),...,A(T — 1))

-B(0) I 0 0
0 -B1) I 0
. B=| o
: . .0 I
I .« 0 0 -B(T-1)

(Bacaér, 2009; Bacaér e Ait Dads, 2012). Com p;(to) individuos do tipo i (1 < i < m), a probabilidade de extingdo é
w= (wl)Pl(tn) ... (wm)Pm(tn).
Portanto, as conclusdes sdo completamente analogas ao caso do tempo continuo.

Como exemplo, considere um modelo com apenas um tipo de animal, p(t + 1) = (A(t) + B(t))p(t) com T' = 2 . Supde-se que cada individuo dé a luz entre os
tempos ¢ e ¢ + I uma prole de acordo com uma distribui¢éo de Poisson. A média é A(¢). assim

9(0,z) = 2O (1 — B(0) + B(0)z),
g(1,2) = AVED (1 — B(1) + B(1)z).

A probabilidade de extingdo a partir de um individuo no tempo 0 é a menor solugéo de
w=9(0,9(1,w)), welo,1].
Da mesma forma, a probabilidade de exting¢o a partir de um individuo no momento 1 ¢ a menor solugo de
w=g(1,9(0,w)), we]l0,1].
Essas duas probabilidades sdo estritamente menores que 1 se
(A(1) + B(1))(A(0) + B(0)) > 1.

Isso ¢ equivalente a Ry > 1. Ry ¢ o raio espectral de

4. Conclusiao

Estudos tentaram mostrar como o risco de epidemia varia em diferentes meses do ano. Eles usaram um modelo periddico. Eles calcularam "reprodutibilidade"
R(to) , assumindo os coeficientes do modelo congelados. Eles desenharam R(t) em termos de ¢o (Hartemink et al., 2009). O problema com esse método ¢ que
R(to) pode ser menor que 1 o tempo todo, enquanto a doenga se torna endémica.

A defini¢do de reprodutibilidade usada em nosso artigo determina claramente se uma doenga infecciosa pode ser endémica (Rebelo et al., 2012) e como o tamanho
final se comporta nos modelos epidémicos (Bacaér e Gomes, 2009). Além disso, possui uma interpretagio bioldgica simples como uma taxa de crescimento
assintotico por geragdo (Bacaér e Ait Dads, 2011; Bacaér e Ait Dads, 2012). Mas tem a aparente desvantagem de ser independente do tempo. Outro indice de risco
epidémico, com limiar certo e periddico, foi recentemente proposto por (Cushing e Ackleh, 2011). Mas sua interpretagdo bioldgica parece um pouco complicada.

Aqui calculamos uma medida alternativa de risco epidémico, a probabilidade de o processo de conexdo associado a linearizagdo de um modelo epidémico nao
desaparecer. Sua principal propriedade matematica ¢ o fendmeno do limiar (proposi¢éo da se¢do 2). (Bacaér, 2007, §5.2) ja havia sugerido o uso dessa probabilidade
para aplicagdes em epidemiologia, mas havia considerado apenas o caso de populagdes de um tnico tipo, para as quais existe uma formula explicita. A maioria dos
modelos epidémicos envolve varios compartimentos infectados, por exemplo, no caso de doengas transmitidas por vetores. O risco epidémico nesses modelos pode
ser analisado com o mesmo método numérico da Figura 2.

As probabilidades de extingdo também interessam a biologia da conservagdo, em particular para a reintrodugio de espécies. Para algumas espécies animais,
especialmente aves com um periodo de nidificagdo bem definido, pode ser aconselhavel usar modelos com estagdes do ano para avaliar corretamente a chance de
reintrodugdo bem-sucedida.
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