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riassunto

Per i processi di ramificazione con diversi tipi in un ambiente periodico, mostriamo che la probabilità di estinzione è uguale a 1 se e solo se la riproducibilità è
inferiore o uguale a 1. La dimostrazione utilizza risultati sul comportamento asintotico dei sistemi cooperativi di equazioni differenziali. In epidemiologia, la
probabilità di estinzione può essere utilizzata come misura periodica del rischio epidemico. Ad esempio, studiamo un modello di epidemia SEIR linearizzata e dati
su un'epidemia di morbillo in Francia. Vengono inoltre discussi modelli temporali discreti con potenziali applicazioni nella biologia della conservazione.

1. Introduzione

    Kendall (1948) ha studiato i processi di nascita e morte di un singolo tipo in un ambiente variabile. Definiamo

 : Fertilità
: mortalità al momento t .

A partire da un individuo al momento , la probabilità di estinzione è

se l'integrale nel denominatore è finito o infinito. Nel caso  e ,  se e solo se

In altre parole,  e ω è una funzione periodica di  (Ball, 1983, p. 235). L'aspettativa della dimensione della popolazione è una soluzione di

    I processi di nascita e morte di diversi tipi in un ambiente costante sono ben noti (Athreya e Ney, 1972, capitolo V). Per ambienti periodici, Klein e Macdonald
(1980) hanno studiato l'aspettativa e la varianza delle popolazioni di diversi tipi, ma non la probabilità di estinzione. Vedi anche (Parham e Michael, 2011). Il
sistema di equazioni per le aspettative è nella forma

il vettore  è il vettore delle aspettative di diversi tipi
 è una matrice di fertilità con coefficienti positivi o zero

 è una matrice cooperativa contenente mortalità e velocità di trasferimento tra diversi tipi.

    Jagers e Nerman (1985) hanno studiato i processi di ramificazione a tempo continuo in un ambiente periodico con mortalità e fertilità dipendenti dall'età, ma solo
per un tipo. La soglia è stata formulata in termini di parametro malthusiano.

    Dopo il libro di Anderson e May (1991), molti modellisti usano la riproducibilità per descrivere la soglia dei modelli di popolazione e in particolare dei modelli
epidemici. Bacaër e Guernaoui (2006, sezione 5) hanno adattato la definizione di riproducibilità come raggio spettrale di un operatore di prossima generazione di
Diekmann e Heesterbeek (2000) al caso dei modelli periodici. Lo hanno anche dimostrato

per i modelli di un tipo come sopra. Così Bacaër (2007, §5.2) ha riformulato la proprietà soglia per i processi lineari di nascita e morte in un unico tipo in un
ambiente periodico come segue:  Se , mentre  Se .

    Per le popolazioni con diversi tipi studiate da Klein e Macdonald (1980),  può essere definito come il raggio spettrale dell'operatore integrale

sullo spazio delle funzioni periodiche continue di periodo T . Qua

(la matrice dell'identità). Allen e Lahodny (2012) hanno recentemente sintetizzato i legami tra riproducibilità e probabilità di estinzione per processi di nascita e
morte di diversi tipi ma in un ambiente costante.

    In questo articolo, consideriamo la stessa classe di processo di ramificazione in diversi tipi in un ambiente periodico come Klein e Macdonald (1980). Mostriamo
che la probabilità di estinzione  è uguale a 1 se e solo se . Ciò estende i risultati riguardanti le popolazioni con un solo tipo in un ambiente periodico e
quelli riguardanti le popolazioni con diversi tipi in un ambiente costante. Nella dimostrazione della sezione 2, vediamo che il sistema di equazioni differenziali non
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lineari che danno la probabilità di estinzione è strettamente correlato al sistema lineare sopra per il vettore delle aspettative. La dimostrazione utilizza quindi i
risultati relativi al comportamento asintotico dei sistemi cooperativi di equazioni differenziali. Ad esempio, si consideri nella sezione 3.1 un modello epidemico
SEIR e la sua linearizzazione. La probabilità di estinzione viene calcolata utilizzando i dati di un'epidemia di morbillo in Francia. La sezione 3.2 discute il caso di
modelli temporali discreti, che vengono utilizzati nella biologia della conservazione per stimare la probabilità di estinzione di specie reintrodotte. La sezione 4
suggerisce di utilizzare la probabilità di non estinzione 1 - ω come misura periodica del rischio epidemico in aggiunta alle altre tecniche che sono state proposte
negli ultimi anni.

2. La probabilità di estinzione

    Innanzitutto considera un modello di popolazione lineare deterministica

, ,  è il numero di nuovi individui generati per unità di tempo,
 con

Il sistema (2) può essere la linearizzazione vicino alla soluzione priva di malattie di un modello epidemico non lineare. Il vettore rappresenta le popolazioni nei
vari compartimenti infetti. I coefficienti  sono i tassi di uscita.  è una velocità di trasferimento tra scomparti ( ). Supponiamo che

è una matrice cooperativa: i suoi coefficienti al di fuori della diagonale sono positivi o zero. Assumiamo

(H1): almeno un coefficiente della matrice è strettamente positivo per tutti i t
(H2):  è irriducibile per tutte le t
(H3): le matrici  e  sono funzioni continue a tratti, , 
(H4): .

Ipotesi (H4) implica che il moltiplicatore Floquet dominante del sistema

vale a dire il raggio spettrale della matrice con coefficienti positivi o zero , è inferiore o uguale a . Vedi ad esempio Lemma 1.1 di (Inaba,
1988). La popolazione muore se per tutto t . L'ipotesi (H4) può essere indebolita, ma è comunque più biologicamente realistico avere una mortalità
diversa da zero in ciascun compartimento.

    Consideriamo ora il processo di nascita e morte multi-tipo associato a (2).  è la probabilità di avere  persone nel compartimento al momento t
per

dove è stata omessa la dipendenza temporale dei coefficienti. Questo sistema tiene traccia di ciò che accade per un breve intervallo di tempo dt . Se ad esempio il
sistema è nello stato , quindi la probabilità che una persona di tipo k generi una nuova persona dello stesso tipo è . In questo
caso, il sistema finisce nello stato . Prendi come condizione iniziale

L'obiettivo è calcolare la probabilità di estinzione

Ricordiamo che l'equazione (2) è verificata dall'aspettativa del numero di persone nei diversi scomparti (Klein e Macdonald, 1980).

Proposta.

 Se ,
 Se .

    Prova. La funzione generatrice

è la soluzione dell'equazione

con la condizione iniziale

dI

dt
= (A(t) − B(t))I(t), (2)

I = (I1, … , Im)
A(t) = (Akℓ(t)) Akℓ(t) ≥ 0 A(t)I(t)
B(t) = (Bkℓ(t))
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dZ
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Z(T ) exp(−βT ) < 1
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p(t, i1, … , im) ik Ik
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d

dt
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k
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+∑
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bk,k (ik + 1) p(t, i1, … , ik + 1, … , im)

−∑
k,ℓ

(Akℓ + bkℓ) iℓ p(t, i1, … , im),

(i1, … , ik − 1, … , im) Akk(ik − 1)dt
(i1, … , ik, … , im)

p(t0, i1, … , im) = {1, (i1, … , im) = (I1(t0), … , Im(t0)),

0, (i1, … , im) ≠ (I1(t0), … , Im(t0)).

ω = lim
t→+∞

p(t, 0, … , 0).

ω = 1 R0 ≤ 1
ω < 1 R0 > 1

g(t,x1, … ,xm) = ∑
i1,…,im≥0

p(t, i1, … , im)xi11 …ximm

∂g

∂t
= ∑

k,ℓ

[Akℓ(t)xℓ − Bkℓ(t)](xk − 1)
∂g

∂xℓ
,

g(t0,x1, … ,xm) = x
I1(t0)
1 ⋯x

Im(t0)
m . (3)



Le curve caratteristiche di questa equazione differenziale parziale lineare del primo ordine sono

Allora

e

Definiamo , soluzione del sistema (4) con

Usando (3) e  in (5), otteniamo

Quindi la probabilità di estinzione è data da

Il problema quindi si riduce allo studio del sistema di equazioni differenziali (4). Definiamo

Otteniamo

 e  sono le matrici trasposte da  e . La condizione iniziale è

L'ipotesi (H3) implica questo

    Per applicare il Teorema 2.3.4 di (Zhao, 2003), controlliamo gli analoghi delle ipotesi (A1) - (A4) del Teorema 3.1.2 di questo riferimento, tranne che il sistema
(8) si evolve nel cubo unitario  invece di . Innanzitutto, il sistema (8) lascia K invariante. Anzi, se  è il lato destro di (8) e se ,

la stretta disuguaglianza in (10) è dovuta a (H4). La proposizione B.7 di (Smith and Waltman, 1995) mostra che per ogni condizione iniziale in K al momento La
soluzione corrispondente (8) rimane quindi in K . Inoltre, secondo (10),

    Il sistema (8) è cooperativo in K :

Secondo il teorema di Kamke (Smith e Waltman, 1995, Teorema B.1), le applicazioni di Poincaré del sistema (8) su K sono monotoniche. Ipotesi (H2) implica che
la matrice giacobina

è irriducibile. Questa proprietà e la rigorosa disuguaglianza (10) implicano che le applicazioni di Poincaré di (8) in K , che proiettano la soluzione del tempo  fino
al tempo , in realtà sono altamente monotoni. Anzi, se

cioè  per tutto , Poi abbiamo

i due vettori sono diversi e dentro . Utilizzando l'irriducibilità in , Teorema B.3 di (Smith and Waltman, 1995) lo dimostra

    Il sistema (8) è rigorosamente sotto-omogeneo. Anzi, per tutto  e  con  per tutto , noi abbiamo

Perciò,  e  secondo l'ipotesi (H1).

dXℓ

dt
= ∑
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ℓ
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K = [0, 1]m R
m
+ Fℓ(s,Y (τ)(s)) Y ∈ K

Yℓ = 0  ⇒ Fℓ(s,Y ) = ∑
k≠ℓ

(A∗
ℓk(τ − s) + bkℓ(τ − s))Yk ≥ 0 ,

Yℓ = 1  ⇒ Fℓ(s,Y ) = −bℓℓ(τ − s) −∑
k≠ℓ

bkℓ(τ − s)(1 − Yk) < 0 , (10)

s0

(∃ℓ, Yℓ(s0) = 1) ⇒ (∀ s > s0, Yℓ(s) < 1).

Y ∈ K ⇒ ∀k ≠ ℓ,
∂Fℓ

∂Yk
(s,Y ) = A∗

ℓk(τ − s) (1 − Yℓ) + bkℓ(τ − s) ≥ 0 .

(
∂Fℓ

∂Yk
(s,Y )) ∀s, ∀Y ∈ K̂ = {Y ∈ K :  Yℓ < 1 ∀ ℓ}

s0

s0 + T

Y (s0) ≠ Y ′(s0), Y (s0) ≤ Y ′(s0),

Yℓ(s0) ≤ Y ′
ℓ (s0) ℓ

Y (s0 + T/2) ≤ Y ′(s0 + T/2),

K̂ K̂

Yℓ(s0 + T ) < Y
′

ℓ (s0 + T ) ∀ ℓ.

α ∈ (0, 1) Y ∈ K Yℓ > 0 ℓ

Fℓ(s,αY ) = αFℓ(s,Y ) + α(1 − α)∑
k

A
∗
ℓk(τ − s)YℓYk .

Fℓ(s,αY ) ≥ αFℓ(s,Y ) F(s,αY ) ≠ αF(s,Y )



    abbiamo . Definiamo , la parte lineare di  vicino a 

Perciò  e, considerando l'ipotesi (H1),  Se  per tutto .

    Il moltiplicatore Floquet dominante nel sistema  è uguale a quello del sistema . Effettivamente, osserviamo le soluzioni (con la
matrice identità come condizione iniziale al tempo 0) , ,  e  di

Il secondo sistema è uguale al primo ma ritardato nel tempo. Il terzo è la trasposizione del secondo. Il quarto è identico al terzo, tranne per il fatto che il tempo è
invertito. pertanto

(Hsieh e Sibuya, 1999). Pertanto, il raggio spettrale  di  è uguale a quello di , Come annunciato.

    Applicare il teorema 2.3.4 di (Zhao, 2003). Con , Equilibrio 0 del sistema (8) è generalmente asintoticamente stabile in K . In particolare,

Con , il sistema (8) ha un'unica soluzione periodica strettamente positiva del periodo T , che è globalmente asintoticamente stabile in  e attira
 Se .

    Con (6) lo vediamo

Se

Funzione  è visibilmente in aumento, ad esempio perché

Anche questa funzione è ≤ 1, essendo una probabilità. pertanto  converge a un limite  Se .

    Ritorniamo al sistema (4) in cui il tempo è invertito. abbiamo . Usando (9), abbiamo per tutto e tutto n

Con , lo concludiamo  Se , mentre  Se .

    Per concludere la dimostrazione, resta da ricordare il legame tra il tasso di crescita  (ad esempio ) e riproducibilità  (Bacaër e Guernaoui, 2006;
Bacaër e Ait Dads, 2011; Thieme, 2009):  se e solo se .

    Nota 1. Secondo la sezione 1, la riproducibilità per il sistema (2) è il raggio spettrale dell'operatore integrale

sullo spazio delle funzioni continue periodiche, del periodo T , con valori in . Questo operatore è lineare rispetto a . Il sistema

ha una riproducibilità pari a 1, in altre parole, il moltiplicatore Floquet dominante è uguale a 1. Questo fornisce un metodo numerico per calcolare la riproducibilità.
È stato usato da (Bacaër, 2007, §3.4, §4.2, §5.1) per diversi modelli particolari come i modelli SEIR e modelli di malattie vettoriali, poi generalizzati da (Wang e
Zhao, 2008).

    Nota 2. Avendo già notato il ruolo della trasposizione del sistema (2), citiamo il collegamento tra e un problema di primo ordine Sturm-Liouville. Considera
il sistema  con la condizione al limite . In seguito (Roseau, 1997), la funzione di Green associata è data da

come in (Bacaër, 2007, §2). ricordiamolo  e . Soluzioni al problema degli autovalori differenziali

sono dati dalle soluzioni del problema autovalore integrale

L'autovalore principale di questo problema è  (cfr. Bacaër e Ait Dads (2012) e Thieme (2009)).

3. Esempi

F(s, 0) = 0 f(s,Y ) F(s,Y ) Y = 0

fℓ(s,Y ) = (M ∗(τ − s)Y )ℓ, Fℓ(s,Y ) = fℓ(s,Y ) −∑
k

A
∗
ℓk(τ − s)YℓYk .

Fℓ(s,Y ) ≤ fℓ(s,Y ) F(s,Y ) ≠ f(s,Y ) Yℓ > 0 ℓ

dY
ds = M ∗(τ − s)Y dY

dt = M(t)Y
Φ1(t) Φ2(t) Φ3(t) Φ4(t)

dY

dt
= M(t)Y ,

dY

dt
= M(τ + t)Y ,

dY

dt
= −M ∗(τ + t)Y ,

dY

ds
= M ∗(τ − s)Y .

Φ2(T ) = Φ1(τ)Φ1(T )(Φ1(τ))−1,  Φ3(T ) = ((Φ2(T ))∗)−1,  Φ4(T ) = (Φ3(T ))−1

ρ0 Φ1(T ) Φ4(T )

ρ0 ≤ 1

Y (τ)(s) ⟶
s→+∞

0.

ρ0 > 1 K ∖ {0}
Y (τ)(s) s → +∞

X
(τ)
ℓ (t0) = p(τ, 0, … , 0)

Iℓ(t0) = 1, Ik(t0) = 0 ∀ k ≠ ℓ.

τ ↦ p(τ, 0, … , 0)

d

dt
p(t, 0, … , 0) = ∑

k

bkk p(t, 0, … , 1, … , 0) ≥ 0.

X
(τ)
ℓ (t0) ωℓ ≤ 1 τ → +∞

X
(τ)
ℓ (t0) = 1 − Y

(τ)
ℓ (τ − t0) τ > t0

X
(τ+nT )
ℓ

(t0) = 1 − Y
(τ)

ℓ
(τ + nT − t0).

n → +∞ ωℓ = 1 ρ0 ≤ 1 ωℓ < 1 ρ0 > 1

r0 ρ0 = er0T R0

r0 ≤ 0 R0 ≤ 1

u(t) ↦ A(t)∫
∞

0

C(t, t − x)u(t − x) dx

R
m A(t)

dJ

dt
= (A(t)/R0 − B(t))J(t)

R0

dV /dt = −B(t)V (t) V (0) = V (T )

G(t, s) = {
Z(t)[I − Z(T )]−1Z(s)−1 , 0 ≤ s < t ≤ T ,

Z(t)[I − Z(T )]−1Z(T )Z(s)−1 , 0 ≤ t < s ≤ T ,

dZ/dt = −B(t)Z(t) Z(0) = I

dW

dt
+ B(t)W(t) = λA(t)W(t), W(0) = W(T )

W(t) = λ∫
T

0

G(t, s)A(s)W(s) ds.

λ = 1/R0



3.1 Un semplice modello epidemico per il morbillo

    Considera un modello SEIR linearizzato per l'inizio di un'epidemia:

Tale modello è stato studiato ad esempio da Dietz (1976).

 è il numero di persone infette ma non infettive
 è il numero di persone infette

 è il periodo di latenza medio
 è il periodo infettivo medio

 è la mortalità
è la velocità di contatto effettiva, ovvero il prodotto della velocità di contatto e la probabilità di trasmissione. Partiamo dal presupposto che si tratta di

una funzione positiva periodica con periodo T = 1 anno, che modella la stagionalità.
è la frazione della popolazione che è immune, sia per vaccinazione che per un'infezione precedente. abbiamo .

I parametri b , c e μ sono strettamente positivi.

    Tutti i presupposti nella sezione 2 sono soddisfatti

Calcoliamo approssimativamente la probabilità di estinzione ω del processo di nascita e morte e con diversi tipi, associati a (13), a partire dall'intera condizione
iniziale . Per prima cosa scegliamo τ tale è molto grande rispetto alla T . Sappiamo da (6), (7) e (8) che

con

Se ,

Queste equazioni calcolano ω. Infine, dobbiamo riutilizzare lo stesso algoritmo con un valore maggiore di τ per verificare che il valore approssimativo di ω sia
effettivamente indipendente dalla scelta di τ, a condizione che il suo primo valore sia stato scelto sufficientemente grande.

    Ad esempio, si consideri l'epidemia di morbillo riemergente in Francia negli anni 2008-2011 (Figura 1; nel 2006 e nel 2007 sono stati segnalati meno di 50 casi).
Nel 2007, data la copertura vaccinale, si stima che circa il 10% dei bambini di due anni e il 7% dei bambini di sei anni in Francia potrebbero contrarre il morbillo
(Parent du Châtelet et al., 2010, p. 4). Nel periodo 2009-2010 circa l'8% della popolazione dai 6 ai 29 anni era suscettibile (Lepoutre et al., 2011, p. 5). Data la
popolazione totale della Francia (65 milioni di abitanti), si può stimare che la popolazione a rischio sia più di due milioni di persone. Inoltre, il numero cumulativo
di casi riportati nella figura 1 è di circa 22.000, il numero reale di casi stimati in alcuni luoghi è il doppio di quello riportato (Parent du Châtelet et al., 2010, p. 3).
Pertanto, la popolazione sensibile probabilmente è rimasta relativamente stabile durante gli anni 2008-2011, il che giustifica il modello linearizzato (11) - (12).

Figura 1. Numero mensile di casi di morbillo riportati (funzione scala) da gennaio 2008 a febbraio 2012 (dati da (InVS, 2012) e (Parent du Châtelet et
al., 2010)). Migliore adattamento (curva uniforme) ai dati da gennaio 2008 a luglio 2011.

    Supponiamo che per semplicità  con  e anno. Questa espressione è l'inizio dello sviluppo in serie di Fourier della
funzione periodica . Altre forme per , come la funzione scala (Keeling e Rohani, 2008), potrebbe anche essere utilizzata. La forzatura delle scale sarebbe
particolarmente appropriata se uno studio stratificato per età dei casi indicasse la trasmissione a scuola. Tuttavia, questo non sembra essere il caso. La più alta
incidenza è tra i bambini di età inferiore a uno, che non sono ancora a scuola. L'età media dei casi segnalati è di 14 anni nel 2010 e 16 anni nel 2011, ma la maggior
parte dei casi ha meno di 30 anni (Baudon et al., 2011). L'età media è quindi particolarmente elevata per una malattia come il morbillo. La struttura per età
dell'incidenza in realtà riflette la struttura per età della popolazione sensibile più della scolarizzazione. I bambini di età inferiore a uno non sono ancora vaccinati.
Come detto sopra, circa l'8% di quelli di età compresa tra 1 e 30 anni sono sensibili; solo l'1-2% di quelli di età compresa tra 30 e 50 anni è sensibile (Lepoutre et

dE

dt
= −(b + μ)E + a(t)(1 − ϕ) I

dI

dt
= bE − (c + μ)I.

(11)

(12)

E
I
1/b
1/c
μ

a(t)

ϕ 0 ≤ ϕ < 1

A(t) = ( ), B(t) = ( ).
0 a(t)(1 − ϕ)

0 0

b + μ 0

−b c + μ
(13)

(E(t0), I(t0)) ≠ (0, 0) τ − t0

ω ≃ p(τ, 0, 0) = (1 − Y
(τ)

1 (τ − t0))
E(t0)

(1 − Y
(τ)

2 (τ − t0))
I(t0)

, (14)

dY
(τ)

1

ds
(s) = −(b + μ)Y (τ)

1 (s) + b Y
(τ)

2 (s),

dY
(τ)

2

ds
(s) = a(τ − s) (1 − ϕ)Y (τ)

1 (s)(1 − Y
(τ)

2 (s)) − (c + μ)Y (τ)
2 (s).

(15)

(16)

0 < s < τ − t0

Y
(τ)

1 (0) = 1, Y
(τ)

2 (0) = 1.

a(t) = ā(1 + ε cos(ωt − ψ)) ω = 2π/T T = 1
a(t) a(t)



al., 2011). Questa particolare struttura è dovuta al rapido declino dell'incidenza del morbillo negli anni '80 in seguito alla raccomandazione del vaccino contro il
morbillo nel 1983 e del vaccino MMR (morbillo, parotite, rosolia) nel 1986.

    Per stimare i parametri sconosciuti, confrontiamo il modello deterministico (11) - (12), che corrisponde alle aspettative del processo stocastico associato a (13),
con i dati tra l'inizio di gennaio 2008 e luglio 2011. Misure sanitarie sono stati quindi presi per controllare l'epidemia. Non si può più presumere che i parametri
siano gli stessi di prima. Il loro effetto può essere visto in assenza di un'onda epidemica alla fine del 2011.

    Assumiamo  giorni e  giorni come in §3.2.2.1 di (Keeling e Rohani, 2008). La μ mortalità è trascurabile, rispetto a b e c : prendiamo
anni. Sia f la frazione dei casi effettivamente riportati. Identifichiamo l'incidenza dei casi riportati nella Figura 1 con la funzione . Il sistema (11) - (12)
essendo lineare, è anche controllato dalle funzioni  e . L'obiettivo è quindi quello di trovare , , ,  e il prodotto 
così che si adatta meglio ai dati. La distanza dai dati viene misurata dalla somma dei valori assoluti delle differenze mensili di incidenza. Questo tende a dare
maggior peso all'onda del 2011 a causa delle sue dimensioni. In ogni caso, le cifre per il 2008 e il 2009 sono piccole e piuttosto irregolari, probabilmente perché
diverse epidemie locali sono state scatenate dall'introduzione di casi dall'estero. Non possiamo sperare in una buona corrispondenza con il modello deterministico
per questa parte della curva epidemica, che non ha ancora raggiunto la sua forma "stabile" (nel senso della teoria stabile della popolazione di Lotka). Per quanto
riguarda l'ondata del 2010, il suo picco è stato raggiunto un mese dopo rispetto all'ondata del 2011. Questo ritardo potrebbe essere dovuto alla stocastica
demografica o al fatto che non è veramente periodico a causa della stocastica ambientale. A parte queste osservazioni, c'è una misura relativamente buona
(almeno per l'ondata del 2011), data la semplicità del modello, con

(Figura 1).

    Usando questi valori di parametro, possiamo simulare il processo di nascita e morte. La Figura 1 mostra solo l'aspettativa del numero di casi al mese. Nella
versione stocastica, l'epidemia si estingue in molte simulazioni. La Figura 2 mostra una simulazione in cui l'epidemia non è terminata e in cui la dimensione delle
diverse onde era dello stesso ordine dei dati di Figura 1 (erano necessarie dozzine di simulazioni prima di trovare un tale esempio).

Figura 2. Numero di casi segnalati in funzione del tempo (in mesi) in una simulazione del processo di nascita e morte utilizzando i valori dei
parametri (17). La condizione iniziale è  e .

    Manteniamo la notazione  nel caso . Secondo (Bacaër, 2007, §3.4), la riproducibilità  è caratterizzato dal fatto che il sistema lineare periodico

ha un moltiplicatore di Floquet dominante uguale a 1. Numericamente otteniamo . Nota che  è solo leggermente superiore a 1. Ciò è dovuto al fatto
che il 90% della popolazione totale è già protetta, mediante vaccinazione o da una precedente infezione.

    Notiamo anche che il sistema (18) con  la sinusoidale può essere trasformata nell'equazione differenziale della fisica matematica di Mathieu, come nel
modello di popolazione studiato da Mingari Scarpello e Ritelli (2008).

    Usando le equazioni (14) - (16), possiamo calcolare la probabilità  che il processo non è interrotto al momento τ ( ). Partiamo da una persona
nel compartimento E o da una persona nel compartimento  (figura 3). Come previsto,  converge a un limite 1 - ω se . Secondo la Figura 3, è
probabile che si verifichi l'estinzione nel primo anno dopo la data iniziale.

1/b = 8 1/c = 5 1/μ = 70
f c I(t)

~
E(t) = f E(t) ~

I (t) = f I(t) ~
E(t∗) ~

I (t∗) ε ψ ā(1 − ϕ)

c
~
I (t)

a(t)

~
E(t∗) = 3, ~

I (t∗) = 2, ε = 0,33 ,
ψ

2π
= −0,07 , ā(1 − ϕ) = 6,42/mois (17)

c
~
I (t)

~
E(t∗) = 3 ~

I (t∗) = 2

R0 ϕ = 0 Rϕ

dJ

dt
= ( )J

−(b + μ) a(t)(1 − ϕ)/Rϕ

b −(c + μ)
(18)

Rϕ ≃ 1,06 Rϕ

a(t)

1 − p(τ, 0, 0) τ ≥ t0

I 1 − p(τ, 0, 0) τ → +∞



Figura 3. La probabilità  che il processo non viene interrotto al momento τ (in mesi, ), a partire da una persona nel compartimento
E (linea continua) o da una persona nel compartimento  (linea tratteggiata) al momento . Qua  corrisponde all'inizio di settembre.

    Scegliendo τ sufficientemente grande e ripetendo i calcoli per diversi valori di , otteniamo la Figura 4 per la probabilità 1 - ω che il processo non si spegnerà.
Partiamo da una persona nel compartimento E o da una persona nel compartimento . Questa probabilità è più alta a settembre. Questo è forse il periodo dell'anno
in cui le autorità sanitarie dovrebbero prestare la massima attenzione alle epidemie locali di morbillo per agire il più rapidamente possibile prima che scatenino
un'epidemia grave. In altri periodi dell'anno, è più probabile che le epidemie scompaiano da sole, anche se .

Figura 4. Probabilità che il processo non si estingua, 1 - ω, in funzione di (da gennaio a dicembre). Partiamo da una persona nel compartimento E
(linea completa) o da una persona nel compartimento  (linea tratteggiata) al momento .

    Si noti che il picco di incidenza per l'ondata del 2011 si è verificato nel marzo 2011 (Figura 1). La stima per ψ suggerisce che la velocità di contatto effettiva 
ha raggiunto il suo picco nel dicembre 2010. Il fondo della depressione tra le onde del 2010 e del 2011 è in agosto o settembre 2010, nella stagione in cui la stima di
1-ω è la più alta. Se avessimo utilizzato principalmente l'onda del 2010 per l'adeguamento dei parametri, il picco per 1-ω sarebbe stato compensato di circa un
mese. Quindi, qualunque sia il metodo, 1-ω sembra essere più o meno elevato quando l'incidenza è più bassa e inizia il rimbalzo dell'incidenza.

    Ovviamente, va tenuto presente che questo modello SEIR lineare è una rappresentazione eccessivamente semplificata della dinamica di trasmissione del
morbillo. In particolare, non tiene conto della struttura per età e utilizza una forzatura stagionale molto semplice dei contatti.

3.2 Reintroduzione di specie animali nella biologia della conservazione

    Altre aree della biologia della popolazione utilizzano processi di ramificazione, in particolare la biologia della conservazione (Caswell, 2001). Ad esempio,
immagina che una specie animale estinta in una certa regione venga reintrodotta dall'uomo. Quanti animali devono essere reintrodotti affinché la popolazione abbia
buone probabilità di persistere? Con un processo di nascita e morte per un singolo tipo di animale, la probabilità di estinzione per una popolazione di n animali è

, dove ω è dato da (1). Conoscendo ω, possiamo quindi stimare n tale è al di sotto di un certo livello di rischio. Naturalmente, la reintroduzione ha senso solo
nei casi in cui ω <1, per il quale può essere ridotto scegliendo n abbastanza grande. Un'altra domanda sorge spontanea: in quale momento dell'anno gli animali
dovrebbero essere reintrodotti in modo da ridurre al minimo la probabilità di estinzione ω? La stessa domanda sorge nel contesto di processi di nascita e morte
multi-tipo in un ambiente periodico, con l'ulteriore possibilità di chiedere quale tipo di individuo dovrebbe essere reintrodotto per ridurre al minimo la probabilità di
estinzione.

    Mentre i modelli a tempo continuo sono molto popolari in epidemiologia, i biologi della conservazione tendono a preferire i modelli a tempo discreto per una
serie di ragioni. Nel resto di questa sottosezione, spieghiamo brevemente come vengono calcolate le probabilità di estinzione in questo contesto. Giustificazione del
legame tra  e la probabilità di estinzione è in realtà molto più semplice nel caso del tempo discreto rispetto a quello del tempo continuo nella sezione 2. Ne
consegue da metodi noti

per processi multi-tipo in un ambiente costante da un lato,
per i processi di tipo singolo in un ambiente deterministicamente variabile d'altro canto (Athreya e Ney (1972); Haccou et al., 2005).

    Considera i modelli a tempo discreto

 e sono matrici quadrate di dimensione m , con coefficienti positivi o zero. Assumiamo

1 − p(τ, 0, 0) τ ≥ t0

I t0 t0

t0

I

Rϕ > 1

t0

I t0

a(t)

ωn ωn

ωn

R0

p(t + 1) = (A(t) + B(t))p(t).

A(t) B(t)



 e per tutto t ( T è un numero intero)
il raggio spettrale di  è rigorosamente inferiore a 1

per tutti j .

    Per la versione stocastica corrispondente, dobbiamo specificare le probabilità che un individuo di tipo j dà alla luce  individui di tipo 1, ..., 

individui di tipo m , tra volte t e t + 1 . Le funzioni sono funzioni periodiche del periodo T rispetto a t . Allora

Il coefficiente dà la probabilità che un individuo di tipo j sia trasferito al tipo i tra t e t + 1 . Un individuo di tipo j al momento t viene sostituito al tempo t +
1 da una popolazione la cui funzione generatrice è

Tra un momento e l'altro  e , un individuo di tipo j è sostituito da una popolazione la cui funzione generatrice  si ottiene componendo le
funzioni di generazione  con . Se per esempio ,

    Considera i momenti . Sappiamo dalla teoria dei processi di ramificazione a diversi tipi in un ambiente costante che le probabilità di estinzione  a
partire da un individuo di tipo j al momento  sono la soluzione minima su  del sistema

abbiamo

La matrice dei mezzi, cioè la matrice giacobina in (1, ..., 1), è

Partiamo dal presupposto che questa matrice di mezzi è primitiva e che le funzioni generatrici non sono singolari, cioè non esiste una matrice Q tale che

Il teorema 2 di Athreya e Ney (1972, p. 186) lo dimostra  se e solo se il raggio spettrale di questa matrice di mezzi è inferiore o uguale a
1. Ciò equivale a , e

 è il raggio spettrale di ,
 è una matrice a blocchi diagonali 

(Bacaër, 2009; Bacaër e Ait Dads, 2012). Con individui di tipo i ( ), la probabilità di estinzione è

Quindi le conclusioni sono completamente analoghe al caso del tempo continuo.

    Ad esempio, considera un modello con un solo tipo di animale, , con . Si presume che ogni individuo fa nascere tra i tempi
t e t + 1 a una prole secondo una distribuzione di Poisson. La media è . Allora

La probabilità di estinzione a partire da un individuo al tempo 0 è la soluzione più piccola di

Allo stesso modo, la probabilità di estinzione a partire da un individuo al momento 1 è la soluzione più piccola di

Queste due probabilità sono rigorosamente inferiori a 1 se

Questo equivale a .  è il raggio spettrale di

4. Conclusione
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    Gli studi hanno cercato di mostrare come il rischio epidemico varia nei diversi mesi dell'anno. Hanno usato un modello periodico. Hanno calcolato la
"riproducibilità" , assumendo i coefficienti del modello congelati. Hanno disegnato  in termini di (Hartemink et al., 2009). Il problema con questo
metodo è quello  può essere sempre inferiore a 1, mentre la malattia diventa endemica.

    La definizione di riproducibilità usata nel nostro articolo determina chiaramente se una malattia infettiva può essere endemica (Rebelo et al., 2012) e come si
comporta la dimensione finale nei modelli epidemici (Bacaër e Gomes, 2009). Inoltre, ha una semplice interpretazione biologica come tasso di crescita asintotica di
generazione (Bacaër e Ait Dads, 2011; Bacaër e Ait Dads, 2012). Ma ha l'apparente svantaggio di essere indipendente dal tempo. Un altro indice di rischio
epidemico, con la giusta soglia e periodica, è stato recentemente proposto da (Cushing e Ackleh, 2011). Ma la sua interpretazione biologica sembra un po
'complicata.

    Qui abbiamo calcolato una misura alternativa del rischio epidemico, la probabilità che il processo di connessione associato alla linearizzazione di un modello
epidemico non si estingua. La sua principale proprietà matematica è il fenomeno della soglia (proposizione della sezione 2). (Bacaër, 2007, §5.2) aveva già
suggerito di usare questa probabilità per applicazioni in epidemiologia, ma aveva preso in considerazione solo il caso di popolazioni con un solo tipo, per le quali
esiste una formula esplicita. La maggior parte dei modelli epidemici coinvolge diversi compartimenti infetti, ad esempio nel caso di malattie trasmesse da vettori. Il
rischio epidemico in tali modelli può essere analizzato con lo stesso metodo numerico della Figura 2.

    Le probabilità di estinzione interessano anche la biologia della conservazione, in particolare per la reintroduzione delle specie. Per alcune specie animali, in
particolare gli uccelli con un periodo di nidificazione ben definito, può essere saggio utilizzare modelli con stagioni per valutare correttamente le possibilità di
reintroduzione riuscita.
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