Sobre la probabilidad de extincion en un entorno periodico
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resumen

Para los procesos de ramificacion con varios tipos en un entorno periédico, mostramos que la probabilidad de extincion es igual a 1 si y solo si la reproducibilidad es
menor o igual a 1. La demostracion utiliza resultados sobre el comportamiento asintético de los sistemas cooperativos. de ecuaciones diferenciales. En
epidemiologia, la probabilidad de extincion puede usarse como una medida periddica del riesgo epidémico. Como ejemplo, estudiamos un modelo de epidemia de
SEIR linealizado y datos sobre una epidemia de sarampion en Francia. Los modelos de tiempo discreto también se discuten con posibles aplicaciones en biologia de
la conservacion.

1. Introduccion

Kendall (1948) estudi6 los procesos de nacimiento y muerte de un solo tipo en un entorno variable. Definimos

e af(t) : Fertilidad
« b(t): mortalidad en el tiempo ¢ .

A partir de un individuo en el momento ¢, la probabilidad de extincion es
1

w=1- 1+ [ b(s) exp [, (b(u) — a(w)) du] ds ’ @

si la integral en el denominador es finita o infinita. En casoa(t + T') = a(t) y b(t + T) = b(t) , w = 1 si y solo si

A " ety dt < A " o).

Dicho de otro modo, w < 1y ® es una funcion periddica de to (Ball, 1983, p. 235). La expectativa del tamafio de la poblacion es una solucion de

dl
S = (a(t) = b(t) T0).

Los procesos de nacimiento y muerte de varios tipos en un entorno constante son bien conocidos (Athreya y Ney, 1972, capitulo V). Para entornos periddicos,
Klein y Macdonald (1980) estudiaron la expectativa y la varianza de poblaciones de diferentes tipos, pero no la probabilidad de extincién. Ver también (Parham y
Michael, 2011). El sistema de ecuaciones para expectativas es de la forma

dI
— = (A(t) = B(t)) 1(t),
dt

e el vector I(t) es el vector de expectativas de diferentes tipos

 A(t) es una matriz de fertilidad con coeficientes positivos o cero

e —B(t) es una matriz cooperativa que contiene mortalidad y tasas de transferencia entre diferentes tipos.

Jagers y Nerman (1985) estudiaron los procesos de ramificacion de tiempo continuo en un entorno periédico con mortalidad y fertilidad dependientes de la edad,
pero solo para un tipo. El umbral se formulé en términos del parametro maltusiano.

Siguiendo el libro de Anderson y May (1991), muchos modelistas utilizan la reproducibilidad para describir el umbral de los modelos de poblacion y, en
particular, los modelos epidémicos. Bacaér y Guernaoui (2006, seccion 5) adaptaron la definicion de reproducibilidad como el radio espectral de un operador de
proxima generacion de Diekmann y Heesterbeek (2000) al caso de los modelos periédicos. También mostraron que

R I a(t)dt

b at

para modelos de un solo tipo como arriba. Asi, Bacaér (2007, §5.2) reformulo la propiedad de umbral para procesos lineales de nacimiento y muerte a un solo tipo
en un entorno periddico de la siguiente manera: w = 1 Si Ry < 1, mientras que w < 1 Si Ry > 1.

Para las poblaciones con varios tipos estudiadas por Klein y Macdonald (1980), Ry se puede definir como el radio espectral del operador integral
o]
u(t) — A(t)/ C(t,t —z)u(t — z)dz
0

en el espacio de las funciones continuas periddicas de periodo T . aqui

az
== =—BZ(t), 2(0)=I

Clt,t —x) = Z(t)Z(t — )},
(la matriz de identidad). Allen y Lahodny (2012) resumieron recientemente los vinculos entre la reproducibilidad y la probabilidad de extincion para los procesos de
nacimiento y muerte de varios tipos, pero en un entorno constante.

En este articulo, consideramos la misma clase de proceso de ramificacion para varios tipos en un entorno periddico que Klein y Macdonald (1980). Mostramos
que la probabilidad de extincion w es igual a 1 siy solo si Ry < 1. Esto amplia los resultados relativos a poblaciones con un solo tipo en un entorno periodico y los
que conciernen a poblaciones con varios tipos en un entorno constante. En la prueba de la seccion 2, vemos que el sistema de ecuaciones diferenciales no lineales
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que dan la probabilidad de extincion esta estrechamente relacionado con el sistema lineal anterior para el vector de expectativas. La prueba luego utiliza resultados
sobre el comportamiento asintotico de los sistemas cooperativos de ecuaciones diferenciales. Como ejemplo, considere en la seccion 3.1 un modelo de epidemia
SEIR y su linealizacion. La probabilidad de extincion se calcula utilizando datos de una epidemia de sarampion en Francia. La Seccion 3.2 discute el caso de los
modelos de tiempo discreto, que se usan en biologia de la conservacion para estimar la probabilidad de extincion de especies reintroducidas. La Seccion 4 sugiere
utilizar la probabilidad de no extincion 1 - ® como una medida periodica del riesgo epidémico, ademas de las otras técnicas que se han propuesto en los ultimos
afos.

2. La probabilidad de extincion

Primero considere un modelo de poblacion lineal determinista

dr
7 = (Al) = B@)I(), (2)

e I= (117"~7Im)
o A(t) = (Ape(2)), Are(t) > 0, A(¢)I(2) es la cantidad de individuos nuevos generados por unidad de tiempo,
Bia(

Bkg(t) = —bkg(t) Vk #£ ¢, Bn(t) = bu(t) + Z bkg(t).
=,

El sistema (2) puede ser la linealizacion cerca de la solucién libre de enfermedad de un modelo epidémico no lineal. El vector I(t)representa las poblaciones en los
diversos compartimentos infectados. Los coeficientes by (t) son las tasas de salida. bye(t) es una velocidad de transferencia entre compartimentos (k # £)
Suponemos que

bie(t) >0, Vk VL.
— B(t) es una matriz cooperativa: sus coeficientes fuera de la diagonal son positivos o cero. Asumimos

 (H1): al menos un coeficiente de la matriz A(t) es estrictamente positivo para todo ¢

(H2): M(t) = A(t) — B(t) es irreducible para todo ¢

* (H3): las matrices A(t) y B(t) son funciones continuas por partes, A(t + T) = A(t), B(t + T) = B(t)
o (H4):38>0, VL, Vt, by(t) > B.

La hipotesis (H4) implica que el multiplicador de Floquet dominante del sistema

es decir, el radio espectral de la matriz con coeficientes positivos o cero Z(T'), es menor o igual que exp(—BT") < 1. Ver por ejemplo Lemma 1.1 de (Inaba, 1988).
La poblacion muere si A(t) = 0 para todo 7 . La hipétesis (H4) puede debilitarse, pero de todos modos es mas biologicamente realista tener una mortalidad distinta
de cero en cada compartimento.

Ahora considere el proceso de nacimiento y muerte de varios tipos asociado con (2). p(t, i1, . . . ,%m) es la probabilidad de tener 4 personas en el compartimento
I en el momento tparal < k< m :

Ep(t,ll, c.. ,Zm) :; I:Akk(zk — 1) + #Zk Akﬂg}p(t,zl, e ip— 1,0 7Zm)

) bre (i + 1) p(tyin, o yip =1, ig 1,0 0)
kAL

+Zbk,k(ik+1)p(tai17'“7ik+17-~~aim)
k

- Z(Aké + bM) ilp(t>'i17 s 7im)7
kl

donde se ha omitido la dependencia temporal de los coeficientes. Este sistema rastrea lo que sucede durante un pequefio intervalo de tiempo dt . Si, por ejemplo, el
sistema esté en estado (é1,...,% — 1,...,1,,), entonces la probabilidad de que una persona del tipo k genere una nueva persona del mismo tipo es Ay (i — 1)dt .
En este caso, el sistema termina en el estado (Zy,. .., %, - . - ,iy,). Tomar como condicion inicial

1, (il,...,im) (I1(t0),...,.[m(t0)),

plto; i, im) = {0, ity yim) # (L (ko) - Im(to))-

El objetivo es calcular la probabilidad de extincion.

w= lim p(¢0,...,0).

[
Recuerde que la ecuacion (2) se verifica por la expectativa del nimero de personas en los diferentes compartimentos (Klein y Macdonald, 1980).
Propuesta.

e w=18iRy <1,
e wW<1SiRy>1

Evidencia. La funcion generadora

es la solucion de la ecuacion

g dg
2 = N[ Ape(t)ze — Bre(®)](zr — 1) ==
Bt %;[ w(t)ze — Bu(®)](zx —1) 5
con la condicion inicial
g(to, z1,. .y Tm) = w{l(t") Inlto), (3)



Las curvas caracteristicas de esta ecuacion diferencial lineal parcial de primer orden son

d
D= 3 (A0 X; — Belt)) (1 - X). @)
k
Entonces
d
2 9 X (), .., Xm(2))] = 0
y
(t, X1(t),- .., Xm(t)) = g(to, X1(t0), - - -, Xm(f0)) (5)
Definimos X (T)(t) , solucion del sistema (4) con
D(r)y=0
Usando (3) y t = 7 en (5), obtenemos
p(r,0,...,0) = g(7,0,....,0) = (X7 (1)) - (X7 (80) ™) ©)

Entonces la probabilidad de extincion viene dada por

W= (wl)h(tu) . (wm)lm(tu)’ wp = lim X(T)( )

T—+00

Por lo tanto, el problema se reduce al estudio del sistema de ecuaciones diferenciales (4). Definimos
Y () =1- X7 (r—s) ()
¢ 1 :
Obtenemos

dY(’

) = 3 [ir =) (1-¥760) - Bitr =) [17). (®)

A*y B* son las matrices transpuestas de A y B. La condicion inicial es

La hipotesis (H3) implica que
Y () =Y s), Vs, V7, VL (9)

Para aplicar el Teorema 2.3.4 de (Zhao, 2003), verifiquemos los andlogos de las hipotesis (A1) - (A4) del Teorema 3.1.2 de esta referencia, excepto que el sistema
(8) evoluciona en el cubo unitario K = [0, 1]™ En vez de R!". Primero, el sistema (8) deja K invariante. De hecho, si Fy(s, Y (s)) es el lado derecho de (8), y si
YeK,

Yi=0 = Fi(s,Y) = > (An(r = 5) + bue(r = 5) ) Yic > 0,
kAL
Yi=1=F(s,Y) = —bu(r—5) = Y _bu(r—s)(1- %) <0, (10)
kAL

La estricta desigualdad en (10) se debe a (H4). La Proposicion B.7 de (Smith y Waltman, 1995) muestra que para cualquier condicion inicial en K en ese momento
so La solucion correspondiente de (8) a continuacion, permanece en K . Ademas, de acuerdo con (10),

(317 Y}(SO) = 1) = (VS > S0, n(s) < 1)
El sistema (8) es cooperativo en K :

OF,

YeK = Vk#¢,
# A

= (8:,Y) = A (7 —8) (1 = Yy) + bu(r — 5) > 0.

Segun el teorema de Kamke (Smith y Waltman, 1995, Teorema B.1), las aplicaciones de Poincaré del sistema (8) en K son monétonas. La hipotesis (H2) implica que
la matriz jacobiana

OF,

(BY (5,Y)) Vs, WWeR={YeK: Y,<1V}

Es irreducible. Esta propiedad y la estricta desigualdad (10) implican que las aplicaciones de Poincaré de (8) en K , que proyectan la solucion del tiempo s hasta el
tiempo sg + T, en realidad son muy monétonas. De hecho, si

Y(s0) # Y'(s0), Y(s0) < Y'(s0),
es decir Yz(s0) < Y/ (so) por todo £, entonces nosotros tenemos
Y(so+T/2) <Y'(so +T/2),
los dos vectores son diferentes y en K. Usando la irreductibilidad en & , El teorema B.3 de (Smith y Waltman, 1995) muestra que
Yi(so+T) <Y/ (so+T) Ve
El sistema (8) es estrictamente sub-homogéneo. De hecho, para todoa € (0,1) y Y € K con ¥z > 0 por todo £, se tiene

Fy(s,aY) =aFy(s,Y)+a(l-—«a ZA”“ (1 — 8)YiYs.

En consecuencia, Fy(s,aY) > a Fy(s,Y) y F(s,aY) # a F(s,Y) segln la hipotesis (H1).



Se tiene F(s,0) = 0. Definimos f(s,Y’), la parte lineal de F(s,Y") cercade Y = 0

fils, V)= (M*(r=8)Y)e,  Fils,Y) = f(s,Y) = Y Ap(r — 8)YiYi.
k

En consecuencia Fy(s,Y) < fy(s,Y) y, considerando la hipétesis (H1), F(s,Y) # f(s,Y) Si ¥, > 0 por todo £.

El multiplicador de Floquet dominante en el sistema. ‘fi—ls/ = M*(7 — s)Y es lo mismo que el sistema ‘3—1; = M(t)Y. De hecho, observemos las soluciones (con la

matriz de identidad como condicién inicial en el momento 0) ®,(t), ®5(t), 3(t) y 4(t) de

dy dy dy X dy .
EfM(t)Y, EfM(T*Ft)Y, EffM (T+t)Y, EfM(Tfs)Y.

El segundo sistema es el mismo que el primero pero retrasado en el tiempo. El tercero es la transposicion del segundo. El cuarto es idéntico al tercero, excepto que el
tiempo se invierte. Entonces

®(T) = 21(1)21(T)(21(7) !, 23(T) = ((22(T))") !, 24(T) = (25(T)) "
(Hsieh y Sibuya, 1999). Por lo tanto, el radio espectral py de ®1(T) es igual al de ®4(T")Como se anuncid.
Aplicar el teorema 2.3.4 de (Zhao, 2003). Con pg < 1, Balance 0 del sistema (8) es generalmente asintdticamente estable en K . En particular,

Y(s) —s 0.

s§—+00

Con py > 1, el sistema (8) tiene una unica solucion periddica estrictamente positiva del periodo T, que es asintoticamente estable en todo el mundo K \ {0} y atrae
Y()(s) Si s — +oo0.

Con (6) vemos que
X7 (tg) = p(r,0,...,0)
Si
L(t) =1, ILi(te) =0 Vk#L.
La funcion 7+~ p(7,0,...,0) estd aumentando visiblemente, por ejemplo porque

d
—p(t,0,...,0) = brep(t,0,...,1,...,0) > 0.
pradt ) Ek: i P )
Esta funcion también es < 1, siendo una probabilidad. Entonces Xéﬂ(to) converge a un limite wy < 1 Si 7 — 4-o00.

Volvamos al sistema (4) donde se invierte el tiempo. Se tiene X éT)(tO) =1- Yi(T)(‘r — t9). Usando (9), tenemos para todor > toy todo n

X7 (te) =1 - Y7 (1 40T — t).
Con n — 400, concluimos que wy = 1 Si pg < 1, mientras que wy < 1 Si pg > 1.

Para concluir la demostracion, queda por recordar el vinculo entre la tasa de crecimiento r (tal que py = e”T) y reproducibilidad R, (Bacaér y Guernaoui, 2006;
Bacaér y Ait Dads, 2011; Thieme, 2009): ro < 0siy solo si Ry < 1.

Nota 1. De acuerdo con la seccion 1, la reproducibilidad del sistema (2) es el radio espectral del operador integral
{o0}
u(t) — A(t) / C(t,t —z)u(t —z)de
0

en el espacio de funciones continuas periddicas, del periodo T', con valores en R™. Este operador es lineal con respecto a A(t). El sistema

dJ
- = AW®)/Ro - B(¢))J(2)

tiene una reproducibilidad igual a 1, en otras palabras, el multiplicador de Floquet dominante es igual a 1. Esto proporciona un método numérico para calcular la
reproducibilidad. Fue utilizado por (Bacaér, 2007, §3.4, §4.2, §5.1) para varios modelos particulares, tales como los modelos SEIR y los modelos de enfermedades
de vectores, luego generalizado por (Wang y Zhao, 2008).

Nota 2. Habiendo notado ya el papel de la transposicion del sistema (2), mencionemos el vinculo entre Ry un problema de primer orden Sturm-Liouville.
Considera el sistema dV/dt = —B(t)V (t) con la condicion en el borde V(0) = V(T'). A continuacion (Roseau, 1997), la funciéon de Green asociada viene dada por

Glt,s) = 2~ Z(T)) " Z(s) ! , 0<s<t<T,
T\ 20 - 2(T)) 2T 2(s)" , 0<t<s<T,
como en (Bacaér, 2007, §2). Recordemos que dZ /dt = —B(t)Z(t) y Z(0) = L. Soluciones al problema del valor propio diferencial
daw
e B)W(t) = XA@)W(t), W(0)=W(T)

estan dadas por las soluciones del problema integral del valor propio
T
W(t)=A / G(t,s)A(s)W(s) ds.
0
El valor propio principal de este problema es A = 1/ Ry (cf. Bacaér y Ait Dads (2012) y Thieme (2009)).
3. Ejemplos

3.1 Un modelo epidémico simple para el sarampion



Considere un modelo SEIR linealizado para el inicio de una epidemia:

B B+ a1 -1 (1)
%:bEf(ch,u)I. (12)

Tal modelo ha sido estudiado, por ejemplo, por Dietz (1976).

¢ E es la cantidad de personas infectadas pero no infecciosas

e [ es la cantidad de personas infecciosas

e 1/b es el periodo de latencia promedio

* 1/c es el periodo infeccioso medio

e u esla mortalidad

* af(t) es la velocidad de contacto efectiva, es decir, el producto de la velocidad de contacto y la probabilidad de transmision. Suponemos que es una funcion
periddica positiva con un periodo 7= 1 afio, que modela la estacionalidad.

e ¢es la fraccion de la poblacion que es inmune, ya sea por vacunacion o por una infeccion previa. Se tiene 0 < ¢ < 1.

Los parametros b, ¢ y L son estrictamente positivos.

Todos los supuestos en la seccion 2 estan satisfechos con

an=(g ") ma- ("1 D) )

Calculamos aproximadamente la probabilidad de extincion o del proceso de nacimiento y muerte y con varios tipos, asociados con (13), a partir de la condicion
inicial completa (E(to), I(to)) # (0,0). Primero elegimos t tal que T — ¢y es muy grande en comparacion con ¢ . Sabemos por (6), (7) y (8) que

w=p(r,0,0) = (1-v(r - to))E(t") (1-v" - to))l““), (14)
con
(7)
Do) = 4 ¥ (o) +5Y(s), (15)
(7)
i () =a(r -1~ 9V @ - K6 - e+ m¥ o) (16)

Si0<s<7T—t,
0 =1, v,70=1

Estas ecuaciones calculan o. Finalmente, debemos reutilizar el mismo algoritmo con un valor mayor de t para verificar que el valor aproximado de  sea, de hecho,
independiente de la eleccion de 1, siempre que su primer valor haya sido elegido suficientemente grande.

Como ejemplo, considere la nueva epidemia de sarampion en Francia durante los afios 2008-2011 (Figura 1; en 2006 y 2007 hubo menos de 50 casos reportados).
En 2007, dada la cobertura de vacunacion, se estima que alrededor del 10% de los nifios de dos afos y el 7% de los nifios de seis afios en Francia podrian contraer
sarampion (Parent du Chatelet et al., 2010, p. 4). En 2009-2010, aproximadamente el 8% de la poblacion de 6 a 29 afios era susceptible (Lepoutre et al., 2011, p. 5).
Dada la poblacion total de Francia (65 millones de habitantes), se puede estimar que la poblacion en riesgo es de mas de dos millones de personas. Ademas, el
numero acumulado de casos reportados en la Figura 1 es de aproximadamente 22,000, El nimero real de casos que se estima en algunos lugares es el doble del
reportado (Parent du Chatelet et al., 2010, p. 3). Por lo tanto, la poblacion susceptible probablemente permanecio relativamente estable durante los afios 2008-2011,
lo que justifica el modelo linealizado (11) - (12).

4000
cases/month

13000

Figura 1. Numero mensual de casos de sarampion notificados (funcion de escalera) desde enero de 2008 hasta febrero de 2012 (datos de (InVS, 2012) y
(Parent du Chatelet et al., 2010)). Mejor ajuste (curva suave) a los datos de enero de 2008 a julio de 2011.

Supongamos por simplicidad que a(t) = a(1 + € cos(wt — ¥)) conw = 27r/T y T = 1 afio. Esta expresion es el comienzo del desarrollo de la serie de Fourier de
la funcién periddica. a(t). Otras formas para a(t), como la funcién de escalera (Keeling y Rohani, 2008), también podria usarse. El forzado de escaleras seria
particularmente apropiado si un estudio estratificado por edad de los casos indicara transmision a la escuela. Sin embargo, este no parece ser el caso. La mayor
incidencia es entre nifios menores de un afio, que aiin no estan en la escuela. La mediana de edad de los casos reportados es de 14 afos en 2010 y 16 afios en 2011,
pero la mayoria de los casos tienen menos de 30 afios (Baudon et al., 2011). Por lo tanto, la mediana de edad es particularmente alta para una enfermedad como el
sarampion. La estructura de edad de la incidencia en realidad refleja la estructura de edad de la poblacion susceptible mas que la escolarizacion. Los nifilos menores
de un afio aun no estan vacunados. Como se indicé anteriormente, alrededor del 8% de los que tienen entre 1 y 30 afios son susceptibles; solo del 1 al 2% de los que
tienen entre 30 y 50 afios son susceptibles (Lepoutre et al., 2011). Esta estructura particular se debe a la rapida disminucion en la incidencia del sarampion durante la
década de 1980 siguiendo la recomendacion de la vacuna contra el sarampion en 1983 y la vacuna MMR (sarampion, paperas, rubéola) en 1986.



Para estimar los parametros desconocidos, comparamos el modelo determinista (11) - (12), que corresponde a la expectativa del proceso estocastico asociado con
(13), con los datos entre principios de enero de 2008 y julio de 2011. Medidas de salud Luego fueron tomadas para controlar la epidemia. Ya no se puede suponer
que los parametros sean los mismos que antes. Su efecto se puede ver en ausencia de una ola epidémica a finales de 2011.

Asumimos 1/b = 8 dias y 1/c = 5 dias como en §3.2.2.1 de (Keeling y Rohani, 2008). La p mortalidad es insignificante, en comparacion con b y ¢ : tomamos
1/u = 70 afios. Sea f'1a fraccion de los casos que se informan realmente. Identificamos la incidencia de los casos reportados en la Figura 1 con la funcion f ¢ I(t). El
sistema (11) - (12) es lineal, también es verificado por las funciones E(t) = f E(t) y I (t) = fI(t). El objetivo es por lo tanto encontrar E(t*), I (t*), e, y el
producto @(1 — ¢) al fin que ¢ I (t) Se ajusta mejor a los datos. La distancia a los datos se mide por la suma de los valores absolutos de las diferencias de incidencia
mensual. Esto tiende a dar mayor peso a la ola de 2011 debido a su tamafio. En cualquier caso, las cifras para 2008 y 2009 son pequeiias y algo irregulares,
probablemente debido a que varias epidemias locales fueron provocadas por la introduccion de casos desde el extranjero. No podemos esperar un buen ajuste con el
modelo determinista para esta parte de la curva epidémica, que atin no ha alcanzado su forma "estable" (en el sentido de la teoria de la poblacion estable de Lotka).
En cuanto a la ola de 2010, su pico se alcanzé un mes mas tarde que en la ola de 2011. Este retraso puede deberse a la estocasticidad demografica o al hecho de que
a(t) No es realmente periodico debido a la estocasticidad ambiental. Ademas de estos comentarios, hay un ajuste relativamente bueno (al menos para la ola de 2011),
dada la simplicidad del modelo, con

E()=3, I({t)=2 =033, % = -0,07, a(l—¢) = 6,42/mois 17)

(Figura 1).

Usando estos valores de parametros, podemos simular el proceso de nacimiento y muerte. La Figura 1 muestra solo la expectativa del nfimero de casos por mes.
En la version estocastica, la epidemia se extingue en muchas simulaciones. La Figura 2 muestra una simulacion donde la epidemia no terminé y donde el tamafio de
las diferentes olas era del mismo orden que los datos de la Figura 1 (se necesitaron docenas de simulaciones antes de encontrar un ejemplo de este tipo).

400017 cases / month
30004
20004
10004
—— __.MM\_ time
0 T T " ==,
0 12 24 36 48

Figura 2. Ntumero de casos reportados cf () en funcién del tiempo (en meses) en una simulacion del proceso de nacimiento y muerte utilizando los
valores de los parametros (17). La condicién inicial es E(t*) =3y I (¢*) = 2.

Mantenemos la notacion Ry en caso ¢ = 0. Seglin (Bacaér, 2007, §3.4), la reproducibilidad Ry se caracteriza por el hecho de que el sistema lineal periddico

aJ _ (*(bﬂt) a(t)(1 - ¢)/R¢>J

dt b —(c+p) (18)

tiene un multiplicador de Floquet dominante igual a 1. Numéricamente obtenemos R, ~ 1,06. Tenga en cuenta que R, es solo ligeramente superior a 1. Esto se
debe a que el 90% de la poblacion total ya esta protegida, ya sea por vacunacion o por una infeccion previa.

También observamos que el sistema (18) con a(t) sinusoidal puede transformarse en la ecuacion diferencial de Mathieu de la fisica matematica, como en el
modelo de poblacion estudiado por Mingari Scarpello y Ritelli (2008).

Usando las ecuaciones (14) - (16), podemos calcular la probabilidad 1 — p(7, 0, 0) que el proceso no se detiene en el momento t ( 7 > t) Partimos de una
persona en el compartimento E o de una persona en el compartimento I (figura 3). Como previsto, 1 — p(7, 0, 0) converge a un limite 1 - ® si 7 — +00. Segin la
Figura 3, la extincion es mas probable que ocurra en el primer afio después de la fecha inicial.

1.0
1-p(n0,

T

0.0
36

Figura 3. La probabilidad 1 — p(7, 0, 0) que el proceso no se detiene en el momento t (en meses, T > to), a partir de una persona en el compartimento £
(linea continua) o de una persona en el compartimento I (linea punteada) en el momento ty. aquity corresponde a principios de septiembre.



Al elegir 7 suficientemente grande y al repetir los calculos para diferentes valores de o, obtenemos la Figura 4 para la probabilidad 1 - o de que el proceso no
salga. Partimos de una persona en el compartimento £ o de una persona en el compartimento I. Esta probabilidad es mas alta en septiembre. Esta es quizas la época
del afio en que los funcionarios de salud deberian prestar la mayor atencion a las epidemias locales de sarampion para actuar lo mas rapido posible antes de que
desencadenen una epidemia importante. En otras épocas del afio, es mas probable que las epidemias desaparezcan por si solas, incluso si Ry > 1.

l—w ~0.15

-0.10

-0.05

T T v T T 0.00
D 2 4 6 8 10 12

Figura 4. Probabilidad de que el proceso no se extinga, 1 - , en funcion de £, (en enero a diciembre). Partimos de una persona en el compartimento £
(linea completa) o de una persona en el compartimento I (linea punteada) en el momento ¢.

Tenga en cuenta que la incidencia maxima de la ola de 2011 se produjo en marzo de 2011 (Figura 1). La estimacion de y sugiere que la tasa de contacto efectiva
a(t) alcanzd su punto méaximo en diciembre de 2010. La parte inferior de la depresion entre las olas de 2010 y 2011 es en agosto o septiembre de 2010, en la
temporada en que la estimacion de 1-o es la mas alta. Si hubiéramos utilizado principalmente la ola de 2010 para el ajuste de parametros, el pico para 1-o solo se
habria compensado en aproximadamente un mes. Cualquiera que sea el método, 1-® parece ser mayor o menor cuando la incidencia es mas baja y comienza el
rebote de la incidencia.

Por supuesto, debe tenerse en cuenta que este modelo SEIR lineal es una representacion demasiado simplificada de la dindmica de transmision del sarampion. En
particular, no tiene en cuenta la estructura de edad y utiliza un forzamiento estacional muy simple de contactos.

3.2 Reintroduccion de especies animales en biologia de la conservacion.

Otras areas de la biologia de la poblacion utilizan procesos de ramificacion, en particular la biologia de la conservacion (Caswell, 2001). Por ejemplo, imagine que
una especie animal que se extingue en una determinada region es reintroducida por los humanos. ;Cuantos animales deben reintroducirse para que la poblacion
tenga buenas posibilidades de persistir? Con un proceso de nacimiento y muerte para un solo tipo de animal, la probabilidad de extincion para una poblacion de n
animales es w™ , donde ® viene dado por (1). Sabiendo ®, podemos estimar 7 tal que w™ esta por debajo de cierto nivel de riesgo. Por supuesto, la reintroduccion solo
tiene sentido en casos donde o <1, para lo cual w” puede hacerse pequeiio eligiendo » /o suficientemente grande. Surge otra pregunta: jen qué época del afio deben
reintroducirse los animales para minimizar la probabilidad de extinciéon? La misma pregunta surge en el contexto de los procesos de nacimiento y muerte multitipo
en un entorno periodico, con la posibilidad adicional de preguntar qué tipo de individuo debe reintroducirse para minimizar la probabilidad de extincion.

Si bien los modelos de tiempo continuo son muy populares en epidemiologia, los bidlogos conservacionistas tienden a preferir los modelos de tiempo discreto por
una variedad de razones. En el resto de esta subseccion, explicamos brevemente como se calculan las probabilidades de extincion en este contexto. Justificacion del
vinculo entre Ry y la probabilidad de extincién es en realidad mucho mas simple en el caso del tiempo discreto que en el tiempo continuo en la seccion 2. Se deduce
de los métodos conocidos

¢ para procesos de varios tipos en un entorno constante, por un lado,
¢ por otro lado, para procesos de tipo unico en un entorno deterministicamente variable (Athreya y Ney (1972); Haccou et al., 2005).

Considere los modelos de tiempo discreto
p(t+1) = (A(t) + B(t))p(t)-
A(t) y B(t) son matrices cuadradas de tamafio m , con coeficientes positivos o cero. Asumimos

e A(t+T)=A(t)y B(t+T) = B(t) para todo ¢ ( T es un nimero entero)
« el radio espectral de B(T — 1) - - - B(1)B(0) es estrictamente menor que 1
* >2;Bij(t) < Lparatodo, .

Para la version estocastica correspondiente, debemos especificar las probabilidades Fk(f) k,,,(t) que un individuo tipo j da a luzk; individuos tipo 1, ..., k;,

individuos de tipo m , entre los tiempos ¢y ¢ + I . Las funciones Fk(f) & (t) son funciones periddicas del periodo T con respecto a ¢ . Entonces

450 = Y KEY ().
kiye o oskim

1

El coeficiente B;;(t) da la probabilidad de que un individuo de tipo j sea transferido a tipo i entre zy # + I . Un individuo de tipo j en el tiempo 7 es reemplazado en
el tiempo ¢ + / por una poblacion cuya funcion generadora es

j k
gitt,z,vmm) = (30 B @l aly) (143 By - 1),
Entre momentos tq y to 4+ T', un individuo de tipo j es reemplazado por una poblacion cuya funcion generadora hj(z1, . . ., Z,,) se obtiene al componer las funciones
generadoras g;(t, q, ..., %) cont = tg,...,to + T — 1. Sipor ejemplo T = 2,

hij(xy, .. zm) = gi(to, g1(to + 1,1, -+, ), - -+, G (b0 + 1,21, ..., 2y))-

Considera los momentos (ty 4+ nT"),>o. Sabemos por la teoria de los procesos de ramificacion a varios tipos en un entorno constante que las probabilidades de
extincion w; a partir de un individuo de tipo j en el momento ¢, son la soluciéon minima en [0, 1] del sistema



Se tiene

g;
oz 3

(t, 1,..., 1) = Aij(t) + Bij(t).

La matriz de medias, es decir, la matriz jacobiana en (1, ..., 1), es

<ng 1,..., 1)) = (Alto+T = 1) + Blto + T — 1)) - (A(to) + B(to))-

Suponemos que esta matriz de medios es primitiva y que las funciones generadoras h;no son singulares, es decir, no hay una matriz Q tal que

hj(m17'~~7mm) :Zija:Im \V/]
k

El teorema 2 de Athreya y Ney (1972, p. 186) muestra que (wy, . . ., wy,) = (1,...,1) siy solo si el radio espectral de esta matriz de medias es menor o igual a 1.
Esto es equivalente a Ry < 1y

e Ry es el radio espectral de AB 1,
A es una matriz de bloque diagonal diag(A(0), A(1),...,A(T — 1))

~-B(0) I 0 0
0 -B(1) I 0
L] B = 0
‘ . .0 I
I - 0 0 -—B(T-1)

(Bacaér, 2009; Bacaér y Ait Dads, 2012). Con p;(to) individuos del tipo i (1 < % < m), la probabilidad de extincion es
w = (W)t .. (@, )Pmlto),
Entonces, las conclusiones son completamente analogas al caso del tiempo continuo.

Como ejemplo, considere un modelo con un solo tipo de animal, p(t + 1) = (A(¢t) + B(¢))p(t) , con T = 2. Se supone que cada individuo da a luz entre los
tiempos 7y ¢ + I a una descendencia de acuerdo con una distribucion de Poisson. El promedio es A(t). Entonces

9(0,2) = * @1 (1 - B(0) + B(0)a),
g(1,z) = AWE (1 — B(1) 4+ B(1)z).

La probabilidad de extincion a partir de un individuo en el momento 0 es la soluciéon mas pequefia de
w=g(0,9(1,w)), we]0,1].
Del mismo modo, la probabilidad de extincion a partir de un individuo en el tiempo 1 es la solucion mas pequena de
w=g(1,9(0,w)), we]lo,1].
Estas dos probabilidades son estrictamente menores que 1 si
(A(1) + B(1))(A(0) + B(0)) > 1.

Esto es equivalente a Ry > 1. Ry es el radio espectral de

4. Conclusion

Los estudios han tratado de mostrar como el riesgo de epidemia varia en los diferentes meses del afio. Usaron un modelo periodico. Calcularon la
"reproducibilidad" R(¢,) , asumiendo los coeficientes del modelo congelado. Dibujaron R(¢,) en funcién de ¢y (Hartemink et al., 2009). El problema con este
método es que R(ty) puede ser menos de 1 todo el tiempo, mientras que la enfermedad se vuelve endémica.

La definicion de reproducibilidad utilizada en nuestro articulo determina claramente si una enfermedad infecciosa puede ser endémica (Rebelo et al., 2012) y
como se comporta el tamafio final en modelos epidémicos (Bacaér y Gomes, 2009). Ademas, tiene una interpretacion bioldgica simple como una tasa de crecimiento
asintotica por generacion (Bacaér y Ait Dads, 2011; Bacaér y Ait Dads, 2012). Pero tiene la aparente desventaja de ser independiente del tiempo. Recientemente,
Cushing y Ackleh, 2011 propusieron otro indice de riesgo de epidemia, con el umbral correcto y que es periddico. Pero su interpretacion bioldgica parece un poco
complicada.

Aqui hemos calculado una medida alternativa del riesgo epidémico, la probabilidad de que el proceso de conexion asociado con la linealizacion de un modelo
epidémico no se extinga. Su principal propiedad matematica es el fenomeno umbral (proposicion de la seccion 2). (Bacaér, 2007, §5.2) ya habia sugerido usar esta
probabilidad para aplicaciones en epidemiologia, pero solo habia considerado el caso de poblaciones con un solo tipo, para lo cual existe una férmula explicita. La
mayoria de los modelos epidémicos involucran varios compartimentos infectados, por ejemplo, en el caso de enfermedades transmitidas por vectores. El riesgo de
epidemia en tales modelos puede analizarse con el mismo método numérico que en la Figura 2.

Las probabilidades de extincion también interesan a la biologia de la conservacion, en particular para la reintroduccion de especies. Para algunas especies
animales, especialmente las aves con un periodo de anidacion bien definido, puede ser conveniente utilizar modelos con estaciones para evaluar correctamente la
posibilidad de una reintroduccion exitosa.
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