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ملخص

بالنسبة للعملیات المتفرعة بعدة أنواع في بیئة دوریة ، نوضح أن احتمال الانقراض یساوي 1 إذا وفقط إذا كانت التكاثر أقل من أو تساوي 1.
یستخدم العرض التوضیحي نتائج على السلوك المقارب للأنظمة التعاونیة المعادلات التفاضلیة. في علم الأوبئة ، یمكن استخدام احتمال

الانقراض كمقیاس دوري لمخاطر الوباء. كمثال ، ندرس نموذجًا خطیاً لوباء SEIR وبیانات عن وباء الحصبة في فرنسا. كما تتم مناقشة
نماذج الوقت السریة مع التطبیقات المحتملة في بیولوجیا الحفظ.

1 المقدمة

    درس كیندال (1948) عملیات الولادة والموت من نوع واحد في بیئة متغیرة. نحدد

 : الخصوبة
: الوفیات في الوقت ر .

، احتمال الانقراض بدءا من فرد في ذلك الوقت 

،  إذا وفقط إذا ما إذا كان التكامل في المقام محدودًا أو لا نھائیاً. في الحالة و 

بعبارات أخرى،  و ω ھي دالة دوریة لـ  (بول ، 1983 ، ص .235). توقع حجم السكان ھو الحل

    إن عملیات الولادة والوفاة لعدة أنواع في بیئة ثابتة معروفة جیدًا (Athreya and Ney، 1972 ، الفصل الخامس). بالنسبة للبیئات الدوریة
Parham and) درس كلاین وماكدونالد (1980) توقع وتباین مجموعات سكانیة من أنواع مختلفة ولكن لیس احتمال الانقراض. انظر أیضًا ،

Michael، 2011). نظام معادلات التوقعات من الشكل

المتجھ  ھو ناقل التوقعات لأنواع مختلفة
 ھي مصفوفة خصوبة ذات معاملات موجبة أو صفریة

 ھي مصفوفة تعاونیة تحتوي على النفوق ومعدلات التحویل بین الأنواع المختلفة.

J. Math. Biol. 68 (2014) 533-548

Nicolas Bacaër
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    درس Jagers و Nerman (1985) العملیات المتفرعة للوقت المتواصل في بیئة دوریة مع وفیات وخصوبة تعتمد على العمر ، ولكن
.Malthusian لنوع واحد فقط. تم صیاغة العتبة من حیث المعلمة

    بعد كتاب أندرسون ومایو (1991) ، یستخدم العدید من المصممین قابلیة إعادة الإنتاج لوصف عتبة النماذج السكانیة وخاصة النماذج
الوبائیة. قام باكیر وجیرناوي (2006 ، القسم 5) بتعدیل تعریف قابلیة التكاثر على أنھ نصف القطر الطیفي لمشغل الجیل التالي من

Diekmann and Heesterbeek (2000) مع حالة النماذج الدوریة. كما أظھروا ذلك

لنماذج من نوع واحد على النحو الوارد أعلاه. وھكذا أعاد باكیر (2007 ، الفقرة 5.2) إعادة صیاغة خاصیة العتبة للعملیات الخطیة للولادة
. ، في حین  إذا  والموت إلى نوع واحد في بیئة دوریة على النحو التالي: إذا 

    بالنسبة للسكان مع عدة أنواع درسھا كلاین وماكدونالد (1980) ،  یمكن تعریفھ على أنھ نصف القطر الطیفي للمشغل المتكامل

على مساحة من الوظائف المستمرة الدوریة لفترة T . ھنا

(مصفوفة الھویة). لخص ألن ولاھودني (2012) مؤخرًا الروابط بین التكاثر واحتمال الانقراض لعملیات الولادة والوفاة من عدة أنواع ولكن
في بیئة ثابتة.

    في ھذه المقالة ، نعتبر نفس فئة عملیة التفرع إلى عدة أنواع في بیئة دوریة مثل كلاین وماكدونالد (1980). نبین أن احتمال الانقراض 
. ھذا یمتد النتائج المتعلقة السكان مع نوع واحد في بیئة دوریة وتلك المتعلقة السكان مع عدة أنواع في بیئة یساوي 1 إذا وفقط إذا 

ثابتة. في دلیل القسم 2 ، نرى أن نظام المعادلات التفاضلیة غیر الخطیة التي تعطي احتمال الانقراض یرتبط ارتباطاً وثیقاً بالنظام الخطي أعلاه
لمتجھ التوقعات. ثم یستخدم الدلیل نتائج تتعلق بالسلوك المقارب للأنظمة التعاونیة للمعادلات التفاضلیة. كمثال ، نعتبر في القسم 3.1 نموذج

وباء SEIR وخطتھ. یتم احتساب احتمال الانقراض باستخدام بیانات من وباء الحصبة في فرنسا. یناقش القسم 3.2 حالة النماذج الزمنیة
المنفصلة ، التي تستخدم في بیولوجیا الحفظ لتقدیر احتمالیة انقراض الأنواع المعاد إدخالھا. یقترح القسم 4 استخدام احتمال عدم الانقراض 1 -

- كمقیاس دوري لمخاطر الوباء بالإضافة إلى التقنیات الأخرى التي تم اقتراحھا في السنوات الأخیرة.

2. احتمال الانقراض

    فكر أولاً في نموذج السكان الخطي القطعي

،  ھو عدد الأفراد الجدد الذین یتم إنتاجھم لكل وحدة زمنیة ،  ،
 مع

یمثل السكان في الأقسام یمكن أن یكون النظام (2) ھو الخطیة بالقرب من الحل الخالي من المرض لنموذج الوباء غیر الخطي. المتجھ
). نحن نفترض ذلك المصابة المختلفة. المعاملات ھي معدلات خروج.  ھو معدل التحویل بین المقصورات (

ھي مصفوفة تعاونیة: معاملاتھا خارج القطر إیجابیة أو صفریة. ومن المفترض

ھو إیجابي للغایة لجمیع ر (H1): معامل واحد على الأقل من المصفوفة 
(H2):  غیر قابل للاختزال لجمیع ر

R0 =
∫
T

0 a(t) dt

∫
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0 b(t) dt

ω = 1R0 ≤ 1ω < 1R0 > 1

R0
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∞
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ω

R0 ≤ 1

dI
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I = (I1, … , Im)
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k≠ℓ
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I(t)
bℓℓ(t)bkℓ(t)k ≠ ℓ

bkℓ(t) ≥ 0, ∀k ∀ℓ.

−B(t)

A(t)
M(t) = A(t) − B(t)



 ، (H3): المصفوفات  و  ھي وظائف متواصلة متقطعة ، 
.  :(H4)

تشیر الفرضیة (H4) إلى أن المضاعف المھیمن لـ Floquet للنظام

. انظر على سبیل المثال ، أقل من أو یساوي  أي نصف القطر الطیفي للمصفوفة بمعامل موجبة أو صفریة 
للجمیع ر . یمكن إضعاف الفرضیة (H4) ولكن من الواقعي بیولوجیاً أن Lemma 1.1 of (Inaba، 1988). یموت السكان إذا

یكون ھناك وفیات غیر صفریة في كل حجرة.

    الآن فكر في عملیة الولادة والوفاة المتعددة الأنواع المرتبطة بـ (2).  ھو احتمال وجودھا  الناس في المقصورة 
في الوقت ر ل

حیث تم حذف اعتماد الوقت على المعاملات. یتتبع ھذا النظام ما یحدث لفاصل زمني صغیر dt . إذا كان النظام على سبیل المثال في الدولة
. في ھذه الحالة ، ، فإن احتمال أن یولد شخص من النوع k شخصًا جدیدًا من نفس النوع ھو 

. خذ كشرط أولي ینتھي النظام في الدولة 

الھدف ھو حساب احتمال الانقراض

تذكر أن المعادلة (2) یتم التحقق منھا من خلال توقع عدد الأشخاص في الأقسام المختلفة (كلاین وماكدونالد ، 1980).

اقتراح.

،  إذا 
.  إذا 

    دلیل. دالة التولید

ھو حل المعادلة

مع الشرط الأولي

المنحنیات الممیزة لھذه المعادلة التفاضلیة الجزئیة الخطیة من الدرجة الأولى ھي

A(t)B(t)A(t + T ) = A(t)B(t + T ) = B(t)
∃ β > 0,  ∀ℓ,  ∀t,  bℓℓ(t) ≥ β

dZ

dt
= −B(t)Z(t), Z(0) = I,

Z(T )exp(−βT ) < 1
A(t) = 0

p(t, i1, … , im)ikIk
1 ≤ k ≤ m  :

d

dt
p(t, i1, … , im) =∑

k

[Akk(ik − 1) +∑
ℓ≠k

Akℓiℓ]p(t, i1, … , ik − 1, … , im)

+∑
k≠ℓ

bkℓ (iℓ + 1) p(t, i1, … , ik − 1, … , iℓ + 1, … , im)

+∑
k

bk,k (ik + 1) p(t, i1, … , ik + 1, … , im)

−∑
k,ℓ

(Akℓ + bkℓ) iℓ p(t, i1, … , im),

(i1, … , ik − 1, … , im)Akk(ik − 1)dt
(i1, … , ik, … , im)

p(t0, i1, … , im) = {1, (i1, … , im) = (I1(t0), … , Im(t0)),

0, (i1, … , im) ≠ (I1(t0), … , Im(t0)).

ω = lim
t→+∞

p(t, 0, … , 0).

ω = 1R0 ≤ 1
ω < 1R0 > 1

g(t,x1, … ,xm) = ∑
i1,…,im≥0

p(t, i1, … , im)xi11 …ximm

∂g

∂t
= ∑

k,ℓ

[Akℓ(t)xℓ − Bkℓ(t)](xk − 1)
∂g

∂xℓ
,

g(t0,x1, … ,xm) = x
I1(t0)
1 ⋯x

Im(t0)
m . (3)



ثم

و

حل النظام (4) مع نحدد 

باستخدام (3) و  في (5) ، نحصل

لذلك یتم إعطاء احتمال الانقراض من قبل

لذلك تأتي المشكلة لدراسة نظام المعادلات التفاضلیة (4). نحدد

نحصل

. الشرط الأولي ھو  و  ھي المصفوفات المنقولة من  و 

الفرضیة (H3) تعني ذلك

    لتطبیق نظریة 2.3.4 من (Zhao، 2003) ، دعنا نتحقق من نظائر الفرضیات (A4) - (A1) من نظریة 3.1.2 من ھذا المرجع ، باستثناء
. أولاً ، النظام (8) یترك K ثابتاً. في الواقع ، إذا  أن النظام (8) یتطور في مكعب الوحدة  في مكان 

، ھو الجانب الأیمن من (8) ، وإذا 

عدم المساواة الصارمة في (10) بسبب (H4). یوضح الاقتراح B.7 لـ (Smith and Waltman، 1995) أنھ لأي حالة مبدئیة في K في
الحل المقابلة من (8)، ثم یبقى في K . علاوة على ذلك ، وفقاً لـ (10) ، الوقت المناسب

: K النظام (8) متعاون في    

dXℓ

dt
= ∑

k

[Akℓ(t)Xℓ − Bkℓ(t)](1 − Xk) . (4)

d

dt
[g(t,X1(t), … ,Xm(t))] = 0

g(t,X1(t), … ,Xm(t)) = g(t0,X1(t0), … ,Xm(t0)). (5)

X(τ)(t)

X(τ)(τ) = 0.

t = τ

p(τ, 0, … , 0) = g(τ, 0, … , 0) = (X
(τ)
1 (t0))I1(t0) ⋯ (X

(τ)
m (t0))Im(t0). (6)

ω = (ω1)I1(t0) ⋯ (ωm)Im(t0), ωℓ = lim
τ→+∞

X
(τ)
ℓ

(t0).

Y
(τ)

ℓ (s) = 1 − X
(τ)
ℓ (τ − s). (7)

dY
(τ)

ℓ

ds
(s) = ∑

k

[A∗
ℓk(τ − s)(1 − Y

(τ)
ℓ (s)) − B∗

ℓk(τ − s)]Y (τ)
k (s) . (8)

A∗B∗AB

Y
(τ)

ℓ (0) = 1, ∀ ℓ.

Y
(τ)

ℓ (s) = Y
(τ+T )

ℓ (s), ∀ s, ∀ τ, ∀ ℓ. (9)

K = [0, 1]mR
m
+Fℓ(s,Y (τ)(s))

Y ∈ K

Yℓ = 0  ⇒ Fℓ(s,Y ) = ∑
k≠ℓ

(A∗
ℓk(τ − s) + bkℓ(τ − s))Yk ≥ 0 ,

Yℓ = 1  ⇒ Fℓ(s,Y ) = −bℓℓ(τ − s) −∑
k≠ℓ

bkℓ(τ − s)(1 − Yk) < 0 , (10)

s0

(∃ℓ, Yℓ(s0) = 1) ⇒ (∀ s > s0, Yℓ(s) < 1).



وفقاً لنظریة Kamke (Smith and Waltman، 1995، Theorem B.1) ، فإن تطبیقات Poincaré للنظام (8) على K رتیبة. تفترض
الفرضیة (H2) أن المصفوفة الیعقوبیة

غیر قابل للاختزال. تشیر ھذه الخاصیة وعدم المساواة الصارمة (10) إلى أن تطبیقات Poincaré (8) في K ، والتي تعرض حل الوقت
، ھي في الواقع رتیبة للغایة. في الواقع ، إذا حتى الوقت 

، إذن لدینا ذلك بالقول  للجمیع 

، نظریة B.3 من (سمیث ووالتمان ، 1995) تظھر ذلك . باستخدام عدم الانتقائیة في تكون النواقل مختلفة وفي الداخل 

، نملك     النظام (8) متجانس تمامًا. في الواقع ، لكل شيء و  مع  للجمیع 

.(H1) وبالتالي،  و  حسب الفرضیة

الجزء الخطي من  قریب من  . نحدد     نملك 

. وبالتالي  وبالنظر إلى الفرضیة (H1) ،  إذا  للجمیع 

. في الواقع ، دعونا نراقب الحلول (مع     المضاعف المھیمن فلوكیت في النظام  ھو نفس النظام 
،  و  من  ، مصفوفة الھویة كشرط أولي في الوقت 0) 

النظام الثاني ھو نفسھ الأول لكنھ تأخر في الوقت المناسب. والثالث ھو تبدیل الثاني. الرابع مطابق للثالث باستثناء أن الوقت معكوس. وبالتالي

، كما أعلن. (Hsieh and Sibuya، 1999). لذلك ، نصف القطر الطیفي من  یساوي ذلك 

، میزان 0 من النظام (8) عموما مقارب مستقرة في K . خاصھ،     تطبیق النظریة 2.3.4 من (Zhao، 2003). مع

، یحتوي النظام (8) على حل دوري إیجابي إیجابي للغایة للفترة T ، وھو مستقر عالمیاً بشكل مقارب في  ویجذب مع 
.  إذا 

    مع (6) نرى ذلك

Y ∈ K ⇒ ∀k ≠ ℓ,
∂Fℓ

∂Yk
(s,Y ) = A

∗
ℓk(τ − s) (1 − Yℓ) + bkℓ(τ − s) ≥ 0 .

(
∂Fℓ

∂Yk
(s,Y )) ∀s, ∀Y ∈ K̂ = {Y ∈ K :  Yℓ < 1 ∀ ℓ}

s0

s0 + T

Y (s0) ≠ Y ′(s0), Y (s0) ≤ Y ′(s0),

Yℓ(s0) ≤ Y ′
ℓ (s0)ℓ

Y (s0 + T/2) ≤ Y ′(s0 + T/2),

K̂K̂

Yℓ(s0 + T ) < Y ′
ℓ (s0 + T ) ∀ ℓ.

α ∈ (0, 1)Y ∈ KYℓ > 0ℓ

Fℓ(s,αY ) = αFℓ(s,Y ) + α(1 − α)∑
k

A∗
ℓk(τ − s)YℓYk .

Fℓ(s,αY ) ≥ αFℓ(s,Y )F(s,αY ) ≠ αF(s,Y )

F(s, 0) = 0f(s,Y )F(s,Y )Y = 0

fℓ(s,Y ) = (M ∗(τ − s)Y )ℓ, Fℓ(s,Y ) = fℓ(s,Y ) −∑
k

A∗
ℓk(τ − s)YℓYk .

Fℓ(s,Y ) ≤ fℓ(s,Y )F(s,Y ) ≠ f(s,Y )Yℓ > 0ℓ

dY
ds

= M ∗(τ − s)YdY
dt

= M(t)Y

Φ1(t)Φ2(t)Φ3(t)Φ4(t)

dY

dt
= M(t)Y ,

dY

dt
= M(τ + t)Y ,

dY

dt
= −M ∗(τ + t)Y ,

dY

ds
= M ∗(τ − s)Y .

Φ2(T ) = Φ1(τ)Φ1(T )(Φ1(τ))−1,  Φ3(T ) = ((Φ2(T ))∗)−1,  Φ4(T ) = (Φ3(T ))−1

ρ0Φ1(T )Φ4(T )

ρ0 ≤ 1

Y (τ)(s) ⟶
s→+∞

0.

ρ0 > 1K ∖ {0}

Y (τ)(s)s → +∞

X
(τ)
ℓ (t0) = p(τ, 0, … , 0)



إذا

الوظیفة  یتزاید بشكل واضح ، على سبیل المثال بسبب

. ھذه الوظیفة ھي أیضًا ≤ 1 ، كونھا احتمالیة. وبالتالي  تتلاقى إلى حد  إذا 

. باستخدام (9) ، لدینا كل شيء     دعونا نعود إلى النظام (4) حیث یتم عكس الوقت. نملك 
وجمیع ن

. ، في حین  إذا  ، نستنتج أن  إذا  مع 

) والنسخ  (Baca andr and Guernaoui، 2006؛     ولاختتام المظاھرة ، یبقى التذكیر بالصلة بین معدل النمو  (حیث 
. Bacaër and Ait Dads، 2011؛   Thieme، 2009):  إذا وفقط إذا 

    ملاحظة 1. وفقاً للقسم 1 ، فإن قابلیة استنساخ النظام (2) ھي نصف القطر الطیفي للعامل المتكامل

. النظام . ھذا العامل ھو الخطیة فیما یتعلق على مساحة الوظائف الدوریة الدوریة ، الفترة T ، مع القیم في 

لدیھ قابلیة إعادة إنتاج تساوي 1 ، وبعبارة أخرى ، فإن مضاعف فلوكیت المھیمن یساوي 1. وھذا یعطي طریقة رقمیة لحساب التكاثر. تم
استخدامھ من قبل (Bacaër، 2007، §3.4، §4.2، §5.1) للعدید من النماذج الخاصة مثل نماذج SEIR ونماذج الأمراض المتجھة ، ثم تم

.(Wang and Zhao، 2008) تعمیمھا بواسطة

وأول مشكلة Sturm-Liouville من الدرجة     ملاحظة 2. بعد أن لاحظت بالفعل دور تبدیل النظام (2) ، دعونا نذكر العلاقة بین 
. بعد (Roseau ، 1997) ، یتم إعطاء الأولى. خذ بعین الاعتبار النظام  مع الحالة على الحافة 

وظیفة Green المرتبطة بھا من قبل

. حلول لمشكلة القیمة الذاتیة التفاضلیة كما في (Bacaër، 2007، §2). نذكر أن  و 

یتم توفیرھا من خلال حلول مشكلة القیمة الذاتیة المتكاملة

القیمة الذاتیة الرئیسیة لھذه المشكلة ھي  (راجع باكیر وآیت دادس (2012) وثییم (2009)).

3. أمثلة

3.1 نموذج وبائي بسیط للحصبة

Iℓ(t0) = 1, Ik(t0) = 0 ∀ k ≠ ℓ.

τ ↦ p(τ, 0, … , 0)

d

dt
p(t, 0, … , 0) = ∑

k

bkk p(t, 0, … , 1, … , 0) ≥ 0.

X
(τ)
ℓ (t0)ωℓ ≤ 1τ → +∞

X
(τ)
ℓ

(t0) = 1 − Y
(τ)

ℓ
(τ − t0)τ > t0

X
(τ+nT )
ℓ (t0) = 1 − Y

(τ)
ℓ (τ + nT − t0).

n → +∞ωℓ = 1ρ0 ≤ 1ωℓ < 1ρ0 > 1

r0ρ0 = er0TR0

r0 ≤ 0R0 ≤ 1

u(t) ↦ A(t)∫
∞

0

C(t, t − x)u(t − x) dx

R
mA(t)

dJ

dt
= (A(t)/R0 − B(t))J(t)

R0

dV /dt = −B(t)V (t)V (0) = V (T )

G(t, s) = {Z(t)[I − Z(T )]−1Z(s)−1 , 0 ≤ s < t ≤ T ,

Z(t)[I − Z(T )]−1Z(T )Z(s)−1 , 0 ≤ t < s ≤ T ,

dZ/dt = −B(t)Z(t)Z(0) = I

dW

dt
+ B(t)W(t) = λA(t)W(t), W(0) = W(T )

W(t) = λ∫
T

0

G(t, s)A(s)W(s) ds.

λ = 1/R0



    ضع في اعتبارك نموذج SEIR الخطي لبدء الوباء:

.(Dietz (1976 تمت دراسة ھذا النموذج على سبیل المثال من قبل

 ھو عدد الأشخاص المصابین ولكن لیس معدیاً
 ھو عدد الأشخاص المعدیین
 ھو متوسط   فترة الكمون

 ھي الفترة المعدیة المتوسطة
 ھو الموت

ھو معدل الاتصال الفعال ، أي منتج معدل الاتصال واحتمال الإرسال. نفترض أنھا دالة إیجابیة دوریة للفترة T = 1 سنة ، والتي
تشكل موسمیة.

. ھو جزء من السكان محصن ، إما عن طریق التطعیم أو عن طریق عدوى سابقة. نملك

المعلمات b و c و positive إیجابیة تماماً.

    جمیع الافتراضات الواردة في القسم 2 راضیة عن

نحسب تقریباً احتمالیة الانقراض birth لعملیة الولادة والوفاة ومع عدة أنواع مرتبطة بـ (13) ، بدءًا من الحالة الأولیة بأكملھا
ھو كبیر جدا بالمقارنة مع T . نعلم من (6) و (7) و (8) ذلك . نختار أولا τ مثل ھذا 

مع

، إذا 

تحسب ھذه المعادلات ω. أخیرًا ، یجب علینا إعادة استخدام نفس الخوارزمیة بقیمة أكبر من τ للتحقق من أن القیمة التقریبیة لـ ω مستقلة حقاً
عن اختیار τ ، شریطة أن یتم اختیار قیمتھا الأولى كبیرة بما یكفي.

    كمثال ، ضع في اعتبارك وباء الحصبة الذي ظھر من جدید في فرنسا خلال السنوات 2008-2011 (الشكل 1 ؛ في عامي 2006 و 2007
تم الإبلاغ عن أقل من 50 حالة). في عام 2007 ، وبالنظر إلى تغطیة التطعیم ، یقدر أن حوالي 10٪ من الأطفال بعمر سنتین و 7٪ من

الأطفال بعمر ست سنوات في فرنسا یمكن أن یصابوا بالحصبة (Parent du Châtelet et al.، 2010، p. 4). في 2009-2010 ، كان
حوالي 8 ٪ من السكان الذین تتراوح أعمارھم بین 6 و 29 عامًا عرضة للإصابة (Lepoutre وآخرون ، 2011 ، ص. بالنظر إلى إجمالي

عدد سكان فرنسا (65 ملیون نسمة) ، یمكن تقدیر أن السكان المعرضین للخطر ھم أكثر من ملیوني شخص. علاوة على ذلك ، فإن العدد
التراكمي للحالات المبلغ عنھا في الشكل 1 ھو حوالي 22000 ، العدد الحقیقي للحالات التي یتم تقدیرھا في بعض الأماكن لیكون ضعف المبلغ

عنھا (Parent du Châtelet et al.، 2010، p. 3). لذلك ، ربما ظل السكان المعرضون للإصابة مستقرون نسبیاً خلال السنوات 2008-
2011 ، مما یبرر النموذج الخطي (11) - (12).

dE

dt
= −(b + μ)E + a(t)(1 − ϕ) I

dI

dt
= bE − (c + μ)I.

(11)

(12)

E
I

1/b
1/c
μ

a(t)

ϕ0 ≤ ϕ < 1

A(t) = ( ), B(t) = ( ).
0 a(t)(1 − ϕ)

0 0

b + μ 0

−b c + μ
(13)

(E(t0), I(t0)) ≠ (0, 0)τ − t0

ω ≃ p(τ, 0, 0) = (1 − Y
(τ)

1 (τ − t0))
E(t0)

(1 − Y
(τ)

2 (τ − t0))
I(t0)

, (14)

dY
(τ)

1

ds
(s) = −(b + μ)Y

(τ)
1 (s) + b Y

(τ)
2 (s),

dY
(τ)

2

ds
(s) = a(τ − s) (1 − ϕ)Y

(τ)
1 (s)(1 − Y

(τ)
2 (s)) − (c + μ)Y

(τ)
2 (s).

(15)

(16)

0 < s < τ − t0

Y
(τ)

1 (0) = 1, Y
(τ)

2 (0) = 1.



InVS) الشكل 1. العدد الشھري لحالات الحصبة المبلغ عنھا (وظیفة الدرج) من ینایر 2008 إلى فبرایر 2012 (البیانات من
2012 ،) و (Parent du Châtelet et al.، 2010)). ملاءمة أفضل (منحنى سلس) للبیانات من ینایر 2008 إلى یولیو

.2011

عام. ھذا التعبیر ھو بدایة تطور سلسلة فورییھ     افترض أن البساطة  مع  و 
، مثل وظیفة الدرج (Keeling و Rohani ، 2008) ، یمكن استخدامھا أیضًا. سیكون إجبار . أشكال أخرى ل  للوظیفة الدوریة
الدرج مناسباً بشكل خاص إذا أشارت دراسة طبقیة عمریة للحالات إلى الانتقال إلى المدرسة. ومع ذلك، ھذا لا یبدو أن ھذا ھو الحال. أعلى

نسبة بین الأطفال تحت سن واحد ، الذین لم یلتحقوا بعد بالمدرسة. العمر المتوسط   للحالات المبلغ عنھا ھو 14 عامًا في عام 2010 و 16 عامًا
في عام 2011 ، ولكن معظم الحالات أقل من 30 عامًا (Baudon et al. ، 2011). وبالتالي فإن متوسط   العمر مرتفع بشكل خاص لمرض

مثل الحصبة. یعكس الھیكل العمري للحالات في الواقع الھیكل العمري للسكان المعرضین أكثر من التعلیم. الأطفال تحت سن واحد لم یتم
تطعیمھم بعد. كما ذكر أعلاه، حوالي 8 ٪ من الذین تتراوح أعمارھم بین 1 و 30 سنة معرضون ؛ فقط 1 إلى 2 ٪ من أولئك الذین تتراوح

أعمارھم بین 30 و 50 عرضة للإصابة (Lepoutre وآخرون ، 2011). ویرجع ھذا الھیكل الخاص إلى الانخفاض السریع في الإصابة
بالحصبة خلال الثمانینیات بعد توصیة لقاح الحصبة في عام 1983 ولقاح الحصبة والنكاف والحصبة الألمانیة (الحصبة والنكاف والحصبة

الألمانیة) في عام 1986.

    لتقدیر المعلمات غیر المعروفة ، قارنا النموذج القطعي (11) - (12) ، الذي یتوافق مع توقع العملیة العشوائیة المرتبطة بـ (13) ، مع
البیانات بین بدایة ینایر 2008 ویولیو 2011. التدابیر الصحیة تم بعد ذلك السیطرة على الوباء. لم یعد من الممكن افتراض أن المعلمات ھي

نفسھا كما كانت من قبل. یمكن رؤیة تأثیرھا في غیاب موجة وبائیة في نھایة عام 2011.

    ومن المفترض  أیام و  الأیام كما في الفقرة 3.2.2.1 من (كیلینغ وروھاني ، 2008). وفیات μ لا تذكر ، مقارنة ب و
أعوام. لیكن f جزءًا من الحالات التي تم الإبلاغ عنھا بالفعل. نحدد حدوث الحالات المبلغ عنھا في الشكل 1 مع الوظیفة ج : نأخذ

. لذا فإن الھدف ھو . یكون النظام (11) - (12) خطیاً ، ویتم أیضًا فحصھ بواسطة الوظائف  و 
یناسب البیانات. یتم قیاس المسافة إلى البیانات من خلال مجموع القیم ،  والمنتج  لھذا السبب   ،  ، إیجاد 

المطلقة لاختلافات الوقوع الشھریة. یمیل ھذا إلى إعطاء وزن أكبر لموجة 2011 بسبب حجمھا. على أي حال ، فإن أرقام عامي 2008 و
2009 صغیرة وغیر منتظمة إلى حد ما ، ربما لأن العدید من الأوبئة المحلیة نشأت بسبب إدخال حالات من الخارج. لا یمكننا أن نأمل في

توافق جید مع النموذج القطعي لھذا الجزء من المنحنى الوبائي ، الذي لم یصل بعد إلى شكلھ "المستقر" (بمعنى نظریة سكان لوتكا المستقرة).
أما بالنسبة لموجة 2010 ، فقد وصلت ذروتھا بعد شھر من موجة 2011. قد یكون ھذا التأخیر بسبب العشوائیة الدیموغرافیة أو حقیقة أن

لیس دوریاً بسبب الاستوكاستك البیئي. مع ھذه الملاحظات ، نجد ملائمة جیدة نسبیاً (على الأقل لموجة 2011) ، نظرًا لبساطة النموذج ،
مع

(شكل 1).

    باستخدام قیم المعلمات ھذه ، یمكننا محاكاة عملیة الولادة والموت. یبین الشكل 1 فقط توقع عدد الحالات في الشھر. في النسخة العشوائیة ،
یتم إخماد الوباء في العدید من المحاكاة. یوضح الشكل 2 محاكاة حیث لم ینتھ الوباء وحیث كان حجم الموجات المختلفة من نفس ترتیب البیانات

a(t) = ā(1 + ε cos(ωt − ψ))ω = 2π/TT = 1
a(t)a(t)

1/b = 81/c = 5
1/μ = 70

f c I(t)
~
E(t) = f E(t)

~
I (t) = f I(t)

~
E(t∗)~

I (t∗)εψā(1 − ϕ)c
~
I (t)

a(t)

~
E(t∗) = 3,

~
I (t∗) = 2, ε = 0,33 ,

ψ

2π
= −0,07 , ā(1 − ϕ) = 6,42/mois (17)



في الشكل 1 (كانت عشرات المحاكاة ضروریة قبل العثور على مثل ھذا المثال).

كدالة للوقت (بالأشھر) في محاكاة عملیة الولادة والوفاة باستخدام قیم المعلمة (17). الشكل 2. عدد الحالات المبلغ عنھا 
. الشرط الأولي ھو و 

. وفقاً لـ (Bacaër، 2007، §3.4) ، التكاثر  یتمیز بحقیقة أن النظام الخطي الدوري     نحافظ على التدوین  في حال 

. لاحظ أن  أعلى بقلیل من 1. ھذا یرجع إلى أن 90٪ من إجمالي لدیھ معامل فلوكیت مھیمن یساوي 1. عددیا نحصل علیھ 
السكان محمیون بالفعل ، إما عن طریق التطعیم أو عن طریق عدوى سابقة.

    كما نلاحظ أن النظام (18) مع  یمكن تحویل الجیوب الأنفیة إلى معادلة ماتیو التفاضلیة للفیزیاء الریاضیة ، كما ھو الحال في النموذج
.(Ritelli (2008 و Mingari Scarpello السكاني الذي درسھ

). نبدأ إما من  ) τ باستخدام المعادلات (14) - (16) ، یمكننا حساب الاحتمال  أن العملیة لم تتوقف في الوقت    
شخص في المقصورة E ، أو من شخص في المقصورة (الشكل 3). كما ھو متوقع، تتقارب إلى حد ω - 1 إذا 

. وفقا للشكل 3 ، من المرجح أن یحدث الانقراض في السنة الأولى بعد التاریخ الأولي.

c
~
I (t)

~
E(t∗) = 3

~
I (t∗) = 2

R0ϕ = 0Rϕ

dJ

dt
= ( )J

−(b + μ) a(t)(1 − ϕ)/Rϕ

b −(c + μ)
(18)

Rϕ ≃ 1,06Rϕ

a(t)

1 − p(τ, 0, 0)τ ≥ t0

I1 − p(τ, 0, 0)
τ → +∞



) ، بدءًا من شخص في الشكل 3. الاحتمال  أن العملیة لا تتوقف في الوقت τ (في الأشھر ، 
. ھنا یتوافق مع بدایة سبتمبر. المقصورة E (خط متصل) أو من شخص في المقصورة (خط منقط) في الوقت المناسب 

، نحصل على الشكل 4 لاحتمال ω - 1 أن العملیة لن تخرج. نبدأ إما     باختیار large كبیر بما فیھ الكفایة وبتكرار الحسابات لقیم مختلفة لـ 
. ھذا الاحتمال ھو الأعلى في سبتمبر. ربما یكون ھذا ھو الوقت من العام الذي من شخص في المقصورة E ، أو من شخص في المقصورة

ینبغي فیھ لمسؤولي الصحة أن یولیوا أكبر قدر من الاھتمام لأوبئة الحصبة المحلیة للعمل بأسرع وقت ممكن قبل أن یتسببوا في وباء كبیر. في
. أوقات أخرى من السنة ، من المرجح أن تزول الأوبئة من تلقاء نفسھا ، حتى لو 

(من ینایر إلى دیسمبر). نبدأ من شخص في المقصورة E (خط الشكل 4. احتمالیة أن العملیة لن تموت ، ω - 1 كدالة 
. كامل) أو من شخص في المقصورة (خط منقط) في الوقت المناسب 

وصلت     لاحظ أن ذروة حدوث موجة 2011 حدثت في مارس 2011 (الشكل 1). تشیر تقدیرات ψ إلى أن معدل الاتصال الفعال 
ذروتھا في دیسمبر 2010. الجزء السفلي من الحوض الصغیر بین موجات 2010 و 2011 ھو في أغسطس أو سبتمبر 2010 ، في الموسم

عندما یكون تقدیر the-1 ھو الأعلى. إذا استخدمنا بشكل أساسي موجة 2010 لتعدیل المعلمات ، فإن ذروة ω-1 سیتم تعویضھا بحوالي شھر
واحد فقط. لذا مھما كانت الطریقة ، یبدو أن higher-1 أعلى أو أقل عندما یكون الحد الأدنى للظھور ویبدأ انتعاش الحدوث.

1 − p(τ, 0, 0)τ ≥ t0

It0t0

t0

I

Rϕ > 1

t0

It0

a(t)



    بالطبع ، یجب أن یوضع في الاعتبار أن نموذج SEIR الخطي ھذا ھو تمثیل مبسط للغایة لدینامیكیات انتقال الحصبة. على وجھ الخصوص
، لا یأخذ في الاعتبار البنیة العمریة ویستخدم تأثیر موسمي بسیط للغایة للاتصالات.

3.2 إعادة إدخال الأنواع الحیوانیة في بیولوجیا الحفظ

    تستخدم مناطق أخرى من بیولوجیا السكان عملیات متفرعة ، ولا سیما بیولوجیا الحفظ (Caswell، 2001). على سبیل المثال ، تخیل أن
الأنواع الحیوانیة المنقرضة في منطقة معینة یعید إدخالھا من قبل البشر. كم عدد الحیوانات التي یجب إعادة تقدیمھا حتى یحصل السكان على

ω حیث فرصة جیدة للإصرار؟ مع عملیة الولادة والموت لنوع واحد من الحیوانات ، فإن احتمال الانقراض لمجموعة من الحیوانات n ھو 
أقل من مستوى معین من المخاطر. بالطبع ، إعادة الإدخال تكون منطقیة معطاة بواسطة (1). بمعرفة ω ، یمكننا بالتالي تقدیر n مثل ذلك
یمكن أن تكون صغیرة باختیار n كبیرة بما یكفي. سؤال آخر یطرح نفسھ: في أي وقت من فقط في الحالات التي تكون فیھا ω <1 ، والتي
السنة یجب إعادة الحیوانات من أجل تقلیل احتمال الانقراض؟ ینشأ نفس السؤال في سیاق عملیات الولادة والوفاة متعددة الأنواع في بیئة دوریة

، مع إمكانیة إضافیة للسؤال عن نوع الفرد الذي یجب إعادة تقدیمھ لتقلیل احتمالیة الانقراض.

    في حین أن نماذج الوقت المستمر تحظى بشعبیة كبیرة في علم الأوبئة ، یمیل علماء الأحیاء الحفظ إلى تفضیل نماذج الوقت المنفصل
لمجموعة متنوعة من الأسباب. في بقیة ھذا القسم الفرعي ، نوضح بإیجاز كیف یتم حساب احتمالات الانقراض في ھذا السیاق. تبریر للعلاقة

بین  واحتمال الانقراض ھو في الواقع أبسط بكثیر في حالة الوقت المنفصل عنھ في الوقت المستمر في القسم 2. وھو یتبع من الطرق
المعروفة

للعملیات متعددة الأنواع في بیئة ثابتة من جھة ،
للعملیات من نوع واحد في بیئة متغیرة حتمیة من ناحیة أخرى (Athreya و 1972) Ney) ؛ Haccou وآخرون ، 2005).

    تأمل نماذج الوقت المنفصل

ھي مصفوفات مربعة بحجم m ، ذات معاملات موجبة أو صفریة. ومن المفترض  و 

لجمیع t ( T عدد صحیح)  و 
نصف قطرھا الطیفي  أقل من 1 تمامًا

للجمیع ي .

الأفراد من أن نوع ي فرد تلد النوع 1 أفراد ، ... ،      بالنسبة للنسخة العشوائیة المقابلة ، یجب علینا تحدید الاحتمالات 

وظائف الدوریة لفترة T فیما یتعلق ر . ثم النوع m ، بین الأوقات t و t + 1 . وظائف

t + 1 في الوقت t في الوقت j یتم استبدال فرد من النوع . t + 1 و t بین i إلى النوع j یعطي احتمالیة انتقال فرد من النوع المعامل 
بمجموعة من السكان تكون وظیفتھا المولدة

، یتم استبدال الفرد من النوع j بمجموعة من السكان لھا وظیفة تولید  یتم الحصول علیھا عن بین لحظات  و 
، . إذا على سبیل المثال طریق إنشاء وظائف التولید  مع 

. نحن نعلم من نظریة عملیات التفرع إلى عدة أنواع في بیئة ثابتة أن احتمالات الانقراض بدءًا من فرد     تأمل اللحظات 
من النوع j في ذلك الوقت ھي الحد الأدنى من الحل  النظام

نملك

ωn

ωn

ωn

R0

p(t + 1) = (A(t) + B(t))p(t).

A(t)B(t)

A(t + T ) = A(t)B(t + T ) = B(t)
B(T − 1) ⋯ B(1)B(0)

∑j Bij(t) ≤ 1

F
(j)
k1,…,km

(t)k1km

F
(j)
k1,…,km

(t)

Aij(t) = ∑
k1,…,km

ki F
(j)
k1,…,km

(t).

Bij(t)

gj(t, x1, … , xm) = ( ∑
k1,…,km

F
(j)
k1,…,km

(t) xk1
1 ⋯ xkm

m )(1 +∑
i

Bij(t)(xi − 1)).

t0t0 + Thj(x1, … , xm)
gj(t, x1, … , xm)t = t0, … , t0 + T − 1 T = 2

hj(x1, … , xm) = gj(t0, g1(t0 + 1, x1, … , xm), … , gm(t0 + 1, x1, … , xm)).

(t0 + nT )n≥0ωj

t0[0, 1]m

ωj = hj(ω1, … , ωm), 1 ≤ j ≤ m.

∂gj

∂xi

(t, 1, … , 1) = Aij(t) + Bij(t).



مصفوفة الوسائل ، أي المصفوفة الیعقوبیة في (1 ، ... ، 1) ، ھي

لیست مفردة ، أي أنھ لا یوجد مصفوفة Q مثل ذلك نفترض أن مصفوفة الوسائل ھذه بدائیة وأن وظائف التولید 

تظھر نظریة 2 من أثریا وني (1972 ، ص .186) ذلك  إذا وفقط إذا كان نصف القطر الطیفي لمصفوفة
و الوسائل ھذه أقل من أو یساوي 1. ھذا یعادل 

،  ھو نصف قطر الطیف 
 ھي مصفوفة كتلة قطریة 

) ، احتمال الانقراض أفراد من النوع الأول ( (Bacaër، 2009؛ Bacaër and Ait Dads، 2012). مع

لذا فإن الاستنتاجات مماثلة تمامًا لحالة الوقت المستمر.

. من مع      كمثال ، ضع في اعتبارك نموذجًا یحتوي على نوع واحد فقط من الحیوانات ، 
. ثم المفترض أن كل فرد یلد بین الأوقات t و t + 1 لنسل وفقاً لتوزیع بواسون. المتوسط 

إن احتمال الانقراض الذي یبدأ من الفرد في الوقت 0 ھو أصغر حل

وبالمثل ، فإن احتمال الانقراض الذي یبدأ من الفرد في الوقت 1 ھو أصغر حل

ھذان الاحتمالان أقل من 1 إذا

.  ھو نصف قطر الطیف ھذا یعادل 

4. الخلاصة

،     حاولت الدراسات أن توضح كیف یختلف خطر الوباء في الأشھر المختلفة من العام. استخدموا نموذج دوري. حسبوا "التكاثر" 
(ھارتمینك وآخرون ، 2009). المشكلة في ھذه الطریقة ھي قد بافتراض معاملات النموذج المجمدة. رسموا من ناحیة 

یكون أقل من 1 طوال الوقت ، بینما یصبح المرض متوطناً.
ً أ

(
∂hj

∂xi

(1, … , 1))
i,j

= (A(t0 + T − 1) + B(t0 + T − 1)) ⋯ (A(t0) + B(t0)).

hj

hj(x1, … , xm) = ∑
k

Qjk xk, ∀j.

(ω1, … , ωm) = (1, … , 1)
R0 ≤ 1

R0AB
−1

Adiag(A(0), A(1), … , A(T − 1))

B =

⎛⎜⎝−B(0) I 0 ⋯ 0
0 −B(1) I 0

0 ⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ 0 I

I ⋯ 0 0 −B(T − 1)

⎞⎟⎠pi(t0)1 ≤ i ≤ m

ω = (ω1)p1(t0) ⋯ (ωm)pm(t0).

p(t + 1) = (A(t) + B(t))p(t)T = 2 
A(t)

g(0, x) = eA(0)(x−1) (1 − B(0) + B(0)x),
g(1, x) = eA(1)(x−1) (1 − B(1) + B(1)x).

ω = g(0, g(1, ω)), ω ∈ [0, 1].

ω = g(1, g(0, ω)), ω ∈ [0, 1].

(A(1) + B(1))(A(0) + B(0)) > 1.

R0 > 1R0

( )( )
−1

.
A(0) 0

0 A(1)
−B(0) 1

1 −B(1)

R(t0)
R(t0)t0R(t0)



(Rebelo et al.، 2012) ًیحدد تعریف قابلیة التكاثر المستخدم في مقالتنا بوضوح ما إذا كان المرض المعدي یمكن أن یكون مستوطنا    
وكیف یتصرف الحجم النھائي في النماذج الوبائیة (Bacaër and Gomes، 2009). بالإضافة إلى ذلك ، لدیھا تفسیر بیولوجي بسیط كمعدل
نمو مقارب حسب الجیل (Bacaër and Ait Dads، 2011؛   Bacaër and Ait Dads، 2012). ولكن لھا عیب واضح في كونھا مستقلة
.(Cushing and Ackleh، 2011) عن الوقت. تم اقتراح مؤشر آخر لمخاطر الوباء ، مع العتبة الیمنى والذي ھو دوري ، مؤخرًا بواسطة

لكن تفسیره البیولوجي یبدو معقدًا بعض الشيء.

    لقد قمنا ھنا بحساب مقیاس بدیل لمخاطر الأوبئة ، واحتمال عدم موت عملیة الاتصال المرتبطة بالخطیة لنموذج الوباء. خصائصھ الریاضیة
الرئیسیة ھي ظاھرة العتبة (اقتراح القسم 2). (Bacaër، 2007، §5.2) قد اقترحت بالفعل استخدام ھذا الاحتمال للتطبیقات في علم الأوبئة

ولكن لم تفكر إلا في حالة السكان من نوع واحد ، والذي توجد لھ صیغة صریحة. تتضمن معظم النماذج الوبائیة العدید من الأجزاء المصابة ،
على سبیل المثال في حالة الأمراض المنقولة بالنواقل. یمكن تحلیل خطر الوباء في ھذه النماذج بنفس الطریقة العددیة كما في الشكل 2.

    كما أن احتمالات الانقراض تھم بیولوجیا الحفظ ، ولا سیما إعادة إدخال الأنواع. بالنسبة لبعض الأنواع الحیوانیة ، وخاصة الطیور ذات
فترة التعشیش المحددة جیدًا ، قد یكون من المستحسن استخدام نماذج مع المواسم لتقییم فرصة إعادة الإدخال الناجحة بشكل صحیح.
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