Sur le modele stochastique SIS pour une épidémie
dans un environnement périodique *

Nicolas Bacaér T#

Résumé

Dans le modeéle stochastique SIS pour une épidémie avec un taux de
contact a, un taux de guérison b < a et une taille de population N,
le temps moyen jusqu’a extinction 7 est tel que (log7)/N converge vers
c="b/a—1—1log(b/a) lorsque N tend vers l'infini. Cet article considére le
cas plus réaliste ol le taux de contact a(t) est une fonction périodique dont
la moyenne est supérieure & b. Alors (log 7)/N converge vers une nouvelle
limite C', qui est liée & une équation de Hamilton-Jacobi périodique en
temps. Lorsque a(t) est une fonction cosinus avec une petite amplitude,
avec une grande fréquence ou avec une fréquence tres petite, on peut ob-
tenir des formules approchées pour C' de maniére analytique en suivant
la méthode utilisée par [Assaf et al. (2008) Phys Rev E 78, 041123]. Ces
résultats sont illustrés par des simulations numériques.

1 Introduction

Le modele stochastique SIS pour une épidémie a été étudié en détail lorsque
Penvironnement est supposé constant, comme dans le livre de Nasell (2011).
Avec un taux de contact rate a, un taux de guérison b < a et une taille de
population N, le temps moyen jusqu’a extinction 7 (partant par exemple d’une
personne infectée) est tel que

log T
N N—+oco

c=0b/a—1—1log(b/a) >0 (1)

(Nasell, 2011, Théoréme 12.1). Parmi d’autres références, voir aussi Andersson
et Djehiche (1998), Doering et al. (2005) et Assaf et Meerson (2010). Ces derniers
utilisent la méthode de Brillouin, Kramers et Wentzel [BKW]. La probabilité
P, (t) d’avoir n > 1 personnes infectées au temps ¢t s’approche d’abord d’une
distribution quasi-stationnaire 7,. Posons z = n/N de sorte que 0 < x < 1.
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Lorsque N tend vers linfini, —(logm,)/N s’approche d’une fonction continue

S(x) vérifiant ’équation de Hamilton-Jacobi stationnaire H (:v, g—i) =0 avec

H(z,p) =azx(l —x)(e? — 1) + bx(e™? —1)
=z(1 —e P)a(l —xz)e? =] (2)

(Assaf et Meerson, 2010, (12) et §IV.D.3). Plus précisément, la branche de la
ligne de niveau H = 0 telle que a(1 — z)e? — b = 0 conduit & la formule

S(x) = xlog(b/a) + z + (1 — z)log(l — x) + constante. (3)

Cette fonction a un minimum lorsque x = #* = 1 — b/a, avec x* > 0 puisque
b < a. Finalement ¢ = S(0)—S(z*) est la hauteur entre le fond et le bord & z = 0
du puits de potentiel S(z). De maniére équivalente, le systéme hamiltonien

dr_om dp__om "
dt  9dp’ dt = Ox

a une orbite hétérocline reliant (z*,0) = (1 — £,0) & (0,p*) = (0,log ), et
le nombre ¢ est égal a 'action ff*pdx le long de cette orbite. La méthode
BKW a été utilisée pour d’autres processus de naissance et de mort issus de
la physique ou de la biologie des populations (Ovaskainen et Meerson, 2010;
Kamenev, 2011).

Dans leur étude d’une réaction chimique avec branchement et annihila-
tion, Escudero et Rodriguez (2008) ont montré comment un environnement
périodique en temps influencait ’orbite hétérocline qui joue un role central pour
la limite quand N — oo du temps moyen d’extinction. Assaf et al. (2008) ont
étudié le méme modele plus en détail, calculant notamment la correction au
temps moyen d’extinction due a une perturbation périodique de petite ampli-
tude, de basse fréquence ou de haute fréquence. Ces auteurs ont obtenu des
formules générales qui peuvent étre appliquées a d’autres processus de nais-
sance et de mort présentant une métastabilité. Par ailleurs, Billings et al. (2013,
Figure 7) montrent des simulations Monte-Carlo d’un modele stochastique SIS
avec un traitement périodique.

L’objectif ici est d’appliquer la méthode BKW utilisée par Assaf et al. (2008)
au modele épidémique SIS avec un taux de contact T-périodique a(t) dont la
moyenne est supérieure a b. Un tel modele peut représenter par exemple la
propagation d’une infection bactérienne qui ne confere pas d’immunité dans
une école avec une périodicité hebdomadaire due aux fins de semaine, ou une
périodicité annuelle due aux vacances et a la saisonnalité. Il s’agit bien str
seulement d’une premiere étape vers des modeles plus réalistes.

Dans la section 2, des calculs informels suggerent que le temps moyen d’ex-
tinction 7 (partant par exemple d’une personne infectée au temps 0) est tel

que
log T B ) . N . . .
N No+oo ¢= 0Ster §(t,07) - 0o 0ongl S*(t,r). (5)



Ici, S*(t, ) est une solution de viscosité T-périodique de I’équation de Hamilton-

Jacobi 35 35
—+H|txz,— | =0 6
ot + ( ' 817) (6)
pour 0 < z < 1 avec la condition aux bords mixte Dirichlet-« état contraint >
as
S(t,0)=0, —(t,1)=
( ) ) 9 8(17( ) ) +OO,

telle que S(t, z) ne soit pas identiquement nulle pres de = 0. La condition aux
bords doit étre entendue au sens de viscosité (Barles, 1994) puisque S*(t,07)
peut ne pas étre égal & 0. Le hamiltonien H (¢, x, p) est identique & (2) sauf que
le parametre constant a est remplacé par a(t). Quand a(t) = ag(1 + € cos(wt))
avec w = 2mw/T, ag > b et || < 1, on peut poser ¢y = b/ag — 1 — log(b/ayp).
Suivant les méthodes d’Assaf et al. (2008), la section 2 montre que

Tw el
ag sinh (2 )

quand ¢ est proche de 0, C' ~ ¢y — |e](1 — b/ag) quand w < ag et

OZCO—

ag — b)2e?
C~cy— %(1 +2b/ap)

dans la limite haute-fréquence w > ag. On peut conjecturer que C' > 0 tant
que %fOT a(t) dt > b. On peut aussi conjecturer que C est toujours inférieur a
co puisque les variations saisonniéres tendent a favoriser I'extinction des mala-
dies infectieuses. Ceci suggere plus précisément qu’un environnement périodique
conduit pour le modele SIS & une décroissance exponentielle du temps moyen
d’extinction semblable & celle obtenue pour le modeéle de branchement et annihi-
lation (Assaf et al., 2008). La section 3 illustre ces résultats avec des simulations
numériques. La section 4 ajoute quelques remarques.

2 Calculs analytiques

2.1 L’équation aux dérivées partielles de Hamilton-Jacobi

Equation maitresse et théorie de Floquet. Rappelons que N est la po-
pulation totale, supposée constante. Il y a S(t) personnes susceptibles et I(t)
personnes infectées au temps t, avec N = S(t)+ I(t). Si I(t) = n alors la proba-
bilité qu’une personne guérisse entre ¢ et t + dt est bn dt + o(dt). La probabilité
qu’une nouvelle infection se produise est a(t)n(1 —n/N)dt+ o(dt). Donc a(t) est
le taux de contact et b le taux de guérison. Supposons que a(t) soit une fonction
continue T-périodique positive et que

1 [T T
r = T/ a(t)dt —b >0 autrement dit Ry = L
0



Pour une interpretation biologique de Ry, cf. Bacaér et Ait Dads (2012). He-
theote (1973) a remarqué que r > 0 (c’est-a-dire Ry > 1) est une condition
nécessaire et suffisante pour que la solution de I’équation de champ moyen
di/dt = a(t)i(1 — i) — bi converge vers une fonction périodique et positive.
Sinon la solution converge vers zéro.

Soit P, (t) la probabilité que I(t) = n. L’équation maitresse est

A — a(t)(n ~ 1)1~ (0~ 1)/N)Pocs — [altn(1 ~n/N) + bn]P,

+b(n +1)Poi1 (7)
pour 0 < n < N sil'on pose P_y = 0 et Pyy; = 0. Bien siir, >0 P,(t) = 1. Le

systeme (7) s’écrit aussi dP/dt = M(t) P, ou P(t) est le vecteur (P, (t))o<n<n
et M(t) est la matrice carrée de taille N + 1

0 b 0 0o --- 0

0 —-b—at)(1-%) 2b 0 -~ 0
M@t)=| 0 at)(1— %) —2b—2a(t)(1-%) 3b -~ 0

0 0 0 0 - —bN

0] =
0 Q)
trice carrée de taille N. Soient X (¢) et Y (¢) les matrices solutions des systeémes
dX/dt = M(t) X et dY/dt = Q(t)Y telles que X(0) = In41 et Y(0) = Iy, INn
étant la matrice identité de taille N. Les multiplicateurs de Floquet de M (t),
c’est-a-dire les valeurs propres de la matrice de monodromie X (T'), forment
une ensemble qui est 'union de {po = 1} et de I'ensemble des multiplicateurs
de Floquet de Q(t). La matrice Q(t) est coopérative : les coefficients en de-
hors de la diagonale sont positifs ou nuls. Cette matrice est aussi irréductible
puisque les éléments juste au-dessus et en-dessous de la diagonale sont tous
strictement positifs. Par conséquent, tous les éléments de Y (¢) sont strictement
positifs pour ¢ > 0. Le théoreme de Perron et Frobenius s’applique. La valeur
propre puy de Y(T) avec la partie réelle la plus grande est en fait réelle et stric-
tement positive et le sous-espace propre associé est de dimension 1. De plus,
(11...1)Q(t) = (=00 ...0): Q(t) <fuit > et 0 < py < 1 (Aronsson et
Kellogg, 1978). Donc Ay = (logu1)/T < 0. Le vecteur (1,0,0,...,0) est un
état stationnaire vers lequel P(t) converge quand ¢ — +oo. L’objectif ici est
d’estimer pour N grand la proximité entre A\; et O.

Soit v un vecteur propre de X (T') associé a la valeur propre u; = e*7. On

Cette matrice a la structure par blocs M (t) = ( ) , ou Q(t) est une ma-

peut choisir v de sorte que v, > 0 pour tout 1 <n < N. Ainsi X (T)v = eMTv.
Comme dans la théorie de Floquet, posons m(t) = e" X (t)v. Alors 4X(t) =

~\7(t) + M(t)7(t). De plus 7(T) = e MTX(T)v = v = 7(0). Donc 7(t) est



T-périodique. Soit 7(t) = (7, (¢))o<n<n. Alors

AT + ddit" =a(t)(n—1)(1—=(n—-1)/N)mp—1 — [a(t)n(l — n/N) + bn]r,

+b(n+ w1 - (8)

En sommant ces équations, on obtient A\; Efzv:o Ta(t) + & 25:0 T (t) = 0,
donc Zfzvzo o (t) = e Mt 25:0 7, (0). Mais 25:0 7 (t) est T-périodique. Par
conséquent Z'r]j:O 7 (0) = 0 et Z'r]j:O mn(t) = 0 pour tout t. Donc my(t) =
- 25:1 Tn(t). Mais (8) avec n = 0 montre aussi que \imo(t) + 22 = by (t).
En intégrant sur une période et en utilisant la périodicité de mo(t), on obtient

fOT mi(t)dt fOT 7 (t) dt
AM=b—"F—"——=-b . 9
I mo(t) t SN () dt ©)

Solution BKW et équation de Hamilton-Jacobi. Lorsque N est grand,
essayons une solution BKW de la forme m, (¢) ~ e~ NS(t) pour 1 <n < N, ou
z =n/N et S(t,z) est une fonction continue de ¢ et x pour 0 < x < 1, qui est
T-périodique par rapport a t. Alors

dmy, 95 —NS(t,z)
W ~—N E(t,x)e 5

Tng1(t) = e NS(taty) ~ o~ NS(tx)—53 (t,ag)7 Tn1(t) = e~ NS(ta)+55 ()

Posons a(t, z) = a(t)z(l — z) et B(x) = ba. Alors (8) s’écrit

dmy,
i, + 2 = Naft,z = 1/N)m,1 = Nla(t,©) + B@)|m, + N3 +1/N)mosn
En ne gardant que les termes dominants, on peut utiliser a(t, 2 —1/N) ~ a(t, x)
et B(x + 1/N) ~ S(x) pour obtenir

dmy,
A1y, + % ~ Na(t,z)[mp-1 — ] + NB()[mnt1 — 7n].

Comme on s’attend a ce que A1 soit exponentiellement petit, on peut le négliger

du c6té gauche. En injectant la forme BKW et en divisant par N e~ V5(t2) on
obtient I’équation de Hamilton-Jacobi

a8

S +alt)r(l—a) (8 —1] +ba[e# —1] =0 (10)

pour 0 < z < 1. Ceci est de la forme (6) avec un hamiltonian périodique en temps
H(t,z,p) donné par (2), a(t) remplagant a. Des équations telles que (10) ont
normalement des solutions asymptotiques de la forme S(t, z) = —Et+3(t, z) ou
Y (t, z) est T-périodique par rapport & t et E est une constante. Ici cependant,
seules les solutions avec ' = 0 présentent un intérét : elles correspondent aux
orbites hétéroclines de la section 2.2 ci-dessous.



Conditions aux bords. Comme H(¢,0,p) = 0, on a %—f(t, 0) = 0. Donc
S(t,0) est une constante Sy indépendante de t. Comme (10) ne fait intervenir que
des dérivées partielles de S(¢,x), ses solutions sont définies & une constante ad-
ditive pres (rappelons que le vecteur propre v de X (T') est défini & une constante
multiplicative pres). On peut donc choisir Sy = 0, d’oti la condition de Dirichlet :

S(t,0)=0 Vt. (11)

De plus, puisque 7,(t) = 0 pour n > N et puisque la formule (3) dans un
environnement constant montre que S(1) est fini tandis que 42(1) = +o0, on

impose que

g—i(t, 1) = +00 V. (12)

Une autre maniere de présenter cette condition au bord est la < contrainte

d’état > . .

— +H(tz,— ) >0

o+ (15 ) 2
lorsque © = 1. Cette condition conduit pour z =1 a %—g(t, x, ‘g—i) > 0 (Soner,
1986). Mais puisque %—g(t,x,p) = a(t)z(1 — x)eP — bxe P, cette expression est
positive ou nulle en z = 1 si et seulement si p = +o00, comme dans (12).

Propriétés du hamiltonien. L’hamiltonien H (¢, z,p) est convexe en p puisque
%QT}QI(t,x,p) =a(t)z(l —xz)e? + bxe P > 0. De plus, H(t,z,p) = +oo quand
|[p| = 400 pourvu que 0 < x < 1; mais cette propriété de coercivité n’est
plus vraie quand z = 0 ou z = 1. Remarquer que H(t,2,0) = 0. Le la-
grangien est L(t,z,v) = max,{pv — H(t,z,p)}. Quand 0 < =z < 1, on a
L(t,z,v) = p.wv — H(t, z,p«) avec p. solution unique de v = %—Ig(t,x,p*) =
a(t)z(l — z)ePr — bre P+. Cest une équation polynomiale de degré 2 en eP+.
Cela donne

L(t,x,v) = pov — a(t)z(l — z)(e" — 1) — ba(e P — 1)

=vlog (v + V/v? + da(tje(l - :v)b:c) +a(t)z(l —x) + bz

2a(t)xz(1 — x)

v+t Vo2 +4a(t)z(1 — z)bx B 2a(t)z(1 — x)bx
2 v+ /v?2 +4a(t)z(l — z)bx '

Pour z = 1, on a L(t,1,v) = 400 si v > 0, L(¢,1,0) = b et L(t,1,v) =
—vlog(—v/b) + v+ bsiv < 0. Pour x =0, on a L(t,0,v) = +oo si v # 0 et
L(t,0,0) = 0. Pour z proche de 0, noter cependant que L(¢,x,v) ~ —vlogzx.
Donc pour i > 0 petit et pour toute fonction ¢ € C*([6,]; [0, 1]) telle que £(6) =
0, on a f:Jm L(s,&(s),€(s)) ds ~ — 99+n L (5) log&(s)ds = —f05(9+n)10g§d§,
qui est fini.



Solutions de I’équation de Hamilton-Jacobi. Pour une condition initiale
donnée Sy(x), la fonction

t

(t.2) = int{ [ L(s.605).€(9)) s+ 10 So(€0)
0<O<t, €cCY0,4;[0,1]), 6 =0ou&(d) =0, £(t) = :v}

est une solution de viscosité de (10) avec les conditions aux bords mixtes Dirichlet-
< état contraint » (11)-(12) telle que S(0,x) = So(z) (Barles, 1994). C’est la
fonction valeur d’un probleme de temps de sortie en z = 0 avec la < contrainte
d’état > en x = 1. Une solution périodique en temps S*(t,z) de (10)-(11)-
(12) est ainsi donnée par un point fixe de 'opérateur d’évolution ci-dessus :
S*(0,2) = S*(T,x). Roquejofire (2001) et Mitake (2009) ont étudié de sem-
blables équations de Hamilton-Jacobi périodiques en temps avec des conditions
aux bords de Dirichlet. Noter cependant qu’il n’y a pas d’unicité (pour des
problemes reliés, cf. Barles et Perthame (1988)). En effet, considérons le cas
spécial ou a(t) = ap est constant. Dans ce cas, il y a deux types de solu-
tions de viscosité stationnaires S*(x) : d’un c¢6té il y a les solutions de la forme
xlog(b/ap) + x4+ (1 —z)log(1l —x) +~ avec une constante v < 0, qui ne different
qu’a travers la constante v, la solution avec v = 0 étant la seule a vérifier la
condition au bord en x = 0 au sens classique; d’un autre coté il y a les so-
lutions de la forme min{0, zlog(b/ag) + = + (1 — x)log(l — z) + v} avec une
constante v telle que 0 < v < ¢g. Ces dernieres solutions sont identiquement
nulles pres de z = 0 et donc ne donnent pas la bonne valeur pour C. Pour
I’équation périodique en temps (10) avec les conditions aux bords mixtes (11)-
(12), on peut conjecturer qu’elle a des solutions de viscosité S*(t,z) qui sont
T-périodiques par rapport a ¢, qui ne sont pas identiquement nulles pres de
x = 0 et qui ne different que d’une constante (donnant ainsi le méme C'). C’est
une telle solution que I'on choisit comme solution BKW. Comme le suggere la
figure 3 ci-dessous, la condition au bord en x = 0 doit étre entendue au sens de
viscosité puisque S*(t, z) peut ne pas étre continu en x = 0.

Comportement de \; lorsque N est grand. Retournant a (9), on a

log(—\1)  logh 1 /T 1 N/T
N N +Nlog | 1 (t) dt Nlog ; ; () dt ] .

Noter que 1 (£) ~ e~ NS (L1/N) ~ ¢=NS™(t.07) hour N grand. Donc

No+oo 0<t<T

T
ilog (/ wl(t)dt> — — min S*(¢,0M)
N 0



a cause de la formule de Laplace pour ’évaluation asymptotique des intégrales.
De méme, comme 7, (t) ~ e~ NS (tn/N) on g

N o7
1 . . %
w8 (Z [ dt) N o 1, S ()

et
log(—\1)

N N —+oc0 _C

avec C' donné par (5). On peut conjecturer que C' > 0 si et seulement si
L[ Fat)dt > b.

Temps moyen d’extinction. Le temps moyen d’extinction 7, () partant de
n personnes infectées au temps ¢ est une solution T-périodique du systeme

drn
1= d—Tt +bnta_y — (a(t)n(l —n/N) +bn)m, + a(O)n(l — n/N)rapr  (13)
pour 1 < n < N, avec 79(t) = 0. Ce systeme fait intervenir adjoint Q*(t)
de la matrice Q(t). Posons 7(t) = (7 (t))1<n<n, T(t) = (Tn(t))1<n<n €t 1 =
(1,1,...,1). Alors
. d ) AR
)\17T+E—Q(t)ﬂ', —-1= dt+Q (t)T.

Soit (-, -) le produit scalaire usuel de vecteurs réels. Alors

d,. . dn . dar

E<7T77—> = <E77ﬁ> + <7Ta d_

7) = Q)T 7) = A (@, 7) — (7, 1) — (7, Q" (t)7).

Les termes faisant intervenir Q(t) et Q*(¢) s’annulent. En intégrant sur une
période et en utilisant le fait que 7 (t) et 7(¢) sont T-périodiques, on obtient que

Jy (7,1)

B V(I GEE T
Y Ta Ay de

Ceci suggere que le temps moyen d’extinction 7, partant par exemple d’une
personne infectée au temps 0, est du méme ordre de grandeur que —1/A; :

log(7)
N N—>—+>oo

On peut conjecturer que cette analyse essentiellement informelle peut étre mise
sous forme rigoureuse, comme pour le modele SIS dans un environnement constant
(Nasell, 2011).



2.2 L’orbite hétérocline

Cas général. Rappelons que I'équation de Hamilton-Jacobi (6) peut étre
résolue au moins localement par tracé de rayons, c’est-a-dire, en résolvant si-
multanément le systéme hamiltonien (4) et ’équation

= o022t a(t).p(0)) — H(t,(0). p(1))

dt Op
avec les conditions initiales x(0) = zg, p(0) = %(O,xo), 2(0) = S(0,zp), de
sorte que z(t) = S(t,x(t)). Suivant Assaf et al. (2008), considérons de plus pres
le systéme hamiltonien (4). Dans le cas présent,

%_jz(ta Iap) = a(t)(l - 2{E)(6p — 1) “+ b(e*ZD _ 1) .

Cherchons d’abord une solution non triviale T-périodique telle que x = 0 et

dp 0H

— =——(t,0,p) = —(a(t) —be P)(e? = 1).

D 2 (1,0,p) = ~(alt) ~ be (e ~ 1)
En posant p = log(1+ ¢), on obtient une équation différentielle de Bernoulli qui
peut étre facilement résolue. Cela donne la solution T-périodique

-1

t
+/ a(s)e_b(t_sﬁf:“(“)d“ds} ,
0

efbtJrf(;‘ a(s)ds
pr(t)=log [ 1+

ep” 0) — 1

ou

1— e—bT-i-fOT a(s)ds
p*(0) =log |1+ .

foT a(s) e~V (T=3)+ [ a(w) dugg

La solution périodique (0, p*(t)) est instable. En effet, en posant z(t) = Z(¢) et
p(t) = p*(t) + p(t) et en linéarisant les équations, on obtient

dz/dt \ [ a(t)er"® —peP" (V) 0 z
dp/dt | — 2a(t) (e’ — 1) —a(t)e?” ) 4 pe=r (1) D)

Les multiplicateurs de Floquet sont f = exp fOT [a(t)e?” ) —be P O]dt et 1/,
d’ou I'instabilité. L’instabilité peut aussi étre vue comme une conséquence du
théoreme de Liouville concernant l'invariance du < volume » dans l’espace de
phase (x, p) sous l'action du flot hamiltonien.
Deuxiemement, cherchons une solution non triviale T-périodique telle que
p=0et
der OH

== a—p(t,x,()) =a(t)z(l —xz) —bx.



C’est ’équation de champ moyen du modele SIS. L’unique solution T-périodique
non nulle est

1 -t t ;
T (t) = <w*—(0) eht=Joals)ds 4 /0 a(u) !t~ fu o) dsdu)

-1

avec
1— ebefOT a(s)ds

fOT CL(U) eb(T—u)—fuT a(s)ds gy, )

La solution périodique (z*(t),0) est également instable. En effet, en posant
x(t) = x*(t) + Z(¢t) et p(t) = p(t) et en linéarisant les équations, on obtient

2 (0) = (15)

dp/dt ) — 0 —a(t)(1—2z*(t))+b P

Les multiplicateurs de Floquet sont une nouvelle fois inverses I'un de 'autre,
d’ou linstabilité.

Rappelons de la section 1 que dans un environnement constant, il y a une
orbite hétérocline dans le plan (z,p) reliant les points stationnaires (z*,0) =
(1 —b/a,0) et (0,p*) = (0,log(b/a)) lorsque a > b. Rappelons aussi qu'Es-
cudero et Rodriguez (2008) ont trouvé une orbite hétérocline semblable pour
le modele périodique en temps de branchement et annihilation de particules
identiques, au moins pour une petite amplitude de la perturbation périodique.
Donc on peut espérer Iexistence d’une orbite hétérocline (Z(t), p(t)) reliant les
solutions périodiques (z*(t),0) et (0,p*(¢)); Pexistence peut probablement étre
démontrée en utilisant une approche variationnelle (Rabinowitz, 1994). Cette or-
bite spéciale peut étre obtenue numériquement par une méthode de tir. D’apres
Assaf et al. (2008, Eq. (20)),

+oo
c- [ {ﬁ(t)%—?(t@(tm(t»—H(t,m),ﬁ(t» d. (16)

— 00

Cette intégrale peut étre évaluée numériquement.

Méthode perturbative. Lorsque a(t) est une constante ag, notons (Zo(t), po(t))
Porbite hétérocline reliant les points stationnaires (z*,0) = (1 — b/ag,0) et
(0,p*) = (0,log(b/ap)). Cette orbite est telle que ap(l — z)e? — b = 0, comme
on peut le voir avec (2). En utilisant cette équation pour exprimer p en fonc-
tion de x et en insérant le résultat dans la premiere équation de (4), on obtient

92 — bz — apz(1 — z). La solution est

-1
1) = | —— elao—b)(t—to) _ 40 1 — elao=d)(t—to)
x( ) x(to)e +a0—b( € )

En choisissant par exemple z(t9) = (1 — b/ag)/2, on obtient

1 - b/ag . L+ eleo Do)
=TT e ¢ Polh) =loe e

Zo(t)

10



Supposons maintenant que a(t) = ao(1 + € ¢(t)) avec ag > b, € petit et ¢(t)
une fonction T-périodique telle que fOT ¢(t) dt = 0. L’hamiltonien peut étre écrit
sous la forme H(t,z,p) = Ho(x,p) + € H1(t,z,p), ou Ho(z,p) est identique &
(2) sauf que a est remplacé par ag, et ot Hy(t,x,p) = ag ¢(t) 2(1 — x)(e? — 1).
Posons ¢y = b/ag — 1 —log(b/ag). Assaf et al. (2008, Eq. (24)) ont montré que

+oo
C~ ng;n F(to), F(to) =Cy)—¢€ Hl (t, i?o(t),ﬁo(t)) dt

— 0o
pour ¢ proche de 0. Dans le cas présent, (1 — £g)e?® = b/ag. Donc

+oo
[(to) = co —eag @(t) Zo(t) [b/ao — 1 + Zo(t)] dt

+o0 el

=co + 5(1 — b/ao) ‘/_OO (b(to + U/(GQ — b))m du .
Ainsi T'(tp) est une fonction T-périodique de ¢ telle que fOT T'(to) dty = 0.
Considérons la décomposition de Fourier de ¢(t), ¢(t) = Z:ioo o1, eF19tavec
w = 271/T, ¢y = 0 puisque la moyenne de ¢(t) est nulle, et ¢_p = ¢, (complexe
conjugué). Alors

Ix . 90 4 iwu el
T'(tg) =co+c(l —b/a ek‘“’to/ et ———dy
(to) = co +e(1 —b/ao) k;w@c . L+ c)?
+oo ) krw
:CO+5(1 —b/ao) Z ¢kek1wtoa077b
ke —oo sinh (foﬂfb)

(cf. Appendice). En particulier si ¢(t) = cos(wt), alors ¢r1 = 1/2 et ¢, = 0

sinon. Donc
7w cos(wtp)

agsinh (2 )
Rappelons, suivant Escudero et Rodriguez (2008) et Assaf et al. (2008), que

le systeme perturbé est de la forme
dx . 8H0 6H1 @ - 6H0 6H1

T o A= o an
et que Zo(t) et po(t) ne dépendent que de ¢t — to; donc la fonction de Melnikov
M(tg) est

teol 9H, 0Hy 0OH, 0Hy . .
M) = [ "[RO SR 1) o)

+oor T 4
/ OH, diy  OH @]@,:@o@),ﬁo(t» dt

F(to) =co+e¢ (17)

(18)

— 00

O, dig  OH, dy 1 dr
= TR0 TV EO0 N G G (t), polt)) dt = —= S
||+ S i an(e) in(e) de =~ G
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En utilisant (17), on obtient

7w sin(wtp)
ag sinh (2 )

Donc M(ty) traverse 0 pour tg = km/w (k entier). Par conséquent, 1'orbite
hétérocline existe au moins pour ¢ petit.

Le minimum de I'(¢y) dans (17) est obtenu pour to = 7/2 si ¢ > 0 et pour
to = 0sie <0 : dans les deux cas, on obtient

M(to) =

Twle|
ag sinh (a:fb)

pour ¢ proche de 0, comme annoncé dans I'introduction. Noter que (19) res-
semble a I’équation (4.76) de Kamenev (2011) obtenue en partant d’un hamil-
tonien légerement différent. Quand w est petit (ou T est grand) de sorte que
w < ag, alors (19) montre que

C~cy— (19)

C=~co—lel(l=b/ap), (20)

qui est indépendant de w. Cette formule est la méme que celle que 'on obtient
dans (1) en posant a = ag(1 — |]) :

b b b b
——— —1l—-log————F~=——1—-log— — |e|(1 = b/ag) +o(e
T g B o~ [<l(L = b/ag) +0(e)

ao(L—[e)  ao
pour ¢ proche de 0. Comme dans <« I’approximation adiabatique > d’Assaf et
al. (2008, Sect. IV), on s’attend & ce que la formule (20) soit valable non seule-
ment pour ¢ petit mais aussi tant que w < ag et que le cdté droit de (20) est
positif. Comme sinh(z) > x pour tout > 0, on peut remarquer que la valeur
approchée de C' donnée par (20) est toujours inférieure a celle donnée par (19).

Limite haute fréquence. Supposons maintenant que w > ag, toujours avec
@(t) = cos(wt). Le systeme (18) s’écrit

dx . 8H0 D

i a—p(:z:,p) + ape cos(wt)x(l — xz)e

dp  OHy p
il —E(:zr,p) — ape cos(wt)(1 —2z)(e? —1).

Suivant la méthode de Kapitsa (Assaf et al., 2008§II1.B), posons x(t) = X (t) +
&(t) et p(t) =Y (t) +n(t), o X et Y sont des variables lentes, tandis que & et
1 sont de petites mais rapides oscillations. Les termes oscillant rapidement se
balancent :

d d

d—f ~ agpe cos(wt) X (1 — X)e¥, d_7t7 ~ —age cos(wt)(1 — 2X)(e¥ —1).

12



En considérant X et Y constant durant la courte période T' = 27/w, on obtient
E(t) ~ doc sin(wt) X (1 — X)e¥, n(t) ~ e sin(wt)(1 — 2X)(e¥ —1).
w w
Ceci suggere la transformation

z =X + 2% sin(w) X (1 — X)e¥
w

2.2
ape . ané
p:Y—Tsm(wt)(l—QX)(eY—1)—1—% t,X,Y),

ou ®(t, X,Y) est choisi pour que la transformation soit presque canonique, c’est-
a-~dire pour que les crochets de Poisson satisfassent la condition

Or dp Oz Op

Puisque
2.2
— 14 %8 —ax)er] - g _ax)eY 4 W02
{z,p} = [14— » sin(wt)(1 — 2X)e } [1 ” sin(wt)(1 — 2X)e* + 2 ay]
2.2
ape . vl [, a0e . v age” 0P
- [7 sin(wt) X (1 — X)e } {27 sin(wt)(e* — 1) + Fﬁ} ,
la condition (21) s’écrit
2.2 2.2
B age® . o 9 9y Gge” 0P
{z,p}=1- L2 Sin (wt)(1 —2X)%e”" + Ty
22
— 2% Gin’ (W)X (1 = X)e¥ (¥ — 1) + (a3 /w®) = 1 + o(ad /w?).
w
Donc P
3y = sin®(wt) [(1 —2X)%* +2X(1 - X)e¥ (e —1)].

Pour avoir ®(¢, X,0) = 0, on doit choisir
®(t, X,Y) = sin®(wt) [(1 — 2X)*(e*” —1)/2+ X(1 - X)(e" —1)].

La fonction génératrice Fo(t,x,Y) de cette transformation, telle que % =

X +o(a/w?) et % =p+ o(a3/w?), est donnée par

Fy(t,z,Y)=2aY — doe sin(wt)z(1 —z)(e¥ — 1)
w
2.2

+ % sin?(wt)z(1 — z)(1 — 22)(e?¥ —1).

Soit H(t,x,y) = h(t,X,Y). Le nouveau hamiltonien est h(t,X,Y) + %. En
prenant la moyenne de ce hamiltonien sur une période T' = 27 /w, le second

13



terme s’annule pulsque fo or, i dt = 0 et il ne reste que le hamiltonien ef-
fectif H(X,Y) = T fo (t, X Y)dt. Un calcul laborieux utilisant le fait que
7 fo sin?(wt) dt = 1/2 conduit &

_ B 01252
HX,Y)=X(1—eY) [a0(1 —X)eY — b+t ;ﬁ{—aoX(l ~X)2eH 4

Fb(1 - X)(1—2X)e¥ —bX(1— X)(e¥ —1)—b(1 — 2X)2H :

On obtient 'orbite hétérocline perturbée en imposant que le terme entre crochets
soit nul. Cette orbite relie (XZ,0) & (0,Y), avec
b(CLO - b) 62:| ao(CLO - b)62

V7 log(b/ag) + X0

X~ (1—b/ag) {1 -

L’action le long de cette orbite hétérocline est C' = [ )3* Y dX. Un autre calcul
fastidieux conduit finalement a
(ag — b)2e?
C~cop— —F—(1+2b/ayg), 22
= O (1 + 2b/a0) (22)
comme annoncé dans I'introduction. Puisque la fonction z — (1—2)2?(1+2z) est
inférieure a 1 sur l'intervalle 0 < z < 1, le terme correctif pour C' est toujours
2 2
inférieur a %, ce qui est petit puisque w > ag par hypothese. Comme on
pouvait s’y attendre, une population sujette a une perturbation haute fréquence
dépend peu de 'amplitude ¢ de cette perturbation.

3 Calculs numériques

Multiplicateurs de Floquet. \; peut étre estimé directement en calculant
les multiplicateurs de Floquet de I’équation maitresse en utilisant un logiciel tel
que Scilab qui résout les équations différentielles ordinaires et calcule les valeurs
propres des matrices numériquement. e* 7 est la valeur propre avec la deuxieme
partie réelle la plus grande, la premiere étant 1. On peut alors tracer — log(—\1)
en fonction de N. La pente de cette courbe donne une valeur approchée de C.

Orbite hétérocline. Comme pour Assaf et al. (2008), 'orbite reliant (z*(t), 0)
a (0,p*(t)) peut étre obtenue par une méthode de tir, en prenant la condition
initiale 2*(0) donnée par (15) et une toute petite valeur négative pour p(0). On
varie cette valeur jusqu’a obtenir une solution (x(t),p(t)) qui tend & devenir
périodique, c’est-a-dire avec x(t) approchant 0 et p(kT') approchant p*(0) pour
k grand (mais pas trop grand pour éviter I'instabilité numérique). On peut alors
utiliser 'intégrale (16) pour calculer C' numériquement.
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Méthode EDP. Il est aussi possible de calculer une solution périodique S*(t, x)
de I'équation aux dérivées partielles [EDP] de Hamilton-Jacobi (6) en utilisant

les méthodes numériques de la théorie des solutions de viscosité. Par exemple,

soit At le pas de temps et Az le pas en espace. Soit S7" une approximation de

S(mAt,jAz), ot j et m sont des entiers tels que m > 0 et 0 < j < J avec

J =1/Az. On peut utiliser le schéma de type Godunov

m+1 m m m m m
S; At_Sj —i—?—[(mAt,jAw,Sj — St Sit — 5] ):0,

Az ’ Ax
ol le hamiltonien numérique H (¢, z,p~,pT) est donné par

~ 4y _ [ min{H(t,z,p); p- <p<pt} si p~ <p¥,
At zpop )_{ max{H(t,z,p); pt <p<p~} si pt<p-

(Osher et Shu, 1991). Comme H (¢, z, p) est convexe par rapport a p, la seconde
expression faisant intervenir un maximum est égale & max{H (¢, z,p™), H(t,z,p™)}.
Quant & la premiere expression faisant intervenir un minimum, noter avec (14)
que H (¢, z,p) a un minimum par rapport & p lorsque %—Ip{ = 0, c’est-a-dire lorsque

p=pt= %logm. Donc

H(t,z,p™) si p~ <p" Spna
min{H(t,z,p); p~ <p<pT}=< H(t,x,p~) si p‘<p” <pt,
H(t,z,p*) si p~ <p'<pT.

Pour les conditions aux bords, on pose Si* = 0 et (S7" — S ,)/Ax = K avec
une grande valeur pour K. Le pas de temps At doit étre assez petit comparé
a Az pour que la condition de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) soit satisfaite.
Comme condition initiale on a pris S(0,z) = xzlog(b/ap) +x + (1 — ) log(1 — x),
c’est-a-dire la solution stationnaire réguliere lorsque a(t) est remplacé par sa
moyenne temporelle. On peut aussi prendre une fonction constante S(0,z) = o
avec o assez négative, mais la convergence vers le régime périodique est alors
plus lente. La constante o doit étre assez négative pour éviter le probleme
de non-unicité déja mentionné dans la section 2. Une fois que la solution du
probleme non stationnaire a atteint un régime périodique, on peut estimer
C = min; S*(¢,0") — min; , S*(¢, ).

Méthode de Monte-Carlo. Le temps moyen d’extinction peut aussi étre
estimé par une méthode de Monte-Carlo faisant la moyenne de simulations sto-
chastiques. Noter cependant que I’algorithme de Gillespie prenant avantage des
temps d’attente distribués exponentiellement ne peut pas étre utilisée puisque
a(t) est périodique en temps. Quand N croit, le temps d’extinction peut devenir
astronomique. On ne présente pas de résultats utilisant cette méthode.

Exemples. Supposons que a(t) = ag(l + e cos(2nt/T)) avec T = 1 semaine.
Considérons d’abord le cas ou ay = 20 par semaine et b = 5 par semaine. La
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durée moyenne d’infection est 1/b = 1,4 jours. Ainsi Ry = ao/b =4 > 1 et
co =b/ag — 1 —log(b/ap) ~ 0,636. La figure 1 montre — log(—\;) en fonction
de N pour € = 0,2, 0,5 ou 0,8 et NV = 10, 20, ..., 60, calculé en utilisant les
multiplicateurs de Floquet. Les lignes correspondent & une régression linéaire
des 3 derniers points N = 40, 50, 60. Les pentes de ces lignes—des estimations
de C—sont 0,524, 0,364 et 0,225 dans 'ordre pour € = 0,2, 0,5 et 0,8.

601- log(—A1)
501

401
30-
201

10

0 T T T T T T T T T 1
0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

FIGURE 1 — Calcul des multiplicateurs de Floquet de ’équation maitresse :
—log(—A1) en fonction de N pour € = 0,2, 0,5 ou 0,8 et N = 10, 20, ..., 60. Le
nombre C' est la pente de ces lignes. Valeurs des parametres : T = 1, ag = 20,
b=5.

Noter dans cet exemple que ap et w = 27/T sont du méme ordre; c’est
un cas de fréquence intermédiaire. On s’attend donc & ce que (19) donne une
bonne approximation pour C' lorsque ¢ est petit. La figure 2 montre les courbes
suivantes en fonction de € pour 0 < & < 1 : une ligne pleine pour C utilisant
lorbite hétérocline et une ligne avec de longs pointillés pour C utilisant la
méthode EDP avec Az = 0,002 et At = 0,0002 (ces deux premieres lignes ne
peuvent presque pas étre distinguées); trois points représentant les valeurs de
C obtenues dans la figure 1 (noter comment ils tombent sur les deux lignes
précédentes); une ligne avec des pointillés courts pour la formule approchée
(19) ; une ligne mélant points et pointillés pour ’approximation basse fréquence
(20). On peut voir que la formule approchée (19) est proche de C' méme lorsque
€ n’est que modérément petit.

La figure 3 montre une solution périodique en temps S*(¢,z) de 'EDP de
Hamilton-Jacobi, tracée en fonction de x pour différentes valeurs de t, lorsque
€ = 0,5. Noter la discontinuité de la solution en x = 0. Un zoom pres de x = 0
montrerait que S*(t,0%") est effectivement périodique en temps, de sorte que la
condition au bord S*(¢,0) = 0 ne peut étre satisfaite que dans un sens faible.
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0 T T T T 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE 2 — Fréquence intermédiaire : le nombre C' calculé en utilisant ’orbite
hétérocline [ligne pleine] ou la méthode EDP [pointillés longs] (les deux lignes
ne peuvent presque pas étre distinguées), les multiplicateurs de Floquet comme
dans la figure 1 [points]|, la formule approchée (19) [pointillés courts], et la
formule basse fréquence (20) [ligne mélant points et pointillés], en fonction de
€. Méme valeurs des parametres que dans la figure 1.

015%(t, z)
-0.4

-0.2
-0.3\,
-0.4
-0.5]
-0.61

_07 T T T T 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE 3 — Une solution périodique en temps S*(¢,z) de 'EDP de Hamilton-
Jacobi, tracée en fonction de & pour ¢ = 0 (ligne pleine), t = T'/4 (pointillés
longs), t = T/2 (pointillés courts) et t = 3T/4 (points et pointillés). Mémes
valeurs des parametres que dans la figure 1 et ¢ = 0,5.
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La figure 4 considere un exemple haute fréquence : ag = 2 par semaine et b =
1 par semaine. Ainsi Ry = 2 et ¢g ~ 0,1931. Dans ce cas w ~ 6,28 par semaine
est quelque peu supérieur a ag. Le nombre C' est calculé en utilisant l'orbite
hétérocline et la formule haute fréquence (22) en fonction de € pour 0 < e < 1.
L’accord est bon sur toute la plage de valeurs de €. Enfin la figure 5 montre
Porbite reliant (z*(¢),0) & (0, p*(¢)) pour les mémes valeurs des parameétres avec
e=0,1.

0.1935 7
0.193 4
0.1925 4
0.192 4
0.1915 4
0.191+
0.1905 4
0.19 4
0.1895 4

0.189 1
€

0.1885

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

FIGURE 4 — Régime haute fréquence : C calculé en utlisant 1'orbite hétérocline
[ligne pleine] et la formule haute fréquence (22) [ligne en pointillé] en fonction
de €. Valeurs des parametres : T'=1, a0 =2, b= 1.

4 Remarques

— Il est possible d’obtenir des estimations plus précises avec la solution BKW
raffinée 7, (t) ~ e~V So(t:n/N)=S1(t:n/N) Ep insérant

2
o~V So(t:n/N) =552 (t,n/N) = 5le S22 (t:n/N) =51 (t,n/N) = 4 Z2k (t,n/N)

Tt (t) =

et une expression semblable pour m,_1(t) dans (8), et en séparant les
termes de plus haut degré, on obtient ’équation de Hamilton-Jacobi (10)
pour Sy(t,x) et ’équation de transport

051 250 _0s07 051
¥ + [a(t):v(l —z)edr —bre D ] B
25 x(1 —x) 925 _ 050 x 025y
:a(t)e EE |:1—2$+T 8I2 :| + e oz [_1 5@
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FIGURE 5 — Les composantes t — &(t) et t — p(t) de lorbite hétérocline
(&(t),p(t)) reliant les deux solutions périodiques (0,p*(t)) et (x*(¢),0). Mémes
valeurs des parametres que dans la figure 4 et ¢ = 0,1.

pour Si(t,x). Si a(t) est périodique, alors Sy(t,x) et Si(t,x) doivent étre
calculés numériquement. Rappelons avec Assaf et Meerson (2010) que
si a(t) = a est constant, alors le facteur pré-exponentiel pour A\; s’ob-
tient par la méthode des développements asymptotiques raccordés comme
suit. D’abord Sy(x) est donné par (3) et ’équation pour S;(z) conduit &

~NSq(n/N)

S1(z) =log(xv/1 — x)+const. Donc 7, ~ k &——— pour une constante
Vi-w
k. Quand n est petit,

i ﬂefNSo(O)*nsé(o) _ ﬂ e~ NSo(0) (E)" . (23)
n n b

Mais pour n petit, le systéme (8) peut aussi étre approché par 1’équation
de récurrence a(n — 1)m,—1 —n(a+b)m, + b(n+ 1)m, 1 ~ 0 for n > 1, qui

donne 7, >~ %71;(7“({/1’2

o E;%l?; Ceci coincide avec (23) seulement si m ~ kNe V() (4 1),

. Quand n croit, cette expression est équivalente a

Finalement (9) donne

—bm/(kN) _ (b—a)a*VT—a*/NSf(@*)  (a—b)*> [N

/\1 >~ — - ~ - = —_—
o2 gy~ NS aen \2m

(Assaf et Meerson, 2010, Eq. (71)). Si par exemple a = 20, b = 5 et
N = 50, alors cette estimation est seulement 2% au-dessus de la valeur
de A; obtenue avec un logiciel calculant les valeurs propres de grandes
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matrices comme dans la figure 1. La méthode des développements asymp-
totiques raccordés peut probablement étre étendue au cas périodique mais
il est peu probable qu’elle conduise a une formule explicite.

Soit la fonction génératrice ¢(t, z) = Zﬁ;o P, (t) 2" avec 0 < z < 1. Alors
¢(t,1) =1 pour tout t. Un calcul simple partant de (7) montre que

a(t)z a 2
%:(1—2) (b—i—%—a(t)z)%—i—%f(l—z)%

pour 0 < z < 1. Dans le régime quasi-stationnaire, on s’attend & ce que
B(t,z) ~ 14 eMta)(t, ) avec 1(t, z) périodique en t, 1 (t,1) =0 et

) ) 02
At + a_if =(1—2) <b+ “(fv)z —a(t)z> a—f + %fu_z)a—;f.

Ainsi \; est aussi la valeur propre non nulle la plus grande de ce probleme
parabolique. Ceci pourrait étre un moyen de démontrer plus rigoureuse-
ment les résultats asymptotiques concernant \; pour N grand.

En posant P, (t) = P(t,z) o & = n/N et en effectuant un développement
de Taylor & lordre 2 de I’équation maitresse (7), on obtient I’équation de
Fokker-Planck ou équation de diffusion

10
2N Ox2

oP 9

5 = o [(a(t):v(l —z)— bx)P] +

[(a(t)x(l —x)+ bx)?’] .
De méme, en posant pour le temps moyen d’extinction 7, (t) = 7(¢, z) ol
x =n/N, (13) conduit au probleme adjoint

or or 1 0%r
“l=or (a(t)zx(l —z) — b:v)% + ﬁ(a(t):v(l —z)+ bx)@ :

Cependant on sait déja dans le cas des coefficients indépendants du temps
que ces équations ne donnent pas normalement la valeur correcte de C'
(Doering et al., 2005) ; la valeur ne tend & étre correcte que quand Ry est
proche de 1. Le méme probleme apparait dans d’autres modeles épidémiques.
Par exemple Diekmann et al. (2012, p. 112-113) utilisent une approxima-
tion de diffusion pour estimer C dans un modeéle SIR en dépit du fait
que Ry ~ 10 dans leur application numérique. Pour une analyse BKW du
modele SIR stochastique, voir Kamenev et Meerson (2008).

Le nombre 1/C peut étre appelé la taille critique de la communauté (Diek-
mann et al., 2012).
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Appendice

Démontrons que

“+oo u
/ R W C\
_ (14 ev)? sinh(7A)

D’abord, e*/(1 + e*)? = 1/(4 cosh®(u/2)) est une fonction paire. Ceci combiné
avec une intégration par parties montre que

“+oo o\ el J “+oo ev g
iu__ % —9 -
/_Ooe 5o U /0 cos(Au) e U
_o [—cos(/\u)} B 2/ Asin(Au) du
I+e* |, 0 1+ev

:1_2/\/ e~ “sin(Au) du
0 1+€7u

En développant 1/(1 4 e™*) en série de puissance, on obtient
teo et - (1)
et ——du=1-2\ 1" e "% gin(Au) du
IR v (a0
St _1)n+1
oy EUT
* HZ:O AN+ (n+1)2

La somme de cette série peut étre calculée en prenant z = ir A dans la formule
d’Euler

1 1 . 22
sinz ;+n¥1(_1) 22 —n2q2’

qui est vraie pour tout nombre complexe z tel que z # nw (n entier). Comme
sin(irA) = isinh(7 ), on obtient

A = (=)™
———— =1+2)
sinh(7\) 24 ;)\ +n?

et le résultat s’en suit.
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