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Overzicht

In het stochastische SIS-model voor een epidemie met een contactpercentage a , een genezingspercentage b <a en een populatiegrootte N , is de gemiddelde
tijd tot uitsterven t zodanig dat (log 7) /N convergeert naar ¢ = b/a — 1 — log(b/a) wanneer N convergeert naar oneindig. Dit artikel behandelt het meer
realistische geval waarin het contactpercentage een periodieke functie is waarvan het gemiddelde groter is dan b . (log 7)/N convergeert naar een nieuwe
limiet C, die is gekoppeld aan een periodieke Hamilton-Jacobi-vergelijking. Wanneer de contactsnelheid een cosinusfunctie is met een kleine amplitude,
met een grote frequentie of met een zeer kleine frequentie, kan men analytisch benaderde formules voor C verkrijgen zoals in [Assaf et al., 2008, Phys Rev
E 78 , 041123]. Deze resultaten worden geillustreerd door numerieke simulaties.

1. Inleiding

Het SIS-stochastisch model voor een epidemie is in detail bestudeerd wanneer wordt aangenomen dat de omgeving constant is, zoals in het boek van
Nasell (2011). Met een contactpercentage a , een genezingspercentage b <a en een populatiegrootte N, is de gemiddelde tijd tot uitsterven t (beginnend bij
bijvoorbeeld een geinfecteerde persoon) zodanig dat

log T
N N:)wC—b/aflflog(b/a) >0 (1)

(Nasell, 2011, Stelling 12.1). Zie onder andere ook (Andersson en Djehiche, 1998), (Doering et al., 2005) en (Assaf en Meerson, 2010). Deze laatsten
gebruiken de methode van Brillouin, Kramers en Wentzel [BKW]. De kans P, (t) om n> I geinfecteerde personen op tijdstip # eerste zal een quasi-
stationaire verdeling 7,,. We definiérenz = n/N zodat 0 < z < 1. Wanneer N convergeert naar oneindig, — (log m,,)/N benadert een continue functie
S(z) met de stationaire vergelijking Hamilton-Jacobi

s
H(I, a) =0
met
H(z,p) =az(l—z)(e’ — 1)+ bz(e? — 1)
=z(1-eP)a(l—=z)e’ —b| (2)

(Assaf en Meerson, 2010, (12) en §IV.D.3). Meer precies, de tak van de niveaulijn H = 0 meta(1l — z)e? — b = 0 leidt tot de formule
S(z) = zlog(b/a) + z + (1 — z)log(1 — z) + constante. (3)
Deze functie heeft een minimum wanneer z = z* = 1 — b/a , met z* > 0 omdat b < a. Tenslotte
¢ = 5(0) — S(z*)
is de hoogte tussen de onderkant en de rand bij x = 0 van de potentiéle put S(z). Evenzo het Hamiltoniaanse systeem

dr _9H dp  OH

U op’ At oz @)

heeft een heterocline baan die verbindt (z*,0) = (1 — £,0) en (0,p*) = (0, log %) Het nummer c is gelijk aan de actie

a
0
/ pdx
o

langs deze baan. De BKW-methode is gebruikt voor andere geboorte- en doodsprocessen in de natuurkunde of populatiebiologie (Ovaskainen en Meerson,
2010; Kameneyv, 2011).

In hun studie van een chemische reactie met vertakking en vernietiging (Escudero en Rodriguez, 2008) toonden ze aan hoe een periodieke omgeving in
de tijd de heterocline-baan beinvloedde, die een centrale rol speelt in de gemiddelde tijd van uitsterven. (Assaf et al., 2008) hebben hetzelfde model in meer
detail bestudeerd, met name het berekenen van de correctie voor de gemiddelde extinctietijd als gevolg van een periodieke verstoring van kleine amplitude,
lage frequentie of hoge frequentie. Deze auteurs hebben algemene formules verkregen die kunnen worden toegepast op andere geboorte- en sterfprocessen
met metastabiliteit. Bovendien (Billings et al., 2013, Figuur 7) toont Monte-Carlo-simulaties van een periodiek SIS-stochastisch model.

Het doel is hier om de door (Assaf et al., 2008) gebruikte BK W-methode toe te passen op het SIS-epidemiemodel met een periodiek contactpercentage
van periode 7', waarvan het gemiddelde groter is dan b . Zo'n model kan bijvoorbeeld de verspreiding van een bacteri€le infectie vertegenwoordigen die
geen immuniteit verleent. De vermeerdering kan plaatsvinden in een school met een wekelijkse periodiciteit (gekoppeld aan weekends), of een jaarlijkse
periodiciteit (gekoppeld aan vakanties en seizoensinvloeden). Dit is natuurlijk slechts een eerste stap naar meer realistische modellen.

In paragraaf 2 suggereren informele berekeningen dat de gemiddelde extinctietijd 7 (uitgaande van bijvoorbeeld een persoon geinfecteerd op tijdstip 0) is
dat
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log T

— C' = min $*(¢,0") — min min S*(¢,z). (5)
N N-+oo 0<t<T 0<t<T 0<a<l

Hier, S*(t, ) is een oplossing van viscositeit, periodiek van periode 7', van de Hamilton-Jacobi-vergelijking

oS oS
— + H(tz,— )= 1
8t+ (’w’61> 0, 0<z<1, (6)
met de gemengde randconditie Dirichlet- "beperkte toestand"
oS
S(t,0) =0, —(¢,1)=+o0.
Oz

S(t, z) mag niet identiek nul zijn in de buurt van x = 0 . De toestand aan de randen moet worden begrepen in de zin van viscositeit (Barles, 1994) omdat
S*(t,0™) is mogelijk niet gelijk aan 0. De Hamiltoniaan H (¢, z, p) is identiek aan (2) behalve dat de constante parameter a is vervangen door a(t). Met

a(t) = ap(l + ecos(wt)), w=2r/T, ao>b, lg|<1,
we definiéren ¢y = b/ag — 1 — log(b/ay). Volgens de methoden van (Assaf et al., 2008) laat sectie 2 zien dat

Twle|
C~cp———
agsinh (22 )
als € is bijna 0,

C ~ ¢y — [e](1 —b/ao)

als w < ap en

ay — b)252

C:co—( 5o (14 2b/ayg)

in de hoogfrequente limiet w >> ay. We kunnen dat vermoeden C' > 0 zolang % fOT a(t)dt > b. C is waarschijnlijk altijd minder dan ¢, omdat

seizoensvariaties de neiging hebben het uitsterven van infectieziekten te bevorderen. Dit suggereert meer bepaald dat een periodieke omgeving voor het
SIS-model leidt tot een exponentiéle afname van de gemiddelde extinctietijd vergelijkbaar met die verkregen voor het vertakkings- en vernietigingsmodel
(Assaf et al., 2008). Sectie 3 illustreert deze resultaten met numerieke simulaties. Hoofdstuk 4 voegt enkele opmerkingen toe.

2. Analytische berekeningen

2.1 De Hamilton-Jacobi partiéle differentiaalvergelijking

Mastervergelijking en Floquet-theorie. NV is de totale populatie, verondersteld constant te zijn. We definiéren

e S(t), aantal gezonde mensen
e I(t), aantal geinfecteerde mensen

op tijdstip ¢, met N = S(¢) + I(¢). Als we hebben I(t) = n,

o met waarschijnlijkheid bndt + o(dt) , geneest een persoon
o met waarschijnlijkheid a(t)n(1 — n/N)dt + o(dt) , is een persoon besmet

tussen 7 en ¢ + df . a(t) is het contactpercentage. b is het genezingspercentage. We veronderstellen dat a(t) is een continue, periodieke functie van periode 7'
, positief met

1 /T
r:?Aa(t)dt—b>0,

met andere woorden

Voor een biologische interpretatie van Ry zie (Bacaér en Ait Dads, 2012). (Hethcote, 1973) merkte op dat 7> 0 (d.w.z. Ry > 1) is een noodzakelijke en
voldoende voorwaarde voor de oplossing van deze gemiddelde veldvergelijking om te convergeren naar een periodieke en positieve functie:

di
pri a(t)i(l —i) — bi.
Anders convergeert de oplossing naar nul.
P,(t) is de kans dat I(t) = n. Men heeft
dP,
Fra at)(n—1)(1-(n—-1)/N)Py-1 — [a(t)n(l = n/N)+bn]P, +b(n+ 1)Pyy1, 0<n<N. (7)

Hier, P_; = 0 en Pyy1 = 0. Natuurlijk,

N
N P(t)=1.

Het systeem (7) is ook geschreven



dP
= = M(t)P.
dt

P(t) is de vector (P, (t))o<n<n en M(t) is de vierkante matrix van maat N + /

0 b 0
0 —-b—a(t)(1- %) 2%

M@#)=0 a®)(1-%) —2b6-2a(t)(1-F) 3b
0 0 0 S

Deze matrix heeft een blokstructuur

Q(t) een vierkante matrix van afmeting N . X(t) en Y (¢) zijn de matrices met

dx
== M®)X, X(0)=Iva

dy
o =QWY, Y(©) =1

I is de identiteitsmatrix van afmeting N . Floquet vermenigvuldigers van M (¢) , d.w.z. de eigenwaarden van de monodromiematrix X (T) zijn {0 = 1}

en de Floquet-vermenigvuldigers van Q(t). De matrix Q(¢) is codperatief: de coéfficiénten buiten de diagonaal zijn positief of nul. Deze matrix is ook
onherleidbaar omdat de elementen net boven en onder de diagonaal allemaal strikt positief zijn. Daarom zijn alle elementen van Y (¢) zijn strikt positief
voor t > 0. Volgens de stelling van Perron en Frobenius is de eigenwaarde p; van Y(T') met het grootste reéle deel is een strikt positief reéel getal en de

bijbehorende eigenruimte heeft dimensie 1. Bovendien,

(11...1)Q(t) = (~b00 ...0).

Men heeft 0 < 1 < 1 (Aronsson en Kellogg, 1978) en A; = (log p11)/T < 0. De vector (1, 0,0, ..., 0) is een stabiele toestand. P(t) convergeert naar

deze vector als ¢ — +o0. Het doel is hier om voor N groot de nabijheid tussen te schatten A; en 0.

Laat v een eigenvector zijn van X (T') geassocieerd met eigenwaarde y1; = eMT. We kunnen v zo kiezenv,, > 0, 1 < n < N. We hebben dus

X(T)v = M.
Net als in Floquet's theorie definiéren we
7(t) = e M X (t).
We hebben dan

%(t) = —in(t) + M(@E)w(¢).
Verder

7(T) = e M X(T)v = v = 7(0).
Dus m(t) is een periodieke functie van de tijd ¢ . Met 7(¢) = (7, (¢))o<n<n , men heeft

dm,

AT, + =a(t)(n—1)(1-(n—-1)/N)m,_1 — [a(t)n(l —n/N) + bn|m, + b(n + 1)m,1 .

dt

Door deze vergelijkingen op te tellen, verkrijgen we

N d N
A1 Z ﬂ—n(t) + E Z ﬂ—n(t) =0
n=0 n=0

Dus we hebben

Z Tn(t) = e~ Mt Z 7n(0).

Maar 32 7, (t) is een periodieke functie van de tijd 7. Daarom 3>~ 7,(0) = 0 en 2 7, (£) = 0 V. Dus we hebben

Maar (8) met n = 0 laat dat ook zien
dm
Ao (t) + d—t“ =bm(t).

Omdat my(¢) is periodiek, krijgen we door te integreren

(8)



T T
M =b fo Wl(t)dt — b fo 71'l(t)dt (9)

S mo(t) dt - N (t)dt

BKW-oplossing en Hamilton-Jacobi-vergelijking. Als N groot is, gaan we op zoek naar een BKW-oplossing
ma(t) 2 e V50T, 1 <n <N,
met x =n/N. S(t,z) is een continue functie van ¢ en x if (\, 0 <x <1 ), die periodiek is van periode 7 ten opzichte van ¢ . We hebben dan

dm, as

~_N=Z2 —NS(t,z)

(t) ~ e VS(tatx) e—NS(t,x)—%(t,z)’ T (t) ~ e NS(ta)+ 5 (te)

Tn41

We definiéren a(t,z) = a(t)z(1 — z) en B(z) = bz. Dus (8) staat geschreven

A7 + % = Na(t,z — 1/N)ma_1 — Na(t, ) + B(z)]mn + NB(z + 1/N)mns1 .

Door alleen de dominante uitdrukkingen te behouden, kunnen we gebruiken a(t,z — 1/N) ~ a(t,z) en B(z + 1/N) ~ B(z) krijgen
dm,
M7 + Ty ~ Na(t, z)[mpn—1 — 7] + NB(x)[Fns1 — 0] -

A1 is waarschijnlijk exponentieel klein. Het kan aan de linkerkant over het hoofd worden gezien. Door het BKW-formulier te injecteren en te delen door
N e N5t2) krijgen we de Hamilton-Jacobi-vergelijking

%+a(t)m(17m)[e?§71]+bx[e*%71}=0, 0<z<l. (10)

Dit heeft de vorm (6) met een periodieke Hamiltoniaan H (¢, z, p) gegeven door (2), en a(t) vervangt a. Vergelijkingen zoals (10) hebben normaal
gesproken asymptotische oplossingen van de vorm S(t,z) = —Et + X(¢,z). 3(t, z) is een periodieke functie van periode 7 ten opzichte van ¢ en E is een
constante. Hier echter alleen oplossingen mee E = 0 interessant zijn: ze komen overeen met de heteroklinische banen van sectie 2.2 hieronder.

Randvoorwaarden. Omdat H(t,0,p) = 0, men heeft % (t,0) = 0. S(t,0) is daarom een constante Sy onafhankelijk van ¢ . Aangezien (10) alleen
partiéle afgeleiden van de eerste orde betreft, zijn de oplossingen ervan gedefinieerd tot binnen een additieve constante (onthoud dat de eigenvector v van
X(T) wordt gedefinieerd tot binnen een multiplicatieve constante). We kunnen dus kiezen Sy = 0, vandaar de Dirichlet-voorwaarde:

5(t,0)=0 Vt. (11)
Bovendien omdat 7, (¢t) = 0 Vn > N en omdat formule (3) in een constante omgeving dat laat zien |S(1)| < +o0 terwijl j—i (1) = +o0, we leggen dat op

as
o (t1) =400 V. (12)

Een andere manier om deze toestand aan de rand te presenteren, is 'statusbeperking'

oS 0S8
— +H(t,z, — ) >0
o vi(a 5 >

als x = 1. Deze voorwaarde leidt met x = 1 tot

O0H oS
——(t,z, —) >
o (1.2, 50) 2 0
(Soner, 1986). Maar omdat

0H _ 3 R
a—p(t,m,p)—a(t)m(l z)e! — bxe ?,

deze uitdrukking is positief of nul in x = 1 als en slechts als p = 400, zoals in (12).
Eigenschappen van de Hamiltoniaan. H (¢, z, p) is convex in p omdat

2
aa—il(t,w,p) =a(t)z(l—z)e’ +bze? >0.
/4

Bovendien H(t,z,p) — +oo als |p| — 400 op voorwaarde dat 0 < z < 1. Maar deze eigenschap is niet langer waar wanneer z = 0 of z = 1. Men heeft
H(t,z,0) = 0. De Lagrangiaan is

L(t,w,v) = max{pv - H(t,a:,p)}
p
We hebbenmet0 < z < 1
L(t7 Z, U) = PV — H(t7 il?,p*)-

P« is de enige oplossing

V= 8_H(t’ z,p,) = a(t)z(1 — x)eP — bxe P-.
op

Het is een polynoomvergelijking van graad 2 inch eP+. Dit geeft



L(t,z,v) = pv — at)a(l - @)(e” — 1) — be(e ™ — 1)

= vlog<v + Vvt dat)e(l - 2jbe ) +a(t)z(l —z)+ bz

2a(t)z(1 — z)
vt V02 + da(t)z(1 — z)bz B 2a(t)z(1 — z)bz
2 v+ /v + 4da(t)z(1 — z)bz .

Voor x = 1 hebben we
e L(t,1,v) = +ooalsv >0
o L(t,1,0)=b
e L(t,1,v) = —vlog(—v/b) + v+ balsv < 0.

Voor x = 0 hebben we

e L(t,0,v) = +ooalsv # 0
« L(t,0,0) = 0.

Merk echter op dat voor x dichtbij 0 L(t, z,v) ~ —vlogz. Dus voorn > 0 klein en voor elke functie £ € C1([6, ¢]; [0, 1]) met £(6) = 0, men heeft

0+ . 0+ £(6+m)
| st ey as= - [T o vogetsyas = - [ osea

wat niet oneindig is.

Oplossingen van de Hamilton-Jacobi-vergelijking. Voor een gegeven beginvoorwaarde Sy(z), functie

t
(t,) = int{ [Ls,&(6),€(5) ds + L0 SH(6(0);
0
0<0<t ¢eC([,8;[0,1)), 6-0 v 0) =0, £(t) = o}
is een viscositeitsoplossing van (10) met gemengde omstandigheden (11) - (12) aan de randen, en met S(0, z) = Sy(z) (Barles, 1994). Het is de
waardefunctie van een uitgangstijdprobleem in = 0 met de "state constraint” in z = 1. Een periodieke oplossing S*(t, z) van (10) - (11) - (12) wordt dus
gegeven door een vast punt van de evolutie-operator hierboven: S*(0, z) = S*(T', z). (Roquejoffre, 2001) en (Mitake, 2009) bestudeerden vergelijkbare
periodicke Hamilton-Jacobi-vergelijkingen met condities aan de randen van het Dirichlet-type. Merk echter op dat er geen uniekheid is. Zie voor

gerelateerde problemen (Barles en Perthame, 1988). Overweeg inderdaad het speciale geval waar a(t) = ay is constant. In dit geval zijn er twee soorten
stationaire viscositeitsoplossingen S*(z).

o Enerzijds zijn er de oplossingen van het formulier
zlog(b/ag) +z+ (1 —z)log(l —z) + v
met een constante v < 0, die alleen verschillen door de constante y. De oplossing mety = 01is de enige die de conditie aan de rand in x = 0 in
klassieke zin controleert.
¢ Aan de andere kant zijn er de oplossingen van het formulier
min{0, zlog(b/ag) + z + (1 — z) log(1 — z) + ~}
met een constante y zodat 0 < v < ¢g. Deze oplossingen zijn identiek nul nabij x = 0 en geven geen C .

Voor de periodieke vergelijking (10) met de gemengde omstandigheden (11) - (12) aan de randen, kunnen we vermoeden dat deze oplossingen van
viscositeit heeft

¢ die periodiek zijn van periode 7' met betrekking tot ¢,
o die niet identiek nul zijn nabij x = 0,

o die alleen verschillen door een constante (dus dezelfde C geven ).

Het is zo'n oplossing die we kiezen als BKW-oplossing. Zoals figuur 3 hieronder suggereert, moet de randvoorwaarde bij x = 0 worden begrepen in de zin
van viscositeit omdat de oplossing mogelijk niet continu is bijx = 0 .

Gedrag van A; als N groot is. Terugkerend naar (9), hebben we

— (0} T N T
log(Nh) _ l]ib + %log(A m1(t) dt) - %log<2A Tn(t) dt) )

n=1
Men heeft

my(t) ~ e NS (UN) o o= NS*(107)

voor N groot. Dus we hebben
1 T )
ﬁlog (/0 m1(t) dt) NoThe ™ OISIItISIITS (¢,07)

vanwege Laplace's formule voor asymptotische evaluatie van integralen. Evenzo omdat 7, (t) =~ e~V 5*(tn/N)

, men heeft

Lo~ " o
Flog (;A n(2) dt) Nt oin 01;1;215 (t,z)

en



log(—A1)
N N—+o0

met C gegeven door (5). We kunnen dat vermoeden C' > 0 als en alleen als % fOT a(t)dt > b.

Gemiddelde uitstervingstijd. Uitgaande van n mensen besmet op tijdstip 7, de gemiddelde uitstervingstijd 7,,(t) is een periodieke oplossing van
periode 7 van het systeem

-1= % +bnr, 1 — (at)n(l —n/N)+bn)m, + a(t)n(l = n/N)7p1, 1<n<N, (13)

met 75(t) = 0. Dit systeem omvat de getransponeerde matrix Q*(¢) van de matrix Q(t). We definiéren

o 7(t) = (Ta(t))1<n<n

o #(t) = (ma(t)1<nen

e 1=(1,1,...,1)

o (-, ) het gebruikelijke scalaire product van echte vectoren.
We hebben dan

. dan R dr o
AT+ i Qt)x, —-1= r +Q* ()7
en
d dr dt

L 7) = (S5 7) + (6 S0) = @)% 7) — Ml 7) — (1,1) - (1, @ (1)),

Uitdrukkingen met Q(t) en Q*(¢) elkaar opheffen. Door de frequentie van te integreren en te gebruiken 7(t) en 7(t), we verkrijgen
A =

Dit suggereert dat de gemiddelde extinctietijd t, beginnend bij bijvoorbeeld een geinfecteerde persoon op tijdstip 0, van dezelfde orde van grootte is als

*1/)\1 :

log(7)
N Nj+>oo c.

Men kan veronderstellen dat deze in wezen informele analyse in rigoureuze vorm kan worden uitgevoerd, net als voor het SIS-model in een constante
omgeving (Nasell, 2011).

2.2 De heterocline baan

Algemene zaak. Bedenk dat de Hamilton-Jacobi-vergelijking (6) op zijn minst lokaal kan worden opgelost door ray tracing, dat wil zeggen door
tegelijkertijd het Hamiltoniaanse systeem (4) en de vergelijking op te lossen

& _ O

& = p( 5 (2(0).p(0)) ~ H(t.2(0).p(t)

met de beginvoorwaarden z(0) = x4, p(0) = ‘g—j (0, ), 2(0) = S(0, zy), zodat z(t) = S(t, z(t)). Laten we in het volgende (Assaf et al., 2008) het
Hamiltoniaanse systeem nader bekijken (4). In het onderhavige geval

0H
8_(t7 "E»p) = a(t)l'(l — -’L')ep — b$€7p7 (14)
D
O0H
B_(t’ z,p) = a(t)(1 —2z)(e? — 1) +b(e™? - 1).
z
Laten we eerst zocken naar een periodieke niet-triviale oplossing van periode 7', met = 0 en

dp O0H _
= ag H0p) =—(a(t) —be)(e" ~1).
Met p = log(1 + q) , verkrijgen we een Bernoulli-differentiaalvergelijking die gemakkelijk kan worden opgelost. Dit geeft de periodieke oplossing van
periode T

er(0) — 1

t -1
—bt+ [, a(s) ds t
p*(t) — 10g (1 + L + / a(s) e*b(t—s)Jrf: a(u) duds:| ) ,
0

met

1— ebe+fDT a(s) ds >

j‘T a(s) e—b(T—s)-f—nga(u) dudg

p*(0) = log(l +
0

De periodieke oplossing (0, p*(¢)) is onstabiel. Inderdaad, met (t) = &(t) en p(¢) = p*(¢) + H(t) en door de vergelijkingen te lineariseren, krijgen we

(d:’t/dt) ~ [a(t)er"® —be P ® 0 <m)
dp/dt)  \ 2a(t)(e’"® —1) —a(t)e"® +be?® J\p )

Floquet-multiplicatoren zijn



T
f= exp/ [a(t)e?"®) — be=P"®)]dt
0

en 1/ f vandaar de instabiliteit. Instabiliteit kan ook worden gezien als een gevolg van de stelling van Liouville over de invariantie van "volume" in

faseruimte (x, p) onder invloed van de Hamiltoniaanse stroming
Laten we ten tweede zoeken naar een niet-triviale, periodieke oplossing van periode 7', metp = 0 en
d 0H

d_f = - (t,2,0) = a(t)x(1 —z) — be.
Dit is de gemiddelde veldvergelijking van het SIS-model. De enige niet-nul periodieke oplossing is
X I e ¢ b(t—u)— [ a(s) d o

() = ( = ¢ loat)yds [ a(u)e Juals) ds gy,

z*(0) 0

(15)

met

*( 1— ebefoT a(s)d

T = .
IT a(u) eb(T—u)—fuTa(s) s du

P(t) en door de vergelijkingen te lineariseren, krijgen we

(t),0) is ook onstabiel. Inderdaad, met z(t) = z*(t) + £(t) en p(t)

a(t)(1—2z*(t)) — b a(t)z*(t)(1 — z*(t)) + bm*(t)) <x>
—a(t)(1—2z*(t)) +b p)’

de/dt\

dp/dt) 0
De Floquet-multiplicatoren zijn wederom omgekeerd ten opzichte van elkaar, vandaar de instabiliteit

Bedenk uit sectie 1 dat er in een constante omgeving een heterocline-baan is in het fasevlak (x, p) dat de stationaire punten verbindt

(z*,0) = (1 —b/a,0) en (0,p*) = (0,log(b/a)) als a > b. (Escudero en Rodriguez, 2008) vonden een vergelijkbare heterocline-baan voor het periodieke

model van vertakking en vernietiging van identieke deeltjes, althans voor een kleine amplitude van de periodieke verstoring. We kunnen dus hopen op het
i 2(t),p(t)) , die periodieke oplossingen met elkaar verbindt (z*(t),0) en (0, p*(t)). Het bestaan kan waarschijnlijk

worden aangetoond met behulp van een variatiebenadering (Rabinowitz, 1994). Deze speciale baan kan digitaal worden verkregen door middel van een

De periodieke oplossing (z*

bestaan van een heterocline-baan (£(t)
(16)

schietmethode. Volgens (Assaf et al., 2008, vergelijking (20))
+o00
¢~ [ o0 5 0000 - e

Deze integraal is numeriek te evalueren
Verstoringsmethode. Als de functie a(t) is een constante ag , dus (£¢(t), Dy(t)) is de heterocline-baan die de stationaire punten verbindt
(1 —10b/ap,0) en (0,p*) = (0,1log(b/ag)). Deze baan is zo ag(1 — x)e? — b = 0, zoals te zien is bij (2). Met behulp van deze vergelijking om p

= 0 ) ) = )
uit te drukken als een functie van x en het resultaat in de eerste vergelijking van (4) in te voegen, verkrijgen we

(z*,0) =
dx
— =bzx — 1-—z).
pm bz — apz(l—z)
De oplossing is
1 -1
elao—b)(t—t0) + %o (1 _ e(aofb)(t—to))

z(t) = m o

Door bijvoorbeeld te kiezen z(tg) = (1 — b/ag)/2, we verkrijgen
. 1—b/ag . 1 + el@0—0d)(t—t)
20(t) = 1 + ela—b)(t—to) et Po(t) = log 1+ e(ao—b)(t—to)ao/l) )

Veronderstel dat nu
a(t) = ao(1 + e ¢(t))

met ap > b, € klein en ¢(t) een periodieke functie met fOT ¢(t) dt = 0. De Hamiltoniaan kan in de vorm worden geschreven

H(t7 :B:p) = HO(w7p) + €H1(t, w,p).

Hy(z,p) is hetzelfde als (2), behalve dat ag vervangt a
Hi(t,2,p) = ao ¢(t) x(1 — z) (e’ — 1).

+o0o
e~0

Met ¢y = b/ap — 1 — log(b/ao),
Hl(t7j:0(t)7p0(t)) dt7

F(to) =cy— €

C~ n%inI‘(to),
0

b/ay. Dus we hebben

(Assaf et al., 2008, vergelijking (24)). In het onderhavige geval (1 — 2,)eP
+o00
L'(to) = co —€ao B(t) 2o(t)[b/ao — 1 + 2o(t)]dt
= +00 eu

. ¢(t0 + U/(a() - b))m du .

=cp+¢e(1—b/ag)



T'(¢y) is dus een periodieke functie van ¢, met fOT ['(ty) dty = 0. Overweeg de Fourier-ontbinding van ¢(t),

+00
¢(t) = Z ¢kekiwt7

k=—oc0

met w = 2m/T, ¢o = 0 omdat het gemiddelde van ¢(¢t) is nul, en ¢_j, = @ (geconjugeerd complex getal). We hebben dan

= . 90 kiwu el
— _ k iwty wb -
T(to) = co +&(1 b/ag)k;w dre [we TRy du
+oo ) krw
=cy+¢e(1—b/ay) Z Ot I T —
k=—o0 sinh( i}”j’b)

(zie bijlage). Vooral als ¢(t) = cos(wt) , men heeft ¢+1 = 1/2 en ¢, = Oals niet. Dus we hebben

7w cos(wtp)

F(to) =cy+¢ ( ) . (17)
ag sinh pr
Net als (Escudero en Rodriguez, 2008) en (Assaf et al., 2008) heeft het verstoorde systeem de vorm
—_— = — —_— _———_— = —,
dt Op ap ' dt oz oz
Z0(t) en py(¢) alleen athankelijk van ¢ — t9. Dus de functie van Melnikov is
tel 9H, 6Hy OH:, 6H,
M(ty) = - = 0N, #0(8), o (t)) di
)= [ |- 20O b0 pu(0)
+oo OH, dzo O0H: dﬁo
= — —_— = —— [, 2o (), Po(t)) dt
I CRNON N
toT6H; digy . OHp dpg 1 dr
= T B0 P TR0 Vg a0 (2), po(t)) dt = —= —— .
/,oo [ o g T op diy | T0®Po®) e dto
Met (17) krijgen we
Mity) = 7w sin(wtp) '
agsinh (227 )
M (o) kruist 0 voor tg = km/w ( k een geheel getal). Daarom bestaat de heterocline-baan tenminste voor ¢ kleine.
Het minimum van I'(¢p) in (17) wordt verkregen voor tg = T'/2 als € > 0 en voor ¢y = 0 als € < 0. In beide gevallen krijgen we
€
C:cO—LH, e~0, (19)
ap sinh( pr )

zoals aangekondigd in de inleiding. Merk op dat (19) lijkt op vergelijking (4.76) van (Kamenev, 2011) verkregen uit een iets andere Hamiltoniaan. Als ®
klein is ( 7'is groot) zodat w < ag, dan (19) laat dat zien

C ~c¢o—le](1 —b/ao), (20)
die onafhankelijk is van w. Deze formule is dezelfde als die verkregen in (1) meta = ao(1 — |e]) :

b b b b
—— —1—-log————=——1—-log— — |g|(1 — b/ag) + o(e), e~0.
D TR B~ lel(1 ~b/aq) + ofc)

Net als in de 'adiabatische benadering' van (Assaf et al., 2008, sectie IV), wordt verwacht dat formule (20) niet alleen geldig is voor € ~ 0, maar ook
zolang w < ag en dat de rechterkant van (20) positief is. Omdat sinh(z) > & Vz > 0 kunnen we zien dat de geschatte waarde van C gegeven door (20)
altijd lager is dan die gegeven door (19).

Hoge frequentielimiet. Veronderstel dat nu w > ay, altijd met ¢(t) = cos(wt). Het systeem (18) is geschreven

dx - BHO v

at  op (z,p) + aoe cos(wt)z(1 — z)e

dp  0Hy )
= oy (®P) —aescos(wh)(1 - 2z)(e” —1).

Met de Kapitsa-methode (Assaf et al., 2008, §1I1.B),
z(t) = X(t) +£(t), p(t) =Y(t) +n(t),

waar X en Y langzame variabelen zijn, terwijl § en 1 kleine maar snelle oscillaties zijn. Snel oscillerende uitdrukkingen geven:

% =~ age cos(wt) X(1 — X)e¥, % & —age cos(wt) (1 — 2X)(e¥ —1).

We nemen aan dat X en Y constant zijn tijdens een korte oscillatie, met T = 27/w. We verkrijgen

£(t) ~ %sm(wt)xu —X)e¥, n(t) ~ _%sm(wt)u —2X)(e¥ —1).



Dit suggereert transformatie

2= X+ 2 gin(wt) X(1 — X)e¥
w

2.2
p=Y — “sin(ut)(1 - 2X)(e" — 1)+ X 5t X,Y).
W

®(t, X,Y) is zo gekozen dat de transformatie bijna canoniek is, dat wil zeggen dat de Poisson-haakjes aan de voorwaarde voldoen

_ 0z Op Ox Op

“axay avax oW/ 21
r} =55 oy ~arax e/ (21)
Omdat
2_2
{z,p} = [1 + Esin(o.nt)(l - 2X)eY] 1- Esin(wt)(l —2X)e¥ + aE” 0%
v w w? 9Y
2 2
- [aﬁsin(wt)X(l —X)eY] 2% gin(ut)(e¥ — 1) + D92 |
w w w2 0X

voorwaarde (21) is geschreven

ale? | ale? 9%
{z,p} =1— 2f}—zsmz(wt)(l —2X)%e¥ + %B_Y

- af; sin®(wt) X (1 — X)e (e” — 1) + o(af/w?) = 1 + o(af/w?).

Dus we hebben
g—;{; = sin?(wt) [(1 — 2X)%e® + 2X(1 — X)e¥ (e¥ —1)].
Krijgen ®(t, X, 0) = 0, we moeten kiezen
B(t, X,Y) = sin’(wt) [(1 — 2X)* (e —1)/2 + X(1 — X)(e" — 1)°].

De genererende functie Fy(t, z,Y") van deze transformatie, met

OB _ 22, OF _ 2/,
o — Xola/wd), S =p+olad/u),

is gegeven door

B(t,z,Y) =2Y — &Esin(wt)m(l —z)(e¥ —1)
w
2 2
age
+
2w?

sin?(wt)z(1 — z)(1 — 2z)(e®¥ —1).

Met H(t,z,y) = h(t, X,Y), is de nieuwe Hamiltoniaan

OF,

Bt X,Y) +

Men heeft T = 27/w. Als we het gemiddelde van deze Hamiltoniaan nemen, wordt de tweede uitdrukking geannuleerd omdat

T
OF,
A Wdt—ﬂ

en alleen de effectieve Hamiltoniaanse overblijfselen

_ 1 (T
HX,Y)=— [ h(t,X,Y)dt
T Jo

Een moeizame berekening met het feit dat - fOT sin?(wt) dt = 1/2 leidt tot

aze?
2w?
+b(1— X)(1 - 2X)e¥ —bX(1 — X)(e¥ —1) — b(1 — 2X)2}] .

HX,Y) ~X(1—¢Y) [a0(1 —X)e¥ — b+ {faoX(l — X)2eX

De verstoorde heterocline-baan wordt verkregen door op te leggen dat de term tussen vierkante haken nul is. Deze baan verbindt (X7, 0) en (0, Y,*) , met

b(ag — b) €2 —b)e?
X*~ (1—b/ag) |1 Yao =Bl v rog(b/ag) + 220 =)
2w? 2w?
De actie langs deze heterocline-baan is
0
C= / YdX.
X:

Een andere vervelende berekening leidt uiteindelijk tot



(a() — b)262

C ~cy—
0 1202

(14 2b/ap), (22)

zoals aangekondigd in de inleiding. Omdat de functie z — (1 — 2)2(1 + 22) is minder dan 1 gedurende het interval 0 < z < 1, de correctieve term voor C
a? e?
15 w?
storing weinig af van de amplitude van deze storing.

is altijd kleiner dan . Het is klein omdat w > a( door hypothese. Zoals te verwachten is, hangt een populatie die onderhevig is aan een hoogfrequente

3. Numerieke berekeningen

Floquet-multiplicatoren. A; kan direct worden geschat door de Floquet-vermenigvuldigers van de hoofdvergelijking te berekenen met behulp van
software zoals Scilab die gewone differentiaalvergelijkingen oplost en de eigenwaarden van matrices numeriek berekent. eM7 is de eigenwaarde met het op
één na grootste reéle deel, het eerste is 1. We kunnen dan plotten — log(—A;) volgens de N . De helling van deze kromme geeft een benaderde waarde van
C.

Heterocline baan. Wat betreft (Assaf et al., 2008), we kunnen de baan verkrijgen die verbindt (z*(t),0) en (0, p*(t)) door een schietmethode. We nemen
de beginvoorwaarde z*(0) gegeven door (15) en een zeer kleine negatieve waarde voor p(0). We variéren deze waarde totdat we een oplossing krijgen
(z(t),p(t)) die de neiging heeft om periodiek te worden, dat wil zeggen met (¢) bijna 0 en p(kT') in de buurt p*(0) voor k groot (maar niet te groot om
numerieke instabiliteit te voorkomen). We kunnen dan de integraal (16) gebruiken om C numeriek te berekenen .

De partiéle differentiaalvergelijking. Het is ook mogelijk om een periodieke oplossing te berekenen S*(t, z) van de Hamilton-Jacobi-vergelijking (6)
met behulp van de numerieke methoden van de theorie van viscositeitsoplossingen. We definiéren

o At de tijdstap
e Az de ruimte discretisatie stap
o S een benadering van S(mAt, jAz), waarbij j en m gehele getallen zijn, zodatm > 0en0 < j < Jmet J = 1/Az.

We kunnen de methode van Godunov gebruiken

gm+l_ gm S§m_gm gm _gm
T T | maAt, A, S L T )
Az Az

At

waar de Hamiltoniaan H (¢, z,p~, p™) is gegeven door

min{H(¢,z,p); p <p<p'}, p <p',

H(t,z,p~,p") = { B _
e max{H(t,z,p); p* <p<p}, p"<p

(Osher en Shu, 1991). Omdat H(t, z, p) is convex ten opzichte van p , de tweede uitdrukking met een maximum is gelijk aan
max{H(t,z,p"), H(t, z,p )}
Wat betreft de eerste uitdrukking met een minimum, noteer met (14) dat H (¢, z, p) heeft een minimum met betrekking tot p if- %—5 =0,dw.z. als
— o — llo _ b
PP =y -2
Dus we hebben
(H(t,z,p%), p <p'<ph
min{H(t,z,p); p- <p<p'}=1{ H(t,z,p"), p'<p <p',
H(t,z,p"), p <p<p".
Voor de omstandigheden aan de randen nemen we
8" =0, (87 —Sr.)/Az=K

met een zeer hoge waarde voor K . De tijdstap At moet klein genoeg zijn in vergelijking met Ax om aan de voorwaarde Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) te
voldoen. Als uitgangspunt namen we

S(0,z) = zlog(b/ao) + z + (1 — z)log(1 — z),

dat wil zeggen de reguliere stationaire oplossing wanneer a(t) wordt vervangen door het tijdgemiddelde. We kunnen ook kiezen voor een constante functie
S5(0,z) = o met o vrij negatief, maar de convergentie naar het periodiek regime is dan langzamer. De constante 6 moet negatief genoeg zijn om het niet-
unieke probleem te vermijden dat al in paragraaf 2 is genoemd. Zodra de oplossing van het niet-stationaire probleem een periodiek regime heeft bereikt,
kunnen we schatten

C= mtinS*(t, 0") — n?;nS*(t, ).

Monte Carlo-methode. De gemiddelde extinctietijd kan ook worden geschat met een Monte-Carlo-methode. We berekenen de stochastische simulaties.
Merk echter op dat het Gillespie-algoritme dat gebruik maakt van exponentieel verdeelde wachttijden niet kan worden gebruikt omdat a(¢) is periodiek. Als
N toeneemt, kan de extinctietijd astronomisch worden. Met deze methode worden geen resultaten gepresenteerd.

Voorbeelden. Wij nemen aan
a(t) = ag(1 + e cos(2nt/T))

met T' = 1 week. Laten we eerst het geval bekijken waar ag = 20 per week en b = 5 per week. De gemiddelde infectieduur is 1/b = 1,4 dagen. We hebben
dus Ry =ap/b=4>1ency="b/ag — 1 —log(b/ag) ~ 0,636. Figuur 1 laat zien — log(—A1) als functie van N voore € {0,2; 0,5; 0,8} en N = 10
20, .. ., 60, berekend met de Floquet-multiplicatoren. De lijnen komen overeen met een lineaire regressie van de laatste 3 punten NV = 40, 50, 60. De
hellingen van deze lijnen, die schattingen zijn van C, zijn 0,524, 0,364 en 0,225 voor € = 0,2, 0,5 en 0,8.
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Figuur 1. Berekening van de Floquet-vermenigvuldigers van de hoofdvergelijking: — log(—A1) als functie van N voore € {0,2; 0,5; 0,8} en
N =10, 20, ...,60. Het nummer C is de helling van deze lijnen. Parameterwaarden: T' = 1, a9 = 20, b = 5.

ap en w = 27/T zijn in dit voorbeeld van dezelfde orde van grootte. Het is een tussengeval voor frequentie. We verwachten daarom dat (19) een goede
benadering geeft voor C wanneer ¢ klein is. Figuur 2 toont de volgende curven als functie van ¢ voor0 < e < 1:

¢ een ononderbroken lijn voor C met behulp van de heterocline-baan

lange stippellijnen voor C met de partiéle differentiaalvergelijking met Az = 0,002 en At = 0,0002 (bijna niet te onderscheiden)
drie stippen die de waarden van C vertegenwoordigen verkregen in figuur 1

korte stippellijnen voor de geschatte formule (19)

e lange en korte stippellijnen, voor de benadering (20) met een lage frequentie.

We kunnen zien dat de geschatte formule (19) dicht bij C ligt, zelfs als ¢ slechts matig klein is.
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Figuur 2. Tussenfrequentie: het getal C berekend met behulp van de heterocline-baan [ononderbroken lijn] of de parti¢le
differentiaalvergelijking [lange stippellijnen] (de twee lijnen zijn bijna niet te onderscheiden), de Floquet-vermenigvuldigers zoals in de figuur
1 [punten], de geschatte formule (19) [korte stippellijnen] en de laagfrequente formule (20) [lange en korte stippellijnen], athankelijk van €.
Dezelfde parameterwaarden als in figuur 1.

Figuur 3 toont een periodieke oplossing S*(¢, ) van de Hamilton-Jacobi-vergelijking, uitgezet als een functie van x voor verschillende waarden van ¢,
wanneer € = 0,5. Let op de discontinuiteit van de oplossing in z = 0. Zoom dicht in de buurt z = 0 zou dat laten zien S*(¢,07) is eigenlijk periodiek in de
tijd, dus de randvoorwaarde S*(¢,0) = 0 kan alleen in zwakke zin worden bevredigd.
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Figuur 3. Een periodieke oplossing S*(¢, ) van de Hamilton-Jacobi-vergelijking, uitgezet als functie van x voor ¢ = 0 (ononderbroken lijn),
t = T'/4 (lange stippellijnen), t = T'/2 (korte stippellijnen) en ¢t = 3T"/4 (lange en korte stippellijnen). Dezelfde parameterwaarden als in
figuur 1 en ¢ = 0,5.

Figuur 4 beschouwt een hoogfrequent voorbeeld: ag = 2 per week en b = 1 per week. We hebben dus Ry = 2 en ¢p ~ 0,1931. In dat geval w ~ 6,28 per
week is iets groter dan ag. Voor 0 < € < 1 wordt het getal C berekend met behulp van de heterocline-baan en de hoogfrequente formule (22). De
overeenkomst is goed over het hele scala van waarden. Ten slotte toont figuur 5 de verbinding van de baan (z*(t), 0) en (0, p*(¢)) voor dezelfde
parameterwaarden met € = 0,1.
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Figuur 4. Hoogfrequent regime: C berekend met behulp van de heterocline-baan [ononderbroken lijn] en de hoogfrequente formule (22)
[stippellijn] als functie van €. Parameterwaarden: T = 1, a9 = 2,b = 1.
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Figuur 5. De componenten ¢ — Z(¢) en ¢t — p(t) van de heterocline baan die de twee periodieke oplossingen verbindt (0, p*(¢)) en (z*(¢), 0).
Dezelfde parameterwaarden als in Figuur 4 en € = 0,1.

4. Aantekeningen

e Nauwkeuriger schattingen kunnen worden verkregen met de verfijnde BKW-oplossing



T (t) = e~ N Soltn/N)=51(tin/N),
Door in te voegen

—N Sy(tin/N)— 52 (t:0/N)— 2 G (tn/ N) =S 0/ N)—F T (tn/ )

() e o

en een vergelijkbare uitdrukking voor 7,1 (t) in (8), en door de termen met een hogere graad te scheiden, verkrijgen we de Hamilton-Jacobi-
vergelijking (10) voor So(t, z) en de transportvergelijking

051 25 _957 081
5 T [a(t)x(lf:v)e % — bze Bz]g
9% l’(l —m) 8250 ,%@ x 6250
=a(t)e? {172w+T o2 ] +be {71+5W}

voor Sy (¢, z). Als de functie a(t) is dan periodiek Sy(t, z) en S} (¢, z) moet numeriek worden berekend. Als de functie a(t) = a is constant, dan is de
pre-exponentiéle factor voor A\;wordt verkregen door de methode van verbonden asymptotische uitbreidingen, als volgt (Assaf en Meerson, 2010).
Eerst Sy (x) wordt gegeven door (3) en de vergelijking voor Si(z) leidt tot

S1(z) = log(zv'1 — z) 4 const.

Dus we hebben

e NVS(n/N)
Ty K — =
*Wil-%
voor een constante k. Als n klein is,
L L ST (23)
n n b

Voor het systeem (8) kunnen we ook de benadering gebruiken

a(n—1)m—1 —na+b)m, +b(n+ )mpp1 =0, n>1.

We hebben dan
_ml-(ab)" m (a/b)
™= 1—a/b n a/b—1"
Dit valt alleen samen met (23) als m; ~ KNe V50 )( — 1). Eindelijk (9) geeft
A~ fbm/(ch) (b—a)m*\/l—m*\/NS(’)’(a:*) :7(a7b)2 N
1 fl e NSe) NS0 -S0(=)] /27 aecN o
zv/1-z

(Assaf en Meerson, 2010, vergelijking (71)). Als bijvoorbeelda = 20, b = 5 en N = 50, dan is deze schatting slechts 2% boven de waarde van \;
verkregen met software die de eigenwaarden van grote matrices berekent zoals in figuur 1. De methode van verbonden asymptotische uitbreidingen
kan waarschijnlijk worden uitgebreid tot het periodieke geval, maar het is onwaarschijnlijk dat dit zal leiden tot een expliciete formule.

Laat de genererende functie zijn

N
¢(t7 Z) = Z Pn(t) 2"
n=0

met 0 < z < 1. Men heeft ¢(¢,1) = 1 V¢t. Een simpele berekening vanaf (7) laat dat zien

99
ot

=(1- )(b+ Sir)z (t)>—+% 2(1—z)%, 0<z<l

In het quasi-stationaire regime wordt dat verwacht
B(t, z) =1+ eMtap(t, 2)
met (¢, z) periodiek in ¢, ¥(¢,1) = 0 en

) a(t)

5 2
)\11/1+§—(17 )(b+ (;\? (t)) N 2(17z)0—¢

822

)1 is daarom ook de grootste niet-nul eigenwaarde van dit parabolische probleem. Dit zou een manier kunnen zijn om de asymptotische resultaten
voor N nauwkeuriger te demonstreren groot .

Met P,(t) = P(t,z) en & = n/N en door een Taylor-uitbreiding uit te voeren tot orde 2 van de hoofdvergelijking (7), verkrijgen we de Fokker-
Planck-vergelijking of diffusievergelijking

oP 1

5 = 7% [(a(t)m(l —z)— bw)’P] + Waa—zz [(a(t)z(l —z)+ bm)'P] :

Evenzo voor de gemiddelde uitstervingstijd 7, () = 7(¢,z) met z = n/N, (13) leidt tot het bijbehorende probleem

T 27—
T T

We weten echter al in het geval van tijdonathankelijke coéfficiénten dat deze vergelijkingen normaal gesproken niet de juiste waarde van C opleveren
(Doering et al., 2005). De waarde is meestal alleen correct als Ry is dicht bij 1. Hetzelfde probleem doet zich voor in andere epidemische modellen.



Bijvoorbeeld (Diekmann et al., 2012, p. 112-113) gebruikt een diffusieaanpassing om C in een SIR-model te schatten, ondanks het feit dat Ry ~ 10 in
hun toepassing. Voor een BKW-analyse van het stochastische SIR-model, zie (Kamenev en Meerson, 2008).
e Het nummer 1/C kan de kritische omvang van de gemeenschap worden genoemd (Diekmann et al., 2012).

Aanvullende berekening

Laten we dat laten zien

+oo X U )\
/ e © du = — T .
NS (14 ex)2 sinh(mA)
Eerst, e*/(1 + €*)? = 1/(4 cosh®(u/2)) is een gelijkmatige functie. Dit gecombineerd met integratie door onderdelen laat dat zien

+oo el +o00
/ P — Y 2/ cos(Au) ——
o (L+er)? 0 1+ 6“)
_9 |: - cos()\u)} 3 2/ Asin(Au) du
0 0

14 e 14 ev
® e *sin(Au)
—1oon [ M 4,
0 l1+e®
Door te ontwikkelen in series van kracht 1/(1 + e™*), we verkrijgen
+oo 00 Du
———du=1-2\ / ~( D sin (Aw) du
[ 2 )

z°° (="t
=142 —_.
; A2+ (n+1)2

De som van deze reeks kan worden berekend met de formule van Euler

1 oo
=7 Z 1)" 2.2
sinz 2z & 2 _ 2

wat geldt voor elk complex getal z met z # nm ( n geheel getal). We nemen z = irA. Omdat sin(ir)) = isinh(7)) , we verkrijgen

2 (="
=1+42)2
‘sinh(mA) + Z A2 +n?

en het resultaat volgt.
Bedankt

Dit artikel werd gestimuleerd door een discussie met Hans Metz over de effectieve populatiegrootte in een periodieke omgeving tijdens een conferentie
over stochastische modellen in ecologie, evolutie en genetica in Angers in december 2013.
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