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ملخص

في النموذج العشوائي SIS لوباء بمعدل اتصال a ، ومعدل علاج b <a وحجم سكان N ، فإن متوسط   وقت الانقراض such ھو  یتلاقى
عندما تتقارب N إلى ما لا نھایة. تتناول ھذه المقالة الحالة الأكثر واقعیة حیث یكون معدل الاتصال وظیفة دوریة ل 

تتقارب إلى حد جدید C ، والذي یرتبط بمعادلة ھامیلتون-جاكوبي الدوریة. عندما یكون معدل التلامس دالة  . b یكون متوسطھا أكبر من
Assaf et al.،] تحلیلیاً كما في C جیب التمام ذات سعة صغیرة أو بتردد كبیر أو بتردد صغیر جدًا ، یمكن للمرء الحصول على صیغ تقریبیة لـ

Phys Rev E 78 ، 041123 ،2008]. یتم توضیح ھذه النتائج من خلال المحاكاة العددیة.

1 المقدمة

    تمت دراسة النموذج العشوائي SIS للوباء بالتفصیل عندما یفترض أن تكون البیئة ثابتة ، كما ھو الحال في كتاب Nåsell (2011). مع معدل
الاتصال a ، ومعدل العلاج b <a وحجم السكان N ، فإن متوسط   الوقت للانقراض τ (على سبیل المثال من شخص مصاب) ھو

Andersson and Djehiche، 1998)، (Doering et al.،) من بین المراجع الأخرى ، انظر أیضًا .(Nåsell، 2011، Theorem 12.1)
أن یكون and (Assaf and Meerson، 2010 (2005). یستخدم الأخیر طریقة Brillouin و Kramers و Wentzel [BKW]. الإحتمال 

. عندما تتقارب N إلى ما لا نھایة ، . نحدد بحیث  n≥ 1 المصابین في وقت ر أولا تقترب من توزیع شبھ ثابتة 
 تقترب من وظیفة مستمرة  مع معادلة ھامیلتون-جاكوبي الثابتة

مع

(عساف ومیرسون ، 2010 ، (12) و IV.D.3). بتعبیر أدق ، فرع خط المستوى H = 0 مع یؤدي إلى الصیغة

. أخیرا مع  لان  ھذه الوظیفة لدیھا الحد الأدنى عندما 

. وبالمثل ، فإن النظام ھامیلتوني ھو الارتفاع بین الجزء السفلي والحافة عند x = 0 للبئر المحتمل 
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=
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Ovaskainen and Meerson،) لعملیات الولادة والوفاة الأخرى في الفیزیاء أو بیولوجیا السكان BKW على طول ھذا المدار. تم استخدام طریقة
.(Kamenev، 2011 2010؛

    في دراستھم للتفاعل الكیمیائي مع التفرع والإبادة ، (Escudero and Rodríguez، 2008) أظھر كیف أن البیئة الدوریة في الوقت المناسب أثرت
على مدار heterocline الذي یلعب دورًا مركزیاً في متوسط   وقت الانقراض. (عساف وآخرون ، 2008) درسوا نفس النموذج بمزید من التفصیل ،

ولا سیما حساب التصحیح لمتوسط   وقت الانقراض بسبب الاضطراب الدوري للسعة الصغیرة أو التردد المنخفض أو التردد العالي. حصل ھؤلاء
المؤلفون على صیغ عامة یمكن تطبیقھا على عملیات الولادة والوفاة الأخرى مع الانبثاث. بالإضافة إلى ذلك ، (Billings et al. ، 2013 ، الشكل 7)

.SIS یظُھر محاكاة مونت كارلو لنموذج عشوائي استراتیجي

    الھدف ھنا ھو تطبیق طریقة BKW المستخدمة من قبل (Assaf et al.، 2008) على نموذج وباء SIS بمعدل اتصال دوري من الفترة T ، والذي
یزید متوسطھ عن b . یمكن أن یمثل ھذا النموذج على سبیل المثال انتشار عدوى بكتیریة لا تمنح المناعة. یمكن أن یتم الانتشار في مدرسة ذات دوریة

أسبوعیة (مرتبطة بعطلات نھایة الأسبوع) ، أو دوریة سنویة (مرتبطة بالعطلات والموسمیة). ھذه بالطبع لیست سوى خطوة أولى نحو نماذج أكثر
واقعیة.

    في القسم 2 ، تشیر الحسابات غیر الرسمیة إلى أن متوسط   وقت الانقراض  (یبدأ على سبیل المثال من شخص مصاب في الوقت 0) مثل ھذا

ھو حل اللزوجة ، دوریة الفترة T ، لمعادلة ھامیلتون-جاكوبي ھنا، 

مع حالة الحافة المختلطة Dirichlet- "حالة مقیدة"

یجب ألا یكون صفرًا تقریباً بالقرب من س = 0 . یجب فھم الشرط عند الحواف بمعنى اللزوجة (Barles، 1994) لأنھ  قد لا
. مع تساوي 0. ھامیلتونیان  مطابق لـ (2) فیما عدا المعامل الثابت  لقد بدل بواسطة 

. باتباع طرق (عساف وآخرون ، 2008) ، یوضح القسم 2 ذلك نحدد 

إذا  قریب من 0 ،

إذا  و

، لأن الاختلافات الموسمیة .  ربما یكون دائما أقل من  . یمكننا تخمین ذلك طالما  في حد التردد العالي 
تمیل إلى انقراض الأمراض المعدیة. یشیر ھذا بشكل أكثر دقة إلى أن البیئة الدوریة تؤدي إلى نموذج SIS إلى انخفاض أسي في متوسط   وقت

الانقراض مماثل لتلك التي تم الحصول علیھا لنموذج التفرع والإبادة (Assaf et al.، 2008). یوضح القسم 3 ھذه النتائج بمحاكاة عددیة. القسم 4
یضیف بعض الملاحظات.

2. الحسابات التحلیلیة

2.1 معادلة ھامیلتون-جاكوبي التفاضلیة الجزئیة

    معادلة الماجستیر ونظریة فلوكیھ. N ھو إجمالي عدد السكان ، على افتراض أنھ ثابت. نحدد

عدد الأصحاء
عدد المصابین

τ

log τ

N
⟶

N→+∞
C = min

0≤t≤T
S∗(t, 0+) − min

0≤t≤T
min

0≤x≤1
S∗(t,x) . (5)
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∂S

∂t
+ H(t,x,

∂S

∂x
) = 0, 0 < x < 1, (6)

S(t, 0) = 0,
∂S
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(t, 1) = +∞.

S(t,x)S∗(t, 0+)
H(t,x, p)aa(t)

a(t) = a0(1 + ε cos(ωt)), ω = 2π/T , a0 > b, |ε| ≤ 1,

c0 = b/a0 − 1 − log(b/a0)

C ≃ c0 −
πω |ε|

a0 sinh( πω
a0−b

)

ε

C ≃ c0 − |ε|(1 − b/a0)

ω ≪ a0

C ≃ c0 −
(a0 − b)2ε2

12 ω2
(1 + 2b/a0)

ω ≫ a0C > 01
T ∫

T

0 a(t) dt > bCc0

S(t)
I(t)



، . اذا كان لدینا في الوقت ر ، مع

شخص یشفى مع الاحتمال 
شخص مصاب مع الاحتمال 

ھي دالة مستمرة ودوریة للفترة T ، موجبة مع ھو معدل الاتصال. ب ھو معدل الشفاء. نحن نفترض ذلك   . t + dt و t بین

بعبارات أخرى

) ھو شرط ضروري وكافٍ لحل انظر (باكیر وآیت دادس ، 2012). (Hethcote، 1973) لاحظ أن r> 0 (أي لتفسیر بیولوجي لل 
معادلة المجال الوسط ھذه لیتقارب إلى وظیفة دوریة وإیجابیة:

وإلا یتقارب الحل إلى صفر.

. نملك      ھو احتمال ذلك 

. طبعا، ھنا،  و 

كما تم كتابة النظام (7)

N + 1 ھي مصفوفة مربعة بحجم  ھو المتجھ  و 

ھذه المصفوفة لھا بنیة كتلة

ھو مصفوفة مربعة من حجم N .  و  ھي المصفوفات مع

N = S(t) + I(t)I(t) = n

bndt + o(dt)
a(t)n(1 − n/N)dt + o(dt)

a(t)a(t)

r =
1
T
∫

T

0
a(t) dt − b > 0,

R0 =
1
T

∫ T

0 a(t) dt

b
> 1 .

R0R0 > 1

di

dt
= a(t)i(1 − i) − b i.

Pn(t)I(t) = n

dPn

dt
= a(t)(n − 1)(1 − (n − 1)/N)Pn−1 − [a(t)n(1 − n/N) + b n]Pn + b(n + 1)Pn+1, 0 ≤ n ≤ N . (7)

P−1 = 0PN+1 = 0

N

∑
n=0

Pn(t) = 1.

dP

dt
= M(t)P .

P(t)(Pn(t))0≤n≤NM(t)

M(t) = .

⎛⎜⎝0 b 0 0 ⋯ 0

0 −b − a(t)(1 − 1
N ) 2b 0 ⋯ 0

0 a(t)(1 − 1
N ) −2b − 2a(t)(1 − 2

N ) 3b ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 0 ⋯ −bN

⎞⎟⎠M(t) = ( ).
0 ∗
0 Q(t)

Q(t)X(t)Y (t)

dX

dt
= M(t)X, X(0) = IN+1

dY

dt
= Q(t)Y , Y (0) = IN .



، أي القیم الذاتیة لمصفوفة monodromy  ھم  ومضاعفات فلوكویت  ھو مصفوفة ھویة حجم N . مضاعفات فلوك
. المصفوفة تعاونیة: المعاملات خارج القطر موجبة أو صفر. ھذه المصفوفة غیر قابلة للاختزال أیضًا لأن العناصر الموجودة أعلى وأسفل
. وفقا لنظریة Perron و Frobenius ، eigenvalue من  مع القطر كلھا إیجابیة تمامًا. لذلك ، كل عناصر ھي إیجابیة للغایة 

الجزء الحقیقي الأكبر ھو عدد حقیقي موجب تمامًا ومساحة eigenspace المرتبطة بھا ھي البعد 1. بالإضافة إلى ذلك ،

. المتجھ ھي حالة مستقرة.   Aronsson and Kellogg، 1978) and)  نملك
. الھدف ھنا ھو تقدیر القرب بین N كبیر  و 0. تتلاقى مع ھذا المتجھ إذا 

. لقد فعلنا ذلك . یمكننا اختیار v بحیث      فلیكن v eigenvector من  المرتبطة بالقیمة الذاتیة 

كما ھو الحال في نظریة فلوكیھ ، نحدد

لدینا بعد ذلك

علاوة على ذلك

، نملك ھي وظیفة الدوریة لفترة T . مع  وبالتالي 

من خلال تلخیص ھذه المعادلات ، نحصل علیھا

اذا لدینا

. اذا لدینا ھي وظیفة الدوریة لفترة T . وبالتالي  و  لكن 

ولكن (8) مع  یظھر ذلك أیضا

لان  دوریة ، نحصل علیھا عن طریق الدمج

BKW كبیرة ، فلنبحث عن حل N ومعادلة ھامیلتون-جاكوبي. عندما تكون BKW حل    

INM(t)X(T ){μ0 = 1}
Q(t)Q(t)

Y (t)t > 0μ1Y (T )

(1 1 … 1)Q(t) = (−b 0 0  … 0).

0 < μ1 < 1λ1 = (logμ1)/T < 0(1, 0, 0, … , 0)P(t)
t → +∞λ1

X(T )μ1 = eλ1Tvn > 0,  1 ≤ n ≤ N

X(T )v = eλ1Tv.

π(t) = e−λ1tX(t)v.

dπ

dt
(t) = −λ1π(t) + M(t)π(t).

π(T ) = e−λ1TX(T )v = v = π(0).

π(t)π(t) = (πn(t))0≤n≤N

λ1πn +
dπn

dt
= a(t)(n − 1)(1 − (n − 1)/N)πn−1 − [a(t)n(1 − n/N) + b n]πn + b(n + 1)πn+1 . (8)

λ1

N

∑
n=0

πn(t) +
d

dt

N

∑
n=0

πn(t) = 0.

N

∑
n=0

πn(t) = e−λ1t
N

∑
n=0

πn(0).

∑N
n=0 πn(t)∑N

n=0 πn(0) = 0∑N
n=0 πn(t) = 0 ∀t

π0(t) = −
N

∑
n=1

πn(t).

n = 0

λ1π0(t) +
dπ0

dt
= b π1(t).

π0(t)

λ1 = b
∫
T

0 π1(t) dt

∫
T

0 π0(t) dt
= −b

∫
T

0 π1(t) dt

∑N
n=1 ∫

T

0 πn(t) dt
. (9)

πn(t) ≃ e−NS(t,x), 1 ≤ n ≤ N ,



ھي دالة مستمرة لـ t و x if (\، 0 <x <1 \) ، وھي فترة زمنیة T بالنسبة لـ t . لدینا بعد ذلك  . مع 

. لذلك (8) مكتوب نحدد  و 

من خلال الاحتفاظ بالتعبیرات السائدة فقط ، یمكننا استخدامھا  و  للحصول على

نحصل على معادلة ھامیلتون- على الأرجح صغیر للغایة. یمكن تجاھلھا على الجانب الأیسر. عن طریق حقن شكل BKW وقسمة
جاكوبي

. المعادلات مثل (10) لھا عادة حلول مقاربة للنموذج ھذا ھو شكل (6) مع ھامیلتوني دوریة  (2) و  یستبدل 
ھي دالة دوریة للفترة T فیما یتعلق t و E ثابت. ھنا ولكن الحلول فقط مع ذات أھمیة: فھي  .

تتوافق مع مدارات غیر متجانسة في القسم 2.2 أدناه.

بغض النظر عن ر . كما (10) ینطوي فقط .  وبالتالي ھو ثابت  ، نملك      شروط الحافة. لان
یعرف ضمن ثابت المشتقات الجزئیة من الدرجة الأولى، یتم تعریف حلولھا إلى داخل ثابتة مضافة (تذكر أن بالمتجھ الذاتي الخامس من

:Dirichlet وبالتالي حالة ، الضرب). حتى نتمكن من الاختیار 

، نحن بالإضافة إلى ذلك ، لأن  ولأن الصیغة (3) في بیئة ثابتة تظھر ذلك  في حین 
نفرض ذلك

طریقة أخرى لتقدیم ھذا الشرط على الحافة ھي "قیود الدولة"

إذا كان س = 1. تؤدي ھذه الحالة مع x = 1 إلى

(سونر ، 1986). ولكن

كما في (12). ھذا التعبیر موجب أو صفر في س = 1 إذا وفقط إذا 

ھو محدب في ص لأن     خصائص ھامیلتونیان. 

. نملك . لكن ھذه الخاصیة لم تعد صحیحة متى أو  علاوة على ذلك،  إذا  بشرط 
. لاغرانج

x = n/NS(t,x)

dπn

dt
≃ −N

∂S

∂t
(t,x) e−NS(t,x) ,

πn+1(t) ≃ e−NS(t,x+ 1
N ) ≃ e−NS(t,x)− ∂S

∂x (t,x), πn−1(t) ≃ e−NS(t,x)+ ∂S
∂x (t,x).

α(t,x) = a(t)x(1 − x)β(x) = b x

λ1πn +
dπn

dt
= Nα(t,x − 1/N)πn−1 − N [α(t,x) + β(x)]πn + Nβ(x + 1/N)πn+1 .

α(t,x − 1/N) ≃ α(t,x)β(x + 1/N) ≃ β(x)

λ1πn +
dπn

dt
≃ Nα(t,x)[πn−1 − πn] + Nβ(x)[πn+1 − πn] .

λ1N e−NS(t,x)

∂S

∂t
+ a(t)x(1 − x)[e

∂S
∂x − 1] + b x[e− ∂S

∂x − 1] = 0 , 0 < x < 1. (10)

H(t,x, p)a(t)a

S(t,x) = −Et + Σ(t,x)Σ(t,x)E = 0

H(t, 0, p) = 0∂S
∂t (t, 0) = 0S(t, 0)S0

X(T )
S0 = 0

S(t, 0) = 0 ∀t. (11)

πn(t) = 0 ∀n > N|S(1)| < +∞dS
dx (1) = +∞

∂S

∂x
(t, 1) = +∞ ∀t. (12)

∂S

∂t
+ H(t,x,

∂S

∂x
) ≥ 0

∂H

∂p
(t,x,

∂S

∂x
) ≥ 0

∂H

∂p
(t,x, p) = a(t)x(1 − x)ep − bxe−p,

p = +∞

H(t,x, p)

∂2H

∂p2
(t,x, p) = a(t)x(1 − x) ep + b x e−p ≥ 0.

H(t,x, p) → +∞|p| → +∞0 < x < 1x = 0x = 1
H(t,x, 0) = 0



لدینا مع 

 ھو الحل الوحید

. ھذا یعطي وھي معادلة كثیرة الحدود لدرجة 2 بوصة 

بالنسبة لـ x = 1 ، لدینا

 إذا 

.  إذا 

بالنسبة إلى x = 0 ، لدینا

 إذا 
.

، . وذلك ل صغیر ولأي وظیفة  مع  بالنسبة إلى x بالقرب من 0 ، لاحظ ذلك 
نملك

وھو لیس لانھائي.

، الوظیفة     حلول معادلة ھاملتون - جاكوبي. لحالة أولیة معینة 

(بارلز ، 1994). إنھا دالة القیمة لمشكلة وقت الخروج ھو حل لزوجة من (10) بظروف مختلطة (11) - (12) عند الحواف ومع 
. حل دوري  من (10) - (11) - (12) تعطى من خلال نقطة ثابتة من عامل التطور أعلاه: في  مع "قیود الدولة" في 

. (Roquejoffre، 2001) و (Mitake، 2009) قاما بدراسة معادلات ھاملتون-جاكوبي الدوریة المماثلة مع الظروف عند
حواف نوع دیریتشلیت. لاحظ أنھ لا یوجد تفرد. للمشاكل ذات الصلة ، انظر (Barles and Perthame، 1988). في الواقع ، النظر في الحالة الخاصة

. ثابت. في ھذه الحالة ، ھناك نوعان من حلول اللزوجة الثابتة  حیث

من ناحیة ھناك حلول النموذج

ھو الوحید الذي یتحقق من الحالة عند الحافة بـ x = 0 بالمعنى ، والتي تختلف فقط من خلال ثابت γ. الحل مع مع ثابت 
الكلاسیكي.

من ناحیة أخرى ھناك حلول للنموذج

L(t,x, v) = max
p

{pv − H(t,x, p)}.

0 < x < 1

L(t,x, v) = p∗v − H(t,x, p∗).

p∗

v =
∂H

∂p
(t,x, p∗) = a(t)x(1 − x)ep∗ − bxe−p∗ .

ep∗

L(t,x, v) = p∗v − a(t)x(1 − x)(ep∗ − 1) − bx(e−p∗ − 1)

= v log(
v + √v2 + 4a(t)x(1 − x)bx

2a(t)x(1 − x)
) + a(t)x(1 − x) + bx

−
v + √v2 + 4a(t)x(1 − x)bx

2
−

2a(t)x(1 − x)bx

v + √v2 + 4a(t)x(1 − x)bx
.

L(t, 1, v) = +∞v > 0
L(t, 1, 0) = b

L(t, 1, v) = −v log(−v/b) + v + bv < 0

L(t, 0, v) = +∞v ≠ 0
L(t, 0, 0) = 0

L(t,x, v) ∼ −v logxη > 0ξ ∈ C1([θ, t]; [0, 1])ξ(θ) = 0

∫
θ+η

θ

L(s, ξ(s), ξ̇ (s)) ds ≃ − ∫
θ+η

θ

dξ

ds
(s) log ξ(s) ds = − ∫

ξ(θ+η)

0
log ξ dξ,

S0(x)

S(t,x) = inf{∫
t

θ

L(s, ξ(s), ξ̇ (s)) ds + 1θ=0 S0(ξ(θ)) ;

0 ≤ θ ≤ t,  ξ ∈ C1([θ, t]; [0, 1]),  θ = 0  ∨  ξ(θ) = 0,  ξ(t) = x}

S(0,x) = S0(x)
x = 0x = 1S∗(t,x)

S∗(0,x) = S∗(T ,x)

a(t) = a0S∗(x)

x log(b/a0) + x + (1 − x) log(1 − x) + γ

γ ≤ 0γ = 0

min{0,x log(b/a0) + x + (1 − x) log(1 − x) + γ}



. C ھذه الحلول ھي مماثل الصفر القریب س = 0 ولا تعطي . مع ثابت γ مثل ذلك 

بالنسبة للمعادلة الدوریة (10) بشروط مختلطة (11) - (12) عند الحواف ، یمكننا أن نفترض أن لھا حلول اللزوجة

، t فیما یتعلق بـ T وھي دوریة من الفترة
التي لیست متطابقة تمامًا بالقرب من س = 0 ،

.( C وبالتالي إعطاء نفس) والتي تختلف فقط بواسطة ثابت

إنھ مثل ھذا الحل الذي نختاره كحل BKW. كما یوحي الشكل 3 أدناه ، یجب فھم حالة الحدود عند س = 0 بمعنى اللزوجة لأن المحلول قد لا یكون
مستمراً عند س = 0 .

إذا كانت N كبیرة. بالعودة إلى (9) لدینا     سلوك 

نملك

ل N كبیر. اذا لدینا

، نملك بسبب صیغة لابلاس للتقییم التقاربي للتكاملات. وبالمثل ، لأنھ 

و

. مع C المعطى بواسطة (5). یمكننا تخمین ذلك  إذا وفقط إذا 

    متوسط   وقت الانقراض. ابتداء من عدد الأشخاص المصابین في الوقت  t ، متوسط   وقت الانقراض  ھو حل دوري للفترة T من النظام

. نحدد . یتضمن ھذا النظام المصفوفة المنقولة المصفوفة  مع 

 الناتج العادي للموجھات الحقیقیة.

لدینا بعد ذلك

و

، نحصل یلغي كل منھما الآخر. من خلال دمج واستخدام تردد  و  تعابیر مع  و 

0 < γ ≤ c0

λ1

log(−λ1)

N
=

log b

N
+

1

N
log(∫

T

0

π1(t) dt) −
1

N
log(

N

∑
n=1

∫
T

0

πn(t) dt) .

π1(t) ≃ e−NS∗(t,1/N) ≃ e−NS∗(t,0+)

1

N
log(∫

T

0

π1(t) dt) ⟶
N→+∞

− min
0≤t≤T

S∗(t, 0+)

πn(t) ≃ e−NS∗(t,n/N)

1

N
log(

N

∑
n=1

∫
T

0
πn(t) dt) ⟶

N→+∞
− min

0≤t≤T
min

0≤x≤1
S∗(t,x)

log(−λ1)

N
⟶

N→+∞
−C

C > 01
T ∫

T

0 a(t) dt > b

τn(t)

−1 =
dτn

dt
+ b nτn−1 − (a(t)n(1 − n/N) + b n)τn + a(t)n(1 − n/N)τn+1, 1 ≤ n ≤ N , (13)

τ0(t) = 0Q∗(t)Q(t)

τ̂ (t) = (τn(t))1≤n≤N

π̂(t) = (πn(t))1≤n≤N

1 = (1, 1, … , 1)
⟨⋅, ⋅⟩

λ1π̂ +
dπ̂

dt
= Q(t)π̂, − 1 =

dτ̂

dt
+ Q∗(t)τ̂ .

d

dt
⟨π̂, τ̂ ⟩ = ⟨

dπ̂

dt
, τ̂ ⟩+ ⟨π̂,

dτ̂

dt
⟩ = ⟨Q(t)π̂, τ̂ ⟩− λ1⟨π̂, τ̂ ⟩− ⟨π̂, 1⟩− ⟨π̂,Q∗(t)τ̂ ⟩.

Q(t)Q∗(t)π̂(t)τ̂ (t)



ھذا یشیر إلى أن متوسط   وقت الانقراض τ ، على سبیل المثال من شخص مصاب في الوقت 0 ، ھو من نفس الحجم من حیث الحجم 

یمكن للمرء أن یخمن أن ھذا التحلیل غیر الرسمي بشكل أساسي یمكن وضعھ في شكل صارم ، كما ھو الحال بالنسبة لنموذج SIS في بیئة ثابتة
.(Nåsell ، 2011)

heterocline 2.2 مدار

    حالة عامة. تذكر أن معادلة ھامیلتون-جاكوبي (6) یمكن حلھا محلیاً على الأقل عن طریق تتبع الشعاع ، أي عن طریق حل نظام ھامیلتونیان (4) في
نفس الوقت والمعادلة

. في متابعة (عساف وآخرون ، ، بحیث   ،  ، مع الشروط الأولیة 
2008) ، دعونا نلقي نظرة عن كثب على نظام ھامیلتونیان (4). في الحالة الحالیة ،

    دعونا أولاً نبحث عن حل دوري غیر تافھ للفترة T مع  و

T نحصل على معادلة برنولي التفاضلیة التي یمكن حلھا بسھولة. ھذا یعطي الحل الدوري للفترة مع 

مع

غیر مستقر. في الواقع ، مع و  وبخطیة المعادلات نحصل الحل الدوري 

مضاعفات Floquet ھي

وبالتالي عدم الاستقرار. یمكن أن ینُظر إلى عدم الاستقرار أیضًا على أنھ نتیجة لنظریة لیوفیل فیما یتعلق بثبات "الحجم" في مساحة الطور (س و 
، ع) تحت تأثیر تدفق ھامیلتوني.

    ثانیاً ، دعنا نبحث عن حل دوري غیر تافھ للفترة T مع و

−λ1 =
∫ T

0
⟨π̂, 1⟩

∫ T

0
⟨π̂, τ̂ ⟩ dt

.

−1/λ1  :

log(τ)

N
⟶

N→+∞
C .

dz

dt
= p(t)

∂H

∂p
(t,x(t), p(t)) − H(t,x(t), p(t))

x(0) = x0p(0) = ∂S
∂x

(0,x0)z(0) = S(0,x0)z(t) = S(t,x(t))

∂H

∂p
(t,x, p) = a(t)x(1 − x)ep − bxe−p,

∂H

∂x
(t,x, p) = a(t)(1 − 2x)(ep − 1) + b(e−p − 1) .

(14)

x ≡ 0

dp

dt
= −

∂H

∂x
(t, 0, p) = −(a(t) − b e−p)(ep − 1) .

p = log(1 + q)

p∗(t) = log 1 + [ e
−bt+∫ t

0 a(s) ds

ep
∗(0) − 1

+ ∫
t

0
a(s) e−b(t−s)+∫ t

s
a(u) duds]

−1

,
⎛
⎝

⎞
⎠

p∗(0) = log(1 +
1 − e−bT+∫ T

0 a(s) ds

∫ T

0
a(s) e−b(T−s)+∫ T

s
a(u) duds

) .

(0, p∗(t))x(t) = ~x(t)p(t) = p∗(t) + ~p(t)

( ) = ( )( ).
d~x/dt

d~p/dt

a(t)ep
∗(t) − be−p∗(t) 0

2a(t)(ep
∗(t) − 1) −a(t)ep

∗(t) + be−p∗(t)

~x
~p

f = exp ∫
T

0
[a(t)ep

∗(t) − be−p∗(t)]dt

1/f

p ≡ 0



ھذه ھي معادلة المجال المتوسطة لنموذج SIS. الحل الدوري الوحید غیر الصفر ھو

مع

ھو أیضا غیر مستقر. في الواقع ، مع و  وبخطیة المعادلات نحصل الحل الدوري 

ومضاعفات Floquet عكسیة مرة أخرى لبعضھا البعض ، وبالتالي عدم الاستقرار.

    تذكر من القسم 1 أنھ في بیئة ثابتة ، یوجد مدار غیر متجانس في مستوى الطور (س ، ع) یربط النقاط الثابتة و 
. وجد (Escudero and Rodríguez، 2008) مدارًا متغایرًا مشابھاً للنموذج الدوري للتفرع وإبادة  إذا 

، الذي الجسیمات المتطابقة ، على الأقل بالنسبة لاتساع صغیر للاضطراب الدوري. لذا یمكننا أن نأمل في وجود مدار غیر متجانس 
. ربما یمكن إثبات الوجود باستخدام نھج متغیر (Rabinowitz ، 1994). یمكن الحصول على ھذا یربط الحلول الدوریة  و 

المدار الخاص رقمیا بواسطة طریقة اطلاق. طبقاً لـ (عساف وآخرون ، 2008 ، المعادلة (20)) ،

یمكن تقییم ھذا التكامل بشكل رقمي.

، ثم  ھو مدار مغایر یربط النقاط الثابتة  و      طریقة الاضطراب. إذا كانت الوظیفة ھو ثابت 
x كدالة لـ p كما یتضح من (2). باستخدام ھذه المعادلة للتعبیر عن . ھذا المدار ھو مثل ذلك

وإدراج النتیجة في المعادلة الأولى (4) ، نحصل على

الحل

، نحصل باختیار سبیل المثال 

    لنفترض الآن ذلك

. یمكن كتابة ھامیلتوني في النموذج ،  صغیرة و  وظیفة دوریة مع  مع 

.  ھو نفس (2) ، باستثناء ذلك  یستبدل 

، مع 

dx

dt
=

∂H

∂p
(t,x, 0) = a(t)x(1 − x) − bx .

x∗(t) = ( 1

x∗(0)
ebt−∫ t

0 a(s) ds + ∫
t

0
a(u) eb(t−u)−∫ t

u
a(s) dsdu)

−1

x∗(0) =
1 − ebT−∫ T

0 a(s) ds

∫
T

0 a(u) eb(T−u)−∫ T

u
a(s) ds du

. (15)

(x∗(t), 0)x(t) = x∗(t) + ~x(t)p(t) = ~p(t)

( ) = ( )( ).
d~x/dt

d~p/dt

a(t)(1 − 2x∗(t)) − b a(t)x∗(t)(1 − x∗(t)) + bx∗(t)

0 −a(t)(1 − 2x∗(t)) + b

~x
~p

(x∗, 0) = (1 − b/a, 0)
(0, p∗) = (0, log(b/a))a > b

(x̂(t), p̂(t))
(x∗(t), 0)(0, p∗(t))

C = ∫
+∞

−∞
[p̂(t)

∂H

∂p
(t, x̂(t), p̂(t)) − H(t, x̂(t), p̂(t))]dt . (16)

a(t)a0(x̂0(t), p̂0(t))(x∗, 0) = (1 − b/a0, 0)
(0, p∗) = (0, log(b/a0))a0(1 − x)ep − b = 0

dx

dt
= b x − a0x(1 − x).

x(t) = [ 1

x(t0)
e(a0−b)(t−t0) +

a0

a0 − b
(1 − e(a0−b)(t−t0))]

−1

.

x(t0) = (1 − b/a0)/2

x̂0(t) =
1 − b/a0

1 + e(a0−b)(t−t0)
et p̂0(t) = log

1 + e(a0−b)(t−t0)

1 + e(a0−b)(t−t0)a0/b
.

a(t) = a0(1 + ε ϕ(t))

a0 > bεϕ(t)∫
T

0 ϕ(t) dt = 0

H(t,x, p) = H0(x, p) + εH1(t,x, p).

H0(x, p)a0a

H1(t,x, p) = a0 ϕ(t)x(1 − x)(ep − 1).

c0 = b/a0 − 1 − log(b/a0)



. اذا لدینا (عساف وآخرون ، 2008 ، المعادلة (24)). في الحالة الحالیة ،

، . النظر في تحلیل فورییھ  وبالتالي ھي وظیفة دوریة لل  مع 

(العدد المركب المترافق). لدینا بعد ذلك ،  لأن المتوسط  صفر و  مع 

وإلا. اذا لدینا ، نملك  و  (انظر الملحق). خاصة إذا

    مثل (Escudero and Rodríguez، 2008) و (Assaf et al.، 2008) ، فإن النظام المضطرب ھو من الشكل

. لذا فإن وظیفة Melnikov ھي  و  تعتمد فقط على 

باستخدام (17) نحصل

( ك عدد صحیح). لذلك ، یوجد مدار heterocline على الأقل لـ ضغیر.  عبر 0 ل 

. في كلتا الحالتین ، نحصل     الحد الأدنى  في (17) تم الحصول علیھا ل  إذا  و ل  إذا 

ω التي تم الحصول علیھا من ھامیلتوني مختلف قلیلاً. إذا كانت (Kamenev، 2011) كما أعلن في المقدمة. لاحظ أن (19) یشبھ المعادلة (4.76) من
ثم (19) یوضح ذلك صغیرة ( T كبیرة) بحیث 

C ≃ min
t0

Γ(t0), Γ(t0) = c0 − ε∫
+∞

−∞

H1(t, x̂0(t), p̂0(t)) dt, ε ≃ 0

(1 − x̂0)ep̂0 = b/a0

Γ(t0) = c0 − ε a0 ∫
+∞

−∞

ϕ(t) x̂0(t)[b/a0 − 1 + x̂0(t)]dt

= c0 + ε(1 − b/a0)∫
+∞

−∞

ϕ(t0 + u/(a0 − b))
eu

(1 + eu)2
du .

Γ(t0)t0∫ T

0
Γ(t0) dt0 = 0ϕ(t)

ϕ(t) =
+∞

∑
k=−∞

ϕk e
k iωt,

ω = 2π/Tϕ0 = 0ϕ(t)ϕ−k = ϕ̄k

Γ(t0) = c0 + ε(1 − b/a0)
+∞

∑
k=−∞

ϕk e
k iωt0 ∫

+∞

−∞
e

k iωu
a0−b

eu

(1 + eu)2
du

= c0 + ε(1 − b/a0)
+∞

∑
k=−∞

ϕk e
k iωt0

kπω
a0−b

sinh( kπω
a0−b

)

ϕ(t) = cos(ωt)ϕ±1 = 1/2ϕk = 0

Γ(t0) = c0 + ε
πω cos(ωt0)

a0 sinh( πω
a0−b

)
. (17)

dx

dt
=

∂H0

∂p
+ ε

∂H1

∂p
,

dp

dt
= −

∂H0

∂x
− ε

∂H1

∂x
. (18)

x̂0(t)p̂0(t)t − t0

M(t0) = ∫
+∞

−∞
[−

∂H1

∂x

∂H0

∂p
+

∂H1

∂p

∂H0

∂x
](t, x̂0(t), p̂0(t)) dt

= ∫
+∞

−∞
[−

∂H1

∂x

dx̂0

dt
−

∂H1

∂p

dp̂0

dt
](t, x̂0(t), p̂0(t)) dt

= ∫
+∞

−∞
[ ∂H1

∂x

dx̂0

dt0
+

∂H1

∂p

dp̂0

dt0
](t, x̂0(t), p̂0(t)) dt = −

1

ε

dΓ

dt0
.

M(t0) =
πω sin(ωt0)

a0 sinh( πω
a0−b

)
.

M(t0)t0 = kπ/ωε

Γ(t0)t0 = T/2ε > 0t0 = 0ε < 0

C ≃ c0 −
πω|ε|

a0 sinh( πω
a0−b

)
, ε ≃ 0, (19)

ω ≪ a0



. ھذه الصیغة ھي نفسھا التي تم الحصول علیھا في (1) مع وھو مستقل عن 

، كما ھو الحال في "التقریب الأدیباتي" لـ (عساف وآخرون ، 2008 ، القسم الرابع) ، من المتوقع أن تكون الصیغة (20) صالحة لیس فقط 
یمكننا ملاحظة أن القیمة التقریبیة لـ C المعطاة وأن الجانب الأیمن من (20) موجب. لان ولكن أیضا طالما 

بواسطة (20) تكون دائمًا أقل من تلك المعطاة بواسطة (19).

. النظام (18) مكتوب ، دائما مع      حد التردد العالي. لنفترض ذلك الآن 

، (III.B § ، 2008 ، عساف وآخرون) Kapitsa مع طریقة

حیث X و Y متغیرات بطیئة ، بینما ξ و η تذبذبات صغیرة ولكنھا سریعة. التعبیرات التي تتأرجح تعطي بسرعة:

. نحصل نفترض أن X و Y ثابتان خلال تذبذب قصیر مع

ھذا یشیر إلى التحول

 یتم اختیاره بحیث یكون التحول تقریباً أساسیاً ، وھذا یعني أن أقواس Poisson تفي بالشرط

لان

الشرط (21) مكتوب

اذا لدینا

C ≃ c0 − |ε|(1 − b/a0) , (20)

ωa = a0(1 − |ε|) :

b

a0(1 − |ε|)
− 1 − log

b

a0(1 − |ε|)
=

b

a0
− 1 − log

b

a0
− |ε|(1 − b/a0) + o(ε) , ε ≃ 0.

ε ≃ 0
ω ≪ a0sinh(x) ≥ x ∀x ≥ 0

ω ≫ a0ϕ(t) = cos(ωt)

dx

dt
=

∂H0

∂p
(x, p) + a0ε cos(ωt)x(1 − x)ep

dp

dt
= −

∂H0

∂x
(x, p) − a0ε cos(ωt)(1 − 2x)(ep − 1) .

x(t) = X(t) + ξ(t), p(t) = Y (t) + η(t),

dξ

dt
≃ a0ε cos(ωt)X(1 − X)eY ,

dη

dt
≃ −a0ε cos(ωt)(1 − 2X)(eY − 1) .

T = 2π/ω

ξ(t) ≃
a0ε

ω
sin(ωt)X(1 − X)eY , η(t) ≃ −

a0ε

ω
sin(ωt)(1 − 2X)(eY − 1) .

x = X +
a0ε

ω
sin(ωt)X(1 − X)eY

p = Y −
a0ε

ω
sin(ωt)(1 − 2X)(eY − 1) +

a2
0ε

2

ω2
Φ(t,X,Y ) .

Φ(t,X,Y )

{x, p} =
∂x

∂X

∂p

∂Y
−

∂x

∂Y

∂p

∂X
= 1 + o(a2

0/ω2) . (21)

{x, p} = [1 +
a0ε

ω
sin(ωt)(1 − 2X)eY ][1 −

a0ε

ω
sin(ωt)(1 − 2X)eY +

a2
0ε

2

ω2

∂Φ

∂Y
]

− [ a0ε

ω
sin(ωt)X(1 − X)eY ][2

a0ε

ω
sin(ωt)(eY − 1) +

a2
0ε

2

ω2

∂Φ

∂X
],

{x, p} = 1 −
a2

0ε
2

ω2
sin2(ωt)(1 − 2X)2e2Y +

a2
0ε

2

ω2

∂Φ

∂Y

− 2
a2

0ε
2

ω2
sin2(ωt)X(1 − X)eY (eY − 1) + o(a2

0/ω2) = 1 + o(a2
0/ω2).

∂Φ

∂Y
= sin2(ωt)[(1 − 2X)2e2Y + 2X(1 − X)eY (eY − 1)].



، یجب أن نختار من أجل 

دالة التولید  ھذا التحول ، مع

اعطي من قبل

، ھامیلتوني جدید مع 

. بأخذ معنى ھذا ھامیلتوني ، تم إلغاء التعبیر الثاني بسبب نملك 

وبقایا ھامیلتون فعالة فقط

حساب شاق باستخدام حقیقة ذلك  یؤدي إلى

مع یتم الحصول على مدار heterocline المضطرب بفرض أن المصطلح بین قوسین معقوفین ھو صفر. یربط ھذا المدار و 

العمل على طول ھذا المدار المتغایر ھو

آخر حساب مملة یؤدي في النھایة إلى

، المصطلح التصحیحي لـ C دائمًا أقل كما أعلن في المقدمة. لأن الوظیفة أقل من 1 خلال الفاصل الزمني 
عن طریق الفرضیة. كما ھو متوقع ، فإن السكان المعرضین لاضطراب عالي التردد لا یعتمد كثیرًا على سعة . إنھ صغیر لأنھ  من 

ھذا الاضطراب.

3. الحسابات العددیة

Φ(t,X, 0) = 0

Φ(t,X,Y ) = sin2(ωt)[(1 − 2X)2(e2Y − 1)/2 + X(1 − X)(eY − 1)2].

F2(t,x,Y )

∂F2

∂Y
= X + o(a2

0/ω2),
∂F2

∂x
= p + o(a2

0/ω2),

F2(t,x,Y ) = xY −
a0ε

ω
sin(ωt)x(1 − x)(eY − 1)

+
a2

0ε
2

2ω2
sin2(ωt)x(1 − x)(1 − 2x)(e2Y − 1) .

H(t,x, y) = h(t,X,Y )

h(t,X,Y ) +
∂F2

∂t
.

T = 2π/ω

∫
T

0

∂F2

∂t
dt = 0

H̄(X,Y ) =
1

T
∫

T

0

h(t,X,Y ) dt.

1
T ∫ T

0 sin2(ωt) dt = 1/2

H̄(X,Y ) ≃X(1 − e−Y )[a0(1 − X)eY − b +
a2

0ε
2

2ω2
{−a0X(1 − X)2e2Y +

+ b(1 − X)(1 − 2X)eY − bX(1 − X)(eY − 1) − b(1 − 2X)2}] .

(X∗
ε , 0)(0,Y ∗

ε )

X∗
ε ≃ (1 − b/a0)[1 −

b(a0 − b) ε2

2ω2
], Y ∗

ε ≃ log(b/a0) +
a0(a0 − b)ε2

2ω2
.

C = ∫
0

X∗
ε

Y dX.

C ≃ c0 −
(a0 − b)2ε2

12 ω2
(1 + 2b/a0) , (22)

z ↦ (1 − z)2(1 + 2z)0 < z < 1
a2

0 ε
2

12 ω2ω ≫ a0



    مضاعفات فلوك.  یمكن تقدیرھا مباشرة عن طریق حساب مضاعفات Floquet في المعادلة الرئیسیة باستخدام برنامج مثل Scilab الذي یحل
المعادلات التفاضلیة العادیة ویحسب القیم الذاتیة للمصفوفات عددیاً.  ھو القیمة الذاتیة مع ثاني أكبر جزء حقیقي ، الأول ھو 1. یمكننا بعد ذلك رسم

. C المنحدر من ھذا المنحنى یوفر قیمة تقریبیة لل . N وفقا ل 

    مدار ھیتروكلین. أما (Assaf وآخرون ، 2008) فیمكننا الحصول على المدار الذي یربط و  بطریقة اطلاق النار. نأخذ
. نغیر ھذه القیمة حتى نحصل على حل التي تمیل إلى أن الشرط الأولي أعطیت بواسطة (15) وقیمة سالبة صغیرة جدا لـ 

لـ k كبیرة (ولكنھا لیست كبیرة جدًا لتجنب عدم الاستقرار العددي). یمكننا بعد تصبح دوریة ، وھذا یعني  قریبة من 0 و  قریب 
ذلك استخدام التكامل (16) لحساب C عددیاً.

من معادلة ھامیلتون-جاكوبي (6) باستخدام الطرق العددیة لنظریة حلول     المعادلة التفاضلیة الجزئیة. من الممكن أیضًا حساب حل دوري 
اللزوجة. نحدد

 الخطوة الزمنیة
 خطوة تقدیر الفضاء

. ، حیث j و m أعداد صحیحة مثل ھذه و  مع   تقریب 

یمكننا استخدام طریقة غودونوف

حیث ھامیلتونیان  اعطي من قبل

ھو محدب بالنسبة ل p ، التعبیر الثاني الذي یحتوي على الحد الأقصى یساوي (أوشر وشو ، 1991). لان

، أي إذا لدیھ الحد الأدنى فیما یتعلق ص إذا أما بالنسبة للتعبیر الأول الذي یتضمن الحد الأدنى ، فلاحظ مع (14) ذلك 

اذا لدینا

للظروف عند الحواف ، نأخذ

Courant-Friedrichs-Lewy حتى یتم استیفاء شرط Δx یجب أن یكون صغیرًا بما یكفي مقارنة بـ مع قیمة عالیة جدا ل K . الخطوة الزمنیة
CFL)). كشرط أولي اتخذنا

مع negative سلبي للغایة ، ولكن یتم استبدالھ بمتوسط   وقتھ. یمكننا أیضًا اختیار وظیفة ثابتة وھذا ھو الحل الثابت المنتظم عندما 
التقارب نحو النظام الدوري یكون أبطأ. یجب أن یكون الثابت negative سالباً بما یكفي لتجنب مشكلة عدم التفرد التي سبق ذكرھا في القسم 2. بمجرد

وصول حل المشكلة غیر الثابتة إلى نظام دوري ، یمكننا تقدیر

    طریقة مونتي كارلو. یمكن أیضًا تقدیر متوسط   وقت الانقراض بطریقة مونت كارلو. نحن متوسط   المحاكاة العشوائیة. لاحظ أن خوارزمیة
دوریة. إذا زاد N ، یمكن أن یصبح وقت الانقراض Gillespie التي تستفید من أوقات الانتظار الموزعة بشكل كبیر لا یمكن استخدامھا بسبب

فلكیاً. لا یتم عرض نتائج باستخدام ھذه الطریقة.

أ

λ1

eλ1T

− log(−λ1)

(x∗(t), 0)(0, p∗(t))
x∗(0)p(0)(x(t), p(t))

x(t)p(kT )p∗(0)

S∗(t, x)

Δt
Δx
Sm

jS(mΔt, jΔx)m ≥ 00 ≤ j ≤ JJ = 1/Δx

Sm+1
j − Sm

j

Δt
+ H(mΔt, jΔx,

Sm
j − Sm

j−1

Δx
,

Sm
j+1 − Sm

j

Δx
) = 0 ,

H(t, x, p−, p+)

H(t, x, p−, p+) = {
min{H(t, x, p);  p− ≤ p ≤ p+}, p− < p+,

max{H(t, x, p);  p+ ≤ p ≤ p−}, p+ ≤ p−

H(t, x, p)

max{H(t, x, p+), H(t, x, p−)}.

H(t, x, p)∂H
∂p = 0

p = p♯ =
1

2
log

b

a(t)(1 − x)
.

min{H(t, x, p);  p− ≤ p ≤ p+} =

⎧⎪⎨⎪⎩H(t, x, p+), p− < p+ ≤ p♯,

H(t, x, p−), p♯ ≤ p− < p+,

H(t, x, p♯), p− ≤ p♯ ≤ p+.

Sm
0 = 0, (Sm

J − Sm
J−1)/Δx = K

Δt

S(0, x) = x log(b/a0) + x + (1 − x) log(1 − x),

a(t)S(0, x) = σ

C = min
t

S∗(t, 0+) − min
t,x

S∗(t, x).

a(t)



    أمثلة. ومن المفترض

أیام. لقد فعلنا ذلك كل أسبوع. متوسط   مدة الإصابة أسبوع. دعونا ننظر أولاً في الحالة  في الأسبوع و  مع 
بوصفھا وظیفة من N ل . یظھر الشكل 1  و 

، 60 ، محسوبة باستخدام مضاعفات Floquet. تتوافق الخطوط مع انحدار خطي لآخر 3 نقاط  ، 20 ،  و 
. ،  و  ،  و  إلى عن على  ، 50 ، 60. منحدرات ھذه الخطوط ، والتي ھي تقدیرات C ، ھي

بوصفھا وظیفة من N ل و  الشكل 1. حساب مضاعفات Floquet في المعادلة الرئیسیة: 
.  ،  ، . الرقم C ھو میل ھذه الخطوط. قیمھ المعامل:

ھي من نفس الحجم من حیث الحجم في ھذا المثال. إنھا حالة وسیطة للتردد. لذلك نتوقع أن یعطي (19) تقریباً جیدًا لـ C عندما      و 
تكون ε صغیرة. یبین الشكل 2 المنحنیات التالیة كدالة لل ε ل :

heterocline باستخدام مدار C خط صلب لـ
الخطوط المنقطة الطویلة لـ C باستخدام المعادلة التفاضلیة الجزئیة مع  و  (لا یمكن تمییزه تقریباً)

ثلاث نقاط تمثل قیم C التي تم الحصول علیھا في الشكل 1
خطوط منقطة قصیرة للصیغة التقریبیة (19)

الخطوط المنقطة الطویلة والقصیرة لتقریب (20) بتردد منخفض.

یمكننا أن نرى أن الصیغة التقریبیة (19) قریبة من C حتى عندما تكون ε صغیرة إلى حد ما.

a(t) = a0(1 + ε cos(2πt/T ))

T = 1a0 = 20b = 51/b = 1,4
R0 = a0/b = 4 > 1c0 = b/a0 − 1 − log(b/a0) ≃ 0,636− log(−λ1)

ε ∈ {0, 2 ;  0, 5 ;  0, 8}N = 10…
N = 400,5240,3640,225ε = 0,20,50,8

− log(−λ1)ε ∈ {0, 2 ;  0, 5 ;  0, 8}
N = 10,  20,   … , 60T = 1a0 = 20b = 5

a0ω = 2π/T

0 ≤ ε ≤ 1

Δx = 0,002Δt = 0,0002



الشكل 2. التردد المتوسط: الرقم C محسوب باستخدام مدار heterocline [خط صلب] أو المعادلة التفاضلیة الجزئیة [خطوط منقطة
طویلة] (لا یمكن تمییز الخطین تقریباً) ، ومضاعفات Floquet كما في الشكل 1 [النقاط] والصیغة التقریبیة (19) [الخطوط المنقطة
. نفس قیم المعلمات كما في الشكل 1. القصیرة] وصیغة التردد المنخفض (20) [الخطوط المنقطة الطویلة والقصیرة] ، اعتمادًا على 

. لاحظ توقف الحل في لمعادلة ھامیلتون-جاكوبي ، تم رسمھا كدالة لـ x لقیم مختلفة من t ، متى     یوضح الشكل 3 حلاً دوریاً 
. تكبیر قریب سیظھر ذلك  ھي في الواقع دوریة في الوقت المناسب ، لذا فإن شرط الحدود  لا یمكن أن

یرضي إلا بالمعنى الضعیف.

لمعادلة ھامیلتون-جاكوبي ، تم رسمھا كدالة لـ x لـ  (خط الصلبة)،  (خطوط منقطة الشكل 3. حل دوري 
(الخطوط المنقطة الطویلة والقصیرة). نفس قیم المعلمات كما في الشكل 1 طویلة) ،  (خطوط منقطة قصیرة) و 

. و 

. في ھذه الحالة كل أسبوع. لقد فعلنا ذلك و      یعتبر الشكل 4 مثالاً عالي التردد:  في الأسبوع و 
، یتم حساب الرقم C باستخدام مدار heterocline وصیغة التردد العالي . إلى عن على  في الأسبوع أكبر إلى حد ما من 

. (22). الاتفاق جید على كامل نطاق القیم. وأخیرًا ، یوضح الشكل 5 اتصال المدار و  لنفس قیم المعلمات مع 

ε

S∗(t, x)ε = 0,5
x = 0x = 0S∗(t, 0+)S∗(t, 0) = 0

S∗(t, x)t = 0t = T/4
t = T/2t = 3T/4

ε = 0,5

a0 = 2b = 1R0 = 2c0 ≃ 0,1931
ω ≃ 6,28a00 ≤ ε ≤ 1

(x∗(t), 0)(0, p∗(t))ε = 0,1



.ε محسوب باستخدام مدار غیر متجانس [الخط الصلب] وصیغة التردد العالي (22) [خط منقط] كدالة C :الشكل 4. نظام التردد العالي
.  ،  ، قیمھ المعامل:

. الشكل 5. المكونات  و  من مدار heterocline الذي یربط بین الحلین الدوریین  و 
. نفس قیم المعلمات كما في الشكل 4 و 

4. ملاحظات

یمكن الحصول على تقدیرات أكثر دقة باستخدام محلول BKW المكرر

عن طریق إدخال

وتعبیر مماثل ل  في (8) ، وبفصل شروط الدرجة العلیا ، نحصل على معادلة ھامیلتون-جاكوبي (10) لـ  ومعادلة النقل

T = 1a0 = 2b = 1

t ↦ x̂(t)t ↦ p̂(t)(0, p∗(t))(x∗(t), 0)
ε = 0,1

πn(t) ≃ e−N S0(t,n/N)−S1(t,n/N).

πn+1(t) ≃ e
−N S0(t,n/N)−

∂S0
∂x (t,n/N)− 1

2N

∂2S0
∂x2 (t,n/N)−S1(t,n/N)− 1

N

∂S1
∂x (t,n/N)

πn−1(t)S0(t, x)



یجب أن یحسب عددیا. إذا كانت الوظیفة ھو . إذا كانت الوظیفة ثم دوریة  و  إلى عن على 
.(Assaf and Meerson، 2010) یتم الحصول علیھا بطریقة التوسعات المقاربة المتصلة ، على النحو التالي ثابت ، ثم عامل ما قبل الأس 

أول  تعطى بواسطة (3) ومعادلة  یؤدي إلى

اذا لدینا

. إذا كانت n صغیرة ، لثابت 

بالنسبة للنظام (8) ، یمكننا أیضًا استخدام التقریب

لدینا بعد ذلك

. وأخیرا (9) یعطي یتزامن ھذا مع (23) فقط إذا 

، فإن ھذا التقدیر أعلى بنسبة 2٪ فقط من ،  و  (عساف ومیرسون ، 2010 ، المعادلة (71)). إذا على سبیل المثال
قیمة  تم الحصول علیھا بواسطة برنامج حساب القیم الذاتیة للمصفوفات الكبیرة كما ھو موضح في الشكل 1. یمكن أن تمتد طریقة التوسعات

المقاربة المتصلة إلى الحالة الدوریة ولكن من غیر المحتمل أن تؤدي إلى صیغة صریحة.
دعنا تكون وظیفة التولید

. تظھر عملیة حسابیة بسیطة تبدأ من (7) . نملك مع 

في النظام شبھ الثابت ، من المتوقع أن

،  و مع  دوري في 

وبالتالي ھي أیضًا أكبر قیمة ذاتیة غیر الصفر لھذه المشكلة مكافئ. یمكن أن یكون ھذا وسیلة لإثبات النتائج المقاربة بدقة أكبر لـ N كبیر.
Fokker- مع  و  وعن طریق تنفیذ تیلور لتوسیع 2 من المعادلة الرئیسیة (7) ، نحصل على معادلة

Planck أو معادلة الانتشار

∂S1

∂t
+ [a(t)x(1 − x)e

∂S0
∂x − bxe−

∂S0
∂x ] ∂S1

∂x

= a(t) e
∂S0
∂x [1 − 2x +

x(1 − x)

2

∂2S0

∂x2
] + b e−

∂S0
∂x [−1 +

x

2

∂2S0

∂x2
]

S1(t,x)a(t)S0(t,x)S1(t,x)a(t) = a

λ1
S0(x)S1(x)

S1(x) = log(x√1 − x) + const.

πn ≃ κ 
e−NS0(n/N)

n
N √1 − n

N

κ

πn ≃
κN

n
e−NS0(0)−nS ′

0(0) =
κN

n
e−NS0(0)( a

b
)
n

. (23)

a(n − 1)πn−1 − n(a + b)πn + b(n + 1)πn+1 ≃ 0, n ≥ 1.

πn ≃
π1

n

1 − (a/b)n

1 − a/b
∼

π1

n

(a/b)n

a/b − 1
.

π1 ≃ κNe−NS0(0)( a
b − 1)

λ1 ≃
−b π1/(κN)

∫ 1
0

e−NS0(x)

x√1−x
dx

≃
(b − a)x∗√1 − x∗√NS ′′

0 (x∗)

eN [S0(0)−S0(x∗)]√2π
= −

(a − b)2

a ecN
√ N

2π

a = 20b = 5N = 50
λ1

ϕ(t, z) =
N

∑
n=0

Pn(t) zn

0 ≤ z ≤ 1ϕ(t, 1) = 1 ∀t

∂ϕ

∂t
= (1 − z)(b +

a(t)z

N
− a(t)z) ∂ϕ

∂z
+

a(t)

N
z2(1 − z)

∂2ϕ

∂z2
, 0 < z < 1.

ϕ(t, z) ≃ 1 + eλ1tψ(t, z)

ψ(t, z)tψ(t, 1) = 0

λ1ψ +
∂ψ

∂t
= (1 − z)(b +

a(t)z

N
− a(t)z) ∂ψ

∂z
+

a(t)

N
z2(1 − z)

∂2ψ

∂z2
.

λ1
Pn(t) = P(t,x)x = n/N



، (13) یؤدي إلى المشكلة المصاحبة وبالمثل بالنسبة لمتوسط   وقت الانقراض  مع 

C (Doering et al. ، ومع ذلك ، فإننا نعلم بالفعل في حالة معاملات زمنیة مستقلة أن ھذه المعادلات لا تعطي عادةً القیمة الصحیحة لـ
قریبة من 1. تظھر نفس المشكلة في النماذج الوبائیة الأخرى. على سبیل المثال (دیكمان 2005). تمیل القیمة إلى أن تكون صحیحة فقط إذا

في تطبیقھم. وآخرون ، 2012 ، ص 112-113) یستخدم تقریب الانتشار لتقدیر C في نموذج SIR على الرغم من حقیقة أن
.(Kamenev and Meerson، 2008) انظر ، SIR لنموذج الاستوكاستك BKW للحصول على تحلیل

.(Diekmann et al.، 2012) الرقم  یمكن أن یسمى الحجم الحرج للمجتمع

الحساب المساعد

    دعنا نظھر ذلك

ھي وظیفة متساویة. ھذا جنبا إلى جنب مع التكامل بالأجزاء یدل على ذلك أول، 

، نحصل من خلال تطویر سلسلة من السلطة 

یمكن حساب مجموع ھذه السلسلة باستخدام صیغة أویلر

، نحصل . لان  ( ن عدد صحیح). یاخذ  وھو صحیح لأي عدد معقدة ض مع 

ویتبع النتیجة.

شكر

    تم تحفیز ھذه المقالة من خلال مناقشة مع ھانز میتز بشأن حجم السكان الفعال في بیئة دوریة خلال مؤتمر حول النماذج العشوائیة في علم البیئة
والتطور وعلم الوراثة في أنجیھ في دیسمبر 2013.
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