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Résumé

Souvent, dans la littérature, la détermination de la matrice sigma d’un faisceau se fait
avec la supposition que les plans horizontaux et verticaux sont découplés. De plus, I’émit-
tance du faisceau est définie par rapport & ces plans. Nous proposons ici une méthodologie
pour déterminer la matrice du faisceau dans le cas ot le faisceau est initialement couplé mais
également dans le cas ou la ligne elle-méme introduit du couplage. Nous traiterons enfin le
cas ot la ligne optique est également dispersive.

1 Notations

Dans toute la suite, nous utiliserons les notations suivantes :

x
X(s) = pyx le vecteur 4 dimensions pour une particule a la position s.
Dy

<.> la moyenne d’une quantité sur la distribution du faisceau.
R(s) la matrice de transfert.
o(s) la matrice des moments d’ordre 2 du faisceau en s.

Ja 0
J= 0 Jo

10
5= (o 1)

0 1
2= o)

Nous utiliserons I'indice 0 pour désigner les valeurs prises a ’abscisse s¢. Si nous nous donnons
une liste de positions successives dans 'anneau (s;), nous noterons R la matrice de transfert
de s;_1 a s; et utiliserons I'exposant (i) pour désigner les valeurs prises en s;. Nous supposerons
que (X (s)) = 0.



2 Propriétés préliminaires

2.1 Conséquences de la symplecticité

Par définition, o = (X (s)X (s)”). Par conséquent, on a :
o(s) = R(s)ooR(s)" (1)

Comme nous supposons que les forces sont conservatives, la matrice R est symplectique. Par
conséquent :

R(s)TJR(s) = R(s)JR(s)T = J (2)

Une propriété moins connue est que :
o(s)J = R(s)ooR(s)" J = R(s)ooJR(s)™* (3)

Une conséquence immédiate est que o(s)J et o¢J sont similaires et ont donc les mémes
valeurs propres. Ces valeurs propres sont de la forme +iex. Nous appellerons les ¢ les émittances
intrinséques du faisceau. Ces quantités sont conservées au cours du transport. Ainsi, deto et
Tr((o - J)?) sont des invariants du mouvement.

En diagonalisant oJ, on aboutit au fait qu’il existe une matrice symplectique Sy telle que :

o . 61]2 0 . QT
JO*SO <0 62[2) SO

So peut étre interprétée comme une matrice de passage qui va d’une configuration ou les
plans sont découplés a la matrice actuelle.

Un autre point est que la dimension de ’espace des matrices symplectiques a valeur dans
Moy 2, (R) est n(2n+1). Ainsi, en 2D les matrices symplectiques sont définies par 3 paramétres
et en 4D par 10 paramétres.

2.2 Propriétés spécifiques a 2 dimensions

Dans cette sous-section, nous conservons les mémes notations bien que nous travaillions dans
un espace & 2 dimensions et non plus a 4 dimensions. La matrice o s’écrit :

o= <a?> < TPy >
T\<ap, > <p2>

Par définition, ’émittance du faisceau est donnée par :

def
€r = Vdeto = /< 22 ><p2 > — < xp, >2 (4)

<z?> 0

On remarque que si A, = \/—=5< | <5.> 1 alors :
€
o= eIAzAf
2

On posera alors les parameétres de Twiss du faisceau B, = <E= et qr = <ZP=>

€x €x

Une autre propriété utile est que :

VM € My (C), MT JoM = (det M).J; (5)



Notons Py (X) = det(M — X1I) le polyndme caractéristique de M. Nous avons alors :
Py(X)=X? - Tr(M)X + det M (6)
La matrice de transfert peut s’écrire :
R(s) = Ax(5)O(4) Az (0) ™ (7)

Bz O

< i 1> ol Bm et &, sont les paramétres de Twiss de la machine et 1, ’avance
— G

1

Ba

avec A, =

de phase.

2.3 Propriétés spécifiques a 4 dimensions

Rzz Rzy
Ry Ry,
R est symplectique donc RJRT = J, ce qui donne :

Notons R = < > la matrice de transfert.

RaywJoRT, 4 RuyJoRT RywoRT + RpyJoRTN  (Jy 0
RysJoRL, + Ry JoRL, Ry JoRL, + Ry, JoRL ) ~\ 0 Jy

En utilisant (5), nous avons finalement :

det Ry + det Ryy = 1
RywJoR}, = —Ruy bR},
det Ry, + det Ry, =1

Si R, est inversible alors Ry, = Rnyngng(R;Zl)T.
En passant au déterminant, nous avons :

det Ryy =1 —det Ry,
det Ry, = 1 —det Ry,
det R;; det Ry, = det Ry, det Ryy

Apres résolution, nous avons :

det Ry, = det Ry,
det R,y = det Ry, = 1 — det Ry,

Toute matrice de transfert peut s’écrire sous la forme :
01 0 _
RS-<O 02>~501 (9)

avec S et Sy 2 matrices symplectiques définies chacune par 8 parameétres et O1, Oy 2 matrices
de rotation.

Démonstration. Considérons les matrices R = RSy et

P= (5 a) (s o) (05 opw)



ou A; est définie par les 2 paramétres oy et [y :

A = 1 61 0
! VAL \—a 1
A est définie de la méme fagon. B est une matrice quelconque de Mj 2(R), 91 et 12 sont 2

angles quelconques. De plus, b est définie par b2 = 1 — det B. Il est facile de démontrer que R’
est symplectique. R’ est définie alors par 10 paramétres : a1, as, 51, [2, les 4 coefficents de B,

’lbl et ’lbg.

Aprés calcul, R’ s’écrit :

R’:( bA1O(¢1) AlBO(%))
AsJo BT J50(1p1)  bA20(1)9)

On souhaite avoir 1’égalité R’ = R”. Ceci implique que :
bA1O(¢1) = R,

bAO(¢h) = RY,

La premiére équation permet de déterminer complétement Ay, 11 et b = det RY_. La seconde
équation permet de déterminer complétement As, 1. Enfin, la derniére donne la matrice B avec
. -1 T
la relation B = A7 R, O(¢2)" .
La matrice R peut donc s’écrire sous la forme :

r=s- (70 ogy) 5"

ou S est une matrice symplectique définie par 8 paramétres.
O

3 Cas d’un faisceau découplé, d’une optique découplée et
pas de dispersion

Dans cette section, comme tous les plans sont découplés (matrice de transport et faisceau),
nous nous placons en 2D. Nous noterons R, la matrice de transfert et o, la matrice faisceau.

- - T
Notons 6o = A, (0) Loy (Az(O)_l) . D’aprés I'Eq. (1) et (7), on obtient :

02 (s) = Az (5)O(12)500(—=1z) Ay (5)"

On trouve alors :

cos(2t,) + (Topa,0) sin(2¢,)

Les trois quantités a déterminer sont <:€02>, <ﬁ§,0> et (ToPs,0). En mesurant la taille du
faisceau en différents points (typiquement aux avances de phase ¢, = 0°, 1, = 45%t 1, = 90°),
il est alors possible de remonter aux informations recherchées.



Dans le cas ou le faisceau est adapté, les paramétres de Twiss du faisceau et de la machine
sont égaux. Nous avons alors : 01,1 = B;€,;. Comme I’émittance est indépendante de la phase, on

~ 2 ~2
trouve €, = w dans ce cas.

~ 2 ~2
. N . , _ 0" )+{(P
Par analogie, dans le cas ou le faisceau n’est pas adapté, nous posons €, = w

I’émittance qu’aurait le faisceau s’il était adapté. Par la méme occasion, nous posons :

2\ /=9
Bo = )~ (o) 5 Peo) iy = (oo

Nous avons alors :

. (14 B¢ cos(2¢;) — Bssin(2t,) — (Bgcos(2¢,) + Be sin(21;))
7= \- (Bs cos(2t),) + Bosin(2¢;)) 1 — Be cos(2t),,) + Bg sin(2¢,)

Comme €2 = det o = det &, nous avons

€r = /1 - B% — B2

Les paramétres de Twiss du faisceau se déduisent de ce que :
<$3> = Bz,Oem = BZ,O <-i'(2)> = 51,0 (1 + Bc) €z
(Z0P2,0) = Oz,0€0 = (T0Pz,0) + Oa0 (T5) = [Bs + @ao (1 + Be)] &

Finalement, nous avons :

~ Ez
B0 = Bro(l + Bc)e—

Qg0 = @az,o + Bse_z
x,0 €z
4 Cas d’un faisceau couplé, d’une optique découplée et pas
de dispersion

Dans ce cas, nous ne pouvons plus rester en 2D et nous plagons en 4D. la matrice de transfert
et la matrice o du faisceau sont alors de la forme :

R 0
R(s) = ( . ) ,o(s) = (J“c JWJ)
0 Ry Oyz  Oyy
Les paramétres de Twiss de la machine sont définis comme précédemment et en procédant
comme avant, nous avons :

22(8) = Ap(8)O(V2) G0, 00 (=) As(5)"
Tay(5) = Au(5)O(12)uy,00(—1hy ) Ay (5)"
Oya(s) = ‘Zly(S)O(wy)&ywaoo(_wﬁAZ(S)T
Oyy(s) = ’Zly(S)O(lﬂy)&yy,oo(_wy)Ay(S)T

Apres calcul, nous obtenons :

z2 1 1
<B > =3 [60,11 + Go,22] + 3 [60,11 — §0,22] c08(2t)) + G0.12 sin(2¢,,)




cos (g — Py) + w sin(¢, — wy)"’

cos(Py + 1y) +

00,13 + 00,24
2

00,13 — 00,24
2

00,23 + 00,14

5 sin(yy + y)

Ici, quatre positions différentes pour les mesures sont nécessaires afin de déterminer les termes
de ¢,y alors que trois étaient nécessaires dans le cas précédent pour og ... Pour ce faire, il est
nécessaire de mesurer la valeur de (xy) en méme temps que celle de <x2> et <y2>

Ceci peut étre fait simplement en constatant que :

(o) = (u2) - L)

ol <u2> est la taille rms du faisceau dans la direction 45°.

5 Cas d’un faisceau couplé, d’une optique avec couplage et
pas de dispersion

Dans ce cas, la matrice de transfert et la matrice o du faisceau sont alors de la forme :

R(s) = (Rm ny) ,o(s) = (J“c Uz*y)
Rye  Ryy Oy,xz  Oyy
Du fait que la matrice faisceau n’est pas découplée, la définition d’avances de phase comme
précédemment n’est pas immeédiate.

5.1 Factorisation de la matrice de transfert

Soit Sy une matrice symplectique arbitraire. Il existe une matrice S telle que la matrice de

transfert s’écrive : o
— . 1 O . 71
R=S < 0 02> S

Il a été démontré pour 'Eq. (9) que la matrice S pouvait étre factorisée sous la forme :

(A O bl B
5= <0 A2> ' <JQBTJ2 bIQ) (10)
. »_ (Bi1 B2 . 5
ou B = est une matrice de Mz 2(R) et b° =1 — det B.
By B ’

Posons ¢ = S’OUOSOT . Nous avons alors :

(A0 bO;  BO) . bO;  BO,\' (A 0\"
7=\ o0 A \LBTHLO, b0, )\ LBTL,O, bO, 0 A



Ainsi, nous avons les relations :

bcos r

bSiIl ’l/)l N
B11cosy — Biasinys
_BH sin ’lﬂg + Bis cos 1/12

_—BQQ COS ’lbl — Blg sin ’L/Jl T
—Boys sin ’lbl + Bis cos 1/11 5

B2 b cos g
L bsin 1/)2
bcos r
(zy) bsin .

B Bu COS 1/12 — 312 sin 1/12 g0
_BH sin Yy + Bia cos s

V8152

bcos
bSiIl’l/)l
Bi1 cosypa — Biasini
Bi1 siny + By cos o

_BQQ COS 1/11 — 312 sin ’L/Jl
— Bog sin 1)y + Bis cos
bcosy
bsin 1/)2

—Ba3 cosy — Biasinyy
—Baa siny + B2 cos
bcos s
bsin ’lbg

(11a)

(11b)

(11c)

Nous avons donc une relation matricielle entre la matrice faisceau 6o que nous cherchons a
déterminer et les tailles faisceaux. Les coefficients de la matrice font apparaitre les avances de
phase v et ¥ ainsi que 13 5. Il est alors nécessaire de choisir judicieusement les positions des
détecteurs afin de bien discriminer les différentes mesures. Comme &y comprend 10 paramétres

libres, au moins 10 mesures sont nécessaires.

Comme nous utilisons la matrice B et les avances de phase ¥; et 12 pour caractériser le
transport plutdét que la matrice R, il est nécessaire de déterminer une relation qui donne la

variation de B le long de la ligne.

5.1.1 Transport de la matrice B

L’évolution des paramétres suit la loi suivante :

b ANOW = OR,, A + R, AL Jo(BO)T I,
b A0S = b O R, AL + R, A BO

1 1 1
B — o) [b(l)(f)g ) BO(OMHT
Démonstration. D’aprés (9) et (10), nous avons :

O1

RSozS-(O

et donc

by Ao,z

Ry Ryy Ao,y JoBE Jo

Ceci implique que :

Ao,zBo) _ (
bo Ao,y

+ (A1) Ry AP (O)T]
0
02

Ay, J2 BT J,

bA,  AB) (01 0
bA, )\ 0 Oy

boRux Aoz + RauyAo yJ2BE Jo = bA, Oy
boRyy Ao,y + RysAo,eBo = bAyOs
RzzAO,zBO + bORzyAO,y = AmBOQ



En substituant la premiére ligne dans la derniére, nous obtenons :

1
B= b_A;1 [bA,O1 By + RayyAoy (b3l — JoB{ J2By)] OF
0
En utilisant (5), nous avons finalement :
1
B = b_ [bolBo + A;leonﬁy} Og
0

O

Dans une portion ot la matrice de transfert est découplée alors R, = R,,; = 0 et nous avons
simplement :
bW AN O = OR,, A
bW AP OWM = pOR,, AP
D
M = 2__ oW pgO) (T
B - b(o) Ol B (02 )

La premiére équation permet d’avoir b = b en passant au déterminant et donc nous
avons BV = 0V BO (0T,

La matrice B évolue simplement en B = O(¢,) BoO(1,)T ot 1, et 1), sont les avances de
phase dans chaque plan en supposant que les paramétres de Twiss en entrée sont ceux donnés .

5.1.2 Diagonalisation de la matrice faisceau

Dans la phase préliminaire, nous avons montré qu’il existe une matrice symplectique Sy telle
que la matrice faisceau initiale puisse s’écrire :

el 0
o0 = Sg - ( 102 6212) .SOT (15)
Il est & noter que si S = Sy - (O((()?l) ) (09 )) avec 01, 65 2 angles quelconques alors nous
2

avons toujours ’égalité :

r0=55- () ) s

€2l

Ainsi, la matrice Sy est définie & ces 2 rotations prés. Elle est donc définie par 8 paramétres
(les 2 autres paramétres étant donnés par la valeur de ces 2 angles). Sy peut étre interprétée
comme la matrice de transfert d’une ligne qui transporte le faisceau vers sa forme normale.

Choisissons arbitrairement S une matrice symplectique telle que :

N €1l 0 A

D’aprés (9), il existe une matrice symplectique S définie par 8 paramétres telle que la matrice

de transfert s’écrive : o
_a 1 0\
nes (9 8) %



En utilisant (16), nous avons finalement :

o=3§. <€1012 0 ) &7 (17)

exl

Nous utliserons la forme factorisée de S :

A0 bl, B
S = N " R 18
(o A2) (JQBTJ2 bIg) (18)

Aprés calcul, on a :

o= 61‘11 12113 . 61[2 0 IA)A? JQBJQA% (19)
N AQJQBTJQ BAQ 0 el BTA? Z;Ag

_ A1(61E)212 + GQBBT)A? l;/il (61J2BJ2 + EQB)Ag
N bAQ(flJQBTJQ + €2BT)A{ AQ (€2b212 - 61JQBTBJ2)/A1§

2:

2 = det 04,. Ainsi, nous avons :

Par définition, ’émittance projetée €, est donnée par : €
€2 = det(e1b*I5 4+ e2BBT)

On reconnait le polynéme caractéristique de es BBT calculé en —e;b% . Donc d’aprés (6), nous
avons :

€ = ((1 — det B)?e2 4 (1 — det B)Tr(BBT )eyes + det(é)Qeg) (21)
De méme, nous obtenons :
e; = (1—det B)?2 + (1 — det B)Tr(BBT)eyey + €2 det(B)? (22)
A B A Ba
Notons By, = | » t Bp = " ).
otons L (Bgl> € R (322)
Ainsi, nous avons
_ & (e2(1—det B) + €| Bg|? —e1B1.By i
Oyy = Agy 5P ® R 1|12 2
—e1Br,.Bgr 62(1—d€tB)+61||BL||
Ainsi, nous obtenons :
(v%) = By [(1 = det B)ex + | Br|*c1] (23)
(wpy) = —ay |(1 = det B)ez + | Brl*e1| — Br.Bre: (24)
W) =5 [(1+a2)(1 - det B)es + (| BL|® + 2d, By Br + 62| Br|*)er (25)
y

5.2 Autre factorisation de S

Précédemment, nous avons supposé que la matrice B était quelconque. Dans ’expression de
o (Eq. (20)), le produit BBT intervient dans la diagonale. L’idée est alors de chercher R sous
la forme d’un produit de transformations ot B serait colinéaire & une matrice orthogonale. Or,



nous savons que les matrices orthogonales de M3 2(R) sont soit les matrices de rotation O(z))

1

0 -1
L’idée est donc de considérer la matrice de transfert comme le produit de 3 matrices de

transfert R, R®) et R®), qui sont de la forme :

ALY by I O oW 0 _
RY = < (1) Ag”) . (61(91(72/11)T 01b1(121)) . ( (01 ) (’)(95”)) =l ! (26)

( bols cQSQO(wg)), o@?) o
0250(s) bl 0 0@

soit les matrices de type SoO(v) avec Sy = > la matrice de symétrie.

1
0o A
-1
RO _ A® o o@®) o \ (AP o 28)
= (3) ®) @)
0 A§ 0 oE?) 0 Al
c1 =y/1—b? (29)
ey =3 — 1 (30)

Ainsi, la matrice totale de transfert est de la forme :

R _ Agg) 0 . O(@gs)) 0 . ( bQIQ CQSQO(i/}Q)) )
Lo AP 0 0)) \25:0() bl
0(952)) 0 . ( blfg 610(1/)1)) 0(951)) 0 . S*l
0 063 —a0(W)" bl 0 oM 0
R o Agg) 0 . O(Ggg)) 0 . ( b2[2 CQSQO(’L/JQ)) .
Lo AP 0 0)) \25:0() bl

0Py o )T <O(9§2)+9§3>) 0 )
0 .

0 0@ 0 068 + 68

—c10(1)T b1l

(0(95” +0 4+ 0y 0 ) . 1)

T
b1l 010(1/11)) . 0(9?) + egg)) 0 .
0 005 +605Y)

.S
0 oW + 02 +6y) 7O

Posons g1 = by, g = by, ¥y = ho — 08 — 08P et yp_ = py + 02 + 0% — 652 — 65Y Posons
les matrices définies par :

Gy = gi -1 <(1) _01) -O(Yy) — “co-roll’ (32)

G_=4/1-¢20(¢-) — roll’ (33)

10



Une interprétation possible de G4 et de G_ est de les écrire sous la forme d’un produit de
transformations élémentaires :

P
o (%0 o (7*) 0 cosh@yTp sinh0, I
-—\o L 0 0 (w% )T sinh 6,1, coshfl,

o)
)G D
o (% 0 . o(x)"
o= (0 L)t ) (00 L) @
avec coshf, = g4 et cosf_ =g_.

Pour les 2 matrices, la matrice centrale est celle d’'un simple roll. Les matrices encadrant le
roll sont des isométries n’introduisant pas de couplage entre les plans (z,pg) et (y,py).
La matrice S peut donc étre factorisée sous la forme :

_ A1 0 . g+12 G+ . g_IQ G_
8 ‘(0 Az) (G+ g:1) \=GT g 1, (36)

Dans le cas ou la ligne de transport n’introduit pas de couplage alors a 9&1’2), on ajoute
I’angle de rotation dans I’espace des phases v, . Ceci a pour effet de changer la valeur de ¥+ en

Yt F bz — Uy

Apres calcul, on trouve :

Oue = [(07 + 92 — Der + (97 — 92)e2] I

—29+9-1/9% — 11— g2 (e2 — €1)S20(thy — ) (37)

Les émittances projetées sont alors donnéees par :

2= [(2 462 — e+ (2 — g2)ea]* + 46282 (1 — g2)(1 — g% ) (&2 — 1) (38)
2= (2 + 2 —Der+ (92 — g2)er]” + 4929 (1 — g2)(1 — g2 )(es — e1)? (39)

5.3 Factorisation de ¢ avec une matrice de couplage

Afin d’extraire certaines propriétés de la matrice faisceau, nous allons introduire une matrice
de couplage. Ceci permettra d’établir des relations entre les émittances intrinséques du faisceau
et celles liées aux projections sur les plans horizontal et vertical. Nous avons vu dans le cas a 2
dimensions que tout matrice symétrique de M3 2(R) pouvait s’écrire sous la forme :

T
Ouy = €5 AL A,

—ay 1
possible de €, est de la voir comme Iémittance du faisceau aprés projection dans le plan (x, p,).
Comme 04, et oy sont symétriques, nous pouvons les écrire sous cette forme. Nous intro-
duisons ainsi 6 parameétres f y, 0y, €2,y définissant les 2 matrices A, et A,.

0 . . . .
Avec A, = \/17 ( Pa ) ol Bz, a; et €, sont trois parameétres définis en (4). Une interprétation

11



Nous introduisons la matrice de couplage C' définie par :

_ _1\T
\/mAmla””y (4,7)

Par ce biais, la matrice o peut étre factorisée sous la forme :
(Ve As 0 (L C\ (VA 0o \" (40)
=\ o  gaA) \CT L 0 JaA,

C peut s’écrire sous la forme :

51 52€1
C =
S§3C1 S54C3C2 — 835281
s

avec ¢; = cost; et s; = sinf; avec 0; 4 angles apartenant & I'intervalle [0, 5].

5.3.1 Interprétation de la matrice C

Considérons 2 plans P, et P, définis par les couples respectifs de vecteurs (es 1,eq2) et
(ey,1,€y,2). Plagons-nous dans le cas ol ces 2 plans sont supplémentaires.

Ainsi, (€41, €49, €41, €y 2) forment une base de R*.

Notons O; () la matrice de rotation définie par :

Oij)=1sik#ietk#j
(Oi,j)u- = (Oi,j)jj = cosf
(Oi,j)ij = - (Oi,j)ji =sinf
(Oi,5) 4 = 0 dans les autres cas

Considérons le produit F' = O3 3(03)O01,3(01)O2,4(04)O1 4(02). Chacune de ces rotations laisse
invariant un plan constitué par un couple de la base et effectue une rotation sur le plan défini
par 'autre couple. En choisissant les différents angles 6, il est alors possible de faire en sorte que
I'image de P, par F soit P;. Par analogie avec le cas 3D, les angles 6 peuvent étre vus comme
des angles d’Euler.

Si 'on écrit F' sous la forme de matrices par blocs, nous obtenons :

(P B
r=(5 7)
F5 a exactement la méme forme que la matrice de couplage C introduite précédemment.

5.3.2 Invariants du mouvement

Nous avons vu que 2 invariants du mouvement étaient det o et Tr((c.J)?).
Une autre fagon de factoriser la matrice o est d’écrire :

oo ( VEA 0 (Ve Vaoa,
Ve A, CT e A, 0 Ve (I — CTC) A]

Ainsi, nous obtenons pour le premier invariant :

det o = eel = eiez det (I — CTC)
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En utilisant Eq. (6), nous avons alors la premiére égalité :

(e162)” = (€x€y)? [1 = Tr(CCT) + det(CCT)] (41)
En remarquant que :
. O’ImJQO’ZIJQ + O’IyJQO’ZyJQ My
oo = < Mo O'nyQO'gyJQ + 0’me20’ng2

et en utilisant (5), nous avons finalement 1’égalité :
1
—§Tr((0J)2) =l tes =6+ 65 + 2¢z€, det C (42)

En remarquant que 1 — Tr(CCT) + det(CCT) = c3c3cic? < 1 et I'Eq. (41), nous obtenons

I'inégalité de Rivkin :
€1€2 = €4€,C1C2C3Cs < €46y (43)

Le produit des émittances projetées est toujours supérieur a celui des émittances intrinséques.
L’égalité n’a lieu que si ¢y = co =c3 =c¢4 = 1 et donc s1 = s9 = s3 = s4 = 0. Dans ce cas, C est
nulle et donc o, aussi. L’égalité n’a donc lieu que si les 2 plans sont découplés.
5.4 Quelques exemples d’application
5.4.1 Cas d’un roulement

La matrice de transfert d’un simple roulement d’angle 6 s’écrit :

[ cosOl, sinfl,
R= (— sin 015 COSHIQ> (44)

La faisceau est supposé découplé avant le roulement. Sa matrice faisceau s’écrit alors :

T
A 0 el 0 A 0
() _ z 112 z
7 <O Ay) ( 0 62]2) (0 Ay) (45)

Apreés application du roulement, la matrice faisceau est égale & :

_[(a cos? GAmAf + €9 sin® GAyAZ cos 0 sin 9(611435145 — €2Ay14£) (46)
~ \cosOsinf(eg A AT — egAmAg) e1sin? 0A, AT + €5 cos? GAyAg
Nous avons donc :
€2 = det 04, = €3 cos 0 + €5 sin* 6 + 2¢; €2 cos® Osin® OB, (47)
612/ = det gy, = €3 sin® 0 + €3 cos® 0 + 2¢1 €5 cos? Osin? OB, (48)
(49)
avec By, = 1 [‘g—z By 7(%%7%%)2}
y x z Py
Comme det C' = €€, det 0, nous trouvons :
2 9 2 9
detCc =22 750 7 [(e1 — €2)® — 2e1€2(Byy — 1)] (50)

€€y

I est possible de montrer que V3, 4, 0tz y, Bzy > 1 et que Byy =1 pour B, = By et o, = ay.
Dans le cas ot By = 1 alors det C > 0. Par contre, dans le cas ou les émittances intrinséques
sont égales alors det C' < 0. Nous avons donc montré qu’il n’y a pas de condition sur le signe de
det C.
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5.4.2 Cas d’un quadripoéle tourné

Le faisceau avant le quadripole est supposé découplé. Sa matrice est alors de la forme :

T
o (A0 Y a0 (A o
0o Al 0 el 0o A

La ligne de transport aprés le quadripéle est également supposé ne pas introduire de couplage.
Nous savons que sa matrice de transfert peut d’écrire sous la forme :

R _ (A7 0 (oz o> A0 )
o APJ\0 O\ 0o A

Insérons un quadripole mince tourné de force 1/f en début de ligne. Sa matrice de transfert
00

est donnée par :
I, £
- f

1 0

Afin d’alléger Pécriture, nous omettrons l'exposant (1) pour désigner la position s corres-
pondant au quadripodle tourné. Apreés calcul, la matrice faisceau est en bout de ligne :

avec K9 =

€2
Ogx = A(f) <€1]2 + POzKQAyAgKgO;{> A(z2)T (51)

€
Ty = Az(f) <62]2 + f—;OszAIAngOZT) Al(f)T (52)
0y = AP Ou ( ATES (A, + 4, Ko 4,) OF APT (53)

Y Bwﬁy (2) 0 e T A(2)T
= Ao, ) or4 (54)
On trouve :

ei =deto,, =€ <€1 + ﬁ;gy 62) (55)
ei =det oy, = €2 <62 + ﬁ;fy 61) (56)

6 Cas d’un faisceau couplé avec dispersion, d’'une optique
avec couplage

Dans ce cas, nous rajoutons une cinquiéme coordonnée au vecteur X correspondant a ’écart
relatif en énergie d. Les matrices faisceau et de transfert prennent alors la forme :

o Ry Rs N g5
R(o 1)“"(03 <52>>

ou R; est une matrice de My 4(R) correspondant au transport dans 'espace transverse. oy
est la projection de la matrice faisceau dans I’espace transverse. R;s est un vecteur colonne.
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Par commodité, nous posons n; = %2‘? . Posons n = ZQ le vecteur colonne correspondant
3
T4
a la dispersion du faisceau.
Le transport de la matrice faisceau donne :
or = RiooR{ + (6%) (RenoR; + Rsng R + RsRY) (57)

Considérons maintenant une succession de 2 éléments dont les matrices de transfert respec-
tives sont R et R . La matrice de transfert est alors R = R R Nous avons les relations :

R = R RV (58)
Rs = RPPRS"Y + R{Y (59)
7 = Ry 4 RV (60)

Utilisons maintenant la factorisation de R; utilisée a la section 5.1 :

01 0 _
Rt25-<01 02>-501 (61)
avec
(A0 b, B
5= < 0 AQ) ' (JQBTJQ blg) (62)

Posons 7g = S - n et 640 = So - o(t,0- ST. L’équation (57) s’écrit alors :
_ 01 0 of o0 T 2 T
oy =298 (0 02) 00,t (0 or S +<6>(R6R5+
(O 0N o s (O 0 g

Nous obtenons finalement une formulation des tailles mesurées a différents points de la ligne
similaire a celle donée a 'Eq. (11a).
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T

bcos iy bcos
<x2> B bsin 5 bsin iy +
61 Bu COS 1/12 — Blg sin 1/12 0.t BH [0)] ’lﬂg — Blg sin ’lﬂg
Bi1 sintps + B1s cos e Bi1sinpe 4+ B1s cos e
bcos T
R i R
<62> 51 | bsin Ao+ 5.1 (642)

VB1 Bi1 cosypy — Brasinis
Bi1sin g + Bia cos g

N

) —Bay cos iy — Bz siny T —Bay cos Py — Bz siny
(%) _ | ~Ba2sinty + Bz cos iy 5 —Bag siny + Bia cos "
B bcos e 0.t bcos s
bsin 1o bsin o
_BQQ COS ’lbl — Blg sin ’lbl r
Rs 3 —Byssin )y + Bis cos Y R Rs3
2 , 22 1 12 1 ,
<6 > VB2 2 b cos o o + —\/ﬁ—2 (64b)
bSiIl’l/)Q
b cos ’l/)l r 7B22 COS 1/)1 — 312 sin 1/)1
<xy> . bsin i 5 — Bog sin )y + Bis cos
VBiBz | Biicosiy — Biasinis 0t b cos 1y
B11 sin ’lﬂg + Big cos 1/12 bsin 1/12
bcosn r —Bss cospy — Biasinyy T
<62> R572 bsin 1/)1 + R(S,l 7322 sin 1/)1 =+ B12 COS ’l/)l ﬁ +
‘/62 Bll COS’l/)Q 7B12 Sin1/)2 1/ﬁ1 bCOS’L/)Q 0
Bll Sin’(/)g +312 COS’l/)Q bSiIl’l/)Q
Rs1R
115,1°16,2 (82) (64c)

V152

Il est & noter qu’aux points ou Ry = 0, la taille du faisceau ne dépend pas des valeurs de 7
ou de <62>. Nous avons donc une relation matricielle entre la matrice faisceau 6, 7o et <62> que
nous cherchons & déterminer et les tailles faisceaux. Les coefficients de la matrice font apparaitre
les avances de phase 11 et 19 ainsi que 11 + 5. Il est alors nécessaire de choisir judicieusement
les positions des détecteurs afin de bien discriminer les différentes mesures. Comme o comprend
15 parametres libres (ceux de &g, de 7jp et enfin de <62>), au moins 15 mesures sont nécessaires.

7 Conclusion

Nous avons développé un ensemble de factorisisation de la matrice de transport dans le cas
ou la ligne est couplée et dispersive. Ceci a permis de mettre en valeur les avances de phase
permettant de discriminer les paramétres de la matrice sigma selon le point de mesure. Nous
avons pu également démontrer certaines propriétés comme le fait que le produit des émittances
projetées est toujours supérieur a celui des émittances intrinséques du faisceau.
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