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La formule des traces tordue : Avant-propos

The trace formula as an algebraic idea is as old as representation theory itself
and can be regarded as a form of the Frobenius reciprocity theorem. Suppose that
G is a finite group and I' a subgroup. Consider the representation p of G on the
functions on T'\G, g: ¢ — p(g)¢, where p(g)d(h) = ¢(hg). It is the representation
induced from the trivial representation of I' and the action of a function on G on
the space of p is

fioop(Ne=d #h) = ﬁ S 6(ho) £(9)
G

The trace of p(f) is readily calculated as

— _ 1 .
1G] > f(9) ] /F\Gzrjf(gl v91) dg1,

{(9,91) | g19=791,7€T}

where the measure on I'\G is implicitly normalized to 1 by a factor |I'\G| and g1
runs over I'\G. The integral on the right can be expressed in various ways, as a
sum over conjugacy classes in I,

Z/ Flgr " vn) dan,

{1
where I'y is the centralizer of v in I, or as

W S meas(C\G:) [ floi ) don
{1 G\G
We apply these simple formulas to the function f(g) = x.(g) given by the
character x, of an irreducible representation 7 of G. By the orthogonality relations
for matrix coefficients tr(p( f)) is the number of times 7 is contained in p. The
present function f is a class function, so that the formula (1) for this trace reduces to

Zmeas (CN\G)x= (v |F| ZX"

{7}

which is the number of times the trivial representation is contained in the restric-
tion of 7 to I'. In other words, we arrive at Frobenius reciprocity for the trivial
representation of T'.

One of the achievements of Selberg, in some regards perhaps the major achieve-
ment of his career, was to recognize that there was not only a formula similar to (1)
for discrete groups I'' with compact quotient but also one, the trace formula, for dis-
crete subgroups of rank one. He, himself, was primarily concerned with subgroups
of SL(2,R), but the principles are similar for all groups of rank one for which the
usual reduction theory is valid. The spectral theory for the invariant differential

vii



viii LA FORMULE DES TRACES TORDUE : AVANT-PROPOS

operators is similar to the classical spectral theory for a second-order differential
equation on a half-line: a one-dimensional continuous spectrum, empty if I'\G is
compact, together with a discrete spectrum. This is a classical theory with which
Selberg was more than familiar. If the quotient is not compact, the eigenfunc-
tions for the continuous spectrum are constructed by the analytic continuation of
FEisenstein series, a topic initiated by Maafl and Roelcke, the central difficulty being
resolved by Selberg.

The rank-one theory together with the reduction theory for general arithmetic
groups suggested a more general theory, but there were difficulties, often misun-
derstood, even underestimated, by commentators with limited familiarity with the
methods used for their solution. Even the general reduction theory developed in
the nineteenth century by Eisenstein, H. J. S. Smith, Minkowski, Hermite and oth-
ers and rescued, I am tempted to suggest, from oblivion by C. L. Siegel in the
twentieth, with the last proofs being provided by Borel and Harish-Chandra, is
sorely in need of a competent historical description. It is not surprising that, in the
fifties, when Siegel was still alive, still at the Institute for Advanced Study, Selberg,
also at the Institute and like Siegel an analytic number theorist, was influenced
not only by Maafl and Roelcke but also by Siegel. Selberg wrote little and, in my
experience, talked little about the sources of his knowledge, so that it is difficult
to understand why he made so little progress with the theory in higher rank. The
few notes he left suggest, although a final judgement will have to await the closer
examination of them by D. Hejhal and others, that in essence he made none and
that he failed to understand subsequent developments. Since he was certainly a
strong mathematician, this is puzzling.

After years of unsystematic reflection I have concluded that the failure may have
lain in his lack of a clear understanding of the algebraic theory of semisimple groups
and, as a consequence, of the reduction theory of arithmetic groups. Specifically,
he failed to understand the notion of a cusp form, as it appeared in papers by
Godement and Harish-Chandra and in Gelfand’s Stockholm lecture, and of the
related decomposition of the spectrum according to classes of parabolic subgroups.
This is the clue to the general theory of Eisenstein series. This lack may have been
a consequence of an independent style and a refusal, at least in his later years, of
systematic study. I am not certain.

The general proofs of the analytic continuation of the Eisenstein series and the
description of the spectrum associated to those of each type certainly incorporate
basic ideas from those for rank-one groups but they demand in addition not only
a mastery of the theory of harmonic analysis on reductive groups as created by
Harish-Chandra but also the introduction of an appropriate inductive structure
and the solution of a number of specific problems.

Since the number of mathematicians with the necessary analytic experience
and the necessary understanding of the theory of semisimple groups is limited, the
general theory of Eisenstein series is not familiar to a large group of mathematicians.
Although this theory is necessary for the trace formula for a general reductive group,
even the first step toward the formula, the initial truncation of the kernel of

(2) o(f) = / F@)olg): b= & S (k) = / o(hg)f(9) dg,

for a smooth function with compact support, which is what permits the development
of the trace formula, was by no means obvious to me. I tried, unsuccessfully to
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take it. It was taken, after much reflection —about two years I would suggest — by
Arthur, who followed it by years of effort and many papers, most of which neither
I nor many other specialists have yet digested. I attempted a summary some time
ago in an article The trace formula and its applications: An introduction to the
work of James Arthur that appeared in the Canadian Bulletin of Mathematics.

In my view, although there is still much to do in the way of integrating it
with classical analytic number theory and classical algebraic number theory, which
will not be easy, the trace formula itself is the key to the construction of a theory
of automorphic forms in which functoriality and reciprocity appear in their full
generality. Reciprocity will demand, of course, more.

Fortunately the twisted trace formula, within or without endoscopy as the case
requires, offers an alternative, the proof of whose consequences is less demanding
from both an analytic and a number theoretic standpoint than those of the trace
formula itself, but that offers none the less substantial rewards. One of the earliest
such applications was to cyclic base change for GL(2) and some special cases of
the Artin conjecture, which were later put to spectacular use by A. Wiles in the
proof of Fermat’s theorem. More recently, Arthur has, in the book The endoscopic
classification of representations: orthogonal and symplectic groups systematically
developed the twisted trace formula and twisted endoscopy for GL(n) and applied
it to establish important cases of functoriality. Its appearance will be, in my view,
an event of major importance in the theory of automorphic forms, and the book
itself an opportunity for specialists, many of them mired in specific and limited
techniques, to grasp the analytic possibilities of the modern theory of automorphic
forms.

Selon son titre, c’est cette formule tordue qui est le sujet du présent livre de
Jean-Pierre Labesse et Jean-Loup Waldspurger. Pour la formule tordue, 'objet
principal n’est pas l'opérateur p(f) de la formule (2); il est plutot, s’il est permis
de m’exprimer d’une fagon un peu plus simple que celle du livre, p(f) o 8, ot 0 est
un automorphisme extérieur d’ordre fini du groupe G(A). Autant que je sache, c’est
H. Jacquet qui au début des années 80 avait proposé qu’une formule des traces pour
de tels opérateurs pourrait résoudre quelques questions qui l'intéressaient alors.
Javais essayé de trouver une telle formule, mais j’ai échoué.

Toutefois, un peu plus tard, Y. Flicker soumit aux Annals of Mathematics un
article qui contenait une formule tordue convaincante. Comme je voulais moi aussi
le faire, il avait, mais avec apparemment plus de succes, trouvé une modification du
noyau tronqué de Arthur. Malheureusement en examinant la démonstration qu’il
avait proposée, je n’ai trouvé qu'un argument sans fondement. Il n’était que le simu-
lacre d’une démonstration. Autant que je sache, 'auteur n’a jamais réussi & proposer
une autre démonstration plus solide. Par la suite, méme assez tot, lors d’une année
thématique a |’ Institute for Advanced Study sur les formes automorphes, j’ai pro-
posé a Jean-Pierre Labesse que nous offrions avec quelques collegues un séminaire
dans lequel nous essaierions de trouver une démonstration de la formule donnée par
Flicker. C’est ce séminaire qui est devenu le Morning Seminar, pour lequel les notes
des divers conférenciers en autant qu’elles étaient disponibles ont été distribuées aux
auditeurs. Elles sont toujours disponibles en ligne.

Ce fut une année tres exigeante pour tous les participants et quelques conféren-
ciers n’ont pas réussi a rédiger des notes; d’autres les ont rédigées hativement et,
pour la plupart, nous ne sommes pas retournés réfléchir a ce que nous avions écrit
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lors du séminaire. La le sujet s’expose a des dangers car Arthur, en rédigeant son
livre, avait suffisamment de pain sur la planche qu’il devait forcément tenir pour ac-
quises les conclusions du Morning Seminar. Méme s’il n’y avait pas d’autres raisons
pour leur savoir gré, a cause de celle-ci seule nous devons beaucoup a Jean-Pierre
Labesse et a Jean-Loup Waldspurger d’avoir repris la formule tordue et de ’avoir
assise sur des fondations sfires.

Ils observent d’ailleurs, qu’ils se sont délestés de quelques arguments que j’avais
esquissés dans mes notes et qu’ils les ont remplacés par d’autres. Quoique j’aie
beaucoup de confiance en le mathématicien que j’étais, bien plus que dans celui
que je suis, il est vrai que vers la fin du séminaire j’étais éreinté et manquais de
temps. De toutes fagons je n’ai pas eu depuis envie de reprendre ces arguments. Il
est certainement possible que j’avais trop simplifié les choses.

Les auteurs expliquent eux-mémes dans la préface la genese de leur entreprise
et il n’y a pas besoin de répéter ce qu’ils écrivent. Je voudrais toutefois ajouter
un sentiment de reconnaissance personelle, d’abord a Jean-Pierre Labesse et Jean-
Loup Waldspurger et ensuite a I’American Mathematical Society et surtout a son
président Eric Friedlander d’avoir accepté de publier ce texte en francais, ce qui a
ma surprise n’était pas si évident.

Il me semble que les mathématiciens se doivent de bien comprendre les consé-
quences de leur utilisation toujours croissante et maintenant presque universelle de
I’anglais, ou plutot de 'américain car nous sommes tous, comme mathématiciens,
a la remorque des américains. Cette pratique est accompagnée d’une ignorance
d’autres langues de sorte que les mathématiciens sont coupés & maints égards non
seulement des mathématiques des dix-septieme et dix-huitieme siécles mais aussi,
et a un degré bien plus grave, des mathématiques allemandes, francaises, russes ou
italiennes du dix-neuvieme siécle et de la premiére moitié du vingtieéme siecle. On
ne trouve pas facilement dans des textes contemporains tout ce que nous avons
hérité des grands mathématiciens de ces périodes. Ce déshéritement est peut-étre
moins grave pour les domaines qui n’ont apparu que récemment qu’il ’est pour la
théorie des formes automorphes qui est une fusion et une continuation de sujets
comme la théorie algébrique des nombres, la géométrie algébrique, la théorie des
groupes et leurs représentations, ou la théorie analytique des nombres, donc des su-
jets bien enracinés dans I'histoire des mathématiques et ou les facons de travailler
ont beaucoup changé depuis le temps de, disons, Weierstrass et Jacobi ou Dedekind
et Frobenius et le présent.

L’utilisation d’une langue unique et les moyens de communications et de voya-
ger contemporains permettent la formation de petites cellules de mathématiciens
qui ne communiquent guere entre elles. C’est une pratique que ceux et celles qui
veulent contribuer d’une facon sérieuse a la théorie des formes automorphes ne
peuvent pas se permettre. Méme ce livre ou le livre de Arthur ne sont, & mon avis,
au moins en partie, qu’une préparation pour des travaux nettement plus difficiles.
Il s’agit toutefois avec les deux d’un apprentissage que ’on ne peut pas contourner.
D’ailleurs notre devoir est de résoudre les problemes actuels, ou au moins d’essayer
de résoudre ceux-ci, et non pas ceux de l'avenir et, en plus, de ne pas s’adonner
trop aux réves. Il faut donc reconnaitre lesquels sont abordables a présent et essayer
de surmonter les difficultés concretes qu’ils posent. Le mérite de Jacquet, Labesse-
Waldspurger et Arthur, au moins en ce qui concerne la formule tordue, est en partie
de lavoir fait.
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La formule des traces elle-méme — donc la formule introduite par Selberg pour
les groupes de rang 1 mais dont la forme générale a été créée par Arthur — sera, a
mon avis, dans sa forme stable — donc accompagnée par une théorie d’endoscopie,
pour laquelle le lemme fondamental, démontré dans une suite de travaux de divers
mathématiciens dont le plus connu est celui de Ng6 Bau Chéu, est une compo-
sante critique — ’outil essentiel pour établir les théorémes de base de la théorie des
formes ou représentations automorphes, mais seulement lorsque on aura réussi a
I’accompagner avec des formes nouvelles de la théorie analytique des nombres et de
la théorie des corps de classes, les deux fusionées comme elles étaient jadis — par
exemple, dans le rapport Klassenkdorperbericht de Hasse — mais portant aussi sur
des extensions non abéliennes, de sorte que la fusion n’est pas évidente. Il s’agit
certainement de projets pour ’avenir. Pour l'instant, pour convaincre des jeunes
mathématiciens de la valeur des conjectures sur la fonctorialité et la réciprocité
dans le cadre des formes automorphes et de celle de la formule des traces elle-méme
on a besoin — sinon pour la formule stable au moins pour la théorie plus générale
de la formule tordue, stable ou non — de moyens a portée de main et de théorémes
dont la valeur est indiscutable. Ces moyens et ces théoremes se trouveront dans
deux livres.

Pour des théoremes importants sur la fonctorialité qui découlent de la formule
tordue, on peut consulter le livre de Arthur; pour les fondations d’un traitement
rigoureux et complet de la formule tordue, c’est ce livre de Labesse-Waldspurger
qu’il faut consulter. Les deux maitrisés, le jeune mathématicien peut, s’il le veut,
entamer lui-méme les problemes rattachés a la formule simple et décrits, en partie,
dans un essai A prologue to “Functoriality and Reciprocity”, Part 1, que j’ai rédigé
récemment et qui paraitra bientot.

Ceci dit, il me semble que toute conséquence laissée de coté le livre de Labesse-
Waldspurger serait en soi un plaisir de lire et peut servir a introduire un novice a
la théorie analytique des formes automorphes et a la formule des traces générale.

Robert Langlands






Préface

1. La genése du texte

La formule des traces pour un groupe réductif connexe sur un corps de carac-
téristique zéro est due & James Arthur. On renvoie a [14] pour une introduction et
une bibliographie complete.

Le cas tordu a fait I'objet du Friday Morning Seminar a 1 Institute for Ad-
vanced Study (TAS) de Princeton en 1983-1984, souvent cité dans la littérature sous
le nom de Morning Seminar on the Trace Formula. Lors de ce séminaire, les exposés
ont été présentés par Laurent Clozel, Jean-Pierre Labesse et Robert Langlands. Les
exposés 1, 2, 6, 7, 8 et 15 de Langlands ainsi que les exposés 3, 4, 5, 9, 12 et 13 de
Labesse ont donné lieu a des notes, rédigées et distribuées au fur et a mesure. Les
exposés 10, 11 et 14 de Clozel n’ont pas été rédigés. Ces notes, citées [20] dans la
suite, sont accessibles sur la page web de Langlands & I'TAS. Toutefois, ayant été
rédigées dans l'urgence, elles laissent a désirer sur de nombreux points.

Notre ambition est de donner, en nous basant pour I’essentiel sur les notes de
[20], une version complete de la preuve de la formule des traces dans le cas tordu
dans sa version primitive, c’est-a-dire non invariante. Ce travail s’inscrit dans le
projet de I’équipe parisienne animée par L. Clozel et J.-L.. Waldspurger pour rédiger
la variante tordue de la formule des traces et de sa stabilisation, outil indispensable
sur lequel se fondent les travaux récents d’ Arthur sur les groupes classiques. En effet,
ceux-ci reposent sur la stabilisation de la formule des traces pour GL(n) tordu par
l’automorphisme z — fz71.

Cette rédaction a dans un premier temps été menée en collaboration entre
Laurent Clozel et Jean-Pierre Labesse. On doit savoir gré a Clozel d’avoir accepté
de tenter cette aventure ou Labesse craignait de s’engager seul, méme si, en défi-
nitive, cette collaboration s’est interrompue et si c’est Jean-Loup Waldspurger qui
a collaboré pour la fin de ce travail. Il convient de dire que Clozel a écrit un pre-
mier jet pour certaines sections, relu diverses versions préliminaires et participé a
de nombreuses discussions qui ont permis de progresser dans la compréhension de
points obscurs. Qu'’il en soit ici remercié.

Nous devons bien entendu remercier tout particulierement R. P. Langlands de
nous avoir permis d’utiliser les notes du séminaire de Princeton [20] et singuliere-
ment le texte de son dernier exposé qui contient une esquisse des parties les plus
originales et les plus difficiles de la preuve dans le cas tordu. Ce texte a été notre
guide, méme si nous avons d{i nous en écarter en certains points.

2. Contenu des divers chapitres

Nous allons maintenant décrire brievement le contenu des parties et chapitres.
Les deux premieres parties sont le plus souvent une simple réexposition du contenu

xiii



xiv PREFACE

de [2], [3] et, partiellement, [4] avec quelques compléments pour les adapter au cas
tordu. Comme dans [20], mais de maniére plus systématique, nous avons préféré
réexposer ces articles plutot que de renvoyer a la littérature car, avec le temps, la
structure des preuves est apparue plus clairement et il est désormais possible de
les présenter dans un ordre plus naturel et plus facile a suivre pour le lecteur; au
surplus cela rend 'extension au cas tordu transparente.

Dans la troisieme partie, la torsion joue un réle plus important, en compliquant
quelque peu les preuves de convergence, mais 1a encore, comme dans [20], nous
suivons de pres [2] et [3]. Les trois premiéres parties couvrent les exposés 1 a 14 de
[20].

La quatrieéme partie, qui donne l’extension au cas tordu de [5] et [6], reprend
pour lessentiel le contenu de [20, Lecture 15] & ceci prés que nous avons dil nous en
écarter quelque peu pour le calcul de certains termes. Dans cette partie, la torsion
joue un role essentiel en introduisant des termes qui étaient absents ou négligeables
dans le cas classique (c.-a-d. non tordu) et dont I’étude est tres délicate.

Premiere partie. Géométrie et combinatoire. Cette partie contient trois
chapitres sur la géométrie des groupes et espaces tordus ainsi que sur la combina-
toire des cones et convexes associés aux systemes de racines. Sauf naturellement
dans le chapitre 2, qui introduit les espaces tordus, la torsion ne joue guere de role.
Mais, faute de référence commode et comportant des preuves completes ainsi que
pour convaincre le lecteur que ’extension au cas tordu était facile, il nous a souvent
paru nécessaire d’exposer en détail le cas classique.

Chapitre 1. Racines et convezres. Nous rappelons tout d’abord la construction
des espaces vectoriels aIQD associés aux paires de sous-groupes paraboliques P C @
d’un groupe réductif G défini sur un corps de nombres F, ainsi que la propriété
fondamentale pour la combinatoire des cones associés aux racines : & savoir le fait
que les bases Ag sont obtuses. Puis nous rappelons quelques propriétés, élémen-
taires et classiques, des éléments et des sous-ensembles des groupes de Weyl, qui
interviennent fréquemment en particulier via la décomposition de Bruhat. Nous en
fournissons des preuves lorsque nous ne connaissons pas de références commodes.
Ensuite nous donnons des énoncés concernant les familles de cones et de convexes
attachées aux systémes de racines et leur relation avec les (G, M)-familles. Nous
reprenons pour essentiel les preuves données dans [20, Lecture 13] ou on voit
que beaucoup d’énoncés combinatoires sont des conséquences de la simple identité
matricielle 77 = 77 = 1 (¢f. proposition 1.7.2).

Nous n’avons pas toujours repris les preuves classiques. De plus, certains énon-
cés semblent nouveaux, quoique implicites chez Arthur ou Langlands; c’est par
exemple le cas des lemmes 1.4.3 et 1.8.4. La preuve des propriétés 1.10.4 et 1.10.5
des (G, M)-familles & partir de la combinatoire des cones, via la transformée de
Fourier est inspirée par le traitement de la combinatoire dans [20, Lecture 15]. La
clef en est ’énoncé de globalisation 1.10.1 qui lui aussi semble nouveau.

Chapitre 2. Espaces tordus. Pour 1’étude de la formule des traces tordue, il
est commode d’utiliser le langage des espaces tordus introduit dans [26] (certains
préferent parler de groupes tordus). Nous en rappelons la définition. Notre cadre,
celui des espaces tordus, est une variante légérement plus générale du cadre utilisé
dans le Morning Seminar et repris par Arthur dans divers articles ultérieurs. C’est,
aux notations pres, le cadre de [25].
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L’extension au cas tordu de la combinatoire des cones associés aux poids et
racines est immédiate en observant que la seule propriété des systemes de racines
utilisée par cette combinatoire dans le cas usuel (non tordu), est que les racines
simples forment une base obtuse ; or la généralisation au cas tordu de cette propriété
est elle aussi immédiate.

Dans la section 2.10 on montre que le volume de certains convexes peut se
calculer au moyen de polynomes du premier degré en chaque variable pour un
choix astucieux des variables paramétrant le convexe. Ceci montre que dualement
des termes définis au moyen de certaines (G, M)-familles peuvent s’exprimer au
moyen de produits de dérivées du premier ordre en chacune de ces variables. Ce
résultat, de nature combinatoire, dii & Arthur dans le cas non tordu et que nous
généralisons, peut étre vu comme un cas trées simple de résultats plus généraux de
Finis et Lapid [22]. Ceci permet d’étendre au cas tordu les techniques d’Arthur
nécessaires pour la preuve du théoreme 14.2.1.

On introduit ensuite la fonction caractéristique de cone 55” qui joue un roéle es-
sentiel dans « I'identité fondamentale » (qui fait 'objet du chapitre 8). Sa définition
est 1égerement plus subtile que pour son analogue non tordu Ug.

Le chapitre se conclut par diverses inégalités liées a la géométrie de cones qui
elles sont spécifiques au cas tordu (en particulier le lemme 2.12.1 qui provient de
[20, Lecture 15]).

Chapitre 3. Théorie de la réduction. Ce chapitre contient essentiellement la
définition et les propriétés de la fonction Hy sur les groupes adéliques ainsi que
des rappels sur la théorie de la réduction. Il s’agit, 1a encore, de propriétés tres
classiques ne faisant pas intervenir la torsion; de fait, la torsion n’intervient que
tres peu dans tout ce chapitre.

La fonction Hp, qui se définit via la décomposition d’Iwasawa, fait le lien entre
la géométrie du groupe et celle des espaces vectoriels associés aux racines. Les
lemmes du paragraphe 3.3, qui permettent le controle de Hg(wn) lorsque n est
dans 'unipotent et w dans le groupe de Weyl, sont pour I’essentiel empruntés & [20,
Lecture 6]). Ces lemmes jouent un réle important dans de nombreuses estimations,
en particulier dans le chapitre suivant. La partition de la section 3.6 et les estimées
de la section 3.7 sont empruntées a [2] (voir aussi [20, Lectures 3 et 4]).

Deuxiéme partie. Théorie spectrale, troncatures et noyaux. Cette par-
tie est pour I'essentiel un exposé de résultats classiques sur I'opérateur de troncature
et la décomposition spectrale de I’espace des formes automorphes, qu’il était néces-
saire de rappeler au moins pour introduire les notations. La torsion ne joue encore
ici qu’un roéle accessoire. Toutefois quelques nouveautés apparaissent ici ou la.

Chapitre 4. L’opérateur de troncature. Ce chapitre rappelle des faits bien con-
nus, dus a Arthur, sur 'opérateur de troncature. La torsion n’intervient pas du tout
ici. On suit pour lessentiel I'exposé 6 de Langlands [20, Lecture 6] qui soi-méme
s’inspire du contenu du premier paragraphe de l'article d’Arthur [3].

Le résultat technique le plus important de ce chapitre est le lemme 4.1.1 qui
reprend [3, Lemma 1.1]. Les arguments de la preuve de ce lemme, essentiel pour la
suite, semblent légérement incomplets dans [3]. En effet, Arthur y utilise analogue
de notre lemme 3.3.2 mais sous une forme forte : c’est-a-dire avec ¢ = 0. Cette forme
forte est prouvée dans les notes de Langlands pour les groupes de Chevalley avec un
choix optimal du sous-groupe compact maximal [20, Lemma 6.3]. Mais il ne semble
pas possible d’établir cette forme forte en toute généralité. Fort heureusement, la
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preuve donnée par Langlands dans [20], et que nous reprenons, montre que la forme
forte du lemme 3.3.2 n’est pas indispensable pour prouver le lemme 4.1.1. Pour le
reste les arguments sont dus a Arthur.

Le second résultat technique important est la proposition 4.3.2 qui reproduit le
lemme 6.6 de [20, Lecture 6] lui-méme emprunté & [3, Lemma 1.4]. Les arguments
sont rappelés pour la commodité du lecteur.

Chapitre 5. Formes automorphes et produits scalaires. Apres un bref rappel des
résultats dus a Langlands sur le prolongement méromorphe des opérateurs d’entre-
lacement et des séries d’Eisenstein, on donne une preuve simple de la formule,
également due a Langlands, pour le produit scalaire de deux séries d’Eisenstein
tronquées, provenant de fonctions cuspidales, au moyen de la (G, M)-famille spec-
trale. La preuve, donnée ici, est celle qui est esquissée dans [20, Lecture 12]; elle est
beaucoup plus directe et élémentaire que celle rédigée par Arthur dans [3]. Dans le
cas ou les fonctions ne sont plus cuspidales, on ne dispose alors que d’une formule
asymptotique. Le passage du cas cuspidal au cas non cuspidal est, lui, di a Arthur.
Nous nous contentons de citer le résultat et nous renvoyons a la littérature pour sa
preuve.

Chapitre 6. Le noyau intégral. On introduit dans le cas tordu le noyau de
la formule des traces et on en donne des estimées. On rappelle la factorisation
de Dixmier-Malliavin que nous substituons dans diverses preuves a ’argument de
paramétrix utilisé par Arthur, qui lui est emprunté a Duflo-Labesse.

Chapitre 7. Décomposition spectrale. La décomposition spectrale pour le noyau
joue bien évidemment un réle essentiel dans le développement spectral de la formule
des traces. La décomposition spectrale, due a Langlands, est brievement rappelée.
Puis on donne des estimées pour la décomposition spectrale du noyau.

Troisiéme partie. La formule des traces grossiére. L’adjectif grossier se
veut la traduction de coarse utilisé dans [20]. Dans cette partie on introduit tout
d’abord ’identité fondamentale (c’est la basic identity de [20]) qui donne naissance
aux développements géométrique et spectral de la formule des traces. Puis on étu-
die le développement géométrique sous sa forme grossiére mais aussi fine (quoique
trés rapidement). Ensuite on donne le développement spectral sous sa forme gros-
siére (coarse spectral expansion). Ceci permet de prouver une premiére forme de la
formule des traces ainsi que les propriétés formelles des termes des développements
grossiers de deux membres de cette identité.

Chapitre 8. Formule des traces : état zéro. Ce chapitre contient la preuve de
I’identité fondamentale qui est le point de départ de la formule des traces. On établit
I’égalité de deux variantes tronquées pour la restriction a la diagonale du noyau.
L’une se préte bien au développement géométrique, c’est-a-dire suivant les classes
de conjugaison, I'autre au développement spectral. Dans le séminaire de Princeton
une premiére forme de l'identité fondamentale est établie dans [20, Lecture 2] puis,
une variante est donnée beaucoup plus tard dans [20, Lecture 9] ; c’est cette variante
qui s’avere étre la bonne et qui est donnée ici a la proposition 8.2.2. 1l s’agit d’une
simple identité combinatoire.

Chapitre 9. Développement géométrique. Ce chapitre est consacré a la décom-
position suivant les classes de conjugaison de I'intégrale sur la diagonale du noyau
apres troncature « géométrique ». Le théoréme 9.1.2 établit la convergence du déve-
loppement géométrique grossier (c’est-a-dire du développement suivant les classes



2. CONTENU DES DIVERS CHAPITRES xvii

de conjugaison des parties quasi semi-simples). C’est une adaptation facile des ar-
gument de [2]. On suit pour cela [20, Lectures 3 et 4]. On continue ce chapitre en
donnant ’expression des termes associés aux classes de conjugaison semi-simples au
moyen d’intégrales orbitales pondérées suivant [20, Lecture 5] repris et développé
dans [20, Lecture 9].

Un dernier et bref paragraphe est consacré au développement géométrique fin
(fine o-expansion). Il nous a paru suffisant de renvoyer a la littérature pour le
traitement des termes non semi-simples. D’ailleurs, il n’y a rien concernant ces
termes dans [20]. En effet le traitement de ces termes n’a été fait, par Arthur,
qu’apres le Morning Seminar. Comme ceci a été rédigé par Arthur en y incluant le
cas tordu (quoique dans un cadre légérement plus restrictif que le cas général traité
par ailleurs dans notre texte), il ne nous a pas paru nécessaire d’en reprendre la
rédaction.

Chapitre 10. Développement spectral grossier. La décomposition spectrale sui-
vant les « données cuspidales » induit le développement grossier (appelé coarse
spectral expansion dans [20]). La preuve de sa convergence suit celle donnée par
Langlands dans [20] qui avait fait 'objet des exposés 7 et 8, preuve qui est elle
méme inspirée de [3], quoique la torsion induise quelques complications techniques.
La principale différence entre le cas classique et le cas tordu est que (avec les
notations du théoréme 10.3.4) dans le cas tordu, le développement spectral fait in-
tervenir une combinaison linéaire de termes indexés par des paires de sous-groupes
paraboliques standard Q C R :

/ 5S(Ho(~’6) - T)A?’QKQ,507X(JC, x)dz
Yo,

pouvant donner des contributions non triviales alors que dans le cas classique seul
le terme
ATK, (z,z)dx
Xa
correspondant au cas Qo = @ = R = G, est non nul (pour T assez régulier).

Chapitre 11. Formule des traces : propriétés formelles. Les termes des dévelop-
pements géométriques et spectraux « grossiers » (appelés coarse expansions dans
[20]) ont des propriétés formelles remarquables. La propriété essentielle est que 1'on
obtient, de fagon asymptotique, des polynémes en la variable de troncature T'. Les
preuves dans le cas tordu sont une adaptation immédiate des preuves données par
Arthur dans [4] pour le cas classique. Nous suivons ici [20, Lecture 13].

Au total, les trois premieéres parties fournissent une preuve complete de la va-
riante tordue de ’ensemble des résultats d’Arthur contenus dans [2] et [3] ainsi
qu'une partie des résultats de [4] (essentiellement ceux concernant les (G, M)-
familles et les propriétés formelles des termes de la formule des traces).

Quatriéme partie. Forme explicite des termes spectraux. Cette partie,
la plus difficile et la plus originale de tout ’ensemble, est consacrée a 1’extension
au cas tordu des résultats des articles [5] et [6] d’Arthur. La difficulté nouvelle, par
rapport au cas traité par Arthur, provient de la nécessité de prendre en compte des
termes attachés a des couples Q C R avec Q # G évoqués ci-dessus. L’analyse de
leur comportement est beaucoup plus délicate.

L’étude du développement spectral de ces termes utilise le calcul du produit
scalaire de séries d’Eisenstein tronquées qui peut étre fait explicitement, au moins
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dans le cas ou on part de séries d’Eisenstein construites a partir de fonctions cus-
pidales, en se ramenant, moyennant une inversion d’intégrale, au calcul classique
et rappelé ci-dessus (cf. chapitre 5). On obtient alors une expression au moyen de
(G, M)-familles spectrales généralisant le cas classique. Toutefois, pour les termes
attachés & des couples Q C R avec 0y(Q) # Q, le calcul auquel on est naturellement
amené suppose, pour étre convergent, d’avoir auparavant déplacé le contour d’inté-
gration en dehors du domaine naturel des variables spectrales (c’est-a-dire qu’elles
ne sont plus imaginaires pures), du moins pour une partie d’entre elles. Cela se
fait sans grosses difficultés. Mais, pour achever la combinatoire il convient, calcul
fait, de revenir ensuite au domaine naturel pour les variables spectrales. Il faut
donc déplacer des contours d’intégration dans des intégrales faisant intervenir des
(G, M)-familles. C’est la démarche proposée par Langlands dans [20, Lecture 15].
Cela suppose des estimées sur les opérateurs d’entrelacements et leur dérivées que
nous n’avons pas su obtenir.

Une méthode ne supposant pas de déplacement de contour, mais tres délicate
du point de vue combinatoire et analytique, découverte par Waldspurger, a per-
mis de résoudre la question. On se ramene en définitive a ’expression donnée par
Langlands.

Chapitre 12. Introduction d’une fonction B. Il s’agit d’adapter au cas tordu
une technique due & Arthur et développée dans [5]. L’introduction d’une fonction
B a support compact dans I’expression spectrale pour les termes évoqués ci-dessus
va permettre de pallier ’absence d’estimées uniformes de certains développements
spectraux. Comme dit plus haut le traitement des termes attachés aux couples
@ C R avec Q # G est en général beaucoup plus difficile que le cas Q) = G traité par
Arthur. La fonction B apparait le plus souvent dans les calculs via sa transformée
de Fourier. Celle-ci n’est pas a support compact, mais seulement a décroissance
rapide, ce qui pose de délicats problémes de convergence. Pour les traiter, on a
besoin de majorations plus fines que dans les paragraphes précédents.

Chapitre 13. Calcul de AT(B). Ce chapitre peut étre vu comme l'analogue
tordu de la seconde partie de [5]. Il s’agit, entre autre, de tenir compte du caractére
asymptotique des expressions en termes de (G, M )-familles obtenues par le calcul
de produit scalaire dans le cas ou les séries d’Eisenstein ne sont pas construites a
partir de fonctions cuspidales. Ici encore une difficulté nouvelle provient des termes
avec 0p(Q) # Q. La démarche empruntée ici fournit au total une expression plus
simple que celle obtenue par Arthur dans le cas non tordu. Elles different par des
termes asymptotiquement petits; il en résulte qu’une des étapes combinatoires de
[6, section 3] se trouve ainsi déja prise en compte.

Chapitre 14. Formules explicites. Ce chapitre exploite 'analyse faite dans les
deux chapitres précédents pour obtenir dans le cas tordu, ’analogue des formules
obtenues par Arthur dans [6] donnant I’expression explicite des termes spectraux
de la formule des traces.

La section 14.1 s’inspire du traitement proposé par Langlands dans [20, Lec-
ture 15] mais en utilisant de fagon systématique la globalisation des (G, M )-familles
ce qui rend plus transparent I’argumentaire combinatoire et simplifie considérable-
ment tant cette combinatoire que les notations.

L’objet de la section 14.2 est de débarrasser les divers termes de la fonction
auxiliaire B en la faisant tendre vers 1. Pour cela il convient d’établir la convergence
absolue de ces termes. Arthur utilise deux arguments :
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(1) il suppose 'existence d’une normalisation des opérateurs d’entrelacements;

(2) il montre que les termes & contrdler, qui font intervenir des (G, M )-familles
définis au moyen des facteurs de normalisation, peuvent s’exprimer comme
une combinaison linéaire de produits de dérivées du premier ordre en
certaines variables. Ceci permet la réduction a un probléme en rang un.

L’existence d’une normalisation a été établie pour la premiere fois par Lan-
glands dans [20, Lecture 15]. Cette normalisation a depuis été reprise par Arthur.
N’ayant rien & ajouter, nous nous contentons de citer Arthur [13] pour cette nor-
malisation ainsi que [6] pour la fin de la preuve, & un détail preés qui fait I'objet de
la section 2.10.

Une derniére section reformule le développement spectral en exploitant la con-
vergence absolue due a Finis, Lapid et Miiller.






Foreword

1. The genesis of the paper

The trace formula for an arbitrary connected reductive group over a number
field is due to James Arthur. We refer the reader to [14] for an introduction and a
complete bibliography.

The twisted case was the subject of the Friday Morning Seminar at the Institute
for Advanced Study (Princeton) during the academic year 1983-1984, often quoted
in the literature as Morning Seminar on the Trace Formula. During this seminar
lectures were given by Laurent Clozel, Jean-Pierre Labesse and Robert Langlands.
Notes for Lectures 1, 2, 6, 7, 8, and 15 by Langlands and Lectures 3, 4, 5, 9, 12,
and 13 by Labesse were written up and made available to the audience a few days
after each lecture. Lectures 10, 11, and 14 by Clozel were never written up. The
lecture notes, quoted [20] in the sequel, are available on Langlands webpage. But,
having been written quite hastily they contain quite a few errors, and in addition
some proofs are not complete.

Our ambition is to give, following [20], a complete proof of the twisted trace
formula in its primitive version, i.e., its noninvariant form. This is a part of the
project of the Parisian team led by L. Clozel and J.-L. Waldspurger whose aim is to
give a complete proof of the stablilization of the twisted trace formula which is the
basic tool for Arthur’s book on classical groups. In fact it relies on the stabilization
of the trace formula for GL(n) twisted by the automorphism z ~ tz 1.

At the beginning, this book was a collaboration between Laurent Clozel and
Jean-Pierre Labesse. We are grateful to Laurent Clozel to have agreed to try this
adventure where Labesse was afraid to embark alone, even if, at some point, this
collaboration was stopped and Jean-Loup Waldspurger helped to finish the job. It
is fair to say that Clozel has written the first draft for some sections, read many
preliminary versions and helped clear up many obscure points. We thank him very
much for this.

We are glad to thank R. P. Langlands who allowed us to use the IAS lecture
notes [20] and in particular the notes of his Lecture 15 which contains a sketch of
the most original and most difficult part of the proof in the twisted case. These
notes were our guide even if we had to follow a slightly different path at some point.

2. Contents of the chapters

We shall now describe briefly the contents of the various parts and chapters.
The first two parts are often simply a rewriting of the contents of [2], [3] and part
of [4] with a few additions to fit with the twisted case. As in [20], but in a more
systematic way, we preferred to repeat the arguments rather than to refer to the
literature since by now the structure of the proofs is much better understood and
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it is possible to present them in a more natural order, one that is easier to follow
for the reader; moreover this makes the extension to the twisted case more or less
obvious.

In the third part, the twisting plays a more important role, as it makes the
proofs for the convergences slightly more complicated, but again, as in [20], we
follow closely [2] and [3]. The first three parts cover Lectures 1 to 14 in [20].

The fourth part, which extends [5] and [6] to the twisted case, is mainly based
on [20, Lecture 15] except that we have used a slightly different approach for the
computation of some terms. In this part, the twisting plays an essential role by
introducing terms that are absent or negligible in the classical (i.e., nontwisted)
case and whose study is quite subtle.

Part 1. Geometry and combinatorics. This part contains three chapters
on the geometry of groups and twisted spaces, and also on the combinatorics of
cones and convex sets attached to root systems.

Except, of course, in Chapter 2 the twisting plays barely no role. But by lack
of a convenient reference with complete proofs and also to convince the reader that
the extension to the twisted case was easy we thought it better to give a detailed
account for the classical case.

Chapter 1. Roots and convex sets. We recall first the construction of vector
spaces ag attached to pairs of parabolic subgroups P C @ in a reductive group
G over a number field F; and the fundamental property for the combinatorics of
cones attached to root systems: namely that basis Ag are obtuse. Then we recall
some classic and elementary properties of elements and subsets of Weyl groups that
arise quite often in particular when using Bruhat decomposition. We give proofs
when we don’t know of any easily accessible reference. Then we give statements
for family of cones and convex sets attached to root systems and their relation to
(G, M)-families. Most of the time we follow the proofs given in [20, Lecture 13]
where it is shown that many of these statements are consequences of the simple
matrix identity 77 = 77 = 1 (cf. Proposition 1.7.2).

Some of our proofs do not follow the classical patterns. Moreover some of
the statements seem to be new, albeit implicit in Langlands or Arthur. This is,
for example, the case of Lemmas 1.4.3 and 1.8.4. The proof of Lemmas 1.10.4
and 1.10.5 for (G, M)-families using, via a Fourier transform, the combinatorics of
cones is inspired by the use of this combinatorics in [20, Lecture 15]. The key is
the globalization statement 1.10.1 that also seems new.

Chapter 2. Tuwisted spaces. To study the twisted trace formula it is convenient
to use the language of twisted spaces introduced in [26] (some prefer to speak of
twisted groups). We recall the definition. Our setting, twisted spaces, is a slightly
more general variant of the setting used in the Morning Seminar and again by
Arthur in the papers written after it. Up to notation this is the setting used in [25].

The extension to the twisted case of the combinatorics of cones associated to
roots and weights is immediate when observing that it only relies on the following
fact: simple roots define an obtuse basis and that this is also the case for the
corresponding basis that arise in the twisted case.

In section 2.10 we show that the volume of certain convex sets can be computed
in terms of polynomials of degree one in each variable for a good choice of the
parameters defining the convex set. This shows that dually some terms defined by
certain (G, M)-families can be computed in terms of products of derivatives of first
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order in each of these variables. This combinatorial result, due to Arthur in the
nontwisted case, can be seen as a very simple instance of quite general results of
Finis and Lapid [22]. This allows to extend to the twisted case Arthur’s techniques
in order to prove Theorem 14.2.1.

We then introduce 53 the characteristic function of another cone which is the
key object in the “basic identity” (treated in Chapter 8). Its definition is slightly
more subtle than that of its classical analogue.

The chapter ends with various inequalities stemming from the geometry of
cones specific of the twisted case (in particular Lemma 2.12.1 borrowed from [20,
Lecture 15]).

Chapter 3. Reduction theory. This chapter is mainly concerned with the defi-
nition and the properties of function Hy on adelic groups and other classical state-
ments of reduction theory. Here again, twisting plays little if any role in the whole
chapter.

The function Hy, defined via Iwasawa decomposition, allows to relate the ge-
ometry on the group and that of vector spaces attached to roots.

The lemmas in Section 3.3, that allow to control Hy(wn) when n belong to the
unipotent and w is in the Weyl group, are borrowed from [20, Lecture 6]. These
lemmas are quite important in order to obtain estimates, in particular in the next
chapter. The partition in Section 3.6 and the estimates in Section 3.7 are borrowed
from [2] (see also [20, Lectures 3 and 4]).

Part 2. Spectral theory, truncation and kernels. This part is mainly a
report on classical results about the truncation operator and the spectral decom-
position of the space of automorphic forms, which we had to recall at least to fix
notation. Here again twisting plays little role. Nevertheless some new features show
up.

Chapter 4. The truncation operator. This chapter recalls well known facts, due
to Arthur, on truncation operators. The twisting is completely absent here. We
follow Lecture 6 by Langlands [20] which is itself inspired by Arthur’s paper [3].

The main technical result of the chapter is Lemma 4.1.1 which is nothing but
[3, Lemma 1.1]. The proof of this key lemma seems slightly incomplete in [3]. In
fact Arthur makes use of an analogue of our 3.3.2 but in a stronger form, i.e.,
with ¢ = 0. This strong form is established by Langlands for Chevalley groups
under an optimal choice for the maximal compact subgroup [20, Lemma 6.3], but
such a strong form is not likely to hold in general. Fortunately the proof given
by Langlands in [20], which we reproduce here, shows that such a strong form of
Lemma 3.3.2 is not necessary to establish Lemma 4.1.1. The remaining arguments
are due to Arthur.

The second important technical result is Proposition 4.3.2 which reproduces
Lemma 6.6 in [20, Lecture 6] which is itself borrowed from [3, Lemma 1.4]. The
proof is recalled for the convenience of the reader.

Chapter 5. Automorphic forms and scalar products. We first recall briefly the
results due to Langlands on analytic continuation of intertwining operators and
Eisenstein series, then we give a simple proof of the formula, also due to Langlands,
for the scalar product of truncated Eisenstein series built from cuspidal functions
in terms of the spectral (G, M)-family. The proof given here was outlined in [20,
Lecture 12]; it is much more direct and elementary than the proof given by Arthur
in [3]. When dealing with the noncuspidal case one gets only an asymptotic formula.
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The extension to the noncuspidal case is due to Arthur. We only quote the result
and we refer the reader to the literature for a proof.

Chapter 6. The integral kernel. We introduce the kernel that is used in the
trace formula in the twisted case and we give estimates. We recall Dixmier—
Malliavin’s factorization which we substitute for the parametrix argument used
by Arthur, which itself was borrowed from Duflo-Labesse.

Chapter 7. Spectral deecomposition. The spectral decomposition for the kernel
plays naturally a key role in the spectral expansion of the trace formula. The spec-
tral decomposition, due to Langlands, is briefly recalled. Then we give estimates
for the spectral decomposition of the kernel.

Part 3. The coarse trace formula. The word “coarse” used in [20] is to
be translated by “grossier” in French. In this part we first give the basic identity
(“identité fondamentale” in French) which gives rise to the geometric and spectral
expansions of the trace formula. Then we study the coarse geometric expansion
and the fine geometric expansion as well (although very briefly). Next we give
the coarse spectral expansion. This yields a first form of the trace formula, and
we establish the formal properties of the various terms in the coarse expansions of
both sides of this identity.

Chapter 8. Zero state of the trace formula. This chapter contains the proof for
the basic identity which is the starting point for the trace formula. We establish
the equality between two truncated variants of the restriction to the diagonal of
the kernel. One side yields the geometric expansion by expanding it according to
conjugacy classes, the other one yields the spectral expansion. During the Princeton
seminar a first form of the basic identity was established in [20, Lecture 2] then a
variant of it was given quite later in [20, Lecture 9]; this variant turned out to be
the right one and is given here in Proposition 8.2.2. This is merely a combinatorial
identity.

Chapter 9. Geometric expansion. This chapter deals with the decomposition
along conjugacy classes of the integral over the diagonal of the kernel after geometric
truncation. Theorem 9.1.2 establishes the convergence of the coarse geometric
expansion (i.e., the expansion along the conjugacy classes of the quasisemisimple
parts). This is an easy adaptation of arguments in [2]. We follow [20, Lectures 3
and 4]. The chapter goes on with the expression of terms defined by semisimple
conjugacy classes by means of weighted orbital integrals, following [20, Lecture 5]
and again but with more details in [20, Lecture 9].

A last and short paragraph deals with the fine geometric expansions (“fine o-
expansion”). We thought it enough to refer the reader to the literature for the
study of nonsemisimple elements. We observe that these terms are not studied in
[20]. In fact they were treated by Arthur only after the Morning Seminar. Since
this was written up by Arthur including the twisted case (although in a setting
slightly more restrictive than here) we thought it worthless to rewrite it here.

Chapter 10. The coarse spectral expansion. The spectral expansion according
to cuspidal data induces the coarse spectral expansion. The proof of its conver-
gence follows Lectures 7 and 8 by Langlands in [20] which in turn are inspired
by [3], although a few technical difficulties arise from the twisting. The main
difference between the classical and the twisted case is that (with notation from
Theorem 10.3.4) the twisted spectral expansion is a linear combination of terms
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indexed by pairs of standard parabolic subgroups @ C R:
| @) ~ T)AT O Kg (o) ds
Yo,
that can be nontrivial, while in the classical case there is only one term
/ ATK, (2, 7)da
Xa

corresponding to the case Qp = Q = R = G, that is nonvanishing (for T regular
enough).

Chapter 11. Trace formula: formal properties. The terms in the geometric
and spectral coarse expansions have remarkable formal properties. Their main
property is that one gets, asymptotically polynomials in 7', the truncation variable.
The proofs in the twisted case are an easy adaptation of the proofs given by Arthur
in [4] in the classical case. We follow here [20, Lecture 13].

Altogether the first three parts give a complete account for the twisted variant
of the results contained in [2] and [3] and a part of the results in [4] as well (mainly
those concerning the (G, M)-families and the formal properties of terms in the trace
formula).

Part 4. Explicit form for spectral terms. This part, which is the most
original and difficult part of this work, deals with the extension to the twisted case
of Arthur’s results in [5] and [6]. The new feature is that one has to take care of
terms indexed by pairs @ C R with @@ # G alluded to above. Their study is much
more delicate.

The study of the spectral expansion of such terms uses the scalar product
of truncated Eisenstein series that can be computed exactly, at least when dealing
with Eisenstein series constructed from cuspidal functions, by means of the classical
calculation recalled above (cf. Chapter 5) after an inversion of integrals. One thus
gets an expression in terms of spectral (G, M)-families generalizing the classical
case. But for terms attached to pairs @ C R with 6y(Q) # @ this natural formal
computation makes sense only after shifting the contour integral for some of the
spectral variables away from their natural domain (i.e., these are no longer purely
imaginary). This can be done without much trouble. But now, to go on with the
combinatorics, one needs to come back to the natural domain for these spectral
variables. One is thus led to shift back the contour integral for terms that now
involve spectral (G, M)-families. This is what is suggested by Langlands in [20,
Lecture 15]. To do this one needs estimates on intertwining operators and their
derivatives which we do not know how to get.

A method that does not involve any shifting of contour, but that is quite delicate
from the combinatorial and analytic point of view, has been devised by Waldspurger
and allows to solve this problem. One is eventually led to the expression given by
Langlands.

Chapter 12. Introduction of a function B. One has to adapt a technique due
to Arthur and developed in [5]. The introduction of a function B with compact
support in the spectral expansion for terms described above is a remedy to the
lack of uniform estimates of certain spectral expansions. As said above the terms
attached to pairs Q C R with @ # G is in general much more difficult than the case
@ = G treated by Arthur. The functions B appears often via its Fourier transform
which is not compactly supported but only rapidly decreasing, and this generates
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quite delicate convergence problems. To handle them one needs to refine some of
the estimates already used in previous sections.

Chapter 13. Computation of AT (B). This chapter can be seen as the twisted
analogue of the second part of [5]. One aim is to take care of the asymptotic nature
of the formulas involving the (G, M)-families coming from the computation of the
scalar product when Eisenstein series are not constructed from cuspidal functions.
Here again a new difficulty comes from terms where 6y(Q) # Q. The way this
difficulty is solved here yields eventually an expression which is simpler than the
one obtained by Arthur in the nontwisted case. They differ by asymptotically small
terms; as a consequence one of the combinatorial steps in [6, Section 3] is already
taken care of.

Chapter 14. Explicit formulas. Based on the analysis made in the two preced-
ing chapters, we establish the twisted analogue of the formulas obtained by Arthur
in [6] giving an explicit expression for spectral terms in the trace formula.

Section 14.1 is inspired by what Langlands does in [20, Lecture 15] but the sys-
tematic use of the globalization of (G, M)-families makes the combinatorial argu-
ment much more transparent since it simplifies the combinatorics and the notation
as well.

In Section 14.2 we get rid of the auxiliary function B by letting it tend to 1.
To do this one needs to prove the absolute convergence of these terms. Arthur uses
two kind of arguments:

(1) he assumes known a normalization of the intertwining operators;

(2) he shows then that the terms to control, that contain (G, M)-families, can
be expressed as a linear combination of products of first order derivatives
in certain variables. This allows to reduce to a problem in rank one.

The existence of a normalization was first established by Langlands in [20,
Lecture 15]. This normalization later appeared in Arthur’s work. Since we have
nothing more to say we simply refer to [13] for the normalization and to [6] for the
end of the proof up to a detail which occupies section 2.10.

In a last section we reformulate the result by making use of the absolute con-
vergence of the spectral expansion due to Finis, Lapid and Miiller.
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CHAPITRE 1

Racines et convexes

1.1. Les espaces ap

Soit F' un corps de nombres. On note A l'anneau des adéles de F'. Soit G
un groupe linéaire algébrique connexe défini sur F'. On note Xp(G) le groupe des
caracteres rationnels de G et on pose

ag = HOIH(XF(G),R) .

C’est un espace vectoriel sur R. On note ag sa dimension. On dispose alors d’'un
homomorphisme

He: G(A) — ag
défini par
He(z) = {x  log|x(z)} .
On notera
G(A)!

le noyau de cette application. Considérons une décomposition de Levi : G = LN ou
N est le radical unipotent de G. L’homomorphisme H¢ est trivial sur N(A) ainsi
que sur Lge (A) ot Ly est le groupe dérivé du sous-groupe de Levi L.

Supposons maintenant que G est réductif. On note Zg son centre. Soit Gg
la restriction des scalaires de F' & Q de G. On note 20 la composante neutre du
groupe des points réels du Q-tore déployé maximal du centre de Gg. Donc 2 est
un sous-groupe de Lie connexe de Z, :

Ag C L = ZG(F(X)R) C ZG(A) C G(A) .
Par restriction de Hg a lg on obtient un homomorphisme :
QlG — ag

qui est un isomorphisme. On peut alors interpréter ag comme 'algebre de Lie de
¢ et voir ag comme une sous-algebre de 'algebre de Lie g de Gg(R). On notera

Cl:eH

le point de g d’image H dans ag. On observera que 'application naturelle
G(A)! — A\G(A)

est un isomorphisme.
Soit P = M N un sous-groupe parabolique de G ou M est un sous-groupe de
Levi de P, définis sur F'; on observe que Xp(P) = Xp(M) et donc

ap =aps .

3
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On choisit un sous-groupe parabolique minimal Py et un sous-groupe de Levi M
de Fy. Le groupe M est fixé une fois pour toutes dans la suite de ce texte. On pose

ap = ap, = Aprg, -

Dans toute la suite, nous ne considérerons que des sous-groupes paraboliques P
semi-standard c’est-a-dire contenant Mj. Le sous-groupe de Levi M est déterminé
par P et la condition My C M et on écrira parfois A p pour ;. On prendra garde
que

Q[p = QlM
n’est pas central dans P(A). Toutefois ApN(A) est un sous-groupe distingué dans
P(A). L’inclusion P C G induit une inclusion

XF(G) C XF(P)

et donc une surjection
ap — ag
dont le noyau sera noté ag. Compte tenu des isomorphismes

Ao ~ ag et Ay ~ay =ap

et de l'inclusion
Ao C A
on obtient une section ag — ap de la surjection ap — ag et donc une décomposition

ap:ac;@ag.

Plus généralement, soient P C ) deux sous-groupes paraboliques de G. En utili-
sant que Hg est trivial sur le radical unipotent de ) ce qui précede fournit une
décomposition

ap=aq ® ag .
On pose

ag = dim ujQ, .

On considere ap comme 'algebre de Lie de Az, et donc comme une sous-
algebre de g. La forme de Killing induit un produit scalaire sur a§/. Ceci définit une
structure euclidienne sur son dual et on notera («, 5) le produit scalaire de deux

éléments du dual. Cette structure euclidienne définit également une mesure sur af .

Plus généralement on dispose ainsi de mesures canoniques sur les espaces ag vus

comme quotients a$ /al’.

1.2. Sous-groupes paraboliques et bases de racines

On suppose désormais G réductif. On dispose des racines attachées au couple
(M, @). Ce sont des formes linéaires sur ap nulles sur ag. L’ensemble de leurs
restrictions & a§ est un systéme de racines, non réduit en général. On a choisi
un sous-groupe parabolique minimal Py ; on dispose donc de la notion de racines
positives et d’une base de racines simples notée AJGDO. On notera RS le systeme de
racines réduit formé des racines § telles que /2 ne soit pas une racine. On écrira
souvent R pour R¢. C’est le systéme de racines réduit admettant Ago comme base.

Si P est standard de sous-groupe de Levi M, on notera Agﬂ la base des racines
simples pour le couple (Mg, M). C’est une base du dual de af’ = a}!. On considerera
les éléments de Ago comme des formes linéaires sur ag ou af suivant les besoins.
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En particulier on peut voir AL, comme un sous-ensemble de A . La combinatoire
utilisera de facon systématique le fait bien connu suivant :

Lemme 1.2.1. L’application
P AL

est une bijection entre l’ensemble des sous-groupes paraboliques standard de G et
l’ensemble des parties de AJGDO.

On dispose également de la base des coracines Ago dans af’; on notera 311;0 la
base duale de la base des coracines. Lorsque le groupe est déployé AJGDO est 'ensemble
des poids dominants fondamentaux du groupe dérivé. De plus, Ago est ’ensemble
des restrictions non nulles des @ € A% au sous-espace al. Plus généralement,
solent P C @ deux sous-groupes paraboliques standard. On note Ag I’ensemble
des restrictions non nulles des éléments de Ago au sous-espace ap. Cet ensemble
de formes linéaires est une base du dual (a%)* de a% et a¢ s'identifie avec le sous-
espace de ap intersection des noyaux des a € Ag. On prendra garde toutefois
qu’en général Ag n’est pas la base d'un systéme de racines. On notera Ag le sous

ensemble des w € Agﬂ nuls sur al’. On prolonge les éléments de Ag et Ag en des
formes linéaires sur ay en les composant avec la projection

uo—»ag.

On écrira parfois Ap pour A$ ainsi que Ap pour AG. On observera que les

bases AIQ; et ﬁg sont indépendantes du choix du sous-groupe parabolique mini-
mal Py C P. On peut donc définir de telles bases pour toute paire de sous-groupes
paraboliques P C @ sans les supposer standard.

Lemme 1.2.2. S7 P C @ C R sont trois sous-groupes paraboliques, alors on a
les inclusions
AZc Al et AECAR
et il existe un sous-groupe parabolique S tel que P C .S C R et
AP =AR-AY e ABR=AR_AE.

PREUVE. La premiére assertion est claire; la seconde résulte du lemme 1.2.1.
|

Lemme 1.2.3. Soient P C R deux sous-groupes paraboliques.

Z (=1)*re = 1 siP=R,
o

sinon.
PCQCR

PrREUVE. Il suffit d’observer que d’aprés le lemme 1.2.1 la famille des sous-
groupes paraboliques ) entre P et R est en bijection avec la famille des sous-
ensembles de A puis d’invoquer la formule du binome. O

On observera que si on identifie ag et son dual au moyen de la structure eu-
clidienne canonique, les éléments de Ag sont colinéaires aux éléments de la base

duale de la base AjQ) et plus précisément ne different que par des scalaires rationnels
strictement positifs. Dans la combinatoire des cones, les longueurs des vecteurs des
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bases ne jouent aucun rdle; seuls les angles importent. On pourrait donc remplacer
partout les 81‘2 par la base duale de Ag, mais il reste commode de penser aux
éléments de Ag comme des restrictions de poids.

Les angles seront controlés via les deux lemmes bien connus ci-dessous. Ils sont
au coeur de la combinatoire qui commande toute la suite.

Lemme 1.2.4. Considérons un espace vectoriel euclidien V' de dimension finie,
muni d’une base obtuse A c’est-a-dire que pour o # 8 dans A

(o, B) <0

Soit A' une partie de A. On note Ay la projection de A — Al sur l’orthogonal V;
de A'. Alors Ay est une base obtuse de V.

PREUVE. Considérons trois vecteurs distincts «, 5 et v appartenant a A. La
projection & de « sur l'orthogonal de  s’écrit :

5 _ o)
a=a—cqY avec ¢, = —— .
(v
Mais, si § est la projection de 3 sur orthogonal de v on a
(8,7) = (B:7)
et donc () (Bor)
_ 5 )P, Y
<avﬁ> = <O[,ﬁ> ———— < <avﬂ> < 0.
{(7:7)
Le lemme résulte de cette remarque par récurrence sur le cardinal de Al. O

Lemme 1.2.5. Considérons un espace vectoriel euclidien V' de dimension finie,
muni d’une base obtuse A. Alors la base duale A est une base aigiie* de V' : le produit
scalaire (w,w’) est positif ou nul pour tout w et @' dans A.

PREUVE. Soient @ et o’ deux vecteurs distincts dans la base duale A. On
désigne par o et o' les éléments de A correspondant & w et w’. Notons Al le
complémentaire de {a, o’} dans A et Vi lorthogonal de Al. On observe que @ et
w’ forment une base de V;. Notons enfin & et @’ les projections de a et o sur V3.
D’apres le lemme 1.2.4 ’ensemble {&, &'} est une base obtuse de V4. Comme c’est
la base duale de la base {w, @'}, on est ramené & prouver le lemme en dimension 2,
ce qui est élémentaire. (Il

Lemme 1.2.6.2 L’ensemble Ag est une base obtuse du dual de ag et la base
duale Ag est aiglie.

PREUVE. Supposons que P C @ sont deux sous-groupes paraboliques standard.
On sait que Ago est une base obtuse du dual de a(? pour la structure euclidienne
induite par la forme de Killing. 11 résulte alors du lemme 1.2.4 que Ag, qui est la
projection de Agﬂ - AIPQO sur I'orthogonal a} de aﬁo est aussi obtuse. De méme la
base des coracines est obtuse. Maintenant le dual d’une base obtuse est une base
aigiie d’apres le lemme 1.2.5. |

1. Le rédacteur principal a choisi d’écrire aigiie plutét que aigué (nonobstant la préférence du
second rédacteur pour cette graphie traditionnelle), suivant en cela les récentes recommandations
du Conseil supérieur de la langue francaise.

2. Langlands donne un énoncé légérement plus fort dans [28, Lemme 2.9, p. 20].
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Lemme 1.2.7. On suppose que P C Q sont deux sous-groupes paraboliques
standard et on considére H € aqg tel que

al(H) >0 ‘v’aEAg et w(H) <0 Vweﬁﬁo.
Alors
(H)>0 VyeA? —Ab
Y Y Py Py -
PREUVE. Par hypothese, si on note Hg la projection de H sur ag, on a
H= Y axw’+ Y b’ +Hg
weAl ﬁe&ﬁo

avec am > 0 et bg < 0. Mais, pour v € AjQDO - Allio on a y(8Y) < 0 d’apres le
lemme 1.2.6. II reste a observer que v(Hg) = 0 et que puisque v ¢ Ago alors
v(w") = 1 pour I'un des
we AL c A

alors que y(w") = 0 pour tous les autres w". O

Lemme 1.2.8. Soit P et Q deux sous-groupes paraboliques. Si a(X) > 0 pour
tout o € Ag on a

w(X) >0 pour tout w € Ag .

PREUVE. Il suffit de montrer que tout w € A% peut s’écrire

w = Z Call avec ¢, > 0 pour tout a € Ag .

acA?
Ceci résulte de ce que Ag et Ag sont deux bases de ug et de ce que, pour tout
a € Ag, si @) est I'élément de la base duale correspondant & «, alors
o =w(wyl) >0
car, d’apres le lemme 1.2.6, @, appartient & une base aigiie. (I

Lemme 1.2.9. Soient P C Q C R trois sous-groupes paraboliques. Supposons

a(X) > 0 pour tout a € AR. Considérons a € Ag projection de o € AR sur ag.

Alors
a(X)>a(X)>0.

PREUVE. On peut écrire a sous la forme
a=aoa+ Z cpwp avec WQGA?D
BeAS
et on doit avoir (8,a) = 0 pour 8 € AjQJ. Mais
(B,a) =(a,) +cg=0
implique cg > 0 puisque Ag est obtuse. On en déduit, compte tenu du lemme 1.2.8,
que
a(X)=a(X)+ > cpwp(X) > a(X). O
ey
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Un élément X € ay sera dit « positif régulier » ou simplement « régulier » si
a(X)>0 Va e A .
Nous utiliserons aussi la variante suivante : on introduit le nombre

dp,(X)= inf o(X).

a€Ap,
Alors, X est régulier si dp, (X) > 0.

Lemme 1.2.10. Soit P un sous-groupe parabolique standard et considérons
& € Ap qui est la projection de o € Ap,. Soit X € ag régulier. On a

a(X) > a(X) > dp, (X) .

PREUVE. C’est une conséquence immédiate du lemme 1.2.9. O

1.3. Géométrie et groupe de Weyl

Le quotient du normalisateur de My dans G par My est le groupe de Weyl
de G et sera noté W& ou simplement W. Si P est un sous-groupe parabolique
(semi-standard) de sous groupe de Levi M on notera souvent W au lieu de WM
le groupe de Weyl de M. On notera £(s) la longueur de s € W.

Soit s € W ; on définit un sous-ensemble de R par

R(s)={BeR|B>0ets(B) <0}.
Plus généralement, pour s et t dans W on pose
R(s,t) ={BeR|t(B) >0et s(8) <0}.
On remarquera que 3 — t3 induit une bijection R(s,t) — R(st™1).

Lemme 1.3.1. Considérons s = squ avec £(s) = £(u)+1 ot sq est la symétrie
définie par rapport a la racine simple a; alors

R(s) = R(u) U{~}

avec v = u~l(a); en particulier le cardinal de R(s) est la longueur de s. Plus
généralement, posons v = st~ et supposons que v = sq,w avec £(v) = L(w) + 1
ol S, est la symétrie définie par rapport & une racine simple . Posons, comme
ci-dessus, w = s, s et vy =u"ta alors

R(s,t) = R(u,t) U{~} .

PREUVE. La premiére assertion est un résultat classique que 'on trouve par
exemple dans [18, Chapitre VI, §1, n°6, Corollaire 2, p. 158]. Pour le cas général
on invoque les bijections R(u,t) — R(w) et R(s,t) — R(v) induites par 5 — t5
puis on remarque que t(u"la) = wla. O

Lemme 1.3.2. Soit P = MN wun sous-groupe parabolique standard et soit
s € W. Supposons que les racines € R(s) sont combinaison de racines simples
a € Ago alors s appartient ¢ W

PREUVE. Cette assertion s’obtient par récurrence sur la longueur de s. C’est
clair pour £(s) = 0. Maintenant supposons que s = s, t avec £(s) = £(t) + 1 ol s,
est la symétrie définie par rapport a la racine simple a. On a vu au lemme 1.3.1
que

R(s) = R(t) U{~}
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avec v = t~1(a). Par hypothese de récurrence t appartient au groupe de Weyl de
M, le sous-groupe de Levi de P. Comme v ne fait intervenir que des racines simples
dans Ap et comme

a=t(y)
onaa«a € Ago. Donc s, appartient aussi au groupe de Weyl de M ainsi que s =
Sat. O

Les lemmes suivants sont également classiques mais leur démonstration est
souvent laissée en exercice®. Faute de référence commode, nous en donnons des
preuves pour le confort du lecteur.

Lemme 1.3.3. Soit P un sous-groupe parabolique standard. Toute classe dans
W/WP posséde un unique représentant s de longueur minimale et, pour tout t €
W?2. ona

L(st) = L(s) +L(1) .
PREUVE. Soit s un élément de longueur minimale dans sa classe et soit t € W,
Considérons des décompositions réduites de s et ¢ :
S=s1--8, et t=ty---t,.
Alors ou bien £(st) = p + g ou bien il existe un plus petit indice 0 < r < ¢ tel que
sty t,)=p+r
et
€(8t1~"t7«+1) =p+7“— 1.
Il résulte alors de la « condition d’échange » (cf. [18, Chapitre IV, § 1, Proposition 4,
p. 15]) que l'on a soit*
Sty tpp1 =8ty ti--t,
ce qui est impossible puisque t¢; - - - t,+1 est une décomposition réduite, soit
stl...tr+1 :sl...gi...sptl...tr
ce qui contredit la minimalité de la longueur de s dans sa classe. (I

Le lemme 1.3.3 admet la généralisation suivante :

Lemme 1.3.4. Soit P et QQ deuzr sous-groupes paraboliques standard. Toute
classe dans WE\W /WE posséde un unique représentant de longueur minimale.

PREUVE. Soient s et o deux éléments de longueur minimale dans la méme
classe. On a donc o = ust avec u € WF et t € W® et supposons de plus que t et
u sont choisis de sorte que ¢ = £(¢) soit minimal. Considérons des décompositions
réduites de s, t et u :

§=81"""Sp, =ty et U= Up U] .
Comme s est minimal dans sa double classe il résulte du lemme 1.3.3 que
U(st) =L(s)+L(t) =p+q.
Si nous supposons r > 1, il existe un indice k < r tel que

lug---urst)=p+q+k

3. Cf. par exemple [18, Chapitre IV, §1, Exercice 3, p. 37]
4. Dans ce qui suit la notation #; signifie que ¢; est omis.
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et
(g -uy st) =L(ug---uyst) —1.

Il résulte alors de la « condition d’échange » que, puisque ugy1---u; est une dé-
composition réduite, alors on a

Upg1 -+ Uy St =up---us't
avec soit

St =st==s1-8; syt
ce qui contredit la minimalité de la longueur de s dans sa classe, soit, ¢ > 1 et

st =st =sty--to 1,
et donc si on pose
u/:ur...f&k_,’_l...ul
on aura

o =ust = u'st’

avec £(t') = £(t) — 1 ce qui contredit la minimalité de g. On a donc r = 0 et comme
{(0) = £(s) on aura aussi ¢ =0 et 0 = s. O

Lemme 1.3.5. Soit P un sous-groupe parabolique standard. Tout s € W/W7T
admet un unique représentant, encore noté s, dans W  satisfaisant l'une des condi-
tions équivalentes suivantes :

(i) s est de longueur minimale dans sa classe a gauche modulo WT ;

(ii) sa > 0 pour toute a € AL .

PREUVE.® D’aprés le lemme 1.3.3, dans toute classe & gauche modulo W7 il
existe un unique élément s € W de longueur minimum et la longueur de s est le
nombre de racines [ positives, appartenant au systéme de racines réduit R, telles
que s(B) soit négatif (¢f. lemme 1.3.1). Considérons cet élément s et supposons
qu’il existe une racine a € AIPSO avec sa < 0; comme la symétrie s, relative a cette
racine simple, ne change pas le signe des racines positives autres que a on en déduit
que

l(ssq) =1L(s)—1
ce qui contredit la minimalité de ¢(s). La condition (i) implique done (ii). Mainte-
nant on observe que, puisque W7 agit trivialement sur ap, le signe de t(8) pour
B € R est indépendant de t € WP si la projection de 3 sur ap est non nulle.
La condition (ii), lorsqu’elle est réalisée, permet donc de minimiser la longueur

de s. (]
Soient P et @ deux sous-groupes paraboliques (semi-standard). On note
W(ap,aq)
I’ensemble des restrictions a ap des s € W tels que
s(ap) =ag .
C’est un sous-ensemble de W/W?F . On dit que deux sous-groupes paraboliques

standard P et () sont associés si W(ap,ag) est non vide.

5. Ce lemme est la proposition 3.9 de [17].
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Lemme 1.3.6. Supposons P et Q standard. Tout s € W(ap,ag) admet un
unique représentant, encore noté s, dans W satisfaisant l'une des conditions équi-
valentes suivantes :

(i) s est de longueur minimale dans sa classe d gauche modulo WT ;
(i) s est de longueur minimale dans sa classe a droite modulo W ;
(iii) sa > 0 pour toute o € Ago ;
(iv) s7la > 0 pour toute o € Ag@ ;
(v) s(AR) = AR
PREUVE. L’équivalence de (i) et (ii) est claire. L’existence de s et '’équivalence
de (i) et (iii) est l'objet du lemme 1.3.5. L’équivalence de (ii) et (iv) se démontre

de méme en changeant s en s~'. La condition (iii) nous dit que s(Af ), qui est
une base pour le systeme de racines du sous-groupe de Levi Mq de Q, est formé de

racines positives ; ¢’est donc AjQ;O. Donc (iii) implique (v). Maintenant (v) implique
évidemment (iii) et (iv). O

Soient maintenant P et R deux sous-groupes paraboliques (semi-standard). On
note

W(CLP, R)
I’ensemble des doubles classes dans
wWHWwW/ W

formées d’éléments s € W tels que s(ap) D ag. Le lemme 1.3.6 admet la générali-
sation suivante (cf. [29, assertion (3), p. 93]) : ©

Lemme 1.3.7. Si P et R sont standard, I’ensemble W (ap, R) est en bijection

avec ’ensemble des s € W tels que

(i) s(ap) Dag;

(i) s7ra > 0 pour toute a € Alg@'
Pour un tel s on a

S(Agg) = Ago C Agﬂ
ot Q est un sous-groupe parabolique standard dans R. L’ensemble W (ap, R) est en
bijection avec l'union disjointe des quotients
W (ag,aq)\W(ap, ag)

o Q) parcourt les sous-groupes paraboliques standard dans R, modulo Mg-associa-
tion.

PREUVE. La condition s(ap) D ag équivaut a dire que le sous-groupe de Levi
Mpg de R contient s(M). L’ensemble W (ap, R) est donc formé de doubles classes
d’éléments s tels que

s(WP)yc Wi,
C’est donc aussi le sous-ensemble des classes dans W\ W& d’éléments vérifiant (i).
Maintenant, d’apres le lemme 1.3.5, tout élément de W(ap, R) admet un unique
représentant vérifiant (ii), & savoir I’élément de longueur minimale dans sa classe.
Avec ce choix de s I’ensemble de racines s‘l(AEO) est une base du systéme de

6. Ce lemme fait partie des exercices laissés & la lectrice dans [29].
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racines de s~!(Mp) formé de racines positives pour I'ordre induit par I'ordre sur
les racines de G. L’ensemble Ago est inclus dans 'ensemble des racines de s~1(Mp).
Comme les racines dans Ago sont des racines simples (pour G) elles sont a fortiori
simples dans le systéme de racines de s~1(Mpg) avec I'ordre induit et donc

Ap, Cs7H(AR)
ce qui équivaut a
P R
s(Ap,) C Ap, -

Donc s(Afiﬂ) est une base pour les racines d’un sous-groupe de Levi standard Q.
La derniere assertion en résulte. O

1.4. Chambres et facettes

Soit M un sous-groupe de Levi et () un sous-groupe parabolique contenant M.
L’ensemble des sous-groupes paraboliques P C @ et admettant M comme sous-
groupe de Levi sera noté

PeUM) .

L’ensemble des sous-groupes paraboliques P avec M C P C @ sera noté
FUM) .

Enfin, on désigne par
LO(M)

I’ensemble des sous-groupes de Levi L avec M C L C Q. On omettra souvent
I'exposant @) lorsque Q = G.
Soit P un sous-groupe parabolique standard et soit M son sous-groupe de Levi.
On note
W% (ay) ou simplement W(an)

l'union (disjointe) de tous les W(ap,agr) ot R est un sous-groupe parabolique
standard de G. Cet ensemble est en bijection avec un sous-ensemble du quotient
WE /WM que I'on identifie & un sous-ensemble de W& en choisissant le repré-
sentant de longueur minimale. D’aprés le lemme 1.3.6, W(ays) est 'ensemble des
s € WY tels que s(Ap ) C Ap,. On notera

WE (M) ou simplement W(M)

le groupe quotient du groupe NW (M) des s € W tels que s(M) = M par le
sous-groupe WM. On peut identifier W(M) avec un sous groupe de W : & tout
s € NW (M) on associe 35 le représentant de longueur minimale dans la classe

sWM = WMy = WM owM

Une variante de la preuve du lemme 1.3.4 montre que s — s est un homomor-
phisme NW(M) — W dont le noyau est W*. Son image est donc isomorphe &
W(M). On notera n(M) le cardinal de W(aps) et w(M) le cardinal de W(M).
Alors n(M)/w(M), le cardinal du quotient W (as)/W (M), est le nombre de sous-
groupes paraboliques standard associés a P.

On dispose dans ap; des chambres de Weyl complémentaires des hyperplans
définis par les racines 8 dans R qui ne sont pas identiquement nulles sur a a,;. Soit
s € W(ays), on note A(M, s) Pensemble des projections sur a}, des o € s~1(Ap,)
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qui ne sont pas identiquement nulles sur a;. On définit une chambre Cjs(s) dans
aps par les inégalités

a(H)>0  pour a € A(M,s) .
Plus généralement on dispose des facettes lorsqu’on remplace les inégalités par des

égalités pour les o appartenant au sous-ensemble de racines associé a un sous-groupe
de Levi contenant M (c¢f. [18, Chapitre V, §1]).

Lemme 1.4.1. Il y a une bijection naturelle entre les trois ensembles suivants
(i) L’ensemble Cys des chambres de Weyl dans apy

(ii) L’ensemble P(M) des sous-groupes paraboliques P admettant M comme
sous-groupe de Levi

(iii) L’ensemble W (aps).
PREUVE. Considérons s € W(ays). On lui associe la chambre Cps(s). On re-
marque que Cps(s) est une facette d’'une chambre de Weyl dans ag et que les

chambres qui admettent C/(s) comme facette forment une orbite sous WM. L’ap-
plication

W(CLM) — CM

est donc injective. Maintenant, toute chambre dans a,; est une facette d’une cham-
bre dans ag. Comme le groupe de Weyl est simplement transitif sur I’ensemble des
chambres dans ag 'application ci-dessus est surjective. Enfin & A(M, s) on associe
le sous-groupe parabolique Qs € P(M) tel que

AQS = A(M, 8) .
On en déduit la bijection entre (ii) et (iii). O
Lemme 1.4.2. Il y a une bijection naturelle entre les deux ensembles suivants

(i) Les facettes dans apy

(ii) L’ensemble F(M) des sous-groupes paraboliques P contenant M.

PREUVE. On observe que
Foy = |J P
LeL(M)
et lassertion résulte alors du lemme 1.4.1. (]
Soit s € W(ayy) alors s(M) est le sous-groupe de Levi d’un sous-groupe para-
bolique standard que nous noterons Rg. Soit R® le sous-groupe parabolique stan-

dard dont le sous-groupe de Levi admet comme racines simples les o € Ap, avec
57t > 0. On pose

Qs=s""Rs) et Q@ =s'(R.

En particulier @ est le sous-groupe parabolique dans P(M) associé a s par le
lemme 1.4.1. Il résulte du lemme 1.3.6 que R; C R® et donc Qs C @Q°. On pose

Fo(M)={Q Qs cQcCQ}.
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Lemme 1.4.3. L’ensemble F(M) des sous-groupes paraboliques @ contenant
M, est lunion disjointe, indexée par s € W (apr), des Fs(M). En d’autres termes,
si f est une fonction sur F(M) on a :

(1) Y@= Y Y f@
QEF M) SEW(CI]W) er:s M)
En particulier, si f(Q) ne dépend que de s lorsque Q € Fs(M), alors
(2) Y. (1) = f(P)
QeF(M)
ot P est le sous-groupe parabolique qui correspond & l’opposé de la chambre de Weyl

positive dans apy.

PREUVE. Etant donné Q on lui associe I'élément s € W de longueur minimale
tel que s(Q) soit standard. C’est un élément de W(aps). On a alors

Qs CcQcQ”.
L’assertion (1) est ainsi établie. Maintenant, on observe que Qs = @ si et seulement

si s est I’élément qui est associé, par le lemme 1.4.1, a ’'opposé de la chambre positive
dans ays. L’assertion (2) résulte alors de (1) et du lemme 1.2.3. O

Nous utiliserons aussi la variante suivante :

Lemme 1.4.4. Soit P un sous-groupe parabolique standard de sous-groupe
de Levi M. Soit g(s, R) une fonction dépendant de s € W et d’un sous-groupe
parabolique standard R et telle que

g(ts,R) = g(s, R) pourt € W

Yoo gsR=). > > g(s.R)

PyCR SEW(CIP,R) S SEW(aP,us) Sil(R)E]:S(M)

la somme en S au second membre portant sur les paraboliques standard associés
a P.

On a

PREUVE. On observe que tout Q € F(M) s’écrit d’une fagon et d’'une seule
sous la forme Q = s~!(R) avec s € W(ag, P) et on rappelle que W (ays) est I'union
disjointe des W (ap, ag) ou S décrit I’ensemble des sous-groupes paraboliques stan-
dard. Le lemme résulte alors de l’assertion (1) du lemme 1.4.3. O

1.5. Familles orthogonales

On appelle famille orthogonale la donnée d’une fonction sur le groupe de Weyl
X:s— X,

a valeurs dans ag, telle que si s = s, ou s, est la symétrie définie par rapport a
la racine simple « alors
X — X5 =by(s,t)y
avec by (s,t) € C et v =t (a). On observera que
R(s,t) ={v} et R(t,s)={—~} et donc by (s,t) = by (2, s)

ne dépend que de la paire {s,t}. En d’autres termes si s et ¢ définissent des chambres
adjacentes, alors X; — X est orthogonal au mur séparant les deux chambres. On
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dit qu'une famille orthogonale est réguliere si b,(s,t) > 0 pour toute paire {s,¢}
définissant des chambres adjacentes.

Lemme 1.5.1. Soit X une famille orthogonale. Soient s et t deux éléments du
groupe de Weyl, il existe des scalaires bg(s,t), dépendant du choix d’une décompo-
sition réduite de v = st~ tels que

X, — X, = Z bs(s,t) B .
BER(s,t)

Si X est réguliére les coefficients bg(s,t) sont strictement positifs.

PREUVE. La preuve se fait par récurrence sur la longueur de v = st~!. Si
s = t Passertion est triviale. Maintenant supposons v = s,w avec £(v) = {(w) + 1
et s, la symétrie définie par rapport a une racine simple . Posons u = s, et
donc ut~! = w. Par hypothése de récurrence, et compte tenu du cas particulier de
la longueur 1 ou 'assertion n’est autre que la propriété de définition des familles
orthogonales, on a

Xi—Xo= (X = X))+ (Xu = Xo) = > b(u,t) B +by(s,u) 7"
BER(u,t)
avec v = u~ (). On posera
ba(s,t) =bsg(u,t) pour S € R(u,t) et by(s,t) = by(s,u) .
Pour conclure on observe que, d’apres le lemme 1.3.1, on a
R(s,t) = R(u,t) U{v}.

On aurait aussi pu procéder ainsi : si v = s, ---$1 est une décomposition réduite
de v = st™! et si on pose

vV =85+ 81, b= et R(ti ti—1) = {5}

onaty=tett, =setdonc

Xe—Xo=> X, —Xo, =) bg,(titii1)B) .
i=1 i=1
Enfin il convient d’observer que R(s,t) est Uensemble de ces j;. (]

Un premier exemple de famille orthogonale est fourni par le lemme suivant :

Lemme 1.5.2. Soit s un élément du groupe de Weyl et soit T € agy. Alors pour
chaque B € R(s) il existe une forme linéaire

T — cp(s,T)
strictement positive sur la chambre de Weyl positive, de sorte que
1—sHT=T-51T)= Z cs(s,T) B .
BER(s)
De plus on a
ca(s,T) = dp,(T) .

En particulier s — s™'T est une famille orthogonale. Elle est réguliére si T est
régulier.
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PREUVE. Supposons s = s,t avec I(s) = I(t) + 1 et s, la symétrie définie par
rapport a la racine simple . On observe que

M — s I T =N T — s 'T) = a(T) t 7 (o)
Le lemme résulte alors du lemme 1.5.1 pour

s s, O

Au lieu des éléments du groupe de Weyl on pourra utiliser les sous-groupes
paraboliques minimaux pour indexer les éléments d’une famille orthogonale : a
tout s € W on associe le sous-groupe parabolique minimal P = s~ P, et on écrira
Xp pour X;. Ceci a 'avantage de fournir une indexation indépendante du choix
de Fy. La condition d’orthogonalité pour la famille X' est équivalente & demander
que si P et @ sont deux sous-groupes paraboliques minimaux adjacents alors Xp
et X ont la méme projection Xg sur le mur séparant les chambres associées a P
et @ c’est-a-dire sur ag ou R est le sous-groupe parabolique engendré par P et Q.
Plus généralement si R est un sous-groupe parabolique et si P C R on note Xg la
projection de Xp sur ag. Cette projection est indépendante du choix de P.

Nous aurons besoin de la généralisation suivante : si M est un sous-groupe
de Levi, on appellera famille M-orthogonale la donnée d’une famille d’éléments
X € ag pour chaque Q € F(M) telle que si P € F@(M) alors la projection de
Xp sur ag soit Xq. 11 suffit bien entendu de se donner les Xp pour P € P(M).
Etant donnés une famille orthogonale X et M un sous-groupe de Levi standard,
on définit une famille M-orthogonale en considérant les projections sur a; des X
pour s € W(ay) (cf. lemme 1.4.1).

On notera $Hj; 'espace vectoriel des familles M-orthogonales. C’est la limite
projective des ap sur lensemble des P € F(M) muni de l’ordre inverse de celui
défini par I’inclusion :

Hv = lim ap
PEF(M)

avec pour fleches les projections
TpQ: Gp — aQ
lorsque P C @. On dispose donc de projections
wp: Ny — ap

indexées par les sous-groupes paraboliques P € F (M) et il est facile de voir qu’elles
sont surjectives (par exemple en utilisant le lemme 1.5.2).

1.6. Enveloppes convexes de familles orthogonales

Nous rappelons maintenant des résultats établis par Arthur dans [1] et qui
généralisent des lemmes combinatoires empruntés aux travaux de Langlands sur les
séries d’Eisenstein.

Soit X = {X,} une famille orthogonale dans ay et soit M un sous-groupe de
Levi standard. Soient s et ¢ dans W tels que les chambres C(s) et C(t) dans ag
associées a s et t admettent des facettes définissant la méme chambre dans aj,
et donc different par un élément de W™ . Maintenant le lemme 1.5.1 montre que
X; — X est orthogonal a ap; et donc que X et X; ont la méme projection sur ay;.
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Lemme 1.6.1. Soient deux chambres C(s) et C(t) dans ag associées d s et t
définissant des chambres adjacentes Cpr(s) et Car(t) dans apr. Alors la projection
de Xy — X5 sur aps est orthogonale au mur séparant les chambres.

PREUVE. Les deux chambres Chs(s) et Cpr(t) dans ap; étant adjacentes il
existe une forme linéaire sur cet espace, unique a un scalaire pres, qui est positive
sur I'une et négative sur 'autre. Soit A une telle forme linéaire séparant Cps(s) et
Ch(t). On sait que (lemme 1.5.1)

X — X, = Z bﬁ(svt)ﬁv

BER(s,t)
ot R(s,t) est I'ensemble des racines telles que ¢(3) > 0 et s(8) < 0. On a donc
B = cgA si B est la projection de § sur ap; pour tout § € R(s,t). O

Soit k dans une chambre de a$;. On définit @y s comme la fonction caractéris-
tique des H € ag tels que

wo(H) <0 sia(k)>0
et

wo(H) >0 sia(k)<0
ol les o parcourent A(M, s) (cet ensemble est introduit juste avant le lemme 1.4.1).
On note a(s, x) le nombre de o € A(M, s) avec a(x) < 07. On introduit alors

Pu(H, X0 = S (~1) g5, (H - X,).
sEW (anr)
Lemme 1.6.2. Supposons que, pour tout s on ait
wa(H — X5) <0
pour tout o € A(M,s). Alors T'pf(H, X, k) = 1.
PREUVE. Le point x étant fixé dans une chambre, soit s € W (ay;) 1’élément
du groupe de Weyl associé. On a
(—1)* ey J(H - X) =1
alors que ¢4, (H — X;) =0si s # . O
Lemme 1.6.3. Soit s € W(ays). Supposons X réguliére et soit k € Car(s).
Alors
(i) Le point X appartient au support de I'pr(e, X, K)
(ii) Si H appartient au support de T'pr(e, X, k) on a
(k,H—X,)<0.
PREUVE. On observe que
Phrs(0) =1.
Par ailleurs on sait d’apres le lemme 1.5.1 que puisque Y est réguliere X, — X,
est une combinaison & coefficients strictement positifs des coracines 5V telles que

s(B) > 0 et t(8) < 0. L’ensemble R(t, s) de ces racines est non vide si ¢ # s; elles
sont positives ou nulles sur la chambre Cj;(s). Elles ne sont pas toutes nulles sur

7. Nous avons suivi Langlands [20, Lecture 15] et Arthur en définissant les fonctions ¢%, et
les nombres a(s,x) au moyen d’un parameétre x dans une chambre. Mais bien entendu, seul le
choix de la chambre importe pour ces définitions.
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cette chambre si s et t définissent des chambres distinctes dans a,;. On aura donc
wo(BY) > 0 pour au moins un o € A(M, s) et un 8 € R(t,s), ce qui implique
wa(Xs— X)) >0
alors que a(k) > 0 et donc
Phr(Xs — Xi) =0

On a ainsi établi (i). Pour prouver (ii) on remarque que si I'jyr (H, X, k) est non nul,
alors il y a au moins un ¢ tel que

(bﬁ/f,t(H - Xt) =1
et donc
(1) (k, H—Xi) =Y a(r)wa(H - X;) <0.
Pour conclure, il reste a observer comme ci-dessus que X; — X est une combinaison
a coefficients positifs des coracines 3V telles que ¢(3) > 0 et s(8) < 0 et donc on
aura @, (8Y) < 0 pour toute o € A(M, s) alors que a(x) > 0 ce qui implique
(2) (k, Xt — X5) <0.
et la conjonction de (1) et (2) implique (ii). O
Lemme 1.6.4.% La fonction Ty (H, X, k) est indépendante de k.

PrREUVE. I suffit de montrer que si o et 7 définissent des chambres adjacentes
et si kK, et Kk, appartiennent aux chambres Cy (o) et Cps(7) respectivement alors

Ty (H, X k) =Ty (H, X Ky )
Examinons les différents termes. Tout d’abord on observe que

(_l)a(s,na)qszj — (_1)a(s,m—)¢;}
yS ,8
si

a(ke)a(kr) >0 Vaoe A(M,s) .
Reste a examiner les contributions des autres s. Soit A une forme linéaire définissant
le mur entre les deux chambres Cas(0) et Car(7T) et soient s et ¢ deux éléments de
W associés & deux chambres adjacentes Cpr(s) et Cpr(t) séparées par ce mur. On
observe qu'il existe dans A(M, s) et dans A(M, t) une unique racine proportionnelle
a A. On voit que

§s(H) = XZS(H - Xs) + ¢7V;5(H - Xs)

est la fonction caractéristique des H tels que

wa(H — Xs) <0 si a(kg) >0
et

wo(H —Xs) >0 si (ko) <0
pour les & € A(M, s) qui ne sont pas proportionnels & A. Ce sont ceux pour lesquels
on a a(ky)a(ky) > 0. Mais pour chaque tel & € A(M, s) il existe un unique 5 € A(t)
ayant la méme projection (non nulle) sur le mur. Pour un tel couple on a w, = wg
et ils sont orthogonaux a A. On a alors

wo(H — X,) = ws(H — X)

8. Cet énoncé se trouve déja pour l’essentiel dans [27, §8, p. 246].
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En effet, la projection de X, — X; est proportionnelle & \¥ d’aprés le lemme 1.6.1.
On a donc

gs(H) = ft(H)

et ’assertion en résulte. O

Proposition 1.6.5. Supposons que la famille orthogonale X est réguliére.
Alors, la fonction
H—Ty(H X, k)
est la fonction caractéristique de ’ensemble des H dont la projection sur af/[ ap-
partient d enveloppe convexe des projections des X avec s € W (apr).

PREUVE. Il résulte des lemmes 1.6.3(ii) et 1.6.4 que le support de cette fonction
est contenu dans I’ensemble des H tels que pour tout s € W(ays) on ait

wo(H —X;) <0

pour tout @ € A(M,s). Il résulte alors des lemmes 1.6.2 et 1.6.4 que c’est la
fonction caractéristique de cet ensemble, qui est un convexe fermé. Maintenant, si
H n’appartient pas a ’enveloppe convexe des projections des X il existe un cone
ouvert non vide dans af/[ tel que pour k dans ce cone on ait

(T,H — X,) >0

pour tout s € W(ay) et donc, d’apres le lemme 1.6.3(ii), H n’appartient pas au
support. Mais par ailleurs le lemme 1.6.3(i) montre que les projections des X avec
s € W{(ays) appartiennent & ce support. (]

1.7. Combinatoire des cones

Soient P C ) deux sous-groupes paraboliques (semi-standard). On note Tg la
fonction caractéristique du cone ouvert dans ay défini par AjQ) :

T2(H)=1 <= a(H) >0 Yae A%
et on note ?g la fonction caractéristique du cone ouvert défini par Ag :
FUH)=1 < w(H) >0 YweAf.
Lorsque Q = G nous écrirons souvent 7p au lieu de ’Tg. On observera que la valeur

de Tg(H ) et de ?g(H ) ne dépendent que de la projection Hg de H sur le sous-
espace vectoriel ag

Lemme 1.7.1. SiP C Q, on a

T?SAQ.

Plus généralement, si P C Q C R,
TRRE <7RRE <7E.
PREUVE. La premiere assertion n’est autre que le lemme 1.2.8. Montrons la
seconde assertion. D’apres ce qui vient d’étre montré on a

Ay

Il suffit maintenant de montrer que

~Q~R ~R
TpTQ <7p.
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Pour cela on observe que si H est tel que
RS (H) =1
on a
w(H) >0 Vw € Ag
et d’autre part
w=(H) >0 vweﬁg_ﬁg

ol w est la projection orthogonale de w sur le dual de ag c’est-a-dire que
w =T+ Z Aa Wa avec Ao +@(a”)=0.
acAR—AG

Mais, on a vu dans la preuve de la premieére assertion du lemme que

— N Q

weAf
est une combinaison a coefficients positifs des racines dans Ag et comme AR est
une base obtuse on a @(a") < 0 et donc A, > 0. Il en résulte que, comme escompté,

w(H)>0pourw€Ag—Ag. O
On définit une matrice dont les coefficients sont indexés par des paires de sous-
groupes paraboliques standard

= (TPQ)
avec

{@n%£ siPcQ
TP,Q = .
sinon
et de méme
7= (Tpq)
avec
_ {(4)%?3 siPcQ
TPQ = .
0 sinon.
Un des clefs essentielles pour la combinatoire des sous-groupes paraboliques,
est la proposition suivante, appelée parfois « Lemme combinatoire de Langlands »
(cf. [20, Corollary 13.1.2]) :

Proposition 1.7.2. Les matrices T et T sont inverses l'une de l'autre.

PrREUVE. I suffit de montrer que

Z (_l)apfaQTg ?R _ {1 siP=R

PCOCR 0 sinon.
Considérons H € ag. Il existe un unique sous-groupe parabolique S avec P C
S C R tel que a € A% équivaut & a(H) > 0 pour o € AE. De méme il existe un
unique sous-groupe parabolique T avec P C T C R tel que w € A? équivaut a
w(H) > 0 pour w € Ag. On a alors
Y. (F)mTTeTg(H)RG(H) = Y (-1)rTee
PCQCR TCQCS

et d’apres le lemme 1.2.3 cette derniere expression est nulle sauf si 7' = S auquel cas
elle vaut (—1)*7~%5. Maintenant, si elle est non nulle cela implique que a(H) > 0
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pour a € A3 et ww(H) > 0 pour @ € A’SDL Compte tenu du lemme 1.7.1 il en résulte
que w(H) > 0 pour tout @ € AE. Or on doit avoir w(H) < 0 pour w € AR — AL
donc S = T = P. Par définition de S on a a(H) < 0 pour tout o € AR, puisque

S = P. Par ailleurs w(H) > 0 pour tout w € Ag (car T'= P). Ces deux propriétés
sont contradictoires sauf si P = R. (]

On considere trois sous-groupes paraboliques P C ) C R et on pose

R as—ag 2
Gr_ 5 (apony

PCScCQ

Lemme 1.7.3. La fonction (;SP’R est la fonction caractéristique des H € ag
tels que w(H) < 0 pour tous les w € AR —Ag et w(H) > 0 pour tous les w € Ag,

PREUVE. Considérons H € ag et soit P’ le sous-groupe parabolique avec P C
P’ C Q tel que w € AL, équivaut 4 w € AR et w(H) > 0. Donc

Jg’R(H) = Z (—1)as =9 = {1 siP=Q

PrESco 0 sinon
d’apres le lemme 1.2.3. En particulier

CRH)#£0 = P' =Q. 0

Nous allons relier les fonctions gbg’R et les fonctions ¢, ; introduites dans la
section 1.6, au moyen des sous-groupes paraboliques Qs, Q° et de 'ensemble F (M)
introduits dans le lemme 1.4.3.

Lemme 1.7.4. Soit M un sous-groupe de Levi standard. Lorsque k appartient
a la chambre de Weyl positive on a

Shpo(H) = o3 °(H)
et

(-1 () = 30 (1) (M)
QEF (M)

PREUVE. On observe tout d’abord que, pour  régulier, par définition de ¢
et d’apres le lemme 1.7.3,

Sirs(H) = 65 C(H) = Y (~1)*@ " 7p(H).
QEeFs(M)
De plus
a(s,k) = ags — ag - O

On notera d)g la fonction qﬁg’Q. Les fonctions qi)jQ; donnent naissance a des
partitions.
Lemme 1.7.5. Deuz sous-groupes paraboliques P et R étant fixés on a

S =1

{Q|PCQCR}
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PREUVE. On a
Y. o= Y (FDeTREf = Y Tsoman
PCQCR PCSCQCR PCSCQCR

Mais, d’apres la proposition 1.7.2 on a 77 = 1 et donc, en notant ds g le symbole

de Kronecker, on a
S B Y st .
PCQCR PCSCR

1.8. Cones et convexes

Soient H et X deux éléments de ag et P C @@ C R trois sous-groupes pa-
raboliques. On notera C'(P,Q, R, X) Pensemble des H qui vérifient les inégalités
suivantes

a(H) >0 VaeAg et a(H) <0 VaeAg—Ag
ainsi que
W(H-X)>0 YoeAl e wH-X)<0 VweAE - Al
On remarque que pour P, R et X fixés, les C(P, @, R, X) sont disjoints.

Lemme 1.8.1. L’ensemble C(P,Q, R, X) est un convexe dont la projection
dans aft est d’adhérence compacte. Plus précisément, il existe ¢ > 0 tel que l'on ait

IHE| < | XE|  pour H € C(P,Q,R,X) .

De plus, si P est standard et si X est dans l'adhérence de la chambre de Weyl
positive (en particulier si X est régulier), C(P,Q, R, X) est vide sauf si Q@ = R.
Enfin si X =0 alors C(P,Q, R, X) est vide si P # R.

PREUVE. D’apres le lemme 1.2.2 il existe un sous-groupe parabolique S tel que
A =AF A% et  AF=AE-AL.

L’espace ag, dont le dual a pour base AIS% C 3}%, est lorthogonal des 5 € Af).
L’espace af qui est Porthogonal des o € A% a un dual qui admet pour base Ag.
Les sous-espaces ag et ag ne sont pas en général orthogonaux mais on a cependant
une décomposition en somme directe :

ag = a? ® ag .
1 suffit de prouver que les projections orthogonales de C(P,Q, R, X) sur aZ et ag
sont relativement compactes. Considérons

HeC(P,Q,R,X)

et notons Hy et X; (resp. Ha et X») les projections orthogonales sur a (resp. ag)
de H et X. On a par hypothese

w(H — X)) =w(H-X)<0 VweAl=AE AR
et donc R
w(H,) < w(X;) VweAl.
Soit @ € AR la projection de a € A2 sur af. On a donc 3Y(a) = 0 pour 3 € A3
On dispose d'une bijection 3 + wp entre A% et Ag. Les wg € Ag forment une
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base de af qui est un supplémentaire de af dans af. On peut donc écrire @ sous
la forme

a=oa+ Z UET03 avec g = —a(BY) > 0.
BeEAZ

On rappelle que par hypotheése a(H) > 0 pour a € Ag et wg(H — X) > 0 pour
B € A% puisque dans ce cas on a wg € Ag. On en déduit que
aH)=aH)=aH-X)+a(X))>aH - X)+a(X;) > a(X; — X)
pour tout « € Ag. 11 résulte du lemme 1.7.1 qu’il existe une constante ¢(X) avec
w(H1) > ¢(X) pour tout w € AL, soit compte tenu de ce qui précede,
o(X) < w(H) <w(X1) VweAE.

Donc H; reste dans un compact de ag. La discussion pour H; est analogue et on
obtient que I’on a simultanément

w(Hy) > w(Xs) Ywe Al et a(H) <a(Xs—X) VaeAl.

On conclut comme ci-desus que Hs reste dans un compact. De plus, si X est dans
I’adhérence de la chambre de Weyl positive, on a

a(Hs) < a(Xs)  VaeAd
ce qui, d’apres le lemme 1.7.1, implique
w(Hz) S w(X2) Vwe 33 :
Comme, par ailleurs, on a vu que
w(Hs) > w(Xs) Vo e Al

ces d’inégalités sont incompatibles si @) # R et la seconde assertion du lemme en
découle. Dans le cas X = 0 on obtient de plus des inégalités

w(H1) <0 VweAl et a(H)>0 VacAk

sur le sous-espace ug incompatibles, d’apres le lemme 1.7.1, s’il est non nul. O

On considere la matrice I'(H, X) = {T'po(H, X)} définie par
I'H,X)=7(H)7(H - X)

et on pose
I9(H, X) = (-1)%~%0p o(H, X) .
On a donc
PE(H,X)= Y (1) r2(H)75(H - X) .
PCQCR
Lemme 1.8.2. On a
(1) TH(H) = Y TA(H,X)7§(H—X)
PCQCR
(2) FEH - X)= > (-1) =72 (H)T§(H, X)
PCQCR
et
(3) MRH.X+Y)= > T3HXTHH-X,Y).

PCQCR
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PREUVE. En effet, d’apres la proposition 1.7.2, on a les égalités matricielles
T(H)=TH,X)r(H-X), 7(H-X)=7(H)'(H,X)

et
F(H,X+Y):I‘(H,X)F(H—X,Y). O

Lemme 1.8.3. La fonction
H— TE(H, X)

est combinaison d coefficients
(~1)een

des fonctions caractéristiques des ensembles C(P,Q, R, X). En particulier la pro-
jection de son support dans af est compacte. Plus précisément, il existe ¢ > 0 tel
que l'on ait

IHE] < el XEl

lorsque H appartient a ce support. Lorsque P est standard et X est régqulier, c’est
la fonction caractéristique des H tels que a(H) > 0 et wo(H — X) < 0 pour tous
les v € AR

IE(H,X)=1p(H)¢5(H — X) .

PREUVE. Fixons H et X. Soit S le plus grand sous-groupe parabolique tel que
3(H) = 1 et T le plus petit sous-groupe parabolique tel que 75(H — X) = 1;

alors, comme dans la proposition 1.7.2, on voit que la somme sur @Q

PRH,X) = 3 (-1
TCQCS

est nulle sauf si S = T et, dans ce cas, un tel H appartient & C(P,Q, R, X). La
compacité résulte alors du lemme 1.8.1. Lorsque X est régulier il résulte également
du lemme 1.8.1 que I'E(H, X) est la fonction caractéristique de C(P, R, R, X) ce
qui établit la derniere assertion. O

Toujours sous ’hypothése X régulier, 'égalité (1) du lemme 1.8.2 peut donc
s’interpréter comme une partition du cone associé a Tﬁ en produits de cones par
des convexes relativement compacts. C’est une variante du lemme 1.7.5.

Soit maintenant M un sous-groupe de Levi et () un sous-groupe parabolique
contenant M. On rappelle que F@ (M) est 'ensemble des sous-groupes paraboliques
de @ qui contiennent M. On associe & une famille M-orthogonale X = {Xp} la

fonction suivante :

I HX) = Y (-1 @ 28(H — Xp) .
Pe]—‘Q(M)

On notera 5](3[ la fonction caractéristique du sous-espace des H € ag tels que
HZ =0

ol H]% est la projection de H sur a%; autrement dit, 5?4 est la fonction caracté-
ristique du sous-espace aé‘/[ b ag.
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Lemme 1.8.4. On a les identités suivantes :

(1) Y Su(H)TE(H) =1

QEFE(M)
(2) PR (H,X) = Y SHH)TE(H, Xq)
QEFR(M)
(3) > THHX)TEH-Xg)=1.
QEFE(M)

PREUVE. L’assertion (1) est ’écriture, au moyen de fonctions caractéristiques,
de la décomposition de I'espace vectoriel a; en chambres et facettes attachées aux
divers sous-groupes paraboliques. Maintenant, par définition de FR on voit que

Yo SHUTEH, X)) = Y Y (Z) s (H)rh (H)FE(H-Xp)
QEFR(M) QeFR(M) QCPCR
qui, d’apres (1) est encore égal a
Y. (myeerpf(H - Xp) =T (H,X) .
PeFR(M)
Ceci établit I’assertion (2). On en déduit que
>, THHX)GH-Xo)= Y S (HIE(H, Xs)r§(H ~ Xq)
QEFE(M) PeFER(M)
qui est encore égal a
Do o) Y (SDTTRrE(H)R (H ~ Xu)rd(H ~ Xo)
PEFR(M) PCUCQ
Mais, compte tenu de la proposition 1.7.2,
> (—1)W e AP (H = Xu)r(H - Xo)
Q

est nul sauf si U = R auquel cas cette somme vaut identiquement 1. On obtient
donc

S OTQHX)EH - X = Y sh(H)EH)

QEFE(M) PeFE(M)
et 'assertion (3) résulte alors de (1). O
Corollaire 1.8.5. La fonction
H T (H,X)
Q

a un support dont la projection sur ay, est compacte. Plus précisément, il existe
c> 0 tel que l'on ait

|HGlI<e sup |XE|
PEPR(M)
lorsque H appartient a ce support.

PREUVE. C’est une conséquence immédiate de 1’équation (2) du lemme 1.8.4
et du lemme 1.8.3. g
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On pourra observer que d’apres le lemme 1.8.1

PE(H,0) = {0 BOAR
1 sinon

et donc, compte tenu de I’équation (2) du lemme 1.8.4, on a
0% (H) = T, (H,0) .
Lemme 1.8.6. Soient X et Y deux familles orthogonales. On a
PH(H X +Y) = Y TRH(H X)TEH - Xq,Yo)
QEFR(M)
PREUVE. Par définition de I'f; on a :
TH(H,X+Y)= Y (1) “27f(H - Xp - Yp)
PeFR(M)
soit encore, au vu de I'égalité (2) du lemme 1.8.2,
Yoo > (FN)erTeRR(H - Xp)DE(H — Xq, Ya) -
PeFE(M)PCQCR
Ce qui peut se récrire

> > (~1) @ RE(H — Xp)TE(H — X, Yo) -
QEFR(M) PEFQ(M)

On conclut en utilisant la définition de F%. O

Pour alléger les notations nous nous limiterons dans ce qui suit au cas @Q =
G. Soit M un sous-groupe de Levi standard. On a introduit et étudié plus haut
(¢f. lemme 1.6.2 & proposition 1.6.5), pour x en dehors des murs dans aps, des
nombres et des fonctions

a(s, k), s s et Py(H, X, K) .

Pour alléger les notations on écrira a(s) et ¢ar,s pour a(s, k) et ¢f; ; lorsque £ est
dans la chambre positive. On a vu au lemme 1.6.4 que la fonction 'y (H, X, k) était
indépendante de . Nous allons de plus montrer qu’elle coincide avec 'y (H, X).

Proposition 1.8.7. Soit X une famille orthogonale. Avec les notations du
lemme 1.4.3, la fonction Tp(H, X) vérifie lidentité :

(1) Ty(H,X)= Y. (F)eTeTg(H - X,)
sEW (anr) QEFs(M)
ainst que
(2) Ty(H,X)= > (=1)*"@ey (H-X,).
seW (anr)
Plus généralement, on a
(3) F]u(H,X):FM(H,X,Ii)

pour tout k en dehors de murs. Lorsque la famille orthogonale X est réguliere la
fonction
H — FA[(H, X)
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est la fonction caractéristique de ’ensemble des H dont la projection sur aJC\’} ap-

partient a enveloppe conveze des Xp pour P € P(M).

PREUVE. Par définition

Dar(H,X) = Y (=1)"@7"¢ 7(H - Xq) -
QeF (M)

Considérons Q € Fy(M) pour s € W(apr). On observe que X est la projection de
X, =Xo.

sur ag. L’équation (1) résulte alors de la premiére assertion du lemme 1.4.3. Main-
tenant on rappelle que par définition

T (H, X k)= > (=1)"C"e5 (H—-X,).
sEW (anr)

Supposons que k appartient a la chambre de Weyl positive. On observe alors que,
d’aprés lemme 1.7.4, on a :

(—1) =P, (H) = (—1)"Wed C(H) = > (=1)"e7 7y(H) .
QEFs(M)

En invoquant équation (1) on en déduit que 1’égalité (3) est vraie pour k dans la
chambre positive, ce qui établit (2) et, compte tenu du lemme 1.6.4, 'égalité (3)
est encore vraie pour tout k¥ en dehors de murs. La derniére assertion résulte alors
de la proposition 1.6.5. a

Corollaire 1.8.8. Soit X une famille orthogonale telle que sX; soit régulier
pour tout s € W. En particulier elle est réguliére. Soient L et M deux sous-groupes
de Levi avec M C L. La différence

IL(H,X)—Ty(H,X)

est soit nulle soit égale a 1. Il existe une constante ¢ > 0 telle que si la différence
est non nulle on a

[H[| = ¢ nf [Xpl].
PeP(M)

PREUVE. D’apres la proposition 1.8.7 le support de la fonction
Hw—Ty(HX)

est I'ensemble des H dont la projection sur af, appartient & 1’enveloppe convexe
des Xp. Comme a;, C ayy, ce support est inclus dans le support de

HwTL(H X).

Maintenant si la différence est non nulle H est en dehors du support de 'y, (H, X) et
donc en dehors de I'enveloppe convexe des X p. La seconde assertion en résulte. [
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1.9. Cones et convexes : version duale

Calculons d’abord les transformées de Laplace des fonctions caractéristiques de
cOnes. On choisit de maniére cohérente des mesures de Haar sur les divers espaces
vectoriels ag, par exemple celles définies au moyen des formes de Killing. Soit A
une forme linéaire sur ag. On pose, pour P standard et A régulier?

€2(A) = / TR H) e M dH
On a
e2(8) =vol(AR) T A=Y
weﬁ.}(ﬁ

ou VOI(AIQ) est le volume du parallélépipede engendré par AIQD :

vol(AQ) = vol (a@/Z(AQ))

ou Z(A?,) désigne le réseau engendré par Ag L’intégrale, convergente si A est
régulier, admet donc un prolongement méromorphe. De méme on pose

€2(A) = / TR H) e N dH
ap
et on a

2(A) =vol(AD) T Ala¥)™

Q
a€AY

vol(A2) = vol (a$/Z(AY)) .
Dans ce qui suit, afin de minimiser le nombre de signes moins dans les exponentielles,
on utilisera plutot les transformées anti-Laplace obtenues en changeant A en —A.
On observe que

ep(—h) = (=) (A)

On a une formule similaire pour €g.

Lemme 1.9.1. La transformée anti-Laplace de la fonction
H—T'E(H, X)
définie par
W) = [ AT, X) dH

R
“p

est égale, pour A régulier, a

—a R Al
D (—1yermeeetXaled (A)ed(A)
PCQ

ot Xg est la projection de X sur ag. Cette expression se prolonge en une fonction
entiére sur ag ® C. La fonction

X o 90 = 9f(0.X) = [ T ) aH

“p

9. Arthur suivi en cela par Langlands [20, Lecture 15] introduisent des fonctions ég qui sont les

Q

p etc. Dans cet article nous réservons la lettre 6 pour désigner un automorphisme

inverses de nos é

de G.
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est un polynéme homogéne de degré n = ap — ag = dim aft.

PREUVE. Par définition
TR(H,X) =Y (1)@~ 72 (H)75(H - X) .
PCQ
On a donc, pour —A régulier,
/ MIDTE(H, X)dH = ) (—1)%@ " meA X8 (—A)ef (—A)
ag PCQ

soit encore
3 (—1)er et XDeB (A)ef(A)
PCQ

ou XS” est la projection de X sur ag. Comme d’apres le lemme 1.8.3 on integre
une fonction a support compact, la transformée anti-Laplace se prolonge en une
fonction entiere de A € aj ® C. Sa valeur en A = 0 est donnée par la somme des
termes de degré 0 du développement en série de Laurent des fonctions

t (—1)0r @M XD EQ(1N)eE () .

On a donc, pour A en dehors du lieu des zéros des €IQD (A)eg(A) -

1 —a n A
[ TR AH = o 3 (-1t ACK) R (4) ()
p T PCQ

oun = ap — agr. Cette expression, indépendante de A, est en tant que fonction de

X un polynéme homogene de degré n. O

Lemme 1.9.2. Supposons M standard et A régulier et considérons s € W (apy).
On note P le sous-groupe parabolique de sous-groupe de Levi M et tel que s(P) soit
standard. Alors, on a

/ AH gy (H — X)dH = (—1)*®eAXiD G () .
afy

PREUVE. Tout d’abord on observe que si H appartient au support de la fonc-
tion caractéristique ¢}, ; avec  régulier, on a

(k,Hy= > a(r)wa(H)<0.
ac€A(M,s)

Donc le support de ¢ar,s = ¢l ; est contenu dans le cone défini par
w(H)<0 VweAf§ .

On en déduit que U'intégrale converge pour A € a* régulier et on a

/ A gy (H — X)dH = eMXED) / M gy o(H) dH .
llG

G
M O

Mais, si sP est standard pour P de Levi M, on voit que pour A régulier

/ Mg (H)dH = [G(A)] = (—1)*Ced(a) . 0

M
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Lemme 1.9.3. Considérons une famille orthogonale X . Supposons M standard
et posons

M(A,X):/ MDDy (H, X)dH .
a

G
M

La fonction A — vy (A, X) est une fonction entiére de A € af ® C. Pour A en
dehors des murs on a

(1) (A X) = > G(A)erE)

PeP(M)

De plus,
Y (X) = var (0, X)

est un polynome en X, donné par la formule suivante, qui est indépendante du choiz
de A en dehors des murs :

(2) ™ =) AMXE)EW).

PGP(M

On a la décomposition

3) 1A X) = YT RN Xp).
PePR(M)

PREUVE. Comme, d’apres le corollaire 1.8.5, on integre une fonction a support
compact, l'intégrale définit une fonction entiere. Par ailleurs, d’apres la proposi-
tion 1.8.7

M(Ha X) = Z (71)a(s)¢1\/l,s(H - Xs) .

sEW (anr)

On peut supposer A régulier dans ag ; il suffit alors d’invoquer le lemme 1.9.2 pour
obtenir la formule (1). Comme cette expression se prolonge en une fonction entiére,
la formule est encore vraie en dehors des podles des termes du membre de droite,
c’est-a-dire pour A en dehors des murs. Sa valeur en A = 0 est donnée par la somme
des termes de degré 0 du développement en série de Laurent des fonctions :

s Z tAXP)

PEP( M)

La formule (2) en résulte immédiatement. La décomposition (3) résulte de 1'équa-
tion (2) du lemme 1.8.4 en remarquant que les fonctions

H v 85, (H)TE(H, Xp)

sont négligeables, et donc de transformée de Fourier nulle, sauf si P est de Levi
M. O
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1.10. (G, M)-familles

Soit M un sous-groupe de Levi. On appelle (G, M)-famille la donnée d’une

famille de fonctions ' & valeurs dans un espace vectoriel topologique

A~ (A, P) sur iap

indexées par les sous-groupes paraboliques P € F(M) (c’est-a-dire contenant M),
qui sont lisses et sujettes aux conditions suivantes : si P C @Q alors

c¢(A,P) =c(A,Q) pour A € iay, .

On prolongera ¢(A, P) en une fonction sur iaj en la supposant constante sur les
fibres de la projection

iy — iap .
Il en résulte que si P et @ sont des sous-groupes paraboliques dans P(M) adjacents
qui correspondent a des chambres séparées par le mur ar oit R est le sous-groupe
parabolique engendré par P et @, alors

c¢(A,P) =c(A,Q) = c(A,R) pour A € iaj .

Pour définir une (G, M)-famille il suffit donc de se donner les ¢(A, P) pour P €
P(M), c’est-a-dire pour les P admettant M comme sous-groupe de Levi, satisfaisant
la condition
c¢(A, P) =c(A,Q) pour A € iag

pour des sous-groupes paraboliques P et () adjacents.

On rappelle que l'on a noté $H;; 'espace vectoriel des familles M-orthogonales
et mp la projection de $,; sur ap associée a chaque sous-groupe parabolique P €
F(M). C’est un espace de dimension finie. Son dual £}, est muni d’injections

tp: ap — Ny
transposées des projections

Tp: 57JM — ap .
On dispose dans chaque a},/af, de la base A p et on rappelle que si P C @ on a
AQ cA p. On dispose donc dans $%,/ag, d'une base naturelle B formée par I'union
des images de ces bases : R

Bp = LP(AP)
pour P € F(M). La base B est 'ensemble des eq = tg(wg) ot @) parcourt ’en-
semble des sous-groupes paraboliques maximaux propres de G et on a noté wg
I'unique élément de Ag U Pour X € Hyy et A € iap on a

Lp(A)(X) = A(mp(X)) = A(Xp) .

10. Nous utiliserons la notation c¢(A, P) plutot que cp(A) utilisé par Arthur, pour éviter la
confusion avec les
) et &)
introduits plus bas et qui ont une toute autre signification méme pour Q = G. La notation cgj (A)
est celle d’Arthur et Langlands. Lorsque Q = G Arthur utilise c’P au lieu de notre cg et par

ailleurs la notation cIQD désigne chez Arthur une notion que nous n’introduisons pas ici. Langlands
observe que les notations sont mauvaises. Il serait bien de trouver des notations non ambigiies et

simples. Une solution correcte, mais tres lourde, serait de remplacer cg par 'yg(o, ¢) ou ¢ désigne

la (G, M)-famille et de méme 71?4 (e, c) pour C%.

11. On remarquera que wg et w5 = —wQ correspondent & deux sous-groupes paraboliques

maximaux opposés définissant deux éléments eq et ) distincts de B.
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On obtiendra une (G, M)-familles en considérant une fonction f lisse sur i}, et
en posant :

c(A, P) = (foup)(A).
Réciproquement on a la proposition suivante :

Proposition 1.10.1. Etant donné une (G, M)-famille c¢(A, P) il existe une
fonction f lisse sur i)}, telle que

c(A,P)=(foup)(A).

PREUVE. Notons x une fonction sur R lisse a support compact, telle que
x(0) = 1. On a, pour chaque P € F(M), une partition de la base canonique B
de 7, :

B=BpuB”
ol
Bp={eq|QDP} et BP={eq|QpP}
qui induit une décomposition en somme directe et pour A € i)}, on note
A=Apa A’
la décomposition associée. On définit xp(A) en posant
xp( )\P H X(Zw) si A = Z 1T T .
weBP weBP
On peut alors définir la fonction
F = (1" e, Qxa(A)
QeF (M)

C’est une fonction lisse sur i9%,. Nous devons calculer f o tp pour P € P(M). 1l
suffit de le faire lorsque P est anti-standard c’est-a-dire correspondant & 'opposé
de la chambre positive dans a%. D’apres le lemme 1.4.3, on doit donc calculer

Do 2 (FDTelp()g, Qxe(r(M)?)
SEW (arr) QEFs (M)
On observe maintenant que, si on note Fp la facette associée a P dans aps, on a
Fp ﬂFQS :FP ﬁf@
pour @ € F5(M) et donc
vp(ahr) Mg, (ayy) = ep(ay) Niglag) -
I en résulte que, pour A € ia},; et Q € Fy(M), la projection tp(A)g sur
p(ah) Mg (ad)

ne dépend que de s. De plus, si s est ’élément du groupe de Weyl associé a ’'opposé
de la chambre positive dans af/[, on a
Qs = QS =P
et
c(ep(A)p, P)xp(ep(A)7) = c(A, P)xp(0) = ¢(A, P) .

Il résulte alors de ces observations et de la seconde assertion de lemme 1.4.3 que la
fonction f a les propriétés désirées, c’est-a-dire que

(foup)(A) =c(A,P). O
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Dans la suite de cette section on se limitera aux (G, M)-familles & valeurs dans
un espace vectoriel de dimension finie.

On dira qu’une mesure de Radon m sur un espace vectoriel V est a décroissance
rapide si son produit avec n’importe quelle fonction polynéme p sur V' fournit une
mesure bornée :

/ Ip(z)| d|m|(z) < +o0o .
v

En particulier m est bornée et admet une transformée de Fourier qui est une fonction
lisse. Supposons maintenant que f est la transformée de Fourier d’une mesure de
Radon m sur $,;, & décroissance rapide :

f\) = / AV dm(x) .
Hm
La (G, M)-famille définie par f peut alors s’écrire

¢(A, P) = / e M) (X)) = / eAMXP) dm (X))
EaBYs Hm
ou XP = WP(X).

Corollaire 1.10.2. Si les composantes c¢(P,A) d’une (G, M)-famille sont des
fonctions dans Uespace de Schwartz sur iay;, il existe une fonction ¢ dans Uespace
de Schwartz sur $pr fournissant la (G, M)-famille par transformation de Fourier :

¢(A,P) = / e MMy dx .
Om

PREUVE. La construction donnée dans la proposition 1.10.1 fournit une fonc-
tion f dans ’espace de Schwartz de if)},. Il suffit de prendre pour ¢ sa transformée
de Fourier. O

Etant donné une (G, M)-famille on introduit, pour A en dehors des murs,

B = D (~1)m e (M)l (A)e(A, Q)
PCQCR
et

)= D M)A, P).
PePR(M)

Lemme 1.10.3. Soit X = {Xp} une famille orthogonale. Alors
¢(A, P) = MXP) pour P € P(M)

est une (G, M)-famille. Dans ce cas on a

(1) cR(A) = / L MITROTE(H, Xp) dH = MKy E(A, Xp)
ap

et

(2) cF(A) = / , M OTY (H,X) dH = AKXy (A, X)
a

M

Plus généralement, si

c¢(A,P)=(foip)(A) pour P P(M)
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ou f est la transformée de Fourier d’une mesure m a décroissance rapide on a

(3) cR(A) = / / AMHATXI L (H X p) dH dm(X)
Hm ﬂan

soit encore

(3) (N = / MXNL (A Xp) dm(X)

Ealys

ot Xp =7p(X) et

(4) L (N) = / / . AMHATXQ) 1Y (H XY dH dm(X)
Hm Jay;

soit encore
(4) (A = / AL (A, X) dm(X) .
Hm
PREUVE. D’apres le lemme 1.9.1 on sait que
AERINE(A LX) :/ MHFXR TR X)dH
of

est égale, pour A régulier, a

Y (1)t Xed(M)ef(A)

{QIPCQ}

qui est la définition de cf(A) si ¢(A, P) = e*(Xr) d’out I'assertion (1). L’assertion (3)
résulte, au moins formellement, de (1) et la convergence résulte de ce que

VB (A, X))
est majoré par un polynome en X . De méme (2) et (4) résultent du lemme 1.9.3. O

Lemme 1.10.4. Soit {c(A, P)} une (G, M)-famille. Les fonctions cE(A) et
cjc\?/l(A) définies pour A en dehors des murs se prolongent en fonctions lisses partout
et on a

(%) G = > B,

PePQ(M)

PREUVE. Le probléme est local en A ; il nous est donc loisible de supposer les
¢(A, P) & support compact. Dans ce cas, d’apres le corollaire 1.10.2 on peut les
supposer de la forme

c(A,P)=(forp)(A) pour P € P(M)

avec f dans l'espace de Schwartz. On a donc que pour A € ia}p
c(A, P) = / AP (XY dx
Hm
avec p = f a décroissance rapide. Mais, le lemme 1.10.3 montre que pour A € ia}
B = [ ARG Xp)p() 4T
N

La lissité de cg résulte du lemme 1.9.1 et de ce que

ve (A, X)
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est une fonction lisse en A, majorée par un polyndéme en X, alors que f est a
décroissance rapide. De méme, compte tenu du lemme 1.10.3, on a pour A € iaj},

(A) :/ﬁ AN (N X)p(X)dX .
M

La décomposition () ainsi que la lissité de cf\?/[ résultent du lemme 1.9.3. g

Lemme 1.10.5. Supposons que ¢ et d soient deuz (G, M)-familles, la premiére
étant d valeurs scalaires, et considérons la (G, M)-famille produit

e(A, P) = ¢(A, P)d(A, P) .

St on pose
eff(A) = > eB(Me(A, P)
PePE(M)
on a
)= Y WM.
QEFE(M)

PREUVE. Ici encore le probleme est local en A; il nous est donc loisible de
supposer les familles ¢ et d a support compact; on peut alors, d’apres le corol-
laire 1.10.2, supposer l'existence de fonction ¢ et ¢ dans l'espace de Schwartz sur
Hr telles que

(A, P)A(A, P) = /ﬁ /ﬁ A (20 )15(V) dX dY

Dans ce cas ef;(A) est égal & I'intégrale triple

/ / / AAFXRHYR) PR (H X + V) o(X)y(Y) dX dY dH
HEag Xem JYEHMm

Le lemme résulte alors du lemme 1.8.6. O






CHAPITRE 2

Espaces tordus

2.1. Sorites

La notion d’espace tordu peut se définir dans diverses catégories. Les définitions
ci-dessous s’entendent soit dans la catégorie des ensembles, soit dans la catégorie des
espaces localement compacts soit encore dans la catégorie des variétés algébriques.

Rappelons qu’un espace tordu est la donnée d’un couple (G, C~¥) ou GG est un
groupe et G un G-torseur (c.-a-d. un G-espace principal homogeéne) a gauche, muni
d’une application G-équivariante dans le groupe Aut(G) des automorphismes de
G:

Ad: G — Aut(G) .

L’équivariance signifie que pour tout € G et tout § € Gona
Ad(zd) = Ad(x) o Ad(9)

ol Ad(z) est 'automorphisme intérieur défini par z. L’application Ad n’est pas
injective en général : ses fibres sont des torseurs sous le centre Zg de G. On notera
Int(G) le groupe des automorphismes intérieurs et Out(G) le groupe des automor-
phismes extérieurs. La suite exacte

1 = Int(G) —» Awt(G) — Out(G) — 1

montre que la classe d’isomorphisme de G est déterminée par 'unique élément
image de G dans Out(G).! On définit une action & droite de G sur G en posant

dx=0(x)d avec § = Ad(0) .

On dispose alors sur G d'une structure de G-torseur & droite et a gauche donc en
particulier d’une action par conjugaison de G sur G et de la notion de classe de
G-conjugaison dans G. On note Zg(CNJ) le centralisateur de G dans G. Il est facile
de voir que
Za(G) = (Za)"’

le sous-groupe des f-invariants dans le centre de G.

On peut regarder un espace tordu (G,G) comme les composantes d’indice 0
et 1:

G =G et G=a

G=1]n

neEZ

d’un groupe gradué par Z

1. Le lecteur prendra garde & ce que le groupe des automorphismes dépend fortement de la
catégorie ou on se place.

37
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Tous les G,, sont des G-espaces tordus et on dispose en particulier du G-espace
tordu inverse G 1 :

Gl=¢g_,.

L’espace tordu (G, é‘l) peut étre défini au moyen d’une bijection : G — G~ notée
§ +— 6~ vérifiant, pour z et y dans G :

(zoy) =y Lo ta? et Ad(6™1) = Ad(6)7t .

On dispose alors d’une application GxGt—G qui sera notée comme un produit
(c’est en effet le produit dans G) :

(1,67 Y > 7671

avec la propriété suivante : si 7 = ud pour v € G ona 76! = u et plus généralement
pour tout z € G on a

T2d !t =uf(x)

ot § = Ad(d). La donnée de § = Ad(9) fournit un isomorphisme d’espace tordus
G— Gx0CGxAut(G)

défini par
26— xx0 pour ze€G.

Toutefois, cet isomorphisme n’est pas canonique; il dépend du choix de 6.

Dans le cadre des espaces localement compacts, un espace tordu G est un espace
tordu ensembliste ou G est un groupe localement compact et ou les morphismes
considérés dans la définition de la structure sont continus. Une mesure G-invariante
a droite ou a gauche sur G sera appelée une mesure de Haar. La donnée d’une mesure
de Haar a gauche u sur G permet de définir une mesure de Haar & gauche fi sur G
en posant pour f € C.(G) :

ilf) = /G F(28) dp(z) -

Un espace tordu G localement compact sera dit unimodulaire si pour tout § € G
Pautomorphisme § = Ad(J) est de module 1. Ceci implique que G est unimodulaire.

On dispose également de la notion d’espace tordu dans la catégorie des variétés
algébriques. Considérons un espace tordu algébrique (G, é) ou G est groupe linéaire
algébrique connexe défini sur un corps F. S’il est non vide, ’ensemble C:’(F ) est un
espace tordu sous G(F) au sens ensembliste, et si A est une F-algébre localement
compacte alors CNJ(A) est un espace tordu localement compact.

2.2. Exemples

Un des exemples, important pour les applications, est le suivant. Soit V un
espace vectoriel de dimension finie sur un corps F' et soit V* son dual. Considérons
le groupe G = GL(V); on dispose de la représentation contragrédiente de G dans
V* définie pour z € G par

r Y =t

On notera

~

G = Isom(V, V™)
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I’espace des isomorphismes V' — V* ou, si on préfere, I’espace des formes bilinéaires
non dégénérées sur V x V. C’est un G-torseur a droite et a gauche en posant pour
reGetdeG:

2d=z"0d et dx=Fdox.

Pour tout § € G on définit un automorphisme 6 = Ad(6) de G en posant pour
r el
O(x) = (0 oz 06 )Y

et ceci munit G d’une structure de G-espace tordu. Si on munit V' d’une base on
dispose alors d’un isomorphisme de groupes

t: GL(V) = GL(n, F)
et de 'application
0o € Isom(V, V™)

qui envoie la base de V sur la base duale dans V*. Dans ce cas I’automorphisme de
GL(n, F) associé a 6y = Ad(do) est I'inverse de la transposée pour les matrices :

Loby(z) ="tu(x) .
En d’autres termes le choix d’une base dans V fournit un isomorphisme
G ~CGL(n) x e

olt e(m) = 'm~! pour m € GL(n).
Dans le Morning Seminar on suppose dans les deux premiers exposés que

G=Gx0CGx(h)

ot # est un automorphisme d’ordre fini; dans les exposés suivants (3 a 15) on
considére, comme dans [10] et les autres articles d’Arthur sur le cas tordu, le cas

un peu plus général ou G (noté G chez Arthur) est une composante connexe d'un
groupe réductif non connexe (noté G’ dans [20] et GT chez Arthur et dont la
composante neutre est notée G dans [20] et G° par Arthur).

2.3. Représentations tordues

Soit w un caractere de G et G un G-espace tordu. Soit V un espace vectoriel.

On appelle représentation tordue de G dans V pour le couple (G, w), ou simplement
représentation de (G, w), la donnée pour tout 6 € G d’un endomorphisme inversible

(0, w) € GL(V)
et d’une représentation m de G dans V :
m: G — GL(V)
vérifiant pour z,y € G et § € G
Fa 0 y,w) = 7(2) 7(5,w) (1@ w)(y)
En particulier
Tz, w) = 7(6,w) (T @w)(x) = F(0(x) 6,w) = 7(0(x)) T(6,w)

et donc 7(d,w) entrelace T @ w et mo 6 si § = Ad(d). La donnée de 7 détermine 7 ;
on dira que 7 est la restriction de 7 & G et on écrira m = 7|G.
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Réciproquement 7 est déterminé par la donnée de la représentation 7 et, pour
un ¢ € G, d’'un opérateur A qui entrelace 7 ® w et 7o avec § = Ad(9) :

Alr@w)(z)=(rol)(z)A.
On reconstruit 7 en posant
T(xd,w) =m(x)A pour z € G .

Si V est un espace de Hilbert on dira que 7 est unitaire si 7 prend ses valeurs
dans le groupe unitaire de V. Si 7 est unitaire et si 7 est irréductible le lemme de
Schur montre que 7 détermine

A=7(6w)
a un scalaire non nul pres, indépendant de d.

On dira que deux représentations tordues (7,V) et (7', V') sont équivalentes

s’il existe un opérateur d’entrelacement inversible

I:vV =V
tel que, pour tout & € G on ait
I7(0,w)=7(6,w) I .

Fixons 0 € G et posons A = #(d,w) et A’ = 7(6,w). On doit avoir pour tout
reG:
I7(2,w) =7 (xd,w) I
soit encore
Im(x)A=n"(x)A" I
et en particulier I A = A’ I avec A inversible et donc
Im(z)=n"(x)I.

C’est dire que 7 et 7’ sont équivalentes. Mais la réciproque est fausse puisque, méme
si 7 est unitaire irréductible, la classe de m ne détermine A qu’a un scalaire non nul
pres.

Supposons que (7, V) est une représentation unitaire et que (w,V) est une
somme directe hilbertienne (finie ou dénombrable) de représentations irréductibles.

On dira que 7 est quasi simple (relativement & CNT‘) s’il existe une représentation
irréductible (o, W) et un entier £ = ¢(7) positif ou nul tels que

(va) = @ (JWWT)

reZ/l(m)

ou W, = W en tant qu’espace vectoriel pour tout r, mais est muni de la représen-
tation o, définie par

or=(000")@w™"
ou # = Ad(9) avec § fixé dans G. De plus les (o, W,.) sont deux & deux inéquivalentes
pour des r non congrus modulo ¢ alors que

Op X Opyp -

Lemme 2.3.1. Supposons que (7,V) est une représentation unitaire et que
(m, V') est une somme directe hilbertienne (finie ou dénombrable) de représentations
irréductibles. Alors m est quasi simple si et seulement si T est irréductible.
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PREUVE. Par hypothese, 7 est somme finie ou dénombrable de représentations
irréductibles. On peut décomposer (7, V') en somme de composants isotypiques. Soit
(00, Wo) une des composantes isotypiques. C’est un multiple d’une représentation
irréductible (o, W) de G. Posons

A=7(0,w)
et notons W,. 'espace A"Wy. On a, pour w € W,
m(x)w =A"m(x)A""w = o.(x)w

avec
or=(0000")@w™".

Donc (m, V) contient tous les (0., W,.). En particulier, si 7w est quasi simple T est
irréductible. Examinons la réciproque. Deux cas sont alors possibles :

(1) Il y a un nombre fini de composantes isotypiques. Il existe donc un plus
petit entier £ > 1 tel que

ggp X0y .

Dans ce cas lopérateur A¢ peut s’écrire comme une somme directe finie

Al = @ B,

reZ/(r)

ol B, est la restriction de A’ au sous-espace isotypique W,. Mais, tout projecteur
spectral non trivial de By permet de construire un sous-espace G-invariant non
trivial de V' et comme (7, V') est irréductible By est nécessairement scalaire. Il en
est donc de méme de A’. On en déduit qu'un sous espace G invariant W dans W
engendre un sous-espace G-invariant qui n’est 'espace V tout entier que si W = Wj,.
On en déduit que o est irréductible et que donc 7 est quasi simple.

(2) Il y a un nombre infini de composantes isotypiques. Soit W un sous espace
irréductible dans Wy. L’adhérence de la somme directe des A"W avec r € Z est
un sous-espace G-invariant et c’est donc I’espace V' tout entier par irréductibilité
de 7. O

Nous supposerons dans la suite de cette discussion que G est un espace tordu
localement compact unimodulaire, muni d’une mesure de Haar et que toutes les
représentations unitaires considérées sont continues. Soit V' l’espace vectoriel des
fonctions de carré intégrable sur GG. On dispose d’une représentation unitaire na-
turelle, appelée représentation réguliere, de G x G dans V en posant pour ¢ € V,
zreGet (0,7)eGxG:

(P(0,T)p)(x) = (0~ 7).

C’est une variante de cette représentation qui est au coeur de la théorie de la formule
des traces tordue.

Soit (7, V') une représentation unitaire et soit (7, V') sa restriction & G. Consi-
dérons une fonction g € C°(G). 1l est classique de considérer I'opérateur défini par
lintégrale (qui a un sens pour la topologie forte sur l'espace de opérateurs)

(o) = [ slar(o)do
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~

De méme on posera pour f € CCC.<> (G)
T = 7(y)dy = 0)7(xd) dx .

Lemme 2.3.2. Soit G un espace tordu localement compact unimodulaire muni
d’une mesure de Haar. Soit (7, V') une représentation unitaire irréductible. On sup-
pose que w(g) est un opérateur da trace pour toute fonction g € CX(G). Alors,
Vopérateur %(f) sera a trace pour toute fonction f € C(G) et, si L(n) # 1, on
aura

trace(f) =0.

PREUVE. On suppose que R = 7w(g) est un opérateur & trace pour toute fonc-
tion g € C°(G). En particulier 7 est somme discréte d’irréductibles. Comme (7, V)

~

est irréductible (m, V') est quasi simple. On a f € C°(G) et on pose g(z) = f(z0)
et A=7(d,w). L'opérateur A = 7(J,w) est un opérateur unitaire et donc

#(f) = RA
est un opérateur a trace. On rappelle que

v= P W

reZ/(m)

et on observe que
RA(W,) C W,
et doncsif # 1
trace(RA) = 0. O

2.4. Multiplicités des représentations tordues

Considérons une représentation tordue (p, H) somme directe de représenta-
tions de représentations irréductibles (7, V;) avec multiplicité m(7), c’est-a-dire
que, comme G-module,

H=@PMFE oV,

ot M(%) est un espace de dimension m(%) sur lequel G agit trivialement. Soit %
une représentation de G dont la restriction 7 a G reste irréductible. On suppose que
7 intervient dans (p, H) avec la multiplicité m (7). Si on note m(7) la multiplicité
de 7 dans (p, H), la restriction & G de (p, H), on a
m(m) = Y m(F)
T|G~m
et en particulier
m(T) <m(m) .
De fait on a
H:G}M(W)@V7T avec M () = @ M(#) .
™ T |G~m

Cette notion naive de multiplicité n’est pas la bonne lorsqu’on souhaite exploiter
I'indépendance linéaire des traces et, pour ce faire, il sera nécessaire de regrouper
les contributions des diverses T ayant méme restriction m & G. En effet, soient
7 et T deux représentations irréductibles dans un méme espace V et qui ont la
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méme restriction 7 & G avec 7 irréductible. Alors les opérateurs A = 7(J,w) et
A’ = 7'(§,w) sont proportionnels. Donc, si les opérateurs 7(f) sont a trace, les
formes linéaires

f = trace®(f) et f > trace® (f)
sont proportionnelles. Notons
A#F,7) e C*
le scalaire tel que, pour tout § € G on ait

7 (0,w) = AF, F)R(,w) -

Si ’ensemble des 7 ayant méme restriction m et intervenant avec une multiplicté
non nulle est fini et si 7(f) est un opérateur a trace pour toute f € C°(G), l'objet
qu’il convient de considérer est la somme

Z m(7') trace ® (f) = m(m, ¥) trace 7 (f)
T |G=7

ou l'on a posé

= > AMF®)mF) .

T |G=m

L’ensemble des 7 ayant méme restriction 7 forment un torseur sous C* de méme
que les nombres trace 7(f) (que l'on pourrait appeler la trace tordue). L’ensemble
des nombres m(m, ) peut étre vu comme un torseur sous C* que l'on appelera la
multiplicité tordue. Le produit des deux torseurs

m(m, ) trace T(f)

est un nombre indépendant du choix du point base 7 : il ne dépend que de 7.

2.5. Espaces tordus réductifs

On suppose désormais que (G, CNT’) est un espace tordu algébrique ou G est
un groupe linéaire algébrique connexe défini sur un corps de nombres F' et on
suppose que G( ) est non vide. On peut alors définir I’espace tordu G( ) des
points adéliques de G. Tout élément Yy € G( ) est de la forme

y=xd
avec € G(A) et § € G(F). L’automorphisme induit par
6 = Ad(0)

sur ag sera encore noté 6; il est indépendant du choix de § € G(F). On notera ag
le sous-espace vectoriel des points fixes sous 6 dans ag :

0
ag = (ag)
et on pose
ag =dimag .
Supposons G réductif. On notera 2(x le sous-groupe des points fixes sous ¢ dans
s et Hg induit un isomorphisme

Ql@%aé.
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Pour toutes les applications envisagées a ce jour il est loisible de supposer que
l’automorphisme induit par 6 sur ag est semi-simple voire méme d’ordre fini. Tou-
tefois, Kottwitz et Shelstad font dans [25, §6.1] une hypothése moins restrictive :
ils supposent simplement que I'application entre invariants et coinvariants

(aG)H — (ag)e

est un isomorphisme. Si on note alafe le noyau de la surjection sur les coinvariants,
la condition peut se reformuler ainsi : on a une décomposition en somme directe

1-60
ag = G@EBCLG .

Ceci est encore équivalent & demander que le jacobien
J(G) = |det(0 — 1ac/ag)|

soit non nul. Nous le supposerons désormais.

On a choisi un sous-groupe parabolique minimal Py dans G et un sous-groupe
de Levi My C Py définis sur F. Compte tenu de la conjugaison sur F' des sous-
groupes paraboliques minimaux et de leurs sous-groupes de Levi, il est possible de
choisir 6 € G(F) de sorte que

0o = Ad (o)

préserve Py et My. On suppose désormais dg choisi ainsi. Il est uniquement déter-
miné modulo My(F).

2.6. Eléments semi-simples ou elliptiques

On dit, suivant [25, Section 1.1, p. 13], qu'un élément § € G est quasi semi-
simple si Ad(4) induit un automorphisme semi-simple de Gge,. Cela revient & de-
mander que Ad(d) préserve une paire de Borel (B,T), ou B est un sous-groupe
de Borel et T un tore maximal dans B, définis sur la cléture algébrique. On dis-
pose pour les éléments d’un tel espace tordu de la décomposition de Jordan : tout
§ € G(F) s’écrit de maniére unique

0= SgNg = N§Ss

avec s5 quasi semi-simple dans G(F) et ns unipotent dans G(F). On notera G° le
centralisateur de § € G dans G et G la composante neutre de G° :

Gs = (G°)° .
On appelle centralisateur stable, noté I, le sous-groupe engendré par G et Zg(é)
le centralisateur de G dans G. Dans le cas non tordu (c-a-d. G = é) onaGs=1Is
lorsque § est semi-simple. Mais en général le groupe I est non connexe.

On dit qu’un élément § € é(F ) est elliptique s’il est quasi semi-simple et si
de plus le tore déployé maximal du centre du centralisateur stable Is ou, ce qui
est équivalent, du centralisateur connexe Gy est égal au tore déployé maximal du
centralisateur Zc(é) de G dans G. Une condition équivalente est que

ags :Clé .



2.7. SOUS-ESPACES PARABOLIQUES 45

2.7. Sous-espaces paraboliques

On dit que P C G est un sous-espace parabolique si P est le normalisateur
dans G d’un sous-groupe parabolique P de G et s’il est non vide. Un sous-groupe
parabolique étant son propre normalisateur dans G il en résulte que P est un
P-espace tordu. Le radical unipotent N de P est invariant par

6 = Ad(5)

pour tout § € P et si M est un sous-groupe de Levi de P on peut choisir § de sorte
que M = M soit un M-espace tordu. On dit que M est un sous-ensemble de Levi
de P et on a la décomposition de Levi tordue :

P=MN.

On définit 'espace
alg = CIM
comme le sous-espace des vecteurs dans ap = ay; fixes sous l'automorphisme 6

induit par I'un quelconque des éléments § € M.SiPc @ sont deux sous-ensembles
paraboliques on a a5 C ap et un supplémentaire canonique

ap =ag S ag .
Rappelons que ’on a choisi §y € é(F ) tel que
0o = Ad(dg)

préserve Py. Le sous-ensemble ]30 = Py.9g est donc un sous-ensemble parabolique
minimal. Lorsque P est standard, dire que son normalisateur dans G est non vide
équivaut a dire que P est §y-stable. Soient M le sous-groupe de Levi de P contenant
MO et N le radical unipotent de P. On observe que M et N sont fp-invariants et
M=M do est un sous-ensemble de Levi de P. Soient P C Q deux sous-ensembles
paraboliques standard (c’est-a-dire contenant Po). Puisque I’ automorphlsme 0o pré-
serve P et @, il induit une permutation de I'ensemble fini A et donc induit un
endomorphisme d’ordre fini ¢ dans aP Une racine o € AQ deﬁmt par restriction,

Q

une forme linéaire & sur ag qui ne dépend que de I'orbite de a sous 8y. On observera

d’ailleurs que la forme linéaire & sur ag est aussi la restriction a cet espace de la

moyenne
=
7Y h@)
r=0
et on pourra identifier & a cette moyenne sur l'orbite. On note

A

e

l’ensemble de ces orbites (ou des formes linéaires associées). On définit de méme @
pour w € Ag et on note

NC)

Ag
I’ensemble de ces orbites. Les lemmes suivants sont la clef de 'extension au cas
tordu de la combinatoire :
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Lemme 2.7.1. L’application
> p
P— A B,
est une bijection entre l’ensemble des sous-ensembles paraboliques standard de G et
l’ensemble des parties de AIGs .

PrEUVE. 1l suffit d’observer que Ag est un ensemble d’orbites sous 6y dans
0

AIGDO et d'invoquer le lemme 1.2.1. O

Lemme 2.7.2. L’ensemble A% est une base obtuse et Ag une base aigie du
Q
dual de a B
PREUVE. On rappelle que l'on peut représenter les éléments de
Q AQ
A 5 et A 5
par des moyennes sur les orbites correspondantes ce qui permet le calcul des produits
scalaires. Les assertions résultent alors du lemme 1.2.6. O

Lemme 2.7.3. Le sous-espace ap détermine ap et le centralisateur de ap et
de ap dans W coincident.

PrEUVE. 1l suffit d’observer que le point Xp € ap défini par
XP = Z wv
weﬁp
appartient a l'intersection de ap et de la chambre définie par P dans ap. Son

centralisateur dans W, est le groupe de Weyl WM ot M est le sous-groupe de Levi
de P. O

2.8. Chambres et facettes : cas tordu
R Le quotient du normalisateur dg\, M, dans G par My est ’ensemble de Weyl de
G et sera noté W& ou simplement W. On a
W =W x6.
Soit M et M’ deux sous-ensembles de Levi. Pour alléger un peu les notations on

écrira parfois d pour ag; et @’ pour agz,. On note W(d, @) lensemble des restrictions
a a des applications induites par des s € W qui induisent un isomorphisme

i—d.
Lemme 2.8.1. Soient M et M’ deux sous-ensembles de Levi standard. L’en-

semble W (a,d’) est le sous-ensemble des points fizes sous 0y dans W (a,a’) c’est-
a-dire que W (@, d’) est en bijection avec l'ensemble des s € WC tels que

(i) s(a) =d
(ii) sa > 0 pour toute o € Ay
(iii) Bo(s) = s.
La condition (ii) est équivalente d la condition

(ii") s~ta > 0 pour toute o € AJI‘S[O/.
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PREUVE. D’aprés le lemme 2.7.3, un élément s € W(d,d’) est la restriction
d’un unique élément, encore noté s, dans W(a,a’). D’apres le lemme 1.3.6 il est
représenté par un unique élément dans W encore noté s de longueur minimale dans
sa classe modulo WM | ce qui équivaut a demander que sa > 0 pour toute a € A%
ou, ce qui est équivalent, que s~ta > 0 pour toute o € A%l. Mais 6y(s) a les mémes
propriétés et donc s = y(s). O

On notera W (az;) I'union disjointe des W (az;, azy,) lorsque M’ parcourt 'en-
semble des sous-ensembles de Levi standard. On dispose dans ag; des chambres
de Weyl complémentaires des hyperplans définis par les orbites des racines. Soit
s € W(agz;), on note A(Z\AJ, s) Pensemble des projections & sur az; des o € s71(Ap,)
qui sont non nulles. On définit une chambre C'3;(s) dans ag; par les inégalités

&(H)>0 pour &eA(M,s).

La chambre C3;(s) est I'ensemble des points fixes sous p dans Chs(s).

Lemme 2.8.2. [l y a une bijection naturelle entre les trois ensembles suivants
(i) L’ensemble C3; des chambres de Weyl dans ag;
(ii) L’ensemble 73(]\7) des sous-ensembles paraboliques P admettant M comme
sous-ensemble de Levi
(iii) L’ensemble W (agz;).
PREUVE. Considérons s € W (agz;) alors Cy;(s) est la projection sur ag; de la
chambre C/(s) dans aps ou, si on préfere, I'intersection de Cps(s) et agz. Une telle

chambre dans aj; a une intersection non triviale avec a a7 stet seulement si elle est
fp-invariante. On conclut en invoquant le lemme 2.8.1. (]

2.9. Combinatoire : extension au cas tordu

Soit M un sous-ensemble de Levi, ]5, @ et R des sous-ensembles paraboliques.
On définit des fonctions caractéristiques
Q

18] ~
7 et T2
P P

de cones dans a}Q;, ainsi que des fonctions

R I et r<
M

)

e
hvIToN

¢

en remplacant les bases Ag et Ag dans ag par Ag et A% dans ag. Une famille
M-orthogonale X définit une famille M -orthogonale en définissant X 5 pour Pe
]-'(]\7) comme la projection de Xp sur ap. La notion de (@G, M)—famille est aussi
définie de maniére naturelle. Une (G, M)-famille étant donnée, on lui associe une

(@G, M )-famille comme suit : soit P € F (]\7 ) on définit ¢(A, P) comme la restriction
aux A € ia% de ¢(A, P).

Lemme 2.9.1. Considérons une (G, M)-famille définie par transformée de
Fourier

¢(A, P) = / e?M® ) da .
M
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a (G, J\Aj)—famz’lle associée est définie par :
c(A, P) = / P @ (X)) dx
M

ok
pour A € ia%.
Lemme 2.9.2. L analogue des assertions 1.6.1 a 1.10.5 sont encore valables

pour les fonctions pour 7'15, 7'~ FQ et I‘Q, et les (G M) -familles.

PREUVE. Pour traiter le cas tordu il convient de remplacer partout les racines
simples par leurs orbites sous 0 et les espaces vectoriels par leur sous-espaces de
points fixes sous 6. A ceci preés, et compte tenu des lemmes 2.7.1 & 2.8.2, les preuves
s’étendent verbatim au cas tordu. O

En particulier, le lemme 2.9.2 fournit les énoncés suivants :

Proposition 2.9.3. Considérons une famille orthogonale X et posons
Dy(HX)= > (1) e 75(H - Xp) .
PeF (M)
Supposons que la famille orthogonale X est réguliére. Alors, la fonction
Hw Ty(H,X)
est la fonction caractéristique de l’ensemble des H dont la projection sur a% ap-
partient d l’enveloppe convere des projections des X, avec s € W(ag;) ou, ce qui

est équivalent, [’enveloppe convexe des projections des Xp pour Pe P(M)

Proposition 2.9.4. On a

(1) By = S TUH X)rEH - X)
PCcQcR

2) PR - X)= Y (-1t RS(HrEm, x)
PCQCR

3) rimx+v)= Y r9mx)rkm - xv)

PcQcR

et

(4) rRHX+Y) = Y TLHXTEH - X5, )
QeFE(M)

~

Enfin, si e est produit de deuz (G, ﬁ)—familles, on a
(5) ehy= > c‘?M(A)dS(A) .
QeFFR (M)

PREUVE. Les équations (1), (2) et (3) sont les variantes tordues des équa-
tions (1), (2) et (3) du lemme 1.8.2 respectivement. L’équation (4) est la variante
tordue du lemme 1.8.6. Enfin (5) est la variante tordue du lemme 1.10.5. O
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2.10. Volumes de convexes et polyndémes

On dispose de I’ensemble des racines réduites R. Plus généralement, soit M un
sous-groupe de Levi semi-standard, on notera Rj; ’ensemble des racines réduites
défini par la projection sur aj, des racines de G dans ag. On prendra garde que
ce n'est pas en général un systéme de racines. Pour P € P(M) on notera Rp le
sous-ensemble des racines de R s positives sur la chambre associée a P.

On appellera famille M-radicielle la donnée de nombres réels zg pour chaque

B € Ry et on pose
Xp = Z Zgﬂv .
BERP
Si P et @ sont adjacents le mur étant défini par v on a

Xp—Xo= Y %8 — Y 28" = (2, +25)7"
BERP BERg

car Rp N'Rq est le complémentaire de v dans Rp et de —y dans Rq. La famille
des X p définie a partir de la collection des zg est donc une famille M-orthogonale.
Notons 3 l'espace vectoriel des familles de scalaires z = {z3} pour 8 € Ryy.
L’application qui a z associe la famille des

Xp = Z Zﬁﬁv
BERP
est une application linéaire
Ji3m — Hum
dont I'image sera notée ).

On rappelle que l'on a introduit en 1.9.3 des polynémes 7. Le lemme suivant
est une variante des lemmes 7.1 et 7.2 de [6].

Lemme 2.10.1. Soit X la famille orthogonale associée a une famille radicielle
z. Le polynome

M (X) =y 0 j(z)
peut s’écrire sous la forme
Ym0 j(z) = ZCF H Z8
F BEF

ou F' parcourt I’ensemble des bases de a% formées de racines réduites pour M et
ot
cp = vol(F)

est le volume du parallélépipéde engendré par F'.

PREUVE. Par définition
vy o j(z) = lim Z AP (G(A) avec Xp = Z zgBY .

A—0
PeP(M) BERP
Donc 5 5
. ; -1 Y AXp) G A
825 M °j(z) = lim 2" ep(A)
PEP(M)
est égal a
lim > A(BY)erEP) G (A) .

A—0
{PEP(M)|BERP}
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On rappelle que
B(A) =vol(AZ) ] Ala¥)".
aeA}G,

Si nous supposons que A = Ag + t8 avec Ay générique dans ay, I'orthogonal de 3V
et t # 0 alors

0 L e
oMo = lm lm D, (BN R (A + 1)
{PeP(M)|BERP}

Maintenant, si 5 € Ap C Rp, on a

G 18] &
Ao +t3) = A
6P( 0+ 6) tﬂ(ﬂv)eQ( 0)
ou @ est le sous-groupe parabolique tel que
Ap=»AqUP

et ot |3Y] est la longueur de $V. On a utilisé que
VOl(AG) = 8% Aoy A+ Aa¥| = |BV[[a} A~ AGY] = 8] vol(AE)

ol @ est la projection de o sur I'orthogonal de . Par contre €G(Ag + t3) a une
limite finie lorsque ¢ — 0 si 8 ¢ Ap. Donc, si on note L le sous-groupe de Levi tel
que ay, soit I'orthogonal de 8" alors

0 . .
877M°J(Z)=|ﬁv|Ahglo D eMXa) (F(Ag) = |BY]vL(Ao) -
A 7 Qep(L)

Maintenant les X sont indépendants de la variable z3. Donc v 0 j(2z) est somme
monomes de degré < 1 en chaque variable zg. Plus précisément on a

Y 0 j(z) = 25|8Y| v (Ao) + des termes ne contenant pas zs .

Chaque racine v € Rp — {8} se projette en un multiple d’une racine réduite & pour
Q et on a donc

Xo = Z 2z = Z ys0" avec ys = Z Ty 2y
yERp—{B} §eRo Y
et donc, si d1,---, 0, est une base de ar, formée d’éléments de Ry, on a
o s Y A NGV = 3 ez Y A AT

la somme portant sur les familles 71, ..., ~, d’éléments de R, se projetant sur des
multiples de d1,...,4d,. Elle sont donc telles que

{67717"' 7’7’r}

est une base de ap;. On voit alors, par récurrence sur le nombre de racines, que
~vum © j(z) est la somme des mondmes

CFHZB

ol F est une base de a§; formé de coracines réduites pour M et ol
cr =vol(F) = |B] A+ AB)|

est le volume du parallélépipede engendré par les 8 € F. [
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Considérons une famille radicielle {zg} et soit X la famille orthogonale associée.
Soit L un sous-ensemble de Levi de G. Pour tout P de Levi M on définit X 5 comme

la projection de Xp sur ap = a;. Les X définissent une famille M -orthogonale.

V$oj@)=> cr, [] 2
F BEF

ot la somme porte sur les familles I de racines vy telles que I'ensemble F; de leur

% soit une base de cet espace et ou

Lemme 2.10.2.

projections ¥ sur a
cry = A AT
PREUVE. D’apres la variante tordue du lemme 2.10.1 on sait que
V§$oi) = e[ ws
B seB

ou B parcourt les bases de I’ensemble R;. Comme dans le lemme précédent on
observe que chaque racine 7 € Rp se projette en un multiple d’une racine réduite
d pour P et on a donc

Xp= Z 2y = Z ys0' avec ys = z:nnyzV

YERP 567?,5 y—8
et dong, si 61, ...,d, est une base B de ap formée d’éléments de R on a
Vo U B A NS = YD o A A AT
{F|Fy=B}
la somme portant sur les familles 7y, ...,, d’éléments de Rp se projetant sur des
multiples de §1,...,0,. O

On dira qu'une (G, M)-famille ¢ est radicielle si elle est obtenue de la maniere
suivante :

c(A, P) = (foup)(A)
et
f=goj”
ol
77 HM = 3u
est I'application linéaire duale de I'application j définie plus haut.
Le corollaire suivant reproduit et étend au cas tordu le résultat d’ Arthur ([6, Co-

rollary 7.3] pour les (G, M)-familles radicielles. C’est un cas particulier de résultats
de Finis et Lapid [22].
Corollaire 2.10.3. Soit {c¢(A, P)} une (G, M)-famille de la forme
c(A,P)=(goj oup)(A).
On a . .
¢ (0) = (DF 9)(0)

ot Dzé est Dopérateur différentiel déduit du polynéme ’yg o j par transformation
de Fourier. C’est une combinaison linéaire de mondmes différentiels produits de
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dérivées partielles par rapport auzx variables zg ot chaque variables intervient au
plus une fois :

DSZZCFEDF avec Dp = H 04
F BVeEF
le produit des dérivations portant sur les coracines dans F'.
PREUVE. Comme ci-dessus il suffit de traiter le cas ou f = g o j* avec g
a support compact. Sa transformée de Fourier m est une mesure a décroissance
rapide de support contenu dans ). D’aprés ’équation (4') du lemme 1.10.3 on a

SO = [ A@)dm).
Hm
Si on note h de composé de g avec 'injection
2)* N 3*
on a donc

cé = G h dy = GO'ZAzd.
¢(0) /@mw (v) dy /3% §(2)3(2) dy

L’assertion résulte alors immédiatement du lemme 2.10.2 par transformation de
Fourier. (]

. R ~R
2.11. Les fonctions o0 et o)

Soit @ un sous-groupe parabolique standard. On notera Q* le sous-groupe
parabolique standard dont le sous-groupe de Levi admet pour racines simples les
éléments des orbites sous fy des racines dans Ago. On notera @~ le sous-groupe
parabolique standard dont le sous-groupe de Levi admet pour racines simples les
a € Ago telles que l'orbite de o sous fp soit toute entiere contenue dans AjQ;O. Les
sous-groupes paraboliques QT et Q~ sont stables sous 8y et on note @Jr (resp. @_)
les sous-ensembles paraboliques associés.

Lemme 2.11.1. Soient Q et R deuz sous-groupes paraboliques standard. Il
existe un sous-ensemble parabolique (standard) P avec
QCPCR
si et seulement si QT C R™. Dans ce cas on a
QCQQTCPCR CR.
En d’autres termes @“‘ est le plus petit sous-ensemble parabolique P avec QCPC

R et R~ est le plus grand.

PREUVE. D’apres le lemme 2.7.1 les sous-ensembles paraboliques P avec Q C
P C R sont en bijection avec les sous-ensembles AJPQO vérifiant

P R
AZ C AL Cc AR
et formés d’orbites sous 6. Le lemme est alors conséquence des définitions de Q%

et R™. O

Lemme 2.11.2. Supposons Q* C R™. Le sous-espace ag des Oy-invariants
}%7

R s
dans agy est égal au sous-espace s,
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PREUVE. Tout d’abord il est clair que ag contient agjr. Réciproquement, consi-
dérons H € ﬁg. Pour o € Ag on a
0
alH)y=a(H)=0

~ ~+ 7’ . ~ A
et ces & forment ’ensemble Ag . On en déduit que ag C az, . De méme pour
0

falia

w Ag on a
w(H)=a(H)=0

d’ott on déduit que ag C a’gf. O
0

On considére deux sous-groupes paraboliques @ C R. On définit UQR comme la
fonction caractéristique de I’ensemble des H tels que

(i) «(H) > 0 pour tout a € Ag
(ii) a(H) < 0 pour tout a € Ag - Ag
(iii) w(H) > 0 pour tout w € Ag
On observera que, d’apres le lemme 1.7.1, O'S(H) = 1 implique que w(H) > 0 pour
tout w € AQ et il est immédiat de vérifier que, pour P et @ fixés,
Z 05‘ = Tg?p
{R|PCR}

(voir le lemme 2.11.5 pour une preuve dans un cas plus général).
Nous aurons aussi besoin de la variante tordue de cette fonction caractéristique
de come. On suppose QT C R~ et soit P un sous-ensemble parabolique tel que

QCPCR.
On définit 1305 comme la fonction caractéristique de ’ensemble des H tels que
(i) «(H) > 0 pour tout o € Af
(ii) a(H) <0 pour tout o € Ag — Ag
(ili) @ (H) > 0 pour tout @ € Ap
Lemme 2.11.3. La fonction caractéristique 1505‘ est indépendante de P.
PREUVE. Considérons H tel que a(H) > 0 pour tout a € AS et w(H) >0
pour tout w € 315. En particulier @(H) > 0 pour tout @ € AS+. Ceci implique
&(H) > 0 pour tout & € Ag+. On a donc
B ~
w2 (H)#p(H) = 1
et il résulte alors de la variante tordue du lemme 1.7.1 que
?@_'_ (H)=1
c’est-a-~dire que e (H) > 0 pour tout @ € AQJH On a donc };O'g = @+0QR. O
Si QT C R~ et compte tenu du lemme 2.11.3 il est loisible de poser
~R _ __R
90 T P9

ot P est I'un quelconque des sous-ensembles paraboliques avec Q C P C R. Par
convention 55 = 0si Q* ¢ R™.
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Lemme 2.11.4. Si Q = R alors 55 =0 sauf si Q = G auquel cas 5& = 1.

PREUVE. Considérons P avec @ = P = R. Les hypotheses impliquent
a(H) <0 Vae Ap
alors que R
w(H) >0 Ve Ap
ce qui, d’apres le lemme 1.2.8, impose Ap = & et donc P = G. (]
Lemme 2.11.5. Pour tout Q@ C P on a l’égalité :

~R p,\~
Z 9Q =7Q7p
RDOP

PREUVE. On observe tout d’abord que les supports des diverses 55 sont, dis-
joints lorsque R varie. La fonction 75 Tp est la fonction caractéristique des H tels
que

a(H)>0 YaeAf e @(H)>0 Voelp.
Fixons H dans le support de 75 Tp. Soit R le sous-groupe parabolique avec R O Q

et tel que
Ag:{aeAQ|a(H)>0}

alors R D P et par définition f,og(H) = Eg(H) =1. O

Lemme 2.11.6. Considérons H € ag de la forme H = Hy + Hy avec Hy € qg
et
(i) Hy € aﬁ
ou bien
(ii) Hy € al:zf .
En particulier, dans le second cas, on a Hy = 0y(Hs). Supposons que

FG(H)=1.
1l existe une constante c telle que
AT AN

PREUVE. Supposons Hjy de la forme (i). On peut écrire

Hy, = Z Ao Ta avec a, = a(Hs) .

Par hypothese a, = 0 pour « € Ag. Par ailleurs pour a € Ag ng onaa(H)<0
et donc pour un tel «, on a

(1) aa = a(Hs) = a(H) — a(H1) < —a(H) < || Hi|
pour une constante ¢; > 0. On en déduit que
(1) aq < c1||H| pour a € Ag .
Par hypothese
w(H) =w(H2)+w(Hy) >0
pour @ € A p et donc il existe cz > 0 telle que
(2) @(Hz) > —col | Hil| .
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Maintenant, si @, € Ax_ est la moyenne sur l'orbite de @, € Ag on a

e
Ga(H2) = aa(@a @a) + »_, ap(wp, &) -
BeEAG
ap

On remarque que les produits scalaires (g, @, ) sont tous positifs ou nuls. Compte
tenu de (1’) et (2) on a

—Col[H1|| < @a(Hz) < rer|[Hull + aa(@a, @a)
ou r est le rang de G. Comme (w,, W,) est strictement positif on obtient
3) aa > —cs|[Ha|

Les assertions du lemme se déduisent immédiatement de (1’) et (3) pour le cas (i).
Dans le cas (ii) on peut encore écrire

Hy = E O T, avec a, = a(Hz)
G
aeAQ

mais cette fois on a a, = 0 seulement pour «a € Agf. Par ailleurs, comme ci-dessus,
ona (1) pour a € AG — A et donc on a
(1) aq < cq||Hil| pouraeAg—Ag .

Comme Hs est supposé Op-invariant, le nombre a,, est constant sur I'orbite de «;
Pinégalité (1”) est donc encore vraie pour tout o € Ag - Ag_. On en déduit
I'inégalité (1’) et on conclut comme dans le cas (i). O

2.12. Quelques inégalités géométriques

Dans toute cette section @ est un sous-groupe parabolique standard de G. On
utilisera le symbole

<

qui signifie qu’il existe ¢ > 0 tel que le membre de gauche soit inférieur a c fois celui
de droite.

Lemme 2.12.1. Soient P un sous-groupe parabolique 6y-stable contenant Q) et
s=s50x00€ W= WP x0,.

On a deux possibilités :

(1) 4l existe une constante ¢ > 0 telle que

(X, X) — (X,sX) > (X, X)
ou, ce qui est équivalent,
[(1 =) X[ > [|X]]

pour tout X € Coy N ag ou Cy est ladhérence de la chambre de Weyl positive,

(2) il existe un sous-ensemble parabolique propre Py G P de sous-ensemble de

Levi ]\71 avec Q C P C P et

s=89 X0 WM = WM w0, .



56 2. ESPACES TORDUS

PREUVE. Tout d’abord on observe que s étant une isométrie, on a
2((X, X) — (X,5X)) = (X —sX, X = sX) = [[(1 - 5)X[2 = 0.

Supposons désormais que () # P, sinon le lemme est trivial. Sur le compact, inter-
section de Cy N ag et de la sphere de rayon 1 (intersection qui est non vide puisque
Q # P), il existe Y ou la fonction

X — (X, X — sX)

atteint son minimum ¢ > 0. Si ¢ > 0 le lemme est démontré. Supposons ¢ = 0; ceci
équivaut & Y = sY. On a alors

(1) (Y,Y —sY) = (Y,Y —0,Y) + (Y,00Y —sY)=0.

Mais, Y est dans I'adhérence de la chambre de Weyl positive Cy et il en est de
méme de 0pY puisque 0y préserve la chambre positive. D’apres le lemme 1.5.2,

90Y — 50(90Y)

est combinaison a coefficients positifs ou nuls de racines positives. On en déduit que

(2) (Y,00Y —sY)>0.
Enfin on a
(3) 2,V —6Y) =(Y — 0, Y —0Y) >0

La conjonction de (1), (2) et (3) implique
(Y = 0,Y,Y — V) =0
et donc
Y =6p)Y et Y =s9(Y).

Le sous-groupe parabolique standard P; dont le sous-groupe de Levi M7 a pour
racines simples les

o€ Agﬂ telles que a(Y) =0

est donc un sous-groupe parabolique qui est #p-stable puisque Y = 63Y et qui
contient ) puisque Y € ag. Enfin on a

s € WM

puisque Y = so(Y). Il reste & observer que P; est strictement plus petit que P
puisque Y # 0. ]

Lemme 2.12.2. Soient s € W& = W x 0o et R un sous-groupe parabolique
contenant Q. Supposons qu’il existe un unique sous-espace parabolique P vérifiant
les deux conditions suivantes :

QCPCR et se WP
Considérons H € ag avec 5S(H) =1 alors

11 = s)H[| > [|H]| .
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PREUVE. On a une décomposition orthogonale :
H=Hy+ H, + H,

avec Hy € ag, H, € a(g et Ho € b ou b est 'orthogonal de alc:j dans a$. On observe
que (1 — s) envoie ag dans allio, préserve le sous-espace a% et agit comme (1 — )

sur ce sous-espace ; en particulier il s’annule sur ale ; de plus
(1) 1(1 = s)Ha|| > || H2]|

par injectivité de (1 — s) sur b. D’apres I’équation (ii) du lemme 2.11.6 on sait que
si 55(1‘[) =1 alors

(2) [ || < || Ho + Hal

et, sous la méme hypothese le lemme 2.12.1 montre que

(3) I(1 = ) Hol| > [|Holl

et donc, compte tenu de (1)

(4) 1A= s)H| = [|(1 = s)(Ho + Ha)|| > [[Ho|| + || Hz||

et au total on obtient que si GS(H) =1 alors

() (1= s)H|[ > [|H]| . O

2.13. Une application omniprésente

Ce paragraphe introduit une application ¢ qui sera présente fréquemment dans
la quatrieme partie. Les lemmes ci-dessous sont des variantes des lemmes 2.12.1
et 2.12.2 ci-dessus.

Soit @ un sous-groupe parabolique standard. Pour X € ap on note Xg sa
projection sur ag. On considere I'application linéaire

q: ag — ag

définie par
et on note £ son noyau. Les sous-groupes

Q=0Qn0'Q et 6p(Qo) =60(Q)NQ
sont aussi des sous-groupes paraboliques standard. Puisque
ado caf et 6p(af") C af
on a
afo C k.

D’ou I'égalité ¢(Xq,) = ¢(X) pour tout X.

Lemme 2.13.1. On a une majoration

1 X < flg(X)

pour tout X € agoJr vérifiant Téﬁ (X)¢80 (X) = 1. (La fonction ¢80 a été introduite
dans le lemme 1.7.5).
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PREUVE. Par hypothese ’élément X appartient au cone C engendré par les
~of
w", pour w € Ag , et les —@¥ pour pour o € Ago ol @ est la projection de

a € A(? — AOQO sur le dual de ago. 11 suffit de prouver que le cone engendré par
les images de ces éléments par l'application ¢ est un « vrai » cOne, c’est-a-dire ne
contient pas de sous-espace non nul. Il suffit encore de prouver que C N ¢ = {0}.
Soit donc X dans cette intersection. On pose Y = X@ et Z = Xg.-Ona

0= q(X) =7 - (QQZ)Q — (90Y)Q .
Par produit scalaire avec Z, on obtient
(%) (2,2 = (002)q) = (Z,(00Y)q) -

L’élément (6yY)q appartient au cone engendré par les —(6p(@)), pour a € AF —

A?O. Puisque 65(Qp) C Q, on a
(GOaV)Q = (9004\/)@ .

+
D’autre part, 6y envoie injectivement AY — AP sur un sous-ensemble de AY —AZ :

Q

en effet si a et O appartiennent & A(C)? alors a appartient a AOQ". Donc, d’une part

"
(6pY )¢ appartient au cone engendré par les —3Y, pour 8 € Ag , d’autre part cet
élément n’est nul que si Y = 0. L’élément Z appartient au cone engendré par les

~ o+
w", pour w € Ag . Il en résulte que le membre de droite de () est négatif ou nul.
Or celui de gauche est positif ou nul : en effet, comme Z = Zg on a

(2.2~ (02)q) = (2.2~ 062) = (1~ 0) 2|

Les deux membres de ’équation (*) sont donc nuls. La nullité de celui de gauche
entralne que

Z=(002)g =607 .
Le lemme 2.11.2 entraine alors Z = 0. Donc 0 = ¢(X) = —(6pY)g. On a déja dit
que cela impliquait Y = 0. O

Corollaire 2.13.2. Soient Q C R deux sous-groupes paraboliques standard.
On suppose que QT = R~. On a une majoration

X1 < (Xl
pour tout X € ago vérifiant 5QR(X)¢80 (X)=1.

PREUVE. On note b le supplémentaire orthogonal de a%  dans a%_. On dé-

compose X en une somme de vecteurs orthogonaux : f
X=Xo+X;+Xs avecXoeal  Xiebet Xyeal .
Tout d’abord ’équation (ii) du lemme 2.11.6 montre que
[ Xa|| < [ Xo + Xa -
Comme QT = R~ ona X € “8:' La condition 55(X) = 1 implique 75(X) = 1 et

en particulier TQQ+ (Xo) = 1. Alors, d’apres le lemme 2.13.1, on a

[ Xoll < [lg(Xo)ll -
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Comme a%7 est le noyau de la restriction de g a ag,, I’application ¢ est injective

sur b et on a donc
[ X[ < [lg(X1)| -
Compte tenu de ces trois inégalités et en observant que ¢(Xg) et ¢(X1) sont ortho-
gonaux on obtient
X1 < flg(Xo)[l + lla(X)[| < [[g(Xo + X1)[| = lla(X)]| - O

Lemme 2.13.3. Soit T € ag tel que T = 0T et soit P’ avec Qg C P’ C Q.
On a une majoration

I(H = Tg,)|| < llg(H)|| + I(H = T)3 |
pour tous T, H tels que ﬁg(H - T)¢Q; (H - T)Tg,(H -T)=1.

PREUVE. On a ¢(Tg,) = 0 en vertu de Iégalité T' = §yT. En remplacant H
par H + Tg,, on est ramené au cas 1" = 0. On applique le lemme 2.13.2 a Hg et
HP'. On en déduit / /

[Ho +H” || << |la(Hq +H" )|
On a aussi
lg(Ho + H™)|| < llg(H)[| + llg(HE)|| << llg(H)|| + || HZ || -
Enfin )
IH|| < ||Ho + H|| + || HE||
Le lemme en résulte. U






CHAPITRE 3

Théorie de la réduction

3.1. Les fonctions Hp

Rappelons que ’'on a choisi un sous-groupe parabolique minimal Py de G sur F
et un sous-groupe de Levi M. Pour chaque place v de F' on choisit un sous-groupe
parabolique Pyy minimal sur F,, de sous-groupe de Levi Myg. On les choisit de
sorte que Myg C My et Pyg C Py. On note Agg la composante déployée d’un tore
maximal de My et on rappelle que

Normg(Mopg) = Normeg(Ago) -

Lorsque v est une place finie on associe & Agy un appartement A de 'immeuble
B de G,. On dit que K, est un sous-groupe compact spécial de G(F,,) s’il est le
stabilisateur d’un point spécial s € A (¢f. [31, 1.9]).

Lemme 3.1.1. Soit v une place finie. Un sous-groupe spécial K, vérifie les
propriétés suivantes
(1) G(Fy) = Poo(Fy)K,

(ii) Si M est un sous-groupe de Levi de P contenant My alors K, N M(F,)
est un sous-groupe compact mazimal spécial de M (F,).

(iii) Normg(p, (M) C M(F,)K,.

PREUVE. Le point (i) est la décomposition d’Iwasawa [31, 3.3.2]. Le point (ii)
résulte de ce que A s’identifie & un appartement de l'immeuble 2%6,; de facon
compatible a un plongement B, C B et s est a fortiori spécial pour M. Le
groupe Normg (g, )(Moo) opere sur A par transformations affines. Comme Moo (F)
opere par translation, le groupe W = Normg(g,)(Moo)/Moo(F,) opere naturelle-
ment sur Pespace vectoriel Vect(.A) associé a espace affine A. On rappelle que
d’apres [31, 1.9] K, N Normg(g,)(Moo) s’envoie surjectivement sur le groupe de
Weyl W. Ceci établit (iii) pour Myo. Le cas général résulte de ce que étant donné
n € Normg g, )(M) il existe m € M(F,) avec mn € Normg(r,)(Moo)- O

Nous dirons que K est un bon sous-groupe compact dans G(A) s’il est de la
forme
K=]][K.
v

ot K, est un sous-groupe compact maximal de G(F,) pour toute place v et de plus,
aux places finies, K, est sous-groupe maximal spécial de G(F3,); enfin, aux places
réelles, on suppose que 'involution de Cartan relative a K, laisse stable Myg.

Lemme 3.1.2. Soit Kg un bon sous-groupe compact mazximal.
(i) On a la décomposition d’Twasawa : G(A) = Py(A)Kg.

61
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(ii) Si M est un sous-groupe de Levi de P contenant My alors
Ky =KgnM(A)
est un bon sous-groupe compact maximal de M(A).
(iii) On a
Normg sy (M) € M(A)Kg .

PrREUVE. C’est une conséquence facile du lemme 3.1.1. ]

Nous choisirons désormais un bon sous-groupe compact Kg (le plus souvent
noté simplement K) de G(A). On dispose de la fonction

Hp: P(A) > ap
que l'on prolonge, au moyen de la décomposition d’Iwasawa, en une fonction
Hp: G(A) — ag .
en posant
Hp(pk) = Hp(p)
et on observe que Hp(§x) = Hp(x) pour tout £ € P(F). La fonction Hp dépend
du choix de K.

Lorsque P = P, nous noterons Hy la fonction Hp,. Nous prolongerons Hy en
une fonction Hy sur G(A) en posant

ﬁ0($50) = Ho(l‘) .

3.2. Hauteurs

La construction que nous donnons ici est essentiellement celle proposée dans la
section 1.2.2 du livre [29] auquel nous renvoyons pour des preuves détaillées.

Soit V un F-espace vectoriel de dimension finie muni d’une base {¢; }1<;<n. On
pose

llallo :Hstz}p|al-|v pour a:Zaiei cV®A.
Cette fonction vérifie : ’
(1) [Aallo =[A[ - [lallo  pour A € A% .
On pourra remarquer que |laljo > |a;| si a; € A* et en particulier
(2) I€lo =1 pour £ €V — {0}
On appellera hauteur sur V une fonction
ll:VoA—=R
vérifiant la propriété (1) et équivalente & || ||g ¢’est-a-dire que
ciflallo < flall < e2flalo

pour des constantes ¢; strictement positives. En particulier, les hauteurs construites
a partir de deux bases distinctes sont équivalentes.
De maniere analogue, pour g € End(V ® A) de matrice g;; on pose

lgllo = ][ suplgijlv -
B
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Il existe une constante cs telle que pour g € End(V ® A) et v € V ® A on ait
(3) llgvllo < esligllo - flvllo

et une constante c4 telle que

(4) l91921l0 < callgrllo - lg2llo -

Une hauteur est bornée sur les compacts. Donc, si K est un sous-groupe compact
du groupe GL(V,A) on peut, par intégration sur K, construire une hauteur bi-
invariante sur V :

ko]l = okl] = o]l VkEK.
On définit une hauteur sur GL(V ® A) en considérant une hauteur sur lespace
vectoriel

End(V) @ End(V)

et en posant pour g € GL(V ® A) :

lgl = ll(g."g™ "Il -

En particulier, on a*
lgl=1g7"1-
Compte tenu de (3) et (4) on voit qu’il existe une constante ¢4 telle que
(5) lgwll < cslgl - [lvll
et une constante cj telle que
(6) |9192] < cilgn] - |ga] -
Enfin, il existe ¢q telle que
(7) gl = co -
Supposons donnée une représentation linéaire fidele de G dans V'
p: G— GL(V)

cela permet de définir une hauteur pour les éléments de G(A) en posant

2| = |p(@)| = [ (p(2), ‘p==1) ||

Une telle hauteur vérifie encore (5), (6) et (7).

Lemme 3.2.1. [I existe des constantes c; et N telles que l’ensemble des & €
G(F) tels que |€] < A est un ensemble fini de cardinal magjoré par cs . AN .

PrREUVE. L’application

g (9:'97")
composée avec la projection sur I'espace projectif associé a 1’espace vectoriel
End(V) @ End(V)

a des fibres de cardinal au plus 2. L’assertion résulte alors des propriétés classiques
des hauteurs sur un espace projectif. O

1. Dans [29] les auteurs utilisent SL(V') plutét que GL(V) et n’utilisent pas la composition
avec la diagonale |g| = ||(g,g71)||. C’est la raison de leur inégalité (iii) p. 20, qui pour nous est
simplement |g| = |g7 .
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Lemme 3.2.2 (cf. [29, assertion (v), p. 20]). Il existe une constante cg telle
que pour tout x € G(A)

[ Ho ()] < e6(1 + [log|x]]) -

PreuVE. Il suffit de le prouver pour © = p = mn € Py(A). Considérons dans
GL(V) un sous-groupe des matrices triangulaires supérieures par blocs P = M N
ou M est diagonal par blocs et N unipotent. Alors p = mn € M N peut s’écrire
p =m+ X avec X dans l'algebre de Lie de IV, identifiée a un sous-espace vectoriel
de End(V), et donc on a ||m/| < ||p||. Maintenant soit p la représentation rationnelle
utilisée pour définir la hauteur sur G. Quitte & changer de base et donc a utiliser
une hauteur équivalente, on peut supposer que

p(Po) C P p(Mg) C M p(No) CN

ou P est, comme ci-dessus, un sous-groupe des matrices triangulaires supérieures
par blocs; alors pour p = mn € Py(A) on a |[p(p)|| > ||p(m)||. L’assertion en résulte
facilement. O

3.3. Calcul de Ho(wn)

Lemme 3.3.1. Soit w € G(F) un représentant d’un élément s du groupe de

Weyl de G. Il existe une constante c telle que pour tout n € No(A) et tout w € Apo
on ait

(i) @ (Hp(wn)) < c.
Supposons que s = s, est une symétrie par rapport da une racine simple o on a
(ii) Ho(wan) = toa(n)a’ € Ra”

avec to(n) < c. Le nombre to(n) est indépendant du choiz du représentant w, €
G(F).

PREUVE. Soit Sy un tore maximal dans M. Choisissons un ordre sur les racines
de Sy (sur la cloture algébrique) compatible avec I'ordre sur les racines de Ag (c’est-
a-dire les racines relatives) déja choisi. Un caracteére rationnel de My

A E XF(M())

définit un caractere de Sp. Supposons le dominant. Soit V) la représentation ra-
tionnelle irréductible de G de poids dominant A et de vecteur de plus haut poids
ex. On observe que A est encore un poids dominant de la restriction a My de la
représentation V). Il en résulte que My agit sur le vecteur ey par le caractere X\. On
a donc, pour m € Mp(A) et n € Ny(A)

meAzm)‘eA et ney =ey .

On choisit une hauteur K-invariante sur cet espace, normalisée de sorte que |le)|| =
1. Alors si x =nmk avec k € K on a

1

Iz exll = 1K™ m™ n"eall = [m™ exll = [m ™| - [leall -

Mais, comme
jm*| = exp(A(Ho()) )

on a

A(Ho(z)) = —logllz™ x|
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et en particulier si on pose w™ley = €s—1(x) ON aura

—loglles-1 (x| = —log|lw™! exl| = A(Ho(w))
et
A(Ho(wn)) = —log|ln" el -
Comme n est dans le radical unipotent
nilesflp\) =es-1()) tV
oll v est une somme de vecteurs de poids supérieurs & s~*(\). Donc il existe une
constante c; telle que
In " es-1ll = etlles—1 oyl
soit encore
/\(Ho(wn)) <cy.

D’apres Borel et Tits (¢f. [16, §12 p. 141, commentaires suivant la proposition 12.13])
pour tout w € Ap, il existe un entier d tel que A = dw soit le poids dominant

d’une représentation rationnelle. Ceci établit ’assertion (i). Maintenant soit s, une
symétrie relativement & une racine simple et soit 8 # « une autre racine simple.
Si A =dgwp on a so(A) = A et donc, par unicité & un scalaire prés du vecteur de
poids dominant on voit que w; ey est proportionnel & ey ce qui implique
n"twyley = canes = caen avec ¢, € F'* .
Il en résulte que
wg (Ho(wan)) = wg (Ho(wa)) =0
d’out on déduit que
Hy(wan) € RaY .

Enfin, l'inégalité t,(n) < c résulte de (i). O

Lemme 3.3.2. Soient ws € G(F) un représentant d’un élément s du groupe

de Weyl et n € N(A).

(i) Il existe des réels hg(s,n) > —c, ot c est la constante du lemme 3.3.1, tels
que

(1) ST Ho(wen) = Y hy(s.n) Y
BER(s)

soit encore

(2) Ho(won)= 3 ky(s,n)7"

YER(s™H)
avec des réels k~(s,n) < c.
(ii) La fonction
s Yy(n,T) = s~ (T — Ho(wsn)), seW

est une famille orthogonale, réguliére si dp,(T) > c.
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(iii) Plus généralement, la fonction
s Yy(2,T) = s (T — Ho(wsz))

est une famille orthogonale et, si x = mnk est une décomposition d’lwa-
sawa, on a

(1) Yi(e,T)+Ho(z) + D hs(s,n,T)BY =0
BER(s)

avec hg(s,n,T) >0 si dp,(T) > c.

PREUVE. Supposons s = s,t avec I(s) = I(t) + 1 et s, la symétrie définie par
rapport a la racine simple «. On écrit

wn =mn' k

d’ou

Hy(win) = Ho(m)
et wy = w, wy modulo M (F); done

Ho(wsn) = Ho(wamn' k) = sq (Ho(m)) + Ho(wan')
soit encore
s Ho(ws n) =t 'Ho(w, n) + s T Hy(wa n') .
11 résulte alors de ’équation (ii) du lemme 3.3.1 que
t™ Ho(w;n) — s~ " Ho(ws n) = to(n)yY

avec v =t~ 'aV. Les hypothéses du lemme 1.5.1 sont donc vérifiées pour

s+ s "Ho(wsn) .

Les formules (1) et (2) en résultent et la construction par récurrence, suivant 1.5.1,
des coefficients hg(s,n) et k,(s,n) fournit les majorations souhaitées. Compte tenu
de 1.5.2 lassertion (ii) en résulte immédiatement. Pour établir (iii) on observe que
si x = mnk est une décomposition d’Iwasawa alors

Yi(2,T) =Ys(n,T) — Ho(x) . O
Lemme 3.3.3. Soit ws € G(F) un représentant d’un élément s du groupe de
Weyl.
(i) Le vecteur Ho(ws) € ag est indépendant du choiz de ws et de Py.
(ii) 11 existe un point Ty € aS' tel que
Hy(ws) =Ty — sTp et Ho(w; ') =Ty — s 1Ty .

(iii) L’élément Ty est égal a

To= Y ta(l)w) .

aEAg

ot w! € af est U'élément de la base duale correspondant @ o € Ag et

to(1) le réel introduit a ’équation (i) du lemme 3.3.1 pour n = 1.
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PREUVE. On rappelle que l'on a fixé K et My. D’apres le lemme 3.1.2(iii), on
peut écrire ws = mgks avec mg € My(A), bien défini modulo My(F), et ks € K et
donc

Ho(ws) = Ho(ms) = Hyy, (ms)
est indépendant du choix de wg et de Py. Comme wy; = m.k;, on voit que
Hy(wsw:) = Ho(wsme) = Ho(ws) + sHo(my)
et donc
Hy(wsw:) = Ho(ws) + sHo(wy) .
Cette relation montre que
s+ Ho(ws)

est un 1-cocycle de W a valeurs dans ag. Comme la multiplication par Uentier |[W/|
est inversible la cohomologie est nulle. C’est donc un cobord et on obtient I’existence
d’un Ty € ag tel que

Ho(ws) = To — STO .
Pour achever la preuve de (ii) on remarque que comme w;,
modulo M (F) on a

Ho(w; ') = Ho(w,—1) et donc Ho(w;') =Ty — s 'Tp .

S
v
To = g CaTq -

aElg

L et w,-1 sont congrus

Pour établir (iii) écrivons

On observe que
sqmwg =wg sif#a et SaWa = Wa —

et donc

Ho(wa) = To — 50(T0) = ca(w@) — sqw@2) = caat’

Pour conclure on observe que d’autre part, d’apres I'équation (ii) du lemme 3.3.1,
Ho(wa) = ta(1)a” .
O
On posera
Y (T)=s'T+Ty—s'Tp .
On a donc, avec les notations du lemme 3.3.2 et compte tenu du lemme 3.3.3 :
Yo(T) = Yo(1,T).
La fonction s — Y,(T') définit une famille orthogonale. On observera que
Ys(To) = To

et est donc indépendant de s. Soit M le sous-groupe de Levi d’un sous-groupe
parabolique standard P; a tout S € P(M) on associe, suivant les conventions de
la section 1.5, le vecteur

Ys(T) € am
qui est la projection de Y (T') sur aps lorsque s € W est tel que sS est standard.
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3.4. Espaces Xp, Xpg et Yp

L’étude des formes automorphes et de la formule des traces ameéne & considérer
divers espaces homogenes pour lesquels nous allons fixer les notations. L’espace le
plus important est

Xg = AcG(F)\G(A) .

C’est sur cet espace que vivent les formes automorphes pour G, qui sont de plus
invariantes sous 2fg ; ce sont les seules que nous considérerons ici. Plus générale-
ment si P est un sous-groupe parabolique de sous-groupe de Levi M et de radical
unipotent Np on aura besoin de considérer 1’espace 2

Xp =ApP(F)Np(A)\G(A)
ainsi que sa variante
Xpa =AcP(F)Np(A\G(A)
de sorte que
Xp=Ap\Xp: -
On observera que l'on dispose d’une injection naturelle

Xy — Xp
et d’une bijection
Xu /Ky = Xp/Kg .
Nous aurons besoin de considérer également les espaces
Yp =AcP(F)\G(A) .
On observera que Yo = X¢. Enfin on a une surjection
Yp = Xpa

dont les fibres sont isomorphes & N(F)\N(A).

3.5. Ensembles de Siegel

Désormais, le sous-groupe compact K¢ est simplement noté K. Soit ¢ € R; on
appelle ensemble de Siegel un sous-ensemble de G(A) de la forme

S0 =04H)K
ol  est un sous-ensemble compact de Py(A) et
Ao(t) = {exp(H) | H € af et a(H) > t, Vo € AG}.
On souligne que par construction on a Hg(z) = 0 pour z € &, q.

Lemme 3.5.1. Il existe un compact Q' C G(A) tel que tout x € S;q peut
s’écrire la forme

T = ac avec a € Ag(t) et c€ Q.

2. On rappelle que, par définition, Ap = Ap,.
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PREUVE. On peut choisir 2 sous la forme 2; x €25 avec
0 C No(A) et Qs C Mo(A) .

On a alors
Sia=MA(t)s ou Q3 = LK.
Comme a~'wa reste dans un compact lorsque a € Ag(t) et w € Qg on a
Gth C Ao(t)Q/
ol ' est un compact. |

Nous aurons besoin du théoreme suivant pour lequel on renvoie au livre de
Borel [15] :

Théoréme 3.5.2. Pourt € R donné l’ensemble des v € G(F) tels que

7.GaNGia # I
est fini. De plus, pour t assez petit et  assez gros, on a
GA) =2cG(F).S:q .
En d’autres termes, l'application naturelle
S o — Xg

est a fibres finies de cardinal borné. De plus, pour t assez petit et Q0 assez gros,
Uapplication est surjective.

Il en résulte que I’espace homogene
Xa =AcG(F)\G(A)
est de volume fini, et que de plus il est compact si Gqer, le groupe dérivé, est

anisotrope.

Proposition 3.5.3. Soit Q un sous-goupe paraboliqgue. Pour t donné assez
petit, il existe des compacts 1 C Ng(A) et Qo € G(A) tels que tout x € G(A) on
ait

T=nnaw avecn € Q(F), n € Oy, a € Ay, w € Ny
et
a(Ho(a)) >t Yo € A%O .
En particulier il existe une constante c telle que pour x € G(A) il existe xg € G(A)
etn € Q(F) avec x =nxg et
log|zo| < ¢ (1 + [[Ho(zo)]]) -
PrREUVE. Ceci résulte de la décomposition d’Iwasawa
G(A) = Q(A)K = No(A)Ma(A)K
ainsi que du lemme 3.5.1 et du théoreme 3.5.2 appliqués au sous-groupe de Levi
Mg de Q. O

Lemme 3.5.4 (cf. [24, Theorem 1(1)]). Il existe ¢ € R tel que, pour tout
x e &Y et tout y € G(F), on ait
(1) @a (Ho(yz) — Ho(w)) < ¢
pour tout a € Ag.
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PREUVE. Par décomposition de Bruhat et d’Iwasawa on a
Hy(vx) — Ho(z) = Ho(wsna) — Ho(a) = (s — 1)Hp(a) + Ho(wn)
avec w représentant s € WY n € Ny(A) et a vérifiant
a(Hy(a)) >t Yo € Ago .
Maintenant le lemme 3.3.2 montre que
wo (Ho(wn)) < e
et le lemme 1.5.2 montre que
@a((s — 1)Ho(a)) < cs . O

Lemme 3.5.5. Soient v € G(F), z € &% ety € &Y. Siz vy e Q ot Q est
un compact, alors Ho(x) — Ho(y) appartient d un compact.

PREUVE. Si 2~ lyy € Q, on a vy € 2 et donc Hy(yy) — Ho(z) reste dans un
compact. Compte tenu du lemme 3.5.4 on en déduit une majoration
o (Ho(x) — Ho(y)) <
pour tout . La situation est symétrique en z et y. Donc Hy(x) — Ho(y) appartient

a un compact. (I

Lemme 3.5.6 ([29, 1.2.2(vii)]). Il existe ¢ > 0 tel que, pour tout z € &
(domaine de Siegel pour G) et tout £ € G(F) :
|z < clga] .

PREUVE. Comme, d’apres le lemme 3.5.1, x = aw avec w dans un compact et

a € Ay, il suffit de traiter le cas x = a € 2. Le lemme résulte alors de la remarque

suivante : si £ est une matrice rationnelle dans GL(V) et a une matrice diagonale
dans GL(V ® R) on a

2

I€allo = [ [ supléisasile > sup [JI€;a55l0 = suplaj;lr = llafo - O
o i gy J

3.6. Une partition de X¢g

Pour établir la partition 3.6.3 (qui est ’'analogue pour Xp de la partition 1.7.5
de T’espace vectoriel ag) nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.6.1 (cf. [20, Lecture 3, Erratum Lemma 3.2.3)). Fizons Tg € ag et
soit P un sous-groupe parabolique standard. Pour T € ag assez régulier (de fagon
précise si dp,(T) > Cy ot Cy est une constante dépendant de Tg), ensemble des
¢ € G(F) tels que, pour x € G(A) donné on ait

(1) a(Ho(¢z)-Te) >0 a€Ap et a(Ho((x)-T) > 0Va € Agﬂ—Ago
est soit vide soit forme une seule classe modulo P(F).

PREUVE. Pour T donné, il suffit de considérer le cas particulier ou
aHy(z) —Tg) >0 Vace Aﬁo et aHo(z) —T)>0 VYae AJGDO - AIP;(J .

Compte tenu de la décomposition de Bruhat il reste a montrer que si T est assez
régulier et si £ = w; représente un élément s dans le groupe de Weyl de G(F),
alors les hypotheses sont satisfaites seulement si s appartient au groupe de Weyl
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du sous-groupe de Levi M de P. On observe que si = mnk on a, d’apres le
lemme 3.3.2,

(2) sT'Ho(wsx) =Ho(x)+ > hg(s,n) B
BER(s)

avec des scalaires hg(s,n) > —c. On notera py la demi-somme des racines dans Py.

Considérons
A=po—s 'po= Z B
BER(s)
On observe que pour tout 8 € R(s) alors v = —s(8) est positive et donc
(3) ABY) = po(BY +1Y) > 0.

De plus s\ est 'opposé d’une somme de racines positives :
(4) SA=— Z v

Compte tenu de I'équation (2) et de l'inégalité (3) il existe une constante C' telle
que

sA(Ho(wsz) — Tg) + C = A(Ho(x)) .
Supposons T — T¢ régulier, ce qui est loisible ; alors 'hypothése (1) implique que

a(Ho(wsz) —Tg) >0 Va € A
et done, d’apres (4),

sA(Ho(wsz) —Tg) <0
ce qui implique
(5) AHy(z)) < C.
On peut écrire
Hy(z) = Y  dowy +Hg

aEAgO

avec Hg € ag et (5) fournit I'inégalité
(6) >, D GdasC

BER(s) aEAgo
ou les ¢j sont des entiers naturels définis par

B = Z cga.
aEAgO
Par hypothese
do = a(Hy(z)) > o(Tg) Yo € Ago
et
do = a(Hy(z)) > o(T) Yo € AIGJO - AIEO .

L’inégalité (6) n’est possible, si T est assez régulier, que si les 8 € R(s) ne font
intervenir que les a € AIP;O auquel cas s appartient au groupe de Weyl de M, le
sous-groupe de Levi de P, ainsi qu’il résulte du lemme 1.3.2. g
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On introduit, pour Py C @, ’ensemble 61@0 (Tg,T) des
x =nac € G(A)
avecn € Ng(A), a = el pour H € ag, ¢ € Cg ot Cg est un compact (qui sera
choisi assez gros dans la proposition 3.6.3), et vérifiant
a(Hy(x) —Te) >0 VYaeAl et w(Hy(z) -T)<0 Vwe AP
soit encore, d’apres le lemme 1.8.3, tel que
I'? (Ho(x) T, T - Ta)=1.
On note FI% (e,T) la fonction caractéristique de I'ensemble
QF)&Y (T, T) .
Lemme 3.6.2. Soit x € G(A) tel que Fgo (x,T) = 1. Il eziste v € Q(F) tel que

YT = nac

avec ¢ dans un compact, n € Ng(A) et la projection de Ho(a) dans a? est bornée.

PREUVE. Par définition de F;;% on peut choisir v € Q(F) tel que v appar-

tienne a 6?30 (Tg,T). Le lemme résulte alors de ce que, d’apres le lemme 1.8.1, la
projection de
HO (’7.1‘) = HO (CL) + Ho (C)
Q

sur a; est bornée. O

Proposition 3.6.3 ([20, Proposition 3.2.1]). Si le compact Cq implicite dans
la définition de Ggo (T, T) est assez gros alors, pour —Tg et T assez réguliers,

c’est-a-dire dp,(T) > ¢ et dp,(—Tg) > ¢ ot ¢ et ¢ sont des contantes dépendant
de G, on a

> o FR(€x T (Hy(6x) - T)=1.
{QIPyCQCP} €Q(I)\P(F)

PREUVE. D’apres la proposition 3.5.3, si —T est assez régulier, il existe un
compact C' tel que pour tout x € G(A) il existe

§ € P(F)
tel que :

¢ x = nac
avec n € No(A), a = efl pour H € ag et ¢ € C, vérifiant

T]IDDO(H()(gl‘) - TG) =1.
Maintenant 1’équation (1) du lemme 1.8.2 montre que
Th(Ho(Sx) —Tg) = Y TP (Ho(x) - Ta, T - Ta)r& (Ho(Sx) = T) .
PyCQCP
On observe que si, pour un certain ), notre £ x = nac vérifie de plus
I'? (Ho(Ex) — To, T — Te)h (Ho(€x) - T) = 1
alors, si Cg D C' on a
fx € &P (T, T)
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et donc

Fg, (62, T)7g (Ho(§2) = T) = 1
Il reste a observer que d’apres le lemme 1.2.7 les hypotheses du lemme 3.6.1 sont
satisfaites et donc un tel £ est uniquement déterminé modulo Q(F') si T est assez
régulier. ([l

Lemme 3.6.4. Pour P fizé et sous les hypothéses de 3.6.3, on a
> > FR(€x.T)of(Ho(Ex) — T) = 7p(Ho(x) — T) .

QCPCR £eQ(F)\P(F)
PREUVE. Ceci résulte de la décomposition
7'5 Tp = Z Ug‘
{R|PCR}

(¢f. lemme 2.11.5) et de la proposition 3.6.3. O

Lemme 3.6.5. Supposons T assez régulier (comme d la proposition 3.6.3 ci-
dessus). Soit x € 6%0 (Tg,T) avec

FGHo(z) —T)=1.

Alors
a(Ho(z) —Te) >0  Vae AR .

PREUVE. Par hypothese
aHo(z) —T)>0 Yo € Ag .
Comme on suppose d’autre part x € 6?30 (Te,T) on a
w(Ho(z) ~T) <0  VYwe A
il résulte du lemme 1.2.7 que
(i) a(Ho(z) —T)>0  VYae AR — A%
mais comme (T — Tg) > 0 pour tout « € AIG’O on a aussi
(ii) a(Ho(z) —Te) >0  Vae AR . O
Lemme 3.6.6. Soient P un sous-ensemble parabolique, Q et R deux sous-

groupes paraboliques standard tels que Q C P C R. Considérons § € ﬁ(F), n,n' €
No(A) et a € Ay. Soit Q un sous-ensemble compact de G(A). Supposons que

(i) a'nén'acf

et que a satisfasse auz inégalités

(ii) a(Ho(a) —=T) >0  VYae AR — A%
et

(iii) a(Ho(a) —Tg) >0  Vae AR .

Alors, il existe une constante c(Q) telle que si dp,(T) > ¢(2) alors, avec les nota-
tions du lemme 2.11.1, on a

seQH(F).
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PREUVE. La décomposition de Bruhat permet d’écrire

d=vnws
avec v,V € No(F), n € My(F') et ot wy représente un élément

s = 809 X O
de 'ensemble de Weyl de M. On a donc

Hy(a ' ndn'a) = Ho(a ' wsan’) = Hy(a ") + sHo(a) + Ho(wen”) .
Posons
Ay = s (Ho(a) — ﬁo(wsn")) )
L’hypothese (i) implique que
Ay — Ay =Hg(a) — s "Ho(a) + s "Hy(wsn”)

appartient au compact s‘lﬁo (Q). Fixons T1 € ag vérifiant dp,(T1) > ¢, ol c est la
constante du lemme 3.3.1. On introduit

B, = S_l(Tl — ﬁo(wsn”)) et Cs =5 (Ho(a) - T1) .
On observe que A; = B + Cs. Soit
A= Z w .
WGA?O
C’est une forme linéaire sur 0.(1)D qui est fp-invariante et strictement positive sur
toutes les racines positives pour M. Compte tenu de la y-invariance on a
AMsTHX) = A(sp P X) .

On sait par le lemme 3.3.2 que A\(B; — By) est positive. La condition de compacité
sur Ay — Ag impose que A(C7 — Cs) est borné supérieurement par une constante
co(€). Si P # Q7 et si wy # QT (F) la décomposition réduite de so fait intervenir
une racine simple o € Ago - Agj. Mais le lemme 1.5.2 montre que A(Cy — Cy) est
la somme de

A(BY)a(Ho(a) - T1)
ol /3 est une racine positive et d’autres termes qui sont minorés d’apres (iii). On
en déduit que, d’apreés 'hypothese (ii) et pour une certaine constante ¢ (€2)
Oé(T — Tl) < Oé(Ho(a) — Tl) < Cl(Q)

ce qui est impossible si par ailleurs dp, (T") > ¢(£2), pour une constante ¢(£2) bien
choisie. O

Corollaire 3.6.7 (cf. [20, Lemma 4.1.3]). Soit Q un compact de G(A). Sup-
posons que

Fg (2, T)55(Ho(z) — T) # 0
et
z 'nén'z e

avec § € P(F), n € No(A) et x € G(A). Sidp,(T) > c¢(Q) ceci implique § € Q (F).
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PREUVE. Quitte a changer = en £z avec £ € Q(F) on peut supposer vérifiées
les inégalités (i) et (ii) de la preuve du lemme 3.6.5. On écrit © = ny mak avec
m € My(A) et Ho(m) = 0. Quitte & changer n et n’ on peut supposer n; = 1.
Maintenant, modulo conjugaison de § par v € Py(F) on peut supposer que m
appartient & un ensemble compact. Donc a satisfait les conditions (i), (ii) et (iii)
de 3.6.6. O

3.7. Lemmes de finitude

Lemme 3.7.1. Pour x fizé, il existe des constantes C, N et A telles que
Uensemble des £ € G(F) vérifiant, pour X € ag,

75 (Ho(¢2) = X) #0
est un ensemble fini de classes modulo P(F) dont les représentants peuvent étre
choisis de sorte que

€] < ClaMHeAIXT
En particulier cet ensemble peut étre choisi indépendant de x, lorsque x reste dans
un compact.

PREUVE. Si cet ensemble est non vide on peut, quitte a changer £ et z, supposer
que z vérifie
25 (Ho(2) — X) #0
c’est-a-dire R
w(Hp(z) — X) >0 Vo e AG .
De plus, compte tenu de la proposition 3.5.3, on peut supposer que
a(Ho(z) —Tg) >0 Vo € A;O .
Ceci implique (d’apres le lemme 1.7.1)
w(M o(z) —Tg) >0 Vo € AIG;O .
Maintenant on peut écrire £ = njw nns et donc, si s est 'image de w dans le groupe
de Weyl, on a
Hy((z) = Ho(wne x) = sHy(z) + Ho(wn)
pour un certain n (dépendant de z) et, d’apres le lemme 3.3.2,
Hy(wsn) = Z ky(s,m) v
YER(s™1)

avec des réels k,(s,n) < c. Donc il existe une constante ¢’ telle que

(1) w(Ho(¢z)) < w(sHo(x)) +¢  Vwe A .
D’apres la proposition 3.5.3 on peut choisir £, modulo P(F) a gauche, de sorte que
(2) o(Te) < a(Ho(€x)) Va € AL .

Par ailleurs, si
75 (Ho(€x) — X) #0
on a

(3) w(X) <w(Hy(€x)) VweAS.
En combinant (1), (2) et (3) ainsi que le lemme 3.2.2 on obtient que
[Ho(§2)]| < (1 +log|a| + || X1]) -
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En invoquant la deuxieme assertion de la proposition 3.5.3 on voit qu’avec notre
choix de £ x on a
log|¢ 2| < (1 + log|z| + || X]]) -
et donc il existe des constantes C7, N et A telles que
€| < Crla|NeA X

et donc
€] < Colé x| . |27t < C|g;|N+1eAHXII

ce qui, d’apres le lemme 3.2.1, impose a £ d’étre dans un ensemble fini. [

Lemme 3.7.2. Soit P un sous-ensemble parabolique. Pour x fixé, il existe des
constantes C', N’ et A’ telles que l'ensemble des & € G(F) vérifiant

75 (Ho(§2) = T) #0
est un ensemble fini de classes modulo P(F) dont les représentants peuvent étre
choisis de sorte que
¢ < /X NI
En particulier cet ensemble peut étre choisi indépendant de x, lorsque x reste dans
un compact.

PREUVE. La preuve est identique & celle du lemme 3.7.1 a ceci prés qu’au lieu
de (3) on a
(3) S(T) < &(Ho(Ex)) Ve AS.
La conclusion est identique (avec des constantes différentes). O
On dira que § € G (F) est primitif si sa classe de conjugaison ne rencontre aucun

IS(F ) lorsque P parcourt ’ensemble des sous-ensembles paraboliques propres, c’est-
a-dire P # G. On notera G(F)prim I'ensemble des éléments primitifs.

Lemme 3.7.3. Soit Q0 un compact de C:'(A) et & un ensemble de Siegel. L’en-
semble des 0 € G(F)prim tels qu’il existe x € & avec
1oz e
est fini.
PREUVE. La décomposition de Bruhat permet d’écrire
§=nws&n'

avec £ € My(F) et ws représente un élément de ensemble de Weyl W x 6. Grace
au lemme 3.5.1 et au théoreme 3.5.2 on a

a'Sa=atnwsén' ac
pour un a € Ag(t) et pour un compact €', soit encore
na w,én’ € Y
avec n € No(A), n’ = a7 'n'a € No(A) et @’ = a 'wsaw;! et donc
(%) Hy(na wsén') = Hy(a') + Ho(wsn')
appartient & un compact. On observe que
Ho() = (s — 1)Ho(a) .
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Puisque a est dans un domaine de Siegel, X = Hy(a) + S est dans la chambre
positive pour un certain S € ay. C’est dire que

X = Zaaw;/

avec a, > 0. Maintenant (%) montre que
(X, (s = 1)X) + (X, Ho(w,n'))

est borné. D’apres le lemme 3.3.2, on a

(@Y, Hyo(wsn')) < c
pour tout n’ et tout 2. On a donc

Cy < (X, (s — 1)X) + (X, Hy(w,n)) < (X, (s — )X) +Cs .

Il existe donc une constante C telle que

(X,(1-s)X)<C

Mais, si (X, (1 — s)X) reste borné alors que || X|| tend vers l'infini, il résulte du
lemme 2.12.1 qu’il existe un sous-ensemble parabolique standard P strictement
plus petit que G avec

we € P(F) .
Donc § appartient & ]B(F), ce qui contredit la primitivité de 4. On en déduit que
X = Hy(a) + S doit rester borné ce qui impose & a de rester dans un compact et
donc § appartient a un ensemble fini. O

Lemme 3.7.4. Soit 2 un compact de é(A) et P un sous-ensemble parabolique.

L’ensemble des 0 € M(F) qui sont quasi semi-simples et tels qu’il existe x € G(A)
etn € N(A) avec
rnr e

appartiennent a un ensemble fini de classes de M (F)-conjugaison.

PREUVE. Pour tout élément quasi semi-simple § € M (F) il existe un sous-
ensemble parabolique

}51 = MlNl C ]3
et 61 € 1\71 (F) tel que 07 soit un conjugué de 4, et soit un élément primitif pour
M. On a donc

§=7""o1y

pour un y € M(F) et

o n v € Q
avec x1 = yx. Mais z1 = miniky avec ming € M7(A)N1(A) et donc

my e min” € KQK

d’ott on déduit que

mflél my € Q
olt ' est un compact dans M;(A). Compte tenu du théoréme 3.5.2 on voit qu'il
existe mg € M;(A) appartenant & un domaine de Siegel pour M; et £ € M;(F)
conjugué de 67 tels que l'on ait

mteme Q.
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On invoque alors le lemme 3.7.3 et la finitude du nombre de classes de conjugaison
de sous-ensembles paraboliques. ([
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CHAPITRE 4

L’opérateur de troncature

Nous utiliserons les mesures de Tamagawa sur les groupes adéliques unipo-
tents. En particulier, si N est un groupe unipotent, le quotient N(F)\N(A) est de
volume 1.

4.1. Définition et une propriété d’annulation

Considérons une fonction ¢ dans

Lioe(QUF)\G(A)) .
Soit P un sous-groupe parabolique. Le terme constant de ¢ le long de P sera noté
Hpp ou pp
pp(e) = or(e) = [ p(na)dn
Np(F)\Np(A)
ou Np est le radical unipotent de P.
On définit pour T € ag un opérateur de troncature par

ATy = > (-1 > FR(H(€x)—T)ppEa).
Py,CPCQ EEP(F\Q(F)

On observe que, d’apres le lemme 3.7.1, les sommes en £ portent sur des ensembles
finis. Dans le cas ot Q = G on écrira le plus souvent AT pour ATE Une propriété
importante de 'opérateur de troncature est donnée par le lemme suivant :

Lemme 4.1.1 ([3, Lemma 1.1]). Supposons dp,(T) > ¢ ot ¢ est la constante
du lemme 3.3.1. Soit Q = MgNg un sous-groupe parabolique,

(Mg o A7) (x) = / (A7) (nz) dn 4 0
NQ(F)\Nq(A)

implique

(i) w(Ho(x) ~T) <0  VweA§

ou, ce qui est équivalent,

(i) 9 (Ho(z) —T) = 1.

En particulier, pour T assez régulier et Q # G

(i) Fo(Ho(x) — T) / (A7) (nz) dn = 0
Ng(F)\Ng (&)

PREUVE. Considérons un sous-groupe parabolique standard P = M N et po-
sons

Ap:/N > Y(na)dn

QUINNQ(A) cc p(F)\G(F)

81
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ol
Y(x) = 7p(Ho(x) — T)pp(z) -
On rappelle que d’apres le lemme 1.3.7
W(ap,P) ={s € W|s 'a>0pour a€Af}
est I’ensemble des représentants de longueur minimale pour les classes du quotient
WM\WE |
Si RM C (a§)* est 'ensemble des racines réduites de M, on pourra remarquer que

pour s € W(ap, P) on a I'équivalence a > 0 < s~ 'a > 0 pour les « € RM. On a la
décomposition de Bruhat

G= J[ Pw.No
SGW(GO,P)
ou l'on a choisi un représentant ws pour chaque s; de plus
P\wa No = Ns\NO
ott 'on a posé Ny = w1 Nows N Ng. On a donc

Ap = Z As p

s€W(agp,P)

Asp = / Y(wsvnz)dn .
Nq(F)\Nq(A) Z

veNs(F)\No(F)
Fixons s et w,. Soit N} = Ng N Mg. Alors

No(F)\Nq(A) = No(F)\N; (F)Ng(A)

avec

et As p se récrit :

AsP:

)

/ PY(wsnix) dng
Ns(F)\Ng (F)Ng(4)

ott la mesure dn; contient la mesure discréte sur Ng (F). écrivons ceci comme une

intégrale itérée
Asp = / ( Y(wsnin’z) dn:) dn’
s Nx

N* = wy "No(A)w, N N3 (F)No(A)\NZ (F)No(4)

ou n® décrit

et ou n} décrit
NI = No(F)\wg' No(A)ws 0 No(F)Ng(A) .
La décomposition radicielle montre que
No (F)No(A) N wi" No(A)w,
est égal a
(No (F) nwy ' No(F)ws) (Ng(A) Nw; ' No(A)ws) ,
le premier facteur étant contenu dans Ng(F'). On remarque que N4(F) est en fait

le produit de Ng(F) N w; No(F)ws et de ce facteur, et I'on peut donc récrire
I'intégrale sur N comme une intégrale sur

N. = No(F) nwy ' No(F)ws\Ng(A) Nw; ™ No(A)ws



4.1. DEFINITION ET UNE PROPRIETE D’ANNULATION 83

As.p =/ (/ (ws nen’x) dn*)dds.
Ne \JN,

On a remarqué que wsNow; N M = Ny N M. Le sous-groupe
P, =w,Qu;'NnM

c’est-a-dire

de M contient Ny N M ; c’est donc un sous-groupe parabolique standard de M, de
radical unipotent
N! =w;Now;* N M .
En particulier N, C Ny, et la décomposition Ny = N (M N Np) implique que
No NwsNow;* = N/N!
ol
N/ = N nuwsNouw; ' .

1

Le changement de variable wsn,w; ' = n/n’, donne alors une intégrale sur le produit

(NJ(F)\NJ(A)) x (N (F)\Ny(A))
et on obtient

Asp = ///w(ngn;ws n®z)dnl dn dn® .

Comme N! C N, I'intégrale sur le quotient N (F)\N!(A) peut étre omise compte
tenu de 'invariance & gauche de ¢ par N(A), les mesures étant normalisées de
sorte que ce quotient soit de volume 1. On a donc obtenu pour A, p 'expression
suivante :

/ 7p(Ho(wsn®z) — T) (/ ep(niwsn®r) dné) dn®
? NL(F)\NZ(A)

en utilisant que Hy est invariant a gauche par n, € Ny(A). Par ailleurs le sous-
groupe P! est Uintersection avec M d’un unique sous-groupe parabolique standard
R = P/N de G; en particulier R C P. Son radical unipotent est le sous-groupe
Npr = N!N. On a donc, en désignant par ¢g le terme constant de ¢ le long de R :

Asp= / or(wsn’z)Tp(Ho(wsn’z) — T) dn® .
NS

Posons

S ={a€Ap |sta>0,5talag =0}

Y1 ={a€Ap, | s 'a>0:s"talag # 0}
et

E:ZluElz{aeApo |3710z>0}.
On rappelle que R = P/N et donc le sous-groupe de Levi Mg de R est contenu
dans
Pl =w,Qu;'NnM
et donc
Mg =MnN wsMQw;1

d’ou on déduit que les racines simples dans Mpg sont les racines simples de P
qui s’annulent sur s(ag). Elles vérifient s~'a > 0 puisque s € W(ag, P) et donc
A} C X. On en déduit que
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R P 1 1
APO - AP() ﬁ Z C Z .
Notons S le sous-groupe parabolique tel que A%O = AI@O U 35. Il résulte des re-
marques qui précedent que
Ap CAf CXZ.
Les P contenant R et tels que
RNM =P,
sont en bijection avec les sous ensembles de X1 ce qui est équivalent & demander
que R C P C S. On veut calculer

(A"¢)ole) = [ AT@)nz)dn= 3 (-1 3 A

N (F)\Nq(A) PyCPCG SEW (ap,P)

La derniere expression peut se récrire comme une somme de termes associés aux
couples (s, R) ot R est un sous-groupe parabolique admettant un sous-groupe de
Levi vérifiant :
-1
Mg C wsMQws .

ATlaz)=3 Y (1" Ap.

(s,R) {P|RCPCS}
On observe que ’ensemble N*® ne dépend pas de P et donc

(AT¢)Q(x) = Z / . wr(wsn’x) Z (=1)*r7%7p(Ho(ws n’z) — T)dn®

(s,R) {P|RCPCS}

On obtient

soit encore
(ATp)g(z) = Y (~1)% / pr(w,n*x)¢y (Ho(ws n*e) — T) dn® .
(s,R) e
ou (avec les notations du lemme 1.7.3)
RO = D ()T ().
{P|RCPCS}

Pour conclure la preuve de (i) on invoque le lemme 4.1.2 ci-dessous. L’équivalence
de (i) et (ii) n’est autre que le lemme 1.7.3. L’assertion (iii) est alors immédiate. [
Lemme 4.1.2. Soient Q, R et S comme ci-dessus. Alors, si dp,(T) > ¢,

DY (Hy(wsnz) = T) #0

implique

w(Ho(x) ~T) <0  VweA§.

PREUVE. D’apres le lemme 1.7.3, gbls;;G est la fonction caractéristique de I'en-
semble des H tels que w(H) > 0 pour w € Ag et w(H) <0 pour w € A% - Ag
On suppose

OR" (Ho(wen'z) = T) #0
c’est-a-dire que
Hy(wsn’z) =T = Zt“ oV
«
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avec
to >0 aEA}CﬁO—A%] et o <0 aEA}”;O—AgozZl.
PouerAQona

w(s  (Ho(wsn®z) — T)) = Z taw(s ) <0.

a€Ap,

En effet, chaque terme est <0 :
- siagéEalorsagZA]SJO C X et donc s~ taY < 0etty, >0;
~siae X alors s~taY >0ett, <0;
~siae X alors sla € Ago et donc w(s~la¥) = 0.

Mais par ailleurs,

s Ho(wsn®z) = Ho(z) + s Ho(w,n)
pour un n € No(A) et donc
s (Ho(wsn®z) — T) = (Ho(z) = T) + Yi(n,T) — Ys(n,T)
avec
Yi(n,T) = s~ (T — Ho(wsn)) .
D’apres le lemme 3.3.2, si dp, (T') > ¢, la famille des Ys(n, T) est une famille ortho-
gonale réguliere. Dans ce cas

w(Yl(n,T) — Ys(n,T)) >0
pour tout w et donc w(Hp(z) —T) < 0 pour w € AQ. O
Le lemme 4.1.1 a pour conséquence immédiate le
Corollaire 4.1.3. Supposons dp,(T) > c¢. L’opérateur AT est un idempotent :
AT(ATp)=ATp.
4.2. Un raffinement

Soit @ un sous-groupe parabolique standard. Pour X € ag et T € a§, on définit
un élément

T[X] € af

comme suit : ¢’est 'unique élément de aOQ tel que, pour tout w € Ag" — Ag, on ait
I’égalité
w(T[X]) =w(T - X) .

En d’autres termes, si
T-X= Z oV alors T[X] = Z roaV .
QEA(? aEA?
Lemme 4.2.1. On a
(1) TX]=T%— > wa(a")?.

De plus, st
(2) ¢6(X —T) =1
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alors T[X] est « plus régulier » que T? : pour B € AOQ on a
B(TIX]) = B(T?) .
PREUVE. On observe que (a¥)? = o pour a € AOQ et que
T9=(T-X)?= Y z4(a")?
a€eA§

et (1) s’en déduit. Maintenant la condition (2) implique que les z, sont positifs

ou nuls pour a ¢ AOQ et comme (X) = 0 pour § € A(? on a donc, compte tenu
de (1) :
BTIX]) =B(T) = Y waBla’) > B(T) = B(T)
aQA(?
puisque S(a") < 0. O

Rappelons que l'opérateur AT@ ne dépend en fait que de T9. Le lemme 4.1.1
se raffine en celui qui suit.

Lemme 4.2.2. II existe ¢ > 0 tel que, pour tout ¢ > 0 et tout T € af vérifiant
dp,(T) > d(c+ 1), la propriété suivante soit vérifiée. Soit x € G(A) et notons X
la projection de Ho(x) sur ag, On suppose que

X —Toll <c.

Alors, pour toute fonction ¢ sur G(F)\G(A), on a l’égalité
(A" ¢)q(x) = (-1 ¢G(X — T)AT%(pq) (@)

PREUVE. D’apres la preuve des lemmes 4.1.1 et 4.1.2, on sait que

<&%mwr:ZXAMVM/"¢m%n%w%%ﬂm%wmemw
(s,R) Ne

et pour que
05 (Ho(w, n°x) = T)
soit non nul on doit avoir
w(s ! (Ho(wsn®z) — T)) = Z taw(sta¥) <0

aEAp,

pour w € AQ. On a vu (¢f. lemme 4.1.2) que
s Y Ho(wsn®z) — T) = (Ho(z) = T) + Yi(n,T) — Y(n,T) .
Par hypotheése
w(Ho(z) - T) = w(X —Tg)
reste borné et donc @ (Y1(n,T) — Y,(n,T)) doit étre majoré. Pour dp,(T) assez
grand, de facon précise si dp,(T') > /(¢ + 1) avec | X — Tg|| < ¢, ceci impose
s € W?. On a alors
¥ c Ago et donc Rcq@
et
AISDO = Aﬁ) U, avec X1 = AIGDU — Ago .
On en déduit que S ne dépend que de R et @ : de fait, on a

Rs=Ap—Aq.
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On rappelle que N* est un quotient de N (A)(No(F) N Q(F)). On obtient alors
(1) AT@)o@) = > (=p*e > pp(€x) ¢ (Ho(Ex) = T).
{R|PoCRCQ} SER(F\Q(F)

D’apres le lemme 1.7.3, la fonction QSIS%’G est la fonction caractéristique des H € ag
tels que

w(H) <0 pour tous lesweﬁg—ﬁc":ﬁg
et

w(H) >0 pour tous leswEAG:ﬁg—Ag .
On a donc
¢ (H) = ¢3(H)7 o Q(H)
o Q(H) est I'élément de anDU défini par les équations
@ (Q(H)) = w(H) pour tous les w € AIGDO - AS .
Donc
S.GH _ G ~Q
R (Ho(€z) =T) = ¢5(Ho(Ex) —T)7y o QHo(§x) = T) .
On observera que
Hy({z)q = Ho(z)g = X
et que, pour tous les w € ﬁgo — Ag on a, par définition de T[X],
@(Ho(¢x) — T) = w(Ho(x)q + Ho(§2)? = T) = w(Hy (£ 2)? — T[X])
c’est-a-dire que
Q(Ho(§x) — T) = Ho(¢x)? — T[X] .
On a donc aussi
(2) o (Ho(¢2) = T) = 6§ (X — T)75 (Ho(€x) ~ TIX]) .

Le lemme résulte immédiatement de (1) et (2). O

4.3. Troncature et décroissance

Fixons @ C R deux sous-groupes paraboliques. Pour P = MpNp avec Q) C
P CRonaNgrC Np C Ng. Posons Xp = Ago — Ago. Le radical unipotent Np
de P est le produit de Ny et de U = Mz N Np. Soit P, le groupe associé a a € Xp
c’est-a-dire tel que

Yp, ={a}
et soit U, l'intersection de son radical unipotent avec Mpg. Alors,
Np = Ng H U, .
a€EXp
Soit 7 une fonction continue sur Ng(F)\Ng(A). Considérons
vr(m) = (o) = | blnny)dn

Np(F)\Np(4)
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La fonction IIpt est encore invariante a gauche par Ng(F'). Tous les groupes uni-
potents considérés sont contenus dans Ng et invariants par celui-ci. On peut donc
introduire

Op= > ()"l = Y (=1)""Rp .
QCPCR QCPCR

On dispose de l'action a droite, notée p(X), des opérateurs X de algebre
enveloppante $l(ng), sur les fonctions lisses sur Ng(F)\Ng(A).

Lemme 4.3.1. Soit O un sous-groupe ouvert compact du groupe des adéles finis
de Ng. Pour tout entier r > 0 il existe des opérateurs différentiels Xq r, définis
par des éléments de l'algébre enveloppante de No(F @ R), de la forme suivante :

Xor= H (i Y;)j> avec Y, j € uq = LieU,

et tels que

109 [lee < llp(Xq.R)¥ o
pour toute fonction v lisse sur Ng(F)\Ng(A)/O.

PREUVE. On peut supposer ¢ invariante a gauche par Ny(A). On a alors

oy => (-l [ Tep => (-0 [ Tu= [] (1 —Tua)e

P aeXp P aEXp QGAS

ou l'on a noté Iy, lintégrale sur U, (F)\Uy(A). Comme lintégration sur un sous-
groupe unipotent (agissant & gauche) commute avec 'action & droite d’un opérateur
différentiel, on peut traiter séparément chaque facteur (1 — Iyy,). On doit donc

estimer
P(ny) — / P(uny) du .
Ua(F)\Ua (4)
On consideére une suite de composition de U,
{I}cwvicVacC---CV,, =U,
dont les quotients sont isomorphes au groupe additif. On remarque que
1My, =1-1Ily,_, + (1 = 1Ily,_,\v;)Ily,_,

et donc

Mo

1-1Ily, = Z(l - H‘/j—l\‘/j)n‘/j—l .

Jj=1

En observant que, si V' est I'un quelconque de Vj;, on a

My tllee < bl

on est ramené & traiter le cas d’un seul facteur 1 — Il ou V est de dimension 1. Le
lemme résulte alors de ce que, si ¥ est une fonction sur R/Z ayant pour dévelop-
pement de Fourier

w(x) — Z aneQ-rrinrc

nez
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on a pour r >0

1/2
1/2
10 =T e = 1 = aolloe < D Janl < (3 0% [anl?) (Z n;)

n#0 n#0

et donc
A"

O
onr

[ — aolloo < er

oo

Soit ¢ une fonction sur Xg = A¢G(F)\G(A). On dit que ¢ est & croissance
lente si, pour un certain N et pour tout  dans un domaine de Siegel &, on a

()] < ||

On dira que ¢ est & croissance uniformément lente, si ¢ est K-finie (a droite) et a
croissance lente ainsi que toutes ses dérivées (pour l’action a droite des opérateurs de
l’algébre enveloppante) pour le méme exposant N. On dit que ¢ est & décroissance
rapide si, pour tout IV,
—-N
lp(2)] < enlal

pour z € &.

Proposition 4.3.2. Soit ¢ une fonction lisse sur Xg d croissance uniformé-
ment lente. Soit & un domaine de Siegel dans G(A). Pour tout couple d’entiers
positifs A et B, il existe un ensemble fini X1, ..., X, d’éléments de (g) tels que :

T —A
AT o(@)| 2% <Y sup, \P( D)eW)! |
i VG
pour tout x € &. En d’autres termes : si p est d croissance uniformément lente sur
Xa, alors AT<p est a décroissance rapide.

PREUVE. Commencons par insérer dans Pexpression de A7 I'identité du lemme
3.6.4

> Z Fg (Ex, T)ob(Ho(¢x) — T) = Fp(Ho(x) — T)
QCPCR ¢€Q(F)\P(F)
pour chaque P. Donc
ATo(r)= Y Agalx)

{Q.RIQCR}
avec

Agr@)= > FRExTof &) -T) > (1) pp(Er).
EEQ(F\G(F) {P|QCPCR}

Fixons @ et R et supposons tout d’abord que Q = R. On a alors O'QR = 0 sauf dans
le cas Q@ = R = G. Dans ce cas on simplement

Ag,c(x) = Fg (2, T)p() -
Cette fonction est a décroissance rapide car F g est a support compact et I'inégalité
est vérifiée en prenant pour X un opérateur de degré zéro c’est-a-dire une constante
non nulle (dépendant de ¢ et de T'). Supposons désormais @) # R. Il nous suffit de
majorer
(=D)* *pp(Er),

{P|QCPCR}
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sous la condition
(1) F8 (¢2, T)ofi(Hy(Ex) — T) = 1.

Rappelons que pour z fixé il y a au plus un £ modulo Q(F') pour lequel un tel terme
est non nul (¢f. lemme 3.6.1). Compte tenu du lemme 3.5.6 il suffit de montrer que
pour tout A et tout B on peut trouver des opérateurs différentiels X; tels que

@) leal?| S () ep(ea) < 3 swlp(Xew)l bl

{P|QCcPCR}
On s’intéresse aux x € & ; on a donc
Hg(§ .Z‘) = Hg(:E) =0
et on remarque que ’on est libre de multiplier £ « par un élément de Q(F') a gauche.

Mais & x vérifie (1), en particulier Flgi (€x,T) = 1. Il résulte alors du lemme 3.6.2
que ’on peut supposer

Ex =njac avec 11 € Ng(A), a € AS et c € Q

ot Q est un compact et ou la projection de H = Hy(a) dans adQ est bornée. La

translation par un compact a droite ne change rien aux estimées. Il suffit donc
d’étudier le cas ou

Exr=nia aveca:eHetHeag.
De plus on doit avoir
o§(H-T)=1.
On décompose H sous la forme
H=H,+H,
ou H; € ag et Hy € a§. D’aprés 'équation (i) du lemme 2.11.6 on a
[Hal| < cl[Hy = T| < [[Hyl[ + 1T -

Quitte & changer les constantes, il nous suffit de montrer que

3 11" pp(mra)

est dominé par le membre de droite de (2). En appliquant le lemme 4.3.1 aux
fonctions de la forme

P(n1) = p(nia)

on obtient

sup
n1

> (1) pp(m a)| < suplp(Ad(a™!) Xq.r)p(ma)
ny
Les opérateurs Xq g sont de la forme
Xo.r= ZZk avec Zj, = H Y;,jk
k acAf

et les Y, ;. se transforment sous Ad(a) par une racine 5 dont la décomposition en
racines simples fait intervenir o avec un coefficient > 1. Donc, pour tout a = e
avec Hi € ag on a

Ad(a)Z), = M) 7,
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ou A\, est une combinaison linéaire & coefficients entiers > r des racines dans Ag.
En particulier il existe une constante a > 0 telle que

Ak(H) 5 gral H|

puisque og(H —T) =1 (la constante implicite dépendant de T'). Il en résulte que,
pour r assez grand, (3) est dominé par

e~ A1 sup| p( X r)p(n1a)| < suplp(Xq.r)eW)| Iy~ . O
7 Y

La proposition 4.3.2 admet la variante suivante.

Proposition 4.3.3. Soit ¢ une fonction lisse sur Xg d croissance uniformé-
ment lente. Pour tout couple d’entiers positifs A et B, il existe un ensemble fini
d’éléments de U(g) : X1,...,X, tels que

AT o(z) — Ff (2, T)p(x)| |2 < e 49r @y~ Sgl(DA)\p(Xi)w(y)l lyl =
i Y€

pour tout x € &Y.

PrREUVE. Il suffit de reprendre la preuve de la proposition 4.3.2 ci-dessus, en
observant que pour contréler les termes

Agr@)= Y FR(EeDofHo(x)=T) Y (-1)*" “pp(ta)
EEQ(F)\G(F) {P|QCPCR}
avec @ # R, on considere des H = Hg(€ x) vérifiant
of(H-T)=1
et donc a(H) > a(T) pour « € AS. Comme cet ensemble est non vide on a

1> (IH ]| + [e(T)]) = (1H| + dp, (T)) - O

Cette proposition admet elle-méme une variante immédiate quand on remplace
AT par ATQ,

4.4. AT comme projecteur

Proposition 4.4.1. Soient ¢ et 1 des fonctions a croissance uniformément
lente sur X /Ky. Alors

T T
(A7p, ) = (o, A7)
les produits scalaires étant absolument convergents.
PREUVE. Si ¢ est a croissance uniformément lente alors d’apres la proposi-
tion 4.3.2 la fonction ATgo est & décroissance rapide et donc le produit scalaire

<ATg0,w> est absolument convergent et dépend continiiment de ¢ pour la semi-
norme :

lell = > Subse lp(Xi)o(@)] e~ .

Maintenant si ¢ est a support compact sur X on a

8 W)( 2 ?P<Ho<£x>—T>wsm>>dx

P(FN\G(F)
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soit encore

/ #p(Ho(z) — T) o(x) (@) da
Ac P(F)\G(A)
et aussi

-/ #p(Ho(2) — T)pp(2)bp(@) do
AcP(F)N(A\G(A)

vu linvariance de Hy sous Ny(A); 'expression finale est symétrique. L’assertion
est donc démontrée pour les fonctions a support compact ; le cas général en résulte
par continuité, les fonctions lisses et a support compact étant denses. ([l

Corollaire 4.4.2. Supposons T assez régulier (comme au lemme 4.1.1). L’ opé-
rateur AT s’étend en un projecteur autoadjoint sur L (Xg)-

PREUVE. On vérifie a ’aide des propositions 4.3.2 et 4.4.1 et du corollaire 4.1.3
que
(1= AT)p,ATg) =0

pour ¢ lisse et & support compact sur X¢. Il en résulte que
(p.p) = (AT, AT) +((1 = AT)p, (1 — AT)p)

ce qui implique que A7 se prolonge en un opérateur continu involutif autoadjoint
dans L? puisque de telles fonctions sont évidemment denses. [l
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Formes automorphes et produits scalaires

5.1. Formes automorphes sur Xp
On rappelle qu’une forme automorphe sur
Xa =AcG(F)\G(A)

est une fonction lisse, K-finie et 3(g)-finie! et qui est & croissance lente. On sait
qu'une telle fonction est alors automatiquement a croissance uniformément lente.
Plus généralement, soit P un sous-groupe parabolique de sous-groupe de Levi M
et de radical unipotent Np et considérons

Xp=ApP(F)Np(A\G(A) .

On appellera forme automorphe sur Xp une fonction ® sur Xp qui est K-finie a
droite et telle que pour tout k € K la fonction sur X, définie par

m— (mk)

soit automorphe. On notera
A(Xp)

Iespace de formes automorphes sur X p. On trouvera dans [29, p. 37] une autre défi-
nition de la notion de forme automorphe sur X p qui est démontrée étre équivalente
a celle-ci. Soit ¢ une représentation automorphe de M. On notera

.A(Xp, 0')
Pespace des formes automorphes sur Xp telles que pour tout € G(A) la fonction
m — ®(mx) pour m € M(A)

soit une forme automorphe de I'espace isotypique de o dans L2, (Xs). On dira,
par abus de langage, que ® est cuspidale sur Xp si

m — &(mx)

est cuspidale. L’espace Acusp(Xp), des formes cuspidales (resp. Agisc(Xp), des
formes de carré intégrables), est muni d’une structure d’espace préhilbertien par le
produit scalaire

(@, W) p =/XP @(x)\ll(a:)dajsz/XM O (mk)¥(mk) dmdk .

1. 3(g) désigne le centre de I’algébre enveloppante de g.

93
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5.2. Opérateurs d’entrelacement et séries d’Eisenstein
Soit ® une fonction lisse sur Xp. Pour
Aeap®C
on pose
O(z,\) = <I>(x)e<’\+pP’HP(“)>
ot Hp(z) est la projection de Hy(x) sur ap et pp est la demi-somme des racines
dans Np. Considérons un sous-groupe parabolique ) associé a P et

ENS W(CLP, CLQ) .

On notera s 'opérateur défini par

et on pose
Ns,P,Q = NQ N wszw;I\NQ .

Supposons ® cuspidale sur X p. Pour A assez régulier dans la chambre associée a P
dans a} ® C, il existe une fonction ¥ sur

X =AQQ(F)No(A)\G(A)
telle que
U(z,s\) = / s®(nx,\)dn
Ns.p.q(4)
l'intégrale étant absolument convergente. On définit 'opérateur d’entrelacement
Mg)p(s,A) par
Mgip(s,\)® =V .
En d’autres termes
MQ‘P(S’ )‘)(I)(x) = e_<s>\+pQ’HQ(I)> / (I)(ws_ln x)e</\+PP7HP(w;1n z)) dn .
NS,P,Q(A)
On posera
Mpio(A) = Mpjg(L,A) -
Lemme 5.2.1.
MS(P)|P(S’ )\) = e<)‘+PP,To—871TO)S )
PREUVE. Lorsque
Q=w,Pw;" =s(P)

le groupe Ny p g est trivial et on a simplement
M, (p(p(s, )@ = e torHe (W )gg

On conclut en observant que, compte tenu du lemme 3.3.3, on a pour tout P semi-
standard

A+ pp, Hp(w;h)) = (A + pp, Ho(w; 1))
et
Ho(w;') =Ty — s 'Tp . O

S
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Lorsque P et @ sont standard, et P fixé, la donnée du couple (s, \) suffit &
déterminer I'opérateur Mg p(s,A) qui sera parfois noté simplement M(s, ). Ce
sera en particulier le cas dans 5.2.2(ii) ci-dessous.

Soit P C () une paire de sous-groupes paraboliques standard et soit ¢ une
forme automorphe cuspidale sur Xp. On définit, pour A € a} ® C assez régulier,
une série d’Eisenstein sur @) en posant 2

E9,®,N) = >  @(yz,A).
YEP(FN\Q(F)
La série d’Eisenstein sera notée simplement E(x, ®, A) lorsque @ = G.
Soit R un sous-groupe parabolique standard de G'; on rappelle que ’on note
Iz E, ou parfois Eg, le terme constant de E le long de R (cf. section 4.1) :

MgE(x,®,\) = / E(nz,®,\)dn .
Nr(F)\Nr(4)
On rappelle que ’on a introduit dans le lemme 1.3.7 le sous-ensemble W (ap, R) du
groupe de Weyl. On peut alors énoncer le théoreme fondamental de Langlands.

Théoréme 5.2.2. (i) L’opérateur d’entrelacement Mg p(s, A) posséde un
prolongement méromorphe a tout ap ® C. Si P, ) et R sont trois sous-groupes
paraboliques (semi-standard), et s et t sont deuzx éléments du groupe de Weyl tels
que

s € W(ap,ag) et te Wl(ag,ar)

alors on a U'équation fonctionnelle :

(1) MR|Q(t,S)\)MQ|p(S,A) = MR‘p(tS,)\) .
De plus,
(2) MQ|p(S, —X)* = MQ|p(8, /\)71 .

En particulier, pour X\ imaginaire pur l'opérateur d’entrelacement Mpg(s, ) est
une isométrie.

(ii) La série d’Eisenstein E(x, ®,\) converge absolument si Re(\) > pp. Elle
admet un prolongement méromorphe a tout ap @ C et définit ainsi une forme auto-
morphe qui est a croissance uniformément lente lorsque le paramétre A reste dans
un compact du domaine d’holomorphie. Elle satisfait les équations fonctionnelles

(3) E(x,M(s,\)®,s\) = E(z,®,\) pour s € W(ap) .

Supposons ® cuspidale sur Xp . On a®

(4) HpE(z,®,\) = Y Ef(x,M(s,A)®,s)) .
sEW(ap,R)

Dans le cas particulier ou P et R sont associés on a simplement

(5) HpE(z, @A) = Y (M(s,1)®)(z,5)) .
seEW(ap,ar)

2. Nous utilisons la notation E®, suivant en cela Arthur et [29] plutdt que Eg utilisé par
Langlands [20, Lecture 15] pour éviter les confusions avec le terme constant le long de @ souvent
noté ainsi.

3. On observera que, compte tenu des équations fonctionnelles 5.2.2(3), le choix dans 5.2.2(4)
du représentant s, dans la classe modulo W# définie par un élément de W (ap, R), est indifférent.
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PREUVE. Pour le prolongement analytique et les équations fonctionnelles on
renvoie a [28] (voir aussi [29, IV.1.10]). Pour le calcul du terme constant on pourra
consulter [27] ou [29, II.1.7]. O

5.3. La (G, M)-famille spectrale

Soit M un sous-groupe de Levi et soient P et @ dans P(M).

Lemme 5.3.1. Supposons que P et QQ correspondent d des chambres adjacentes
dans aps. Si AV appartient au mur séparant les deux chambres on a

Mgip(A+A) =Mqgp()) .
PREUVE. On rappelle que, par définition
Mg|p(A) = Mg|p(1,A)
et donc, dans le domaine de convergence,
Mle()\ —+ A)(I)(x) = e7<’\+A+pQ7HQ(I)> / @(n x)e<)\+A+pP,Hp(n z)) dn .
N1,p,q(A)

Il suffit alors d’observer que si AY appartient au mur séparant les deux chambres
on a

<Aa HQ('I» = <A7 Hp(ﬂ.ﬁ))
pour tout n € No(A). O

Corollaire 5.3.2. Pour P dans P(M) et X\ donnés, la famille de fonctions d
valeurs opérateurs

M(P, XA, Q) = Mgip(\)""Mgip(A + A)
indexée par Q € P(M) est une (G, M)-famille.
PREUVE. L’équation fonctionnelle 5.2.2 montre que
Mg p(A +A) = Mgjo(A + A)Mgp(A+ A) .
Donc,
(1) M(P,A\ A R) =Mqgp(A) "Mpgig(A) " "Mpjo(A+ A)Mg|p(A+ A) .

Si nous supposons maintenant que ) et R sont associés a des chambres ad-
jacentes et si A appartient au mur séparant les deux chambres on sait d’apres le
lemme 5.3.1 que

Mpo(A+A) = Mpo() -
Dans ce cas (1) se récrit
M(P, X\ A R) = Mg p(A) " "Mgp(A+A) = M(P,\A,Q) . O
Rappelons que l'on a introduit (& la section 3.3) la famille orthogonale
Y (T)=s"'T+ Ty — s Ty

et que, si M est le sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique standard P,
on associe a tout S € P(M), le vecteur

Ys(T) € an
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qui est la projection de Yi(T') sur aps lorsque s € W est tel que sS est standard.
Enfin on écrira parfois

Y, pour Y,(0) ainsi que Ys pour Ys(0)
et on observera que Ys(Tp) = Tp et est donc indépendant de S.

Proposition 5.3.3. La famille de fonctions méromorphes de A et A définie
pour

S eP(M)

par
(1) M(P, T, A A, S) = MY Mg p(X) " Mg|p(A+ A)
est une (G, M)-famille. Considérons @ € F(M). Les fonctions méromorphes
(2) MG PXN) = Y €FAM(PAA,S)

SeEPR(M)
et
(3) MGP.T XA = D G(MM(P,T, XA, S) .

SePR(M)

sont lisses pour les valeurs imaginaires pures des parameétres A et A. De plus :
(4) M (P, Ty, X;0) = M (P,x;0) .
PREUVE. Le fait que la formule (1) définisse une (G, M)-famille résulte des
observations suivantes. Tout d’abord la famille de fonctions
c(T;A,S) = M Ys (1))

définit une (G, M)-famille d’apres le lemme 1.10.3 car Ys(T') est une famille M-or-
thogonale. Maintenant la famille de fonctions

M(P, XA, S) = Mg|p(A)"'Mg|p(A+A)
définit aussi une (G, M)-famille d’apres le corollaire 5.3.2. Donc
M(P, T, ;A\, S) =c(T; A, S)YM(P,\; A, S)

est le produit de deux (G, M)-familles : c’est une (G, M)-famille. La lissité de (2)
et (3) pour les valeurs imaginaires pures des parameétres résulte alors du lemme
1.10.4. L’assertion (4) provient de ce que, pour tout s, on a Y;(Ty) = Ty et donc

M (P, Ty, \; A) = eMTI MY (P A A) O

Lemme 5.3.4. Soient P, Q) et R trois sous-groupes paraboliques. Soient s et t

deux éléments du groupe de Weyl avec s(ap) = ar et t(ag) = ar c¢’est-a-dire
s € W(ap,ag), te W(ag,ag) .
Posons
u=1t"1s, S=t"'R et A=ul—pu.

Alors,
(1) Mpq(t, 1) "Mpp(s,A) = ™Y Mg)q (1) " Mg (1 + A)Mgp(u, A) -
De plus,
(2) Mg p(u, ) = P TPPY Mg, p(n+ Au .
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En particulier, si P, Q et R sont standard et si s =t on a P = Q) et
(3) M(s, 1) " M(s, A) = Y Mg ()" "Mgio(A) -

PREUVE. L’équation fonctionnelle pour les opérateurs d’entrelacement 5.2.2(1)
montre que

MR|Q(t7 ﬂ) = MR\S(ta :U’)MS\Q(]-v ,U,) .
Mais d’apres le lemme 5.2.1 on sait que
Mps(t 1) = Mygys(t, p) = elrtes Tomt 7Ty — elitos Yog
De méme, en posant u =t~ 's, on a
Mg p(s,A) = Mpg|s(t, ur) Mg p(u, \)
soit encore
:[\/.[R“:v(s7 )\) = e<“)‘+pS’Yt>tMS|p(u7 )\) .
On a donc
MEq(t, 1) " Mp p(s,A) = ™Y Mg (1) " Mg)p(u, ) -
Par ailleurs en posant
A=ur—p
I’équation fonctionnelle fournit
Mg p(u, ) = Mgjg(p+ A)Mg|p(u, A)
et on voit alors que
Mg q(t, 1) "' Mg p(s, \)
est égal a
MY Mg o (1) Mg (1 + A)Mgp(u, ) -
Ceci établit la premiére assertion. Maintenant
Mgq|p(u, A) = Mqpup(p+ A)M,pip(u, A) .
Mais, d’apres le lemme 5.2.1
MuP\P(ua A) = MuP|P(u7 A) = e<>\+pP,Yu>u
on a donc

Mg p(u, ) = e TPPY Mg, p(n+ Au . O

Soient P et @ deux sous groupes paraboliques standard. On introduit la fonc-
tion méromorphe en A et u, a valeurs opérateurs

Bpo = Y Y e DG - M) M.
R seW(ap,ar) teW(ag,ar)
ou R parcourt I’ensemble des sous-groupes paraboliques standard associés a P. On

observera que cette expression n’est non nulle que si P et () sont associés.

Lemme 5.3.5. Notons M le sous-groupe de Levi de P. On a :
wg\P()V u) = Z M%(Qv T, s A)MQ\P(uv >‘) .
uEW (ap,aq)

Cette fonction est lisse pour les valeurs imaginaires pures des parameétres A et p.
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PREUVE. Compte tenu du lemme 5.3.4 on voit que wap(/\, 1) est égal &

3 ST MY MG ()M (1) Mg (1 + A)Mgp(u, A) -
uEW (ap,ag) SEP(M)

On invoque alors la proposition 5.3.3. (]

5.4. Séries d’Eisenstein et troncature

Le calcul du produit scalaire de deux séries d’Eisenstein tronquées
ATE(z,®, \ATE(z, ¥, —7) dz
Xa
est un résultat classique, dii & Langlands [28], que nous rappelons au théoréme 5.4.2.

Compte tenu de l'autoadjonction (proposition 4.4.1) et de l'involutivité (corol-
laire 4.1.3) de A” on a

ATE(x,CD,)\)ATE(x,\I/,—ﬁ)dx:/ ATE(z, ®, M E(z, ¥, —1) dz .

Xa Xa

En utilisant la deuxiéme expression nous allons donner, dans le cas cuspidal, une
preuve ¢ du théoréeme 5.4.2 beaucoup plus simple que celle donnée par Arthur dans
[3, p. 113-119]). Pour le passage du cas cuspidal au cas général on renvoie a la
littérature.

Proposition 5.4.1. Soit & cuspidale sur
Xq = AQ(F)No(A\G(A) .
Pour X dans le domaine de convergence de la série d’Eisenstein, la série d’Fisen-
stein tronquée
ATE(z, ®,)\)
est donnée par l’expression
> 2 Y Do (sTHH(E ) = T)) (M(s, )@)€, 5)
S seWl(ag,as) E€S(F)\G(F)
ou S parcourt l’ensemble des sous-groupes paraboliques standard associés a Q.
PREUVE. Par définition de AT on a
ATE@ @)= Y (-1t Y FE(Ho(6r) - DpE(Er, 2,0
{P|PyCP} EEP(F\G(F)
qui par 1’équation (3) du théoréme 5.2.2 est égal a
Yoo (nTTe Y FEH(Ew) ~T) Y ET(Ex,M(s, M), 5))
{P|PoCP} EEP(F\G(F) s€EW(aq,P)
soit encore
oo (=t M > AEMo(Ex) — T)E” (2, M(s, \)®, s)) .
{P|PyCP} seW(aq,P)£eP(F)\G(F)

Si on note S le sous-groupe parabolique standard avec

as = s(ag)

4. C’est la preuve donnée dans [20, Lecture 13].
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et puisque nous sommes dans le domaine de convergence, I’expression
Y. M)~ TET (€2, M(s,\)®, s))
EEP(F)\G(F)
est égale a
Y TEH(Ex) —T)(M(s, D) (€2, 5)) -
EES(F)\G(F)
Par ailleurs, d’apres le lemme 1.7.4,
S (e i) = (1) (s H)
{P|s=1(P)eFs(M)}
Donc, compte tenu du lemme 1.4.4, on obtient que ATE(a:, D, \) est égal &
> Yo (D)™ (sTH(Ho(Ex) — 1)) (M(s, )@)(E x, 5A)
5 s€W(aq.as) EES(F)\G(F)

ou S parcourt I’ensemble des sous-groupes paraboliques standard associés a Q. O

Théoréme 5.4.2. On suppose donnés T € ay ainsi que
A€an®C et peapeC
qui coincident sur ag.

(i) Lorsque @ et U sont cuspidales sur Q) et R alors on a l’égalité de fonctions
méromorphes :

ATE(:Ev ©7 )‘)E(I7 le? 7ﬁ) dz = <w£\Q(>‘7 u)‘ba \Ij> .
Xa

En particulier, ce produit scalaire est nul si Q et R ne sont pas associés.”®

(ii) Dans le cas général (ot @ et ¥ ne sont plus nécessairement cuspidales)
pour X et p dans des compacts fizés de lag, et ia}, il existe A >0 tel que

(1) ‘/ ) ATE(z, @, \)E(x, ¥, —1) dz — (who (A, p)®, ¥)| < e”4dr )
G

PREUVE. Considérons A dans le domaine de convergence de la série d’Eisen-
stein E(xz, ®,\) et soit p une valeur non singuliere pour E(z, ¥, —n). D’apres la
proposition 5.4.1 I'intégrale est égale a

>y (=1)*Dprr (s Z(x, T)) A, 5)

S seW(ag.as)’Xs.¢

avec
X5, =AcS(F)Ns(A\G(A)
et
Az, s) = (M(s,\)®)(z, s\) g E(x, ¥, —@) dx .
11 suffit alors d’invoquer 1’équation (5) du théoréme 5.2.2 pour obtenir
Alw,s) = Y el mi2es Hsl (M (s, A) @) (2) (M(t, )W) () -
teW(ag,as)

5. On observera que T' n’intervient que via sa projection TG sur a(?.
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Maintenant on remarque que la fonction
z - (M(s, \)®) () (M(F, —70) %) ()

est invariante par AgS(F)Ng(A) et on pose

(M(s, \)@, M(t, —p)¥) = /X (M(s, \) @) (z)(M(t, —) ¥) (z) dx
Xs =AsS(F)Ns(A\G(A) .
En tenant compte de ce que
M(t7 _ﬁ)* = M(t7 M)_l
on obtient
(M(s, \)®, M(t, —)¥) = (M(t, 1) " M(s,\)®, ¥) .
Par ailleurs
x+— Hg(z)

est invariante sous le noyau de S(A) — ag et on a une fibration
U.g — XS’,G — Xg

Xs,c =AcS(F)Ns(A\G(A) .

On en déduit que, au moins formellement, le produit scalaire est égal a la somme
sur s, t, et S de

(2)  (M(t, )" "M(s,\)®, @)/ elA=tmt) (_1yal®) gy, (s7H(H —T))dH .

el
as

La convergence est assurée d’apres le lemme 1.9.2 si, pour pu fixé, A est assez régulier
et Pexpression (2) ci-dessus est alors égale a

(MI(t, 1) " M(5, 2)®, W)elA TG (X — 1)

ol Tg est la projection de T sur ag. De plus, comme les formes linéaires s\ et tu
sont triviales sur a® @ a¢ on a

(A = tp, T§) = (sA —tu, T) .

On a ainsi établi (i) pour A assez régulier. Maintenant les deux membres de ’équa-
tion (i)sont des fonctions méromorphes en A et p : c’est clair pour

<w£|Q()‘v N)CI)’ \Il>

compte tenu du théoréme 5.2.2; par ailleurs pour A et p dans des compacts de 'ou-
vert ou les séries d’Eisenstein sont holomorphes ces séries définissent des fonctions
a croissance uniformément lente et donc 'intégrale définissant le produit scalaire
est uniformément convergente et définit une fonction holomorphe sur cet ouvert.
L’égalité (i) est donc encore vraie pour tout A et p en tant qu’égalité entre fonc-
tions méromorphes. Le passage du cas cuspidal au cas général est di a Arthur
[7, Corollaire 9.2]. Nous renvoyons a ’article [7] pour une preuve. O
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Soit a = efl¢ avec He € ae. On notera X¢ le sous-ensemble du quotient
G(F)\G(A)
formé des x tels que
Hg(x) = Hg(a) = HG .
On observera que 'application naturelle X¢ — X est une bijection.

Théoréme 5.4.3. Soient, comme ci-dessus A € aj; ® C et p € af ® C; mais
on ne suppose plus nécessairement qu’ils coincident sur ag.

(i) Lorsque ® et ¥ sont cuspidales sur Q et R alors, si a = e’ on a I’égalité
de fonctions méromorphes :

/ ATE(z, @, \E(z, ¥, —p) dz = (whe™" (A, p)@, ¥)
X&

ot TY est la projection de T sur ag,

ii) Dans le cas général, pour \ et p dans des compacts fixés de iaf, et ia%, il
1% Q R
existe A > 0 tel que

‘/ ATE(z,®,\E(z, ¥, —f) dz — <wg|GQ+TG(A,M)<I>,\IJ> < e Adr(T)
3

PREUVE. La preuve est une variante de la preuve du théoréme 5.4.2. La seule
différence est dans le résultat de l'intégration sur ag. On a utilisé que cette inté-
gration permet un changement de variable

G G G

Hg — Hg +Tg
ol TSG est la projection de T sur ag. On peut encore ici remplacer T SG par TC car les
formes linéaires s\ et tu sont triviales sur a® mais, comme on ne suppose plus que

X et 4 coincident sur ag on ne peut pas remplacer T¢ par T'. Enfin, la présence de
H¢ provient de ce qu’on intégre sur 'espace des x avec Hg(z) = Hg(a) = Hg. O



CHAPITRE 6

Le noyau intégral

6.1. Les opérateurs en question

L’espace tordu (NJ(A) agit sur I'espace homogeéne
Xe =AcG(F)\G(A)
via 'action naturelle de G(F) x G(A) sur X suivant les conventions de la sec-

tion 2.3. Rappelons en la définition. Considérons un point & € X¢g et y € CN}’(A)
Choisissons un représentant @ € G(A) de ¢ et un élément 6 € G(F'). Alors,

oy
définit un élément de G(A). Il est immédiat de voir que la classe dans X de cet
élément est indépendante des choix de z et de § ; nous la noterons

T*xY .
La représentation régulieére gauche p de G(A) dans L?(X ) admet un prolongement
naturel en une représentation p de G(A) définie par

py)p(E) = ¢(@ *y)
pour ¢ € L*(Xg) et y € G(A). Nous utiliserons, comme dans [25], un objet un
peu plus général : on considére de plus un caractére unitaire w de G(A) trivial sur
AcG(F) et Popérateur p(y,w) défini par
(Bly,w)p)(@) = (wp) (@ *y) = w(d 'zy) p(6 "z y) .

Si on pose y = gdp avec g € G(A) et ou Jp est ’élément choisi a la section 2.5 dans
G(F) préservant Py, on a

ﬁ(:%w) = ﬁ(géo,&)) = A(w) o B(HO) 0 p(g)
ot fp = Ad(dp) et ol les opérateurs A(w), B(6y) et p(g) sont définis par

(AW)p) (@) = w(@) p(@), (Bllo)e)(d) = (05" (#)) et (plg)p)(@) = p(i*g).

On a ainsi défini une représentation unitaire de (G(A),w) au sens de la section 2.3.
En effet, pour z,z € G(A) et y € G(A) on a
plryzw) = p(x)ply,w)(p@w)(z) .

Par intégration contre une fonction f € C2° (é(A)) on définit I'opérateur

plr) = [ f@)pe)dy.
G(A)
En d’autres termes on a

@waxmzj’ ) (we)(E+y) dy .

G(A)
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Si on pose y = gdg et h(g) = f(gdo) on aura
p(f,w) = A(w)B(bo)p(h) .

On aurait pu utiliser, comme on le fera parfois dans un cadre plus général (voir
ci-dessous), la notation

p(d,y,w) au lieu de p(y,w) et p(0, f,w) au lieu de p(f,w) .

Mais comme ici I'opérateur p(d, f,w) est indépendant de § € G(F) cette notation
est inutilement lourde. N

Plus généralement, soit P un sous-groupe parabolique et soit § € G(F'). Notons
Q le sous-groupe parabolique obtenu par conjugaison par § : Q = P§~! = 6(P) ot
6 = Ad(9). Considérons un point & € Xg et y € é(A) Choisissons un représentant
x € G(A) de i. Alors,

s lzy

définit un élément de G(A) dont la classe dans Xp est indépendante du choix
de x. On considére de plus un caractére unitaire w de G(A) trivial sur A¢G(F).

Un élément y € CNJ(A) définit alors un opérateur noté p(d,y,w) entre 'espace des
fonctions sur X p et I’espace des fonctions sur X :

p(d,y,w): & — ¥

U(z) =00 ay)w(@ tzy)

(cf. section 2.3). Plus généralement, considérons une représentation automorphe o
de M et soit ® € A(Xp,0). Pour i € a% @ C on définit un opérateur

pP,o,;L (5a Y, w)

entre l'espace des fonctions de carré intégrable engendré par A(Xp,o) et celui
engendré par A(Xg,7) ol 7 =0 067! en posant

U= pP,a,u(57 Y, w)‘I)

avec
U(z) = e Oter)Ho@) (,G) (571 g y)elrterHp(@ zy))

On rappelle que Hp(z) est 'image dansap dep € P(A) : Hp(z) = Hp(p)siz =pk
est une décomposition d’Iwasawa de z. Enfin, pp (resp. pg) est la demi-somme des
racines dans Np (resp. Ng). Par intégration contre une fonction f € CZ° (é(A)) on
définit 'opérateur

pP,o‘,,u((sv fvw) = [ f(y)pP,a,p(57y7w) dy .
G(A)
On posera

ﬁP,a,u(-ﬂ OJ) = pP,O’,y,((SO’ f7 w) .

Lemme 6.1.1. Supposons que § = w,dy avec u € W. Si P est standard, on a

pP,rr,/L (57 f7 w) = e<90(#+pp)’H0(w;1)>u/~)P,a,p(f7 w) .
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PREUVE. On observe que, si on pose @ = 0(P) et Qo = 6y(P),

(pP,a,u(év f7 w)@)(m)
est égal a

ol00(ntpp) Hoq (w ' 2)) = (0(u+pp) Ho(x)) (WP, (frw)®) () -

Maintenant

(o(n+ pp), Ho, (wy'2)) — (0(u + pp), Ho(2)) = (fo(n + pp), Ho, (w; "))

et on conclut en observant que @y est standard. (Il

6.2. Le noyau de la formule des traces

L’opérateur p(f,w) est représenté par un noyau intégral sur Xg :

p(f,w)p(x) = . Ka(f,wiz,y)e(y) dy
avec
Kga(fiwizy) = Y wy)f'(z'dy)
seG(F)
ou

fia)= [ .
z€AUa
Comme f est & support compact la fonction

y— Kgs(f,w;r,y)

est a support compact sur Xg pour z fixé. Le noyau Kg(f,w;x,y) sera noté
Kg(f;z,y) si w = 1 voire méme simplement K (x,y) si aucune confusion n’est
a craindre, la fonction f et le caractére w étant fixés.

Lemme 6.2.1. I existe des constantes c(f) et N telles que pour tout x et
tout y

N, N
K@, y)| < o)™ [yl .
PREUVE. On observe que, pour une certaine constante ¢ on a
€] < cla] [yl =7 ¢ y]

et donc, pour une certaine constante ¢’ dépendant du support de f,

€] < ¢l ]yl

si 7€ y appartient au support de f (qui est compact). L’assertion résulte alors du
lemme 3.2.1. (]



106 6. LE NOYAU INTEGRAL

6.3. Factorisation de Dixmier-Malliavin

Théoréme 6.3.1. Toute fonction f € C° (é(A)) est une somme finie de pro-
duits de convolution :
f=) gixh;
i

avec g; € CX (CN}'(A)) et hy € C(G(A)) qui peuvent de plus étre choisies K-finies d
gauche' si f est K-finie a droite et a gauche.

PREUVE. Ceci résulte du théoréme de factorisation de Dixmier-Malliavin [21].
O

On dira qu’un noyau K (z,y) est A-admissible si pour z fixé dans X et pour
tout k € K la fonction

y— K(zk,y)

est lisse a support compact sur X¢ et si de plus I’espace vectoriel engendré par ces
fonctions est de dimension finie lorsque k& parcourt K.

Lemme 6.3.2. Si f est K-finie a droite et a gauche le noyau K (f, w;x,y) est
somme finie de produits K;H} ot les K; et les H; sont des noyauz A-admissibles.

PREUVE. Il résulte du théoreme 6.3.1 que le noyau Kg(f,w;x,y) peut s’écrire
Kg(fwizy)=> /X Kg(giiw, 2) K (hiywiy, 2) dz
7 G
ou les g; et les h; sont K-finies a gauche. O

6.4. Propriétés du noyau tronqué

On utilisera l'opérateur de troncature sur un noyau K(x,y) en le faisant agir
sur la premiere ou la seconde variable. On pose :

ALK (z,y) = ATo(x)  powr (z) = K(z,y)
et

Ay K(z,y)=A"y(y)  pour ¥(y) = K(z,y) .
On rappelle que pour f € C°(G(A)) on a posé (cf. section 6.1)

Kglwy)= > ['"dy).
S5€G(F)
Lemme 6.4.1. Le noyau
H(z,y) = A Kg(z,y)

est A-admissible si f € C3°(G(A)) est K-finie a gauche.

1. Les fonctions peuvent probablement étre choisies K-finies a droite et a gauche. Mais cela
nécessiterait un raffinement du théoréme de Dixmier-Malliavin que nous n’avons pas tenté d’éta-
blir. On obtient aussi une factorisation en fonctions K-finies & droite et & gauche si on utilise,
comme Arthur, la technique de Duflo-Labesse ; toutefois cela impose de se contenter d’un ordre
fini de différentiabilité, ce qui est suffisant pour les applications en vue, mais alourdit légérement
les énoncés. Nous ne ’emploierons pas.
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PREUVE. L’opérateur de troncature appliqué a la premiere variable du noyau
Kg(z,y)
fait intervenir une somme finie de termes indexés par des sous-groupes parabo-
liques comportant chacun une intégration sur un compact (pour le calcul du terme
constant le long de P) et une somme en ¢ qui est finie pour z fixé :

(-peree Y AR - 1) | Ko(n€a,y)dn
€EP(P)\Q(F) Ne(F)\Np(A)
La fonction
Y= A{K(N;(xv y)
est donc a support compact. On obtient une fonction K-finie en = si f est K-finie
a gauche car l'opérateur de troncature commute a l'action de K. (|

Lemme 6.4.2. Il existe N et pour tout M des constantes cpr(f) et ¢, (f) avec
pour x dans un domaine de Siegel et pour tout y :

AT K g, 9)] < enr(f) |2y
Enfin,pour x ety dans un domaine de Siegel
IATAS Kz, y)] <y (f) 2]~ [y~

PREUVE. Les assertions résultent du lemme 6.2.1 et de la proposition 4.3.2. O






CHAPITRE 7

Décomposition spectrale

7.1. Sorites

Soient (X,dz), (Y,dy) et (A,dA) trois espaces localement compacts dénom-
brables & linfini, munis de mesures de Radon. On note (¢, 9)e le produit scalaire
de deux fonctions dans L?(e). On suppose donnée une fonction continue sur ¥ x A :

EY (y,\) €C(Y x A)
telle que, si on pose
60 = [ B N dy
Y

pour ¢ continue et a support compact sur Y on ait
() 0.0}y = [ SOV A= (6.D)a
A

On dit alors que (Y,dy) est muni d’une décomposition spectrale supportée par
(A, dX). Considérons un noyau intégral K (z,y) (c’est-a-dire une fonction sur X xY)
représentant un opérateur entre L2(Y) et L?(X). On dira que K est admissible si,
pour tout z € X la fonction

y— K(z,y)
est continue a support compact. On considere un noyau H de la forme K K3 :

H(x7y):/yK1(:r,z)K§(z,y)dz ::/}/Kl(x,z)Kg(y,z)dz

avec Kq sur X XY et Ky sur Y x Y admissibles. On pose

Ri(z,)\) = /}/&(%@Wdy

et
H(z,y; N) = K1 (2, \)Ea(y, )«
Proposition 7.1.1. Si H = K; K3 on a
(1) H(x,y):/AH(z,y;)\)d)\:/AIA(l(:z:,)\)IA(Q(y, A)dA.
En particulier, si X =Y et H= KK* avec K admissible, on a
(2) H(z, ) :/A\IA((a:,A)Fd)\.
Plus généralement, si H = K1 K5 on a
(3) [H(x,y)| < K1 K] (2, 2) 2 K2 K3 (y,9) "2 .
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PREUVE. On pose

¢(z) = Ki(z,2) et 9(z) = Ka(y, 2)

et comme les K; sont admissibles les fonctions ¢ et 1 sont continues et a support
compact. La décomposition spectrale () fournit (1) et (2). Pour obtenir (3) on
observe que

WWWSAW@%WMZA&@M&%WM

puis on invoque 'inégalité de Schwarz.

ﬂ&mw&mWMsmmmmmm@mwm. 0
A

7.2. Le cas automorphe

On appelle donnée cuspidale pour G un couple (M, ) o M est un sous-groupe
de Levi standard dans G et o une représentation cuspidale pour M triviale sur ay;.
On dit que deux données cuspidales x = (M, o) et x' = (M’,0’) sont équivalentes
s’il existe g € G(F') tel que

gMg~' =M’ et o' oAd(g) ~o.

Il est bien connu que I’on peut décomposer L?(X ) suivant les classes d’équivalence
de données cuspidales : on construit des sous-espaces L2 (X¢) de L?(X¢), attachés
a chaque donnée cuspidale x = (M, o) au moyen des pseudo-séries d’Eisenstein
(aussi appelées « séries theta »). Les données cuspidales inéquivalentes donnent
naissance a des sous-espaces orthogonaux. On renvoie le lecteur a [28] et [29] pour
des définitions et des preuves détaillées. En particulier la « décomposition suivant
les données cuspidales » est le titre (et 'unique objet) du chapitre II de [29].

On notera II(x) le projecteur sur le sous-espace L2 (X¢). L'espace total est
engendré par ces sous-espaces :

L*(Xg) = EABLi(Xw

ou X désigne I’ensemble des classes de données cuspidales. C’est la décomposition
suivant les données cuspidales. On prendra garde que le projecteur II(x) commute
a la représentation de G(A) mais pas, en général, a la représentation tordue. La
décomposition suivant les données cuspidales fournit une décomposition du noyau
Ky -
Ky(w,y) =Y Kg (2,y)
XEX
ou K Gy ©st le noyau de 'opérateur

p(f,w) o Il(x): Ly (Xe) = L*(Xe) -

La décomposition suivant les données cuspidales est aussi appelée décomposition
spectrale grossiére. Nous allons maintenant donner la décomposition spectrale fine.

On note £ I’ensemble des sous-groupes de Levi de G contenant le sous-groupe
de Levi minimal fixé My. Soit M € £ un sous-groupe de Levi de G'; on notera
W& (M) le quotient de I'ensemble des s € W& tels que s(M) = M par WM le
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groupe de Weyl de M. On observera que W& (M) est un groupe. On note (cf. sec-
tion 1.4)

w (M) = [W(M)|
son ordre.

Soit P un sous-groupe parabolique admettant M comme sous-groupe de Levi.
Pour toute représentation o automorphe de M choisissons une base orthonor-
male BY (o) dans l'espace préhilbertien A(Xp, o). Comme une représentation au-
tomorphe est admissible tout vecteur ® € A(Xp,o) est combinaison linéaire fi-
nie d’éléments de B (o) autrement dit BY (o) est une base de I'espace vectoriel
A(Xp, o). Soit ¢ une fonction continue & support compact sur X¢. Pour ¥ € B (o)
et

p € (iaB)*
on définit
¢(\Ij7 U) = < ¢(J;) E(JZ, v, :u) dx
G
Soient ¢ et i deux fonctions continues et a support compact sur X. On note

.0 = [ ox)p(r)de
Xa

leur produit scalaire.

Théoréme 7.2.1. Le produit scalaire admet la décomposition spectrale sui-
vante :

Gvya=> > ﬁ / S e O, 1) dps

X MeLG/WE o€Tane (M), V105" weBP (o)

ou du est la mesure de Haar sur le gmupe 1(aM) duale, au sens de la transfor-
mation de Fourier, de celle utilisée sur a§;'. La somme sur o porte sur l'ensemble

Igisc (M), des classes de représentations automorphes de M intervenant discréte-
ment dans L2 (Xaz).

PREUVE. On renvoie le lecteur & [28] ou [29] pour une preuve. O

Soit K (x,y) un noyau intégral sur Xg. On rappelle que le noyau K est dit
A-admissible si pour z fixé dans X et pour tout k& € K la fonction

y— K(zk,y)

est lisse a support compact sur X et si de plus I’espace vectoriel engendré par ces
fonctions est de dimension finie lorsque &k parcourt K.

Proposition 7.2.2. On considére une sous-groupe parabolique P. Soit H(x,y)
un noyau intégral de la forme K1K3 ot les K; sont des noyauzr A-admissibles sur
Xp. Supposons de plus qu’il existe un automorphisme 0 de G tel que : si S est un
sous-groupe parabolique de P et o une représentation automorphe discréte de M, le
sous-groupe de Levi de S, on ait, pour u € i(a%’})*, des opérateurs bornés de rang
fini :

Aiop € Hom(A(XS,U), A(X(g(s)7 9(0)))

1. Un facteur (1/2imr)® b intervient lorsqu’on qu’on munit a* de la mesure duale de celle sur
a au sens des espaces vectoriels au lieu de la mesure duale sur ia* au sens de la transformation de
Fourier.
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et
Az, € Hom(A(Xg,0), A(Xs,0))
vérifiant
Kl(ﬂ?, y) Ep(ya \Ila ,u) dy = EQ(xa A1707H\I/7 0#)
Xp
ot Q@ =0(P) et

KQ(‘% y) Ep(y, \Ila /U') dy = Ep(zv AZ,G,H\II, ,LL) .
Xp

Alors le noyau Hy (z,y) admet la décomposition spectrale suivante :

(1) Hy(z,y) = Z wP}M Z /( (z,y; ) dp

MeLP /Wr €M gisc (M) y afp)*

avec
Hy(w,y;p) = Y, E9x,Bou¥,00)EP(y, ¥, 1)

veBP (o)

ot

BU’IJ« = AI,U,H ;,U‘,[L
et la somme en U porte sur un ensemble fini. Enfin si on pose

1
hylz,y) = Y WP (3D > / |Ho (2, y; )] dp
w (M aG )*
MeLP /WP o €Ilgisc (M) M
on a la majoration
(2) D IH (@) <Y h(w,y) < KK (n,2) 2 KK (y,9)
X X

PrREUVE. Il résulte des généralités sur la décomposition spectrale des noyaux
produits (proposition 7.1.1(1)) et de la forme explicite de la décomposition spectrale
automorphe (théoréeme 7.2.1) que H(z,y) est donné par

1
> WP (M) > / Ho(z,y; ¥, p) dp
MeLP /WP €M gime (M), * 1(057)" \IJEBP(U)

ou

H,(z,y; ¥, pn) = EQ(x,Al,U’#\I/,Qu)EP(y,AQ’UQM\I/,u) .
On observe que comme par hypothese les opérateurs A; ,, sont supposés de rang
fini, opérateur produit
w = ALU,MA;,U,H
est tel que 'ensemble des ¥ € B (o) pour lesquels B; ¥ # 0 est fini. On peut
donc définir un noyau H, (x,y; 1) comme fonction lisse de trois variables en posant :

H,(z,y; 1) = Z E9(z, By, W, 0u)EP (y, U, 11)
veBP (o)
puisque, pour chaque o, les sommes en ¥ sont finies. Soit F' une partie finie de
BP (o). Si F est assez grand le sous-espace vectoriel engendré par F contient les

images des A; 5, et de B, ;. Un calcul élémentaire d’algebre linéaire montre alors
que pour un tel F on a

Z EQ(.’L"BU7M\II79,LL)EP(:U7\IJ,/1) = Z EQ(JJ7A1,U,M\I/79M)EP(:I/7A2,U7u\pa/’[’) .
VeF VeF
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Donc pour tout F' assez grand on a
Hy(w,y;p) = Y, Ho(x,y; 9, 1)
TeF
et par passage a la limite on en déduit que
Hy(w,y;p) = Y, Ho(z,y;9,p).
VeBP (o)

Ceci établit (1). L’assertion (2) résulte de I’équation (3) de la proposition 7.1.1. O

7.3. Estimée d’un noyau

On reprend les notations de la section 6.1 et de la proposition 7.2.2 mais on
écrit Q' pour P. On pose Q = 6(Q’). Soient S un sous-groupe parabolique standard
de @', M son Levi standard et ¢ une représentation automorphe pour M. Si ¥
appartient a ’espace des fonctions de type o sur Xg c’est-a-dire si

v e A(ng o)
on définit une fonction ® sur Xy (g) : en posant

Ps.oulfw)¥ =@
On a
P w)EY (2,0, 1) = B, Bg (/). o) -
On consideére le noyau

Kos(z,y) = w(x) Z frt nél ntoy)dng .
nEQ(F)

La fonction K¢ s5(x,y) est le noyau intégral représentant I'opérateur défini par

/NQ(F)\NQ(A)

b b= p(6, frw)  oh plz) = /m) (@) (6~ 2 ) f(y) dy

entre L?(Xq.¢) et L*(Xg,¢). La décomposition de K¢ s(,y) suivant les données
cuspidales s’écrit

KQ(;xy ZKQ&X.IZ/

ol K¢ sy (x,y) est le noyau de l’operateur entre L3 (Xqr,¢) et L?(Xq,¢) défini par
p(9, fw) o T1(x)-

Proposition 7.3.1. Considérons une fonction f € C°(G(A)) qui soit K-finie
a droite et a gauche.

(i) Le noyau Kq 5, (x,y) admet le développement spectral suivant :

1
A Kqq.o(z,y;p0)d
> W@ (00 ZM) / Q.Q 0 (T, y; 1) dp

MeLe' /we' o €M agiae i)
avec

KQ,Q’,G(xay;/J’) = Z EQ(xvﬁS,a,u(fvw)lIlaaﬂ)EQl(yv\Ijv/J’) .
VeBQ (o)
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ii existe el que pour tou il existe ¢ tel que
(ii) 1l existe N tel que pour tout M il existe ¢ tel q
1 T
IDDY w@ (M) > / AT Ko, (2, y; 1) du
X MeL® /fwe' o€lame (M), ¥ @5
est majoré par
clz[~MyY .

PREUVE. L’assertion (i) est une conséquence immédiate de la proposition 7.2.2.
On en déduit que
T,
AT 9K s(,y)

est égal a
1
2 w@ (M) > / ALK o (e ys ) dp
MeLQ /W’ €M aae (M), * 105

D’apres le théoreme 6.3.1 le noyau AI’QKQ,Q/’U est égal a une somme finie de
produits de noyaux :

A’{7QKQ,Q’,0'($7 Y, ,LL) = Z /}( A’{7QKQ,Q',O'<gi; Tz, /J/)KZ)’,Q’,U(hia Wiy, %, /’(‘) dz
i G

Suivant I'équation (3) de la proposition 7.1.1, I'inégalité de Schwartz montre que
I’expression

DOEEDD W ) /( IAlT’QKQ,Q/,a(x,y;u)Idu

X MeLQ /we’ o €Tlaise (M)
est majorée par une somme finie de termes du type
T.Q AT,
ATPAL K (g% g% @)[V2 Ko (s 1y, )|/

enfin on invoque les lemmes 6.2.1 et 6.4.2 pour établir qu’il existe N tel que pour
tout M il existe c tel que ceci soit majorée par
—M |, N
clzl 1yl
pour tout z et tout y dans un domaine de Siegel de M¢g. On en déduit (ii). (I

Corollaire 7.3.2. Considérons une fonction f € C°(G(A)) qui soit K-finie d
droite et a gauche. Alors,

D IAT K sy (z,y)| < cla| ™M [y
X
pour tout x et tout y dans un domaine de Siegel de Mg.

PREUVE. L’assertion est une conséquence immédiate de la proposition 7.3.1(ii).
On aurait pu aussi invoquer directement 1’équation (2) de la proposition 7.2.2 puis,
comme ci-dessus faire appel aux lemmes 6.2.1 et 6.4.2. O
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CHAPITRE 8

Formule des traces : état zéro

8.1. La problématique
Soit f € C(G(A)). On a posé
o) = / f(zd)dz pour & € G(A) .
zeUAa
On introduit également :
FO)=3(G) | f(z0)dz  avec j(G) = |det(8y — 1]ac/ag)] -
Ay

On a l'identité suivante : pour tout § € G(A)

15y o1
f (5)—/2[5\%; fla™"da)da

On rappelle (c¢f. section 6.1) que 1’on a défini pour y € C:'(A) Popérateur p(y,w)
par

(By,w)o)(@) = (wp) (6™ wy)

pour ¢ dans L?*(Xg) avec § quelconque dans CNJ(F) et que pour f € CX(G(A))
lopérateur

pfw)= [ f)ply,w)dy

G(4)
est représenté par le noyau

Z iz~ 1oy) pour z,y € G(A) .
5€G(F)

Le noyau est une fonction lisse sur Xg X Xg.

Considérons § € G(F) quasi semi-simple. Suivant les conventions de la sec-
tion 2.6 on note G? le centralisateur de § € G(F), Gy sa composante neutre et on
appelle centralisateur stable le groupe /5 = G5.Z5. On introduit

Os(f,w) = / w(z)f(xiléz) dz
Is(A\G(A)

si I5(A) est dans le noyau de w et Os(f,w) = 0 sinon. C’est l'intégrale orbitale
tordue par w. Nous aurons aussi besoin du nombre a®(§) est défini par

a®(8) = 1(8) " vol (A L5 (F)\I5(A))
ot +(0) est 'ordre du quotient G°(F)/I5(F).
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Remarque 8.1.1. Pour éviter de manipuler des groupes non connexes, ce qui
est en général le cas pour Iy, le lecteur pourra a sa guise remplacer systématique-
ment I5 par G5 dans la définition des intégrales orbitales Os(f,w) et des coefficients
a%(8) ainsi que dans les expressions analogues intervenant dans la section 9.3. C’est
d’ailleurs le point de vue adopté par Arthur dans [9,11,12] par exemple. Toutefois,
I'introduction de I5 semble indispensable dans I’étude de la stabilisation dans le cas
tordu (cf. [25,26]).

On notera I' un ensemble de représentants des classes de conjugaison dans
G(F). On a défini a la section 2.6 la notion d’élément elliptique. On notera G(F)qy
I’ensemble des éléments elliptiques dans G (F) et f‘eu un ensemble de représentants
des classes de G(F)-conjugaison dans G(F).y. On pose

ken(z) = > w@)f (@ tox).
§€G(F)en

Proposition 8.1.2. L’intégrale de kop(z) est convergente. On pose

(1) JS (f,w) = / ken(z) dz .
Xa
C’est une distribution invariante et
(2) JeGll(fvw) = Z aG(é)Oé(faw) .
selan

PREUVE. Un calcul élémentaire fournit I’égalité (2) au moins formellement.
Gréce au lemme 3.7.4, on voit que dans Pexpression (2) la somme porte en fait
sur un ensemble fini (dépendant du support de f). On en déduit la convergence et
I’égalité. On renvoie au théoreme 9.1.2 pour une preuve plus détaillée dans un cas
plus général. (I

La représentation de G(A) dans L?(X¢) comporte en général un spectre discret
et un spectre continu :

L2(XG) = Lgisc(XG) S Lzont(XG) .
Nous noterons
(G, w)

Pensemble des représentations irréductibles m de G(A) admettant un prolongement
tordu 7 et

~

Hdisc (Ga w)

le sous-ensemble des classes qui apparaissent dans L(thc(Xg). On renvoie le lecteur
a la discussion de la notion de multiplicité tordue m(7, %) dans la section 2.4 et on
rappelle que le nombre

m(m, ) trace 7(f)

est indépendant du choix du prolongement 7.

Proposition 8.1.3. L’opérateur p(f,w) est d trace dans le spectre discret. On
note

TG dise(frw) = trace (B(f, )| L3ie (X))
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cette tracel. On a alors

Jgdisc(f, w) = Z m(m, 7) trace T(f) .

Wendisc(évw)

PREUVE. On sait grace & W. Miiller [30] que pour h € C°(G(A)) Popérateur
p(h) est a trace dans le spectre discret. Comme p(f,w) est produit de p(h) avec
h(z) = f(xdp) et d’opérateurs unitaires :

p(f,w) = A(w)B(bo)p(h)
on en déduit que lopérateur p(f,w) est encore & trace dans le spectre discret.
Comme observé au lemme 2.3.2, seules les représentations o dont la restriction m
a G(A) sont irréductibles peuvent donner une contribution non nulle a la trace de
p(f,w) dans le spectre discret. On obtient ainsi la formule souhaitée. O

La formule des traces de Selberg, dans le cas compact, est ’égalité entre 'inté-
grale du noyau K (z,y) sur la diagonale et, d’autre part, la trace de cet opérateur
développée suivant la décomposition spectrale de L?(X¢), qui est une somme dis-
crete avec multiplicité finie de représentations irréductibles.

Proposition 8.1.4. Lorsque Xg est compact, c’est-d-dire lorsque Gger est
anisotrope sur F', on a

> a(0)05(fw)= > m(r,F) traceF(f) .
sel nell(G w)

PREUVE. La compacité de Xg implique que

trace p(f,w) = Ke(z,r)de .
Xa
Lorsque Gyer est anisotrope toutes les classes de conjugaison sont elliptiques, et la
proposition 8.1.2 s’écrit simplement

Ke(z,r)de = ZaG(é)Og(f,w) .
X sel’
Comme X est compact le spectre continu est nul et la proposition 8.1.3 s’écrit :

trace p(f,w) = Z m(m, ) trace 7T(f) . 0
rell(G,w)

Lorsque Gqer n’est pas anisotrope 'existence de classes non elliptiques a pour
conséquence que, pour le noyau tout entier, l'intégrale sur la diagonale est (en gé-
néral) divergente. Comme X n’est plus compact 'opérateur n’est pas (en général)
a trace a cause de l'existence du spectre continu. La formule des traces est 1’éga-
lité du développement géométrique et du développement spectral pour une « trace
renormalisée » de 'opérateur. La renormalisation se fait en soustrayant les contri-
butions divergentes, au moyen de troncatures qui dépendent d’un parametre T € ag
et du choix de Py, My et K. Cette dépendance implique que la distribution obtenue
n’est pas invariante par conjugaison. Nous noterons k7 la restriction & la diago-
nale du noyau tronqué. On disposera de deux expressions pour k7, notées kX

geom
et k;";)ec, dont I’égalité est appelée identité fondamentale (cf. proposition 8.2.2). On

1. On verra que d’autres termes « discrets » indexés par les classes de sous-groupes de Levi
interviennent dans la formule des traces.
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démontrera que l'intégrale de k7 est convergente et on exhibera une expression
asymptotique JT, de I'intégrale sur X de kT, qui est polynomiale en T (cf. théo-
réeme 11.1.1). On rappelle que l'on a introduit dans le lemme 3.3.3 un élément
Tp. La trace renormalisée J(f,w) sera, par définition, la valeur en T' = T, de JT.
On obtiendra ainsi une expression indépendante du choix de Py (pour My et K
fixés). L’expression kgeom se préte bien au développement suivant les classes de
conjugaison, appelé développement géométrique, ainsi qu’a la preuve du caractere
polynomial en T de l'expression asymptotique J7. Pour le développement suivant
les classes de représentations automorphes, appelé développement spectral, on uti-
lisera l’expression k. ... Lorsque X est compact on a les égalités

spec*
J(fw)= Y a®0)0s(fw)y= Y m(n7) traceF(f)
s€len m€gisc (G w)

mais elles cessent d’étre vraies en général ; c’est toutefois vrai pour certaines fonc-
tions f. On dit alors que 'on dispose d’une formule des traces simple. De nombreux
cas ont été étudiés dans la littérature, mais nous n’en dirons rien de plus ici.

8.2. L’identité fondamentale

On va utiliser diverses troncatures. Nous aurons besoin, pour les définir d’un
analogue du noyau K pour chaque sous-espace parabolique. Soit Pun sous-espace
parabolique de sous-espace de Levi M contenant Mg et de radical unipotent N. On
pose

Kp(w) = [ > w(w)f (@ dny)dn
N(F)\N(4) seP(F)

Cest le noyau de la représentation naturelle de (G(A),w) dans L%(Xpg) o, avec
les notations de la section 3.4, on a posé

Xp.a = g P(F)N(A)\G(A) .

On utilisera I'opérateur de troncature sur ces noyaux en le faisant agir sur la pre-
miére variable c’est-a-dire que par définition, si @ C P :

ATOKp(x,y) = AT9(x)  powr ¢(z) = Kp(x,y) .
Lemme 8.2.1. Soit P un sous-ensemble parabolique et soit ¢ une fonction sur
P(F)\G(A)). On a
> Y 35 H(6z) - T)ATV(E ) = 7p(Ho(z) — T) ép(a) -
{Q,RIQCPCR} £€Q(F)\P(F)

PREUVE. On commence par observer que, par définition de I'opérateur de tron-

cature,
> Z 75 (Ho(62) - T) AT99(¢ 2)
QCP ¢eQ(F)\P(F)
est égal a
> Z (—1)* 7@ 7 (Ho(§w) — T) 7§ (Ho(x) — T) ¢s(€ )
SCQCP ¢€S(F)\P(F)

ol les sommes en £ portent sur des ensembles finis (grace aux lemmes 1.7.1 et 3.7.1).
En effectuant d’abord la somme en @ sur les sous-groupes paraboliques tels que
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S C Q C P et compte tenu de la proposition 1.7.2 on voit que seul le terme avec
S = @ = P subsiste et I'expression se réduit & ¢p(x). On a donc

S Y h(Hy(Ea) ~T)ATG( ) = op(a) -
QCP EeQ(F\P(F)
Pour conclure il reste a observer que d’apres 2.11.5 on a
S FE(Hy(w) — T) AT9(2) = 7p(Ho () — T) 75 (Ho(2) — T) A" () . O
{R|PCR}
On pose
K goom () = Tp(Ho(z) — T) K p(x,y)
et
Ko @= Y S Gh(Ho(¢x) — 1) ATOK (¢ay) |
{Q.RIQCPCR} £€Q(F)\P(F)

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer l’identité fondamentale appelée
Basic Identity dans ([20, Lectures 1, 2, 9]). On pose

Faeom(@) = Y (F1)*7% Y Tp(Ho(x) —T) Kp(Ea,Ex)

PoP, EEP(P)\G(F)
et
Kpec(®) = D (1770 37 D0 FE(H(Ex) ~T) ATK (€, Ex)
PoPy QCPCR £eQ(M\G(F)
Proposition 8.2.2. Les fonctions k‘g goom’ kgeom, kT bec et kspec ne dépendent

que de la projection de T sur le sous-espace des - mvamants dans ao et on a les
identités

T _1.T T _.T
kﬁ,geom - kP,spec et kgeom kspec .

PREUVE. Par définition, on a

Feom(@) = > (F)F % Y kL (Ea)

P> Py EEP(M\G(F)
et
kg;)CC( ): Z (_1)6‘57“6 Z kg,spec(g $)
P> Py EeP(FI\G(F)

On observe tout d’abord que les sommes en £ portent sur des ensembles finis, d’apres
le lemme 3.7.2, et les expressions sont donc trivialement convergentes. Maintenant
on a

kL () =kL (2

P,geom P,spec
d’apres le lemme 8.2.1 appliqué a ¢(x) = Kp(z,y) en observant que dans ce cas on
aopp = . O






CHAPITRE 9

Développement géométrique

9.1. Convergence : coté géométrique

~

On dira que deux éléments dans G(F') sont ss-conjugués si leurs parties quasi
semi-simples sont conjuguées. On notera 9 ’ensemble des classes de ss-conjugaison.
On peut décomposer kL (x) suivant les classes de ss-conjugaison :

geom
Faeom () = Y _ kg ()
ISY)

ot kI' ne comporte que les contributions d’éléments § dont la partie quasi semi-
simple appartient a une méme classe de conjugaison :

k(@)= Y (=)%Y Fp(Ho(€x) - T)Kp (Ex,Ex) .
P>Py EEP(F\G(F)
avec
Kp  (z,2) = / Z wz)fH(z ™ onx)dn .
N(F)\N(A) s€onP(F)
On considére deux sous-groupes paraboliques standard @@ C R. On a discuté

dans le lemme 2.11.1 les propriétés des sous-groupes paraboliques QT et R™.

Proposition 9.1.1. On considére ’espace quotient
Yo =AcQ(F)\G(A) .

Supposons T' assez régulier c’est-a-dire dp,(T) > ¢ ot ¢ est une constante dépendant
du support de f. L’intégrale

> (1)~ Kp (v,)|dz

/ F2 (2, )3 (Hy () - T)
Ye (PIG+CPCR-)

est convergente.
PREUVE. On rappelle que
Kp  (z,2) = / Z wz)ff(z"onx)dn .
NN (&) sconP(F)

D’apres le corollaire 3.6.7, les § € P(F) N o qui donnent une contribution non nulle
appartiennent & Q7 (F)No, pourvu que T soit assez régulier. Il suffit donc d’établir
la convergence de l'intégrale

> (1) D5 (x) | da

/ FQ (2, T)oE(Hy (x) - T)
Ya {(P|O+C PR~}
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avec

<I>1570(x):/ Z fHz"tonz)dn
NI)\N () s€Q+(F)No
soit encore

P,a(x) = Z (I)f’ﬂlaﬂ(x)

neMg 1 (F)No

N(F)\N(A) VEN G+ (F)

avec

ou ]\7@+ est le sous-ensemble de Levi de @+ contenant ]\70 et Ng+ son radical
unipotent. On observe que dans cette expression seule I'intégrale sur N(F)\N(A)
dépend de P. Posons

EG(x) =3§Ho(z) - T) )

7]6]\7@+(F)ﬁo

S ey, ().

{P|QCcPCR}

Nous devons montrer que l'intégrale
=R
/ FI(S?O (z, T)Eg(x) dz
Yo
est convergente. Nous allons tout d’abord d’estimer I'intégrale

(%) @g(m x) = / Eg(nax) So(a)~tda

Aa\2Ag
ol dg est le module pour ), de fagon uniforme lorsque x reste dans un compact
fixe. On observe que puisque f est a support compact la somme sur 77 ne porte que
sur un ensemble fini (dépendant a priori de x et a). L’homomorphisme de ag dans
ag

H—6H)-H
a pour noyau le sous-espace des f-invariants, qui d’apres le lemme 2.11.2 est ’espace

~q _ G
ag = a5y
et on notera bg, le supplémentaire orthogonal de ce sous-espace dans ag ; on a donc
une décomposition en sous-espaces deux a deux orthogonaux :

G _ G
aQ—aQ@bQ

H

On observe que si n € ]TJQJr (F) et a =e" avec H € ag on a

a ' ninna =nla=t0(a)nn’

et si cette expression reste dans un compact il en est nécessairement de méme pour
a~'6(a). Pour le voir on décompose a en apaias avec
ap € ES = ag+, ai € bg+ et as € bg+
et on observe que
a 0(a) = a;'0(ay) . a5 "0o(az) .
Maintenant si la décomposition de Bruhat de n sécrit n = &ws&' 1 on voit tout
d’abord que
(s — 1)Ho(a1) + (6 — 1)Hg(az) + Ho(wsn')
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reste borné et comme
(s — )Ho(a1) + Ho(wen") € af et (1—6p)Ho(as) € ay
on en déduit que que
(s — 1)Hp(a1) + Ho(wsn') et (6o — 1)Ho(az)

restent aussi bornés. On remarque que l’application linéaire (§ — 1) est injective sur
bg. En particulier as reste dans un compact. On rappelle que par hypothese on a

+ +
78 (Ho(a1) —T1) =75 (Ho(a) —T) =1
ou T est la projection de T sur a8+. Posons X = Hg(a;) — 731. On a donc

X = Z Ao Tq avec ao > 0.
(XEA8+
Maintenant (comme dans le lemme 3.7.3) on observe que le lemme 3.3.2 implique
que
(X, Ho(wsn")) < ¢
d’olt on déduit qu’il existe une constante C telle que
(X,(1-s)X)<C.

Il résulte alors du lemme 2.12.1 que X et donc a; restent dans un compact. Pour
de tels a ’ensemble des 7 intervenant est contenu dans un compact. En particulier
l'intégrale en b = e avec H € bg porte sur un compact. Il nous reste a estimer

I'intégrale en ag = e avec

Heug=af ®af .
Maintenant, compte tenu de 1’équation (ii) du lemme 2.11.6 , il suffit de considérer
les N
He agl
qui vérifient de plus
a(H)>a(T)-C VaeAg
ou C' dépend du support de f. Nous sommes ainsi essentiellement ramenés a la
situation traitée par Arthur dans [2]. Rappelons en les étapes. Notons n lalgébre
de Lie de N+ et 0 son dual. L’application exponentielle définit une bijection entre
n(F) et Ng+(F). Soit 1 un caractere non trivial de A/F. Posons

(@, Y. 6.n) = /(A) (X, YY) Lt 6eX na)dX .

On note n, l'orthogonal de n(F) c’est-a-dire ’ensemble des Y € n(A) tels que
Y((X,Y)) =1 VX en(F).
La formule de Poisson montre que
S flatneXnzn) = 3 gz Yinn)
Xen(F) Yeny
et

et neXna)dn= Y gla,Yin1)

~/N(F)\N(A) Xen(F) Yen, (P)
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ou cette fois la somme porte sur le sous-ensemble n) (P) des éléments de n; qui
sont triviaux sur n(A). On fait maintenant intervenir la somme alternée sur les
sous-ensembles paraboliques P et compte tenu du lemme 1.2.3 on obtient que

oo (e, (@)= Y. g(@Yn1)
{P|QCcPCR} Yen, (Q,R)

ot n) (@, R) est le sous-ensemble des Y € n, ayant la propriété que Y € ny (P)
pour un seul sous-ensemble parabolique P tel que

QCPCR.
Comme
‘l‘lJ_(P) CRJ_(R_)
on a donc
n (QR)=n (R)— (J ni(P)

PcR~

P#£R™
et

> gla v ).

Yen, (Q,R)

=B(0) = h(Ho(@) - T) 3.

neMqy (F)No

On rappelle que l'on souhaite estimer 'intégrale (x) définissant @g :

@g(n,m) = / Eg(na:ﬂ) So(a) tda .

Ac\Ag
Considérons donc, avec les notations du lemme 2.11.2, les a = e pour des H € Hg
qui vérifient de plus
a(H) > a(T) Yo € Ag .
On va voir que, si ’espace ﬁg n’est pas réduit a zéro, de tels a agissent par dilatation

non triviale sur au moins une des coordonnées de chaque élément de n, (Q, R). Pour
R .

cela on décompose n suivant les caracteres de I’action coadjointe de ﬁg =ag

HLZ@HL(A).
A

L’ensemble de ces caracteres peut s’identifier avec I’ensemble des restrictions a ag;
des racines de ag dans n. Un élément Y € n; peut donc s’écrire

Y:ZY,\

etonaY €ny(Q,R) seulement si pour tout « € Ag; il existe A avec
YN #0 et (N @) #£0.

En effet, s’il existait a tel que pour tout A avec Yy # 0 on ait (A, @,) = 0, alors
Y appartiendrait a n; (R™) et an, (P) ou P est le sous-groupe parabolique de R~
qui admet pour sous-groupe de Levi le centralisateur de o, , ce qui est exclu. Par
ailleurs les @, avec a € Ag; forment une base du dual de ag; et

Ad(a)Y _ Ze)\(H)Y)‘ — Z H oha (X ®a) Ya .
A A

o~ AF—
a€A§+
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On observe de plus que

Sola) tg(az,Y,0,1) = dg(a) g+ (a) g(z, Ad(a)Y,d,1) .
Pour a = el avec H € ag+ on a §g(a) = dg+(a). Maintenant g est une fonction
lisse & décroissance rapide en Y comme transformée de Fourier d’une fonction lisse a
support compact. Il en résulte que I'intégrale définissant @5 est absolument conver-
gente, uniformément lorsque x reste dans un compact. En utilisant la décomposition
d’Iwasawa on voit que l'intégrale

/ Fg (2, T)Ef(x) da
Yq

est égale a

/ / / Fg (m, T)O% (n, mk) dndmdk .
K J2AgMq(F)\Mq(A) / Nq(F)\Nq (&)

Il nous reste a observer que, compte tenu du lemme 1.8.3 et du théoreme 3.5.2,
I'intégrale en m porte sur un compact et que donc la somme sur 7 dans la définition
de Eg ne porte que sur un ensemble fini qui peut étre choisi indépendant de m, n
et a. O

Théoréme 9.1.2. Supposons T assez régulier c’est-a-dire dp,(T) > ¢ ot ¢ est
une constante ne dépendant que du support de f. L’expression

> [ @ds
oen V' Xa
est convergente. Seul un ensemble fini de o fournit une contribution non nulle (cet
ensemble dépend du support de f).
PREUVE. La finitude résulte de ce que, d’apres le lemme 3.7.4, les fonctions
v Kp (2, 2)

ne sont non identiquement nulles que pour un ensemble fini de o. Il suffit donc de
considérer une classe 0 et de prouver la convergence de

/Xc|k3<x>|dx.

On utilise la partition du lemme 3.6.3
> Y. FRa,T)rh(Ho(Ex) ~T) =1
{QIPoCQCP} £EQ(F)\P(F)
et on obtient
HOEEDY Y. (ytekl, (Ea)
{P,Q|PycQcP} EEQF\G(F)
avec

K 0.0(®) = F§ (2. T)r§ (Ho(x) — T)7(Ho(z) = T) Kp , (w,z) -

On rappelle que
Yo =AcQF)\G(A) .
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On va montrer que pour tout @ l'intégrale

Yo (e kl (@)
{PlQcP}
est convergente. On rappelle que d’apres le lemme 2.11.5 on a

E &g Z‘QS?ﬁ.
RDOP

dx
Yq

La convergence souhaitée est donc conséquence de la convergence des intégrales

> ()P Ky (n,2)| da

/ F& (2, )3 (Hy () — T)
Ya {P|QCPCR}

qui a été établie dans la proposition 9.1.1. O

9.2. Dévelopement géométrique grossier

Soit 0 une classe de ss-conjugaison. On rappelle que I'on a prouvé la convergence
de l'intégrale sur X de

ko(z)= Y (-1)® % 3 Fp(Ho(lw) - T)Kp ((o8x) .

PoPy EEP(FI\G(F)
avec
Kﬁ,o(m’@ :/ Z wz)fH(z ™ onx)dn .
NN () sconP(F)

On aura besoin d'une variante de I'expression kI (z) de méme intégrale sur X¢ :
on pose

@)=Y () Y Fa(Ho(Er) - T)jp,(€a)

P> P EEP(FM\G(F)

Jp.e(x) = Z / w(z) Az nx)dn .
seonp(r)’ NOINNGA)

avec

oit N(8) = N(ds) est le sous-groupe de N qui centralise la partie semi-simple J, de

J.

Lemme 9.2.1. On pose 8 = Ad(6). L’application de
N xN()— N
définie par
nxn' = n"tn 0(n)
est surjective. L’image réciproque du sous-ensemble n=* N(5)0(n) est
N(6).nx N(9) .
PREUVE. Soit 0 = 640, la décomposition de Jordan de §. On peut munir le
groupe nilpotent N d’une filtration par des sous-groupes normaux stables sous 6 :
N=NyDN;---DN,={1}

“lnin € Njyy pour n € N et ny € N; et 0,(n)n

3 -1 -1
tels que ny " n

n € N;. Posons

€ N,;4+1 pour

Si = Ny . N(6) = N(5).Ny, .
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Nous allons montrer, par récurrence descendante sur k, que I’application de
Np, X N(5) — Sk

définie par
nxn'—n"tn 0(n)

est surjective avec (N (6)NNg).nx N(J) comme image réciproque dans Sy x N (0) au
dessus de n=! N(8) 6(n). Le lemme est le cas particulier k = 0. L’assertion est claire
pour k = 7. Supposons la vraie pour k+1; il en résulte que I’ensemble des n=1n’ §(n)
avec n € Ny et n’ € N(J) est aussi égal & 'ensemble des n=1n" §(n) ot cette fois
on prend n' € Sii1. Mais Sk11 est normal dans Sy avec pour quotient un groupe
abélien muni d’une structure d’espace vectoriel et ou 6 agit par un endomorphisme
semi-simple qui n’admet pas la valeur propre 1. L’assertion en résulte. (Il

Lemme 9.2.2. Soit ¢ une fonction sur P(A).

/ / Z d(n~t6nyn)dny dn
N(F)\N(A) JN(8,F)\N(,A) seonB(F)

est égal a
/ Z ¢(dn)dn .
NN () s€onP(F)
PREUVE. C’est une conséquence facile du lemme 9.2.1. O

Proposition 9.2.3.

/XG kf(w)dm:/xcj;‘r(aﬁ)dm.

PREUVE. La convergence de l'intégrale dans le membre de droite s’établit
comme au théoreme 9.1.2. Maintenant on a 1’égalité

Kﬁ,’a(x,x):/ Jip.o(nx)dn
N(F)\N(&)

qui est la conséquence du lemme 9.2.2. La proposition en résulte. (]

Théoréme 9.2.4. Supposons T assez régulier. L’expression

3 /X THORE

0O
est convergente.

PREUVE. Les arguments sont une reprise, presque mot a mot, de ceux de la

preuve du théoréme 9.1.2. Nous les laissons en exercice pour le lecteur. (Voir aussi
[2]). O

/X RACIE

qui donnent naissance au développement géométrique fin et qui permettent en par-
ticulier d’obtenir des expressions explicites pour les contributions des classes quasi
semi-simples (¢f. section 9.3).

Ce sont les intégrales
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9.3. Termes quasi semi-simples

Soit § un élément quasi semi-simple dans é(F ). Soit Is le centralisateur stable
de ¢ (cf. section 2.6 et la remarque 8.1.1). On note ¢ la classe de conjugaison de .
Considérons un tore déployé maximal S5 dans le centre de I5 (ou, ce qui revient au
méme, dans la composante neutre G5 du centralisateur de §). Le centralisateur de
S5 est un sous-groupe de Levi Ms et on pose Mtg = Mj.6. On observe que Is C Mjy
et que § est elliptique dans J\Ajg. Le centralisateur G° normalise M. Ceci fournit
(dans les notations du lemme 2.8.1) une application

Gé(F) — W(aﬁ ,a]%)

de noyau Mz N G‘s( ). A conjugalbon prés on peut supposer que M5 est un sous-
ensemble de Levi standard Soit P=MN un sous—ensemble parabolique standard
et supposons que M contient un conjugué M1 de M5 Considérons

81 € cn My(F) .

On observe qu’alors I5, C M; C M et donc le sous-groupe N(d1) est trivial. A
conjugaison preés dans M on peut supposer M; standard. Dans ces conditions il
existe

s € Wiag, a5 )
de représentant wy tel que wsdw; ! = ;. Comme dans le lemme 1.3.7, mais dans
le cas tordu, on note
W(CIM& 5 P)

l'union (disjointe) des quotients
WP(am,am)\W(am, aﬁl)

olt M, parcourt les sous-ensembles de Levi standard de M a conjugaison pres par
M. On introduit

Jp @) =ud)t Y Yo w@f@ T ena)

s€W(ag . P) n€ls\P(F)

olt §, = wsdw; ! et
U(0) = #I;(F)\G*(F) .
On pose
i)=Y (=% Y F(Ho(€x) - T)jp (Ex) -
PoP EEP(F)\G(F)

On définit de maniére analogue kI'. On va donner une expression pour

T = iT(2)dz
kc(x)dx—/XGJc( )d

au moyen d’intégrales orbitales pondérées. Pour cela nous aurons besoin d’introduire
les objets suivants. On a considéré au lemme 3.3.2 la famille orthogonale Y(z,T)
définie par les :

Xa

Yi(z,T) = s (T — Ho(w,x)) pour s € W .
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On pose (¢f. proposition 2.9.3)
T _ G
vﬁs(x) = /EG FJ\Z; (H,y(x,T)) dH .
Mg

Si T est assez régulier

H T (H,Y(T))

est la fonction caractéristique de ’enveloppe convexe des projections sur Ef/fé des
Yi(z,T) pour s € W(dyy,). Dans ce cas

e

est le volume de cette enveloppe convexe. C’est un polynéme en 7', ne dépendant
que de la projection de T sur le sous espace des vecteurs #p-invariants, de degré
(a]% — ag). On rappelle enfin que dans la section 8.1 on a associé a f une autre

fonction f

Proposition 9.3.1. L’intégrale

est égale a

4(9)

st Is(A) est dans le noyau de w et zéro sinon.

VOl(Q[](;L;(F)\Ls(A)) /I o () T ~

PREUVE. En effet
iE@) =u6) tw@) Y e (€x, T (e )
EEL;(F)O\G(F)

ou

ey, (@ T)= Y (-1 % 3 Fp(Ho(wer) —T)

ﬁ)jﬁo SGW(aﬂé,ﬁ)

soit encore, avec les notations de la proposition 1.8.7 (ou plutdt de sa variante
tordue),

e, (@, T) = ) > (=D Fp(Ho(wse) — T)
s€EW(ag; ) s—1(P)eF.(Ms)
et donc
e, (@, T) = Y Y (e (sT (Ho(wsr) — 1)) -
sEW (ag ) QeF,(My)

On obtient la formule

~

* iT(x)dz = (&) Tw(z)e~ ( z ox)dr .
(+) /XGu)d /%W)\G(A) (6) w(w)esy, (o, T) Fla62)d

On observe que, si a = exp H avec H € ag alors, avec les notations du lemme 3.3.2,

5 (s (Ho(wsaz) — T)) = ™ (H = Yy(2,T))
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et on déduit de la proposition 2.9.3 que
ep, (ax, T) = FGI% (H,Y(z,T)) .

En observant que
ars = apgg = a1\75
la formule (x) se récrit

~

T _ ~1 T ~1
/XG Je (x)da = /Q[I(SI&(F)\G(A) 1(9) W(I)UM(; () f(x™ dz)dx .

On observe enfin que cette expression est nulle si I5(A) n’est pas dans le noyau de
w. Sinon on obtient la formule souhaitée en décomposant l'intégrale par passage au
quotient par I5(A). O

Remarque 9.3.2. Le lecteur observera que nous avons muni les espaces vec-
toriels isomorphes ag; et a7, de la méme mesure de Haar. Toutefois, si on souhaite
utiliser les mesures de Tamagawa, les mesures de Haar canoniques qui leur sont
associées sur ces espaces vectoriels, seront en général différentes. Cette remarque
joue un roéle dans 1'étude de la stabilisation (voir par exemple [26]).

9.4. Développement géométrique fin

Le cas des ¢ non quasi semi-simples suppose le traitement préalable des contri-
butions unipotentes; le cas général s’en déduit pas descente au centralisateur. Ceci
a fait 'objet de deux articles d’Arthur : [8] et [9] (qui eux-mémes reposent sur [10]
publié ultérieurement) on il étudie les termes géométriques, y compris dans le cas
tordu en s’appuyant sur [20].

Dans ces articles, I'espace tordu G (resp. G dans la notation d’Arthur) est
une composante d’'un groupe réductif non connexe G+ de composante neutre G
(resp. GY); ceci revient & demander que I’automorphisme 6 ait une puissance 6
qui est un automorphisme intérieur représenté par un élément rationnel :

05 = Adg(z) avec ¢ € G(F)

et de plus Arthur ne considére pas de caracteére w non trivial.

Tout ceci est légerement restrictif par rapport a notre cadre, mais cela est
sans conséquence sérieuse sur les preuves. Le développement géométrique fin est
donné dans [9]. Nous n’avons rien a ajouter & ces résultats (sauf I'introduction d’un
caracteére w) et nous renvoyons le lecteur & ces articles.



CHAPITRE 10

Développement spectral grossier

Dans ce chapitre, ainsi d’ailleurs que dans toute la suite de ce livre, les fonctions
f sont supposées K-finies (& droite et & gauche).

10.1. Convergence : coté spectral
Rappelons que le membre de droite de 'identité fondamentale 8.2.2 est
Fpec@) =D (=1 7% Y7 3 Fh(Ho(Ex) ~T)- AT OKp(Ex,Ea) .
P QCPCR ¢€Q(F)\G(F)
ou
Kpaw) = [ 3wy @ ony)dn
N(F)\N( )aeﬁ(F)
soit encore
Kp(z,y) = Y wy)fi@ nay)dn
N @) SeM(F)
Posons

kdee(@, R, x) = 55 (Ho(z) — T) > (1P~ A} CK p(x,) .
{P|Q+cPCR~}

:apec Z Z spec(Q R 6.’17)

QCREeQ(FI\G(F)

On a donc

On pose

gQ,R) = (-1)* "%
si QT C R™, et 0 sinon. Notons G(Q R) I’ensemble des 0 qui appartlennent a P(F)
pour un beul P avec Qt C P C R~ cest-a-dire § € R~ (F) mais ¢ ¢ P( ) si

QT cPgR .
Posons

wy)fH ! nél dy)dng .
5€G(Q,R)

Kqr(z,y) = /
N (F)\Nq(A)

Lemme 10.1.1. Avec ces notations on a

Fhe(z)= > EQR) Y G5 Ho(x) - T)A] Y Kqr(x,x) .
QCR EEQ(F\G(F)

133
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PREUVE. On observe que
T, T,
ATOK s (x,y) = APl K (2, y)
ou

HoKp(x,y) = / Kg(nx,y)dng
Nq(F)\Nq(4)

et comme N C N on a
oK (o) = [ S wy)f e ng 6y) dng -
Nq(F)\Nq(A) seB(F)
Mais

> (-l K p(x,y)
{P|QCcPCR}

est égal a

> @) > (~1)ra fHa! ng' dy)dng .

/NQ(F)\NQ(A) seh—(F) {PlseB(F),QCc PCR}

La somme alternée des termes contenant ¢ est nulle sauf si § appartient a IS(F )
pour un seul P avec Q C P C R c’est-a-dire si § € G(Q, R). On a donc

> ()T K p(x,y) = E(Q, R)Kq.r(x,y)
{P|QCcPCR}

ce qui fournit
Fpee(Q, R,2) = 2(Q, R) 5§(Ho(z) — T)AT VKo n(x, ) . 0
Posons, pour & € G(F),
Kqs(z,y) = / wx) > ! ng'ndy)dng
No(F)\Nq(4) neQ(F)
soit encore
Kqs(x,y) = / w) > e ng piy)dng .
Ne@®) ueMq(r)
Lemme 10.1.2.
Kqs(nz,nay) = Ko s(z,y) = Kqs(§,y)
sing € No(F), ng € 5 INg(F)§ et £ € Q(F).

PREUVE. Cela résulte immédiatement de la définition de Kgq 5. O

Lemme 10.1.3. Si Kqg s(x,y) # 0 alors il existe un compact C C ag et n €
Q(F) tels que

H, (n6(y)) — Ho(z) € C

st 0 est l'automorphisme de G défini par 0.
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PREUVE. Puisque f est a support compact on a
z'ngndy e Cy

ou (] est un compact. La décomposition d’Iwasawa x = nak de x montre que

1

a'n"nsy € Cy

ou Cs est encore compact. On a donc
Hy(a™'n""'ndy) = Ho(n6(y)6) + Ho(a™")
borné et Ho(a™t) = —Hg(z). O
Lemme 10.1.4. La somme sur & dans
Y AT9Kqs(x,y)
£€Qs (F\Q(F)
porte sur un ensemble fini dont le cardinal est magjoré par c|z|*|y|B.
PREUVE. En effet on déduit du lemme 10.1.3 qu’il existe un compact Cg s C
ag, dépendant du support de f, tel que les £ qui interviennent vérifient
Hq(0(¢y)) —Hg(z) € Cgs

ou 6 est 'automorphisme induit par ¢ et Hg(g) la projection de Hy(g) sur ag. En
particulier, on a

7q(Ho(0(¢y)) —Ho(z) - Th) =1
pour un certain Ty (défini par le compact Cg s). Comme 60(Q5) C @ il résulte alors
du lemme 3.7.1 qu’on peut choisir £ € Q(F)6(§) de sorte que
'] < ealz] A |y| P

et on observe que I'application qui a £ € Qs(F)\Q(F') associe la classe Q(F)0y(&)
est injective. On invoque enfin le lemme 3.2.1. O

Lemme 10.1.5. Considérons § € Q(F)\é(Q,R), k. k1 € K, n € Ng(A), m et
my1 € Mg (A) avec
Hq(m) =Hg(mi) =0
eta€ ng Supposons que, pour & € Q(F), on ait
Ko s(miaky, Enamk) # 0 et 53(H0(a)) =1.
Alors il existe une constante ¢ > 0 (ne dépendant que de f) telle que

[Ho(a)|| < e(1 + [[Ho(m)[]) .

PRrREUVE. Rappelons que I'on a choisi dans la section 2.5 un élément &y € MO(F)
et on a noté 6y 'automorphisme associé. On remarque que, comme on peut modifier
d & gauche par un élément de Q(F’), on peut supposer 6¢ choisi de la forme

55 = wsn = w505077
avec ) € No(F) et oll ws, représente un élément sy du groupe de Weyl de Mz tel
que
sy la >0 pour toute o € Ago .

Nous supposerons donc désormais que

d = ws = Ws, 0o et E=mn¢€ Ny(F).
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Notons 6 "automorphisme de G défini par §. On observe que 0 et 6y ont la méme
restriction a ag-. On a supposé

Kq s(miaks, nmnamk) # 0

et donc

krtmita™! nél/;dnn amk € Support(f)

ce qui implique que
1

my a_lnéluénnam e
ot  est un compact. On décompose H = Hy(a) en
H=H ©Hy®H;

au moyen de la décomposition en somme directe
G _ .R” G G
aQ = aQ @bR— @aﬁ,
ol bg, est l'orthogonal de a%f, le sous-espace des fp-invariants, dans ag,. Posons
a; =ei. On a

-1

-1 -1
my az Qg

al_l nél pwonnaiasazm = ml_1 nl_lul al_lﬁ(al) bén'm

ol
b=eP avec B = (0 — 1)H, .

Comme par hypothese Hg(m) = Hg(my) =0 on a

Hpy- (m1) =Hg- (6p(m)) =0
ce qui implique

Hg- (mi'a™! nél po(nnam)) =Hg-(b) =B
et on en déduit que B reste borné. L’homomorphisme :
Hy— B=(6y—1)Hs

est injectif et donc Hy reste aussi borné. Maintenant, compte tenu de ’équation (ii)
du lemme 2.11.6, on contréle H3 au moyen de H; + Hs et donc :

[ Hall < (1+ [[Hul) -

Pour conclure il reste & montrer qu'il existe ¢ > 0 avec
(%) ML < (1 + [[Ho(m)]) -
Comme 55 (Ho(a)) =1 ona

a(Hy) >0 VaeAj .
Comme H; appartient a a57 on a

a(H)) =0  VaeAf

et donc
() a(Hy) >0 Va € Ag; .

Comme 6 préserve la chambre positive, les inégalités (x*) sont aussi vérifiées par
6o(H1). Donc, pour a € Ago on a

(1) a(Hy — 0(Hy)) = —a(0(Hy)) = —s5 a(0(H1)) <0
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pour notre choix de sg. On observe que comme
myta? nélu mnam €
ou €2 est un compact alors
Ho(mi'a™! nél pO(nnam)) =Hg(a '0(nnam))
est borné. Il en résulte que la projection de
(2) Hy, — 6(Hy) — 6(Ho(m)) — Ho(wsn')

sur ag7 est bornée. En combinant (1) et (2) on obtient que, compte tenu du
lemme 3.3.1, on a

(3) H —0H)=X-Y
avec
(3 IX| <er(l+|Ho(m)]) et  w(¥)>0 Vwell .

Par ailleurs

Hy — 0(Hy) = (Hy — 6o(H1)) + (1 = s0)fo(Hn)
On a vu que Hy et 0y(H;) sont dans 'adhérence de la chambre de Weyl positive ;
il résulte du lemme 1.5.1 que (1 — sg)0g(H1) est combinaison linéaire & coefficients
positifs ou nuls de coracines positives. Donc on a aussi

(4) Hy —6y(H) =X -V,
avec
(4) w(V1) >0 VweAl .

Si X et Y, sont les projections de X et Y7 sur le sous-espace des 6p-invariants dans
alt | il résulte de (4) que l'on a
0=Xy-Yp
et donc, compte tenu de (3') on a
(3") 1Yol = | Xoll << (1 4 [Ho(m)]) -
Mais
[Yoll = [[Y1] cos(Y1, Yo)
et le cosinus de 'angle entre Y7 et Y est minoré par une constante ¢; > 0 :
cos(Y1,Yy) > ¢1 .
En effet, sinon on pourrait trouver Z € af mnon nul satisfaisant (4') et dont la
projection sur les invariants serait nulle. Mais alors, si ¢ est ’ordre de 6y, on a
r=~(—1

Z+ Y 605(Z)=0
r=1

et donc —Z satisfait aussi (4') ce qui impose w(Z) = 0 pour tout w € Ag(: et donc
Z =0 ce qui est absurde. Donc

Y1 < [Yoll
et I'inégalité (3") ci-dessus implique l'inégalité

(5) Y1 << (1 + [[Ho(m)]]) -
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Donc (4) et (5) montrent que
[Hy = 6o (H)| < (1 + [[Ho(m)]]) -

Comme 6 est une isométrie on a des inégalités analogues pour ||05Hy — 65 H, ||
et donc aussi pour ||[H; — 0 H1|| (avec une autre constante). On en déduit que si
Hj est la moyenne sur la 6y-orbite de H; on a encore une inégalité similaire :

(6) [Hy — Holl < (14 [[Ho(m)]]) -
Mais
Hy — soHo = (Ho — Hy) + (Hy — 6(Hy)) + 0(Hy — Hy)
et donc (3) et (6) impliquent que
Hy—soHo = X2 - Y
avec

() | X2l < (L+ [Ho(m)[) et w(Ya) 20 Ve Af .
Comme o(H;) > 0 pour tout o € A", il en est de méme de a(Hp) et la projec-
tion de (Hoy — soHp) sur aé?'_ est une combinaison & coefficients positifs de racines
positives ; on a donc pour tout @ € AR
w(Ho — s0Ho) >0
et on en déduit que
(7) | Ho — soHoll < (1 + [Ho(m)]]) .
On peut écrire Hy sous la forme

H1 = Z a(Hl)wX .

acART AR

Soit v € AR ; trois cas se présentent :
Cas (i) : L’orbite de «a sous 6y rencontre Ago. Soit o € A?,O un élément de cette
orbite. On a alors o/ (H;) = 0 et donc
a(Ho) = o/ (Ho) = o/ (Hy — Hy)
et on déduit de (6) 'inégalité
a(Ho)| < (1+ [ Ho(m)]) .
Cas (ii) : L'orbite de « sous 6y ne rencontre pas AIQJO et pour au moins un o’ dans
l'orbite on a
wxl # sow(\j, .
On observe que, d’apres le lemme 1.5.1, pour tout X dans ’adhérence de la chambre
positive, on a
X — 50X = Z e (X, 50)7Y
'yEAg(;
avec
cy(X,50) > 0.
et donc ¢y (X, s0) = 0 pour tout v équivaut & X = soX. Comme nous supposons
War F# SoWa, il existe v tel que

c,y(wa/, So) =co >0
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et on a donc

wW(HO — SoHo) = ZB(H())C,Y(LTJﬁ, 80) Z Co O/(Ho) = C9 Oé(Ho)
B
et on a donc encore
la(Ho)| < (1+ [[Ho(m)])) .
Cas (iii) : La derniére possibilité serait que l'orbite de a sous 6y ne rencontre pas
Ago et que pour tout o dans I'orbite on ait
Wy = Sy -

Mais dans ce cas ’ensemble des racines S € Ag{j qui sont orthogonales a tous
les @, est ensemble AL des racines simples du sous-groupe de Levi M d’un
sous-groupe parabolique P qui est y-stable, qui est tel que

QCP&R,
et dont le groupe de Weyl WM contient so. On aurait donc
6 = ws,80n € P(F) ¢ R~ (F) .
Ceci est impossible puisque par hypothése d appartient a CNJ(Q, R).
Il résulte de cette discussion que
la(Ho)| < (1+ [[Ho(m)]))

pour tout « et donc

(8) [[Holl < (1 + [Ho(m)]) -
Compte tenu de (6) et (8) on obtient, comme espéré, I'inégalité (x) :
[Hy | << (1 + [[Ho(m)]]) - O

Rappelons que 'on a posé
Yo = A6QFN\G(A) ,
et introduisons la sous-groupe parabolique
Qs=QNd Q.
Avec ces notations on a la proposition suivante :

Proposition 10.1.6. Pour tout couple de sous-groupes paraboliques standard
Q C R et tout 6 € G(Q, R) Uintégrale

/ 55 (Ho(z) — T)|A1T’QKQ75(36, z)|da

YQJ

est convergente si dp,(T) > ¢ ot ¢ est une constante ne dépendant que du support
de f

PREUVE. Considérons x = nmak avec k € K, n € Q C Ng(A) ou Q est
un compact, m € Sg C Mg(A) out G¢ est un ensemble de Siegel pour Mg (en
particulier Hg(m) =0) et a € 9(8 On doit estimer

[ [ [ erorngue -
aJag Jeq 7.0
X Z |AL % Kq.s(mak, énmak)| dn da dm

§€Qs (F\Q(F)
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c’est-a-dire
/ / i / GE(Ho(a) - T) Y. |A]9Kqs(mk,&a'*n'mk)| dndadm
@JAG 1Ga £€€Qs(F)\Q(F)

avec n’ = a~'na. D’aprés le lemme 6.2.1, 'opérateur de troncature fournit un noyau
T _
(my, mg) — Al’QKng(mlk,ﬁal Sn'mak)

a décroissance rapide en m, et a croissance lente en ms sur le domaine de Siegel S¢
de Mg et, par restriction & la diagonale, on obtient une fonction ¢ a décroissance
rapide en m = m; = my sur &g en ce sens que, pour tout N, elle est majorée par

en(9) fm| ™

ce qui, au vu des lemmes 10.1.4 et 10.1.5, permet de compenser la croissance éven-
tuelle due a la somme sur &, et de contrdler 'intégrale sur a. O

Notons W(Q,R) un ensemble de représentants de G(Q, R) modulo Q(F) a
droite et a gauche :

W(Q.R) ~ Q(F)\G(Q. R)/Q(F) .
C’est un ensemble fini. On a
KQ,R(xvy) = Z Z KQ,5(x7§y) :

SEW(Q,R) §€Qs(F\Q(F)

Proposition 10.1.7. Si dp,(T) > ¢, ot c est la constante de la proposi-
tion 10.1.6, on a

/ KT ()] de < 0o .
Xa

PREUVE. On observe que

/X KT () dz < 30 2(Q, R) / FE(Hy(2) — T) AT Kg p(r, 2)) dx

QCR Yq

et que

Ko r(z,z) = Z Z Kqs(z,&x) .

SeEW(Q,R) §€Qs(F\Q(F)

L’assertion est alors une conséquence immédiate du lemme 10.1.1 et de la proposi-
tion 10.1.6. O

On aurait pu déduire cette proposition la conjonction de I’identité fondamen-
tale 8.2.2 et du théoreme 9.1.2. Mais la preuve donnée ci-dessus va pouvoir se
raffiner pour établir la convergence du développement spectral grossier, c’est-a-dire
du développement suivant les données cuspidales.
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10.2. Annulations supplémentaires

On considére comme ci-dessus @ C R et on suppose qu’il existe un sous-
ensemble parabolique P avec
QCPCR.

On note @* le plus petit (resp. R le plus grand) sous-ensemble parabolique avec
cette propriété, c’est-a-dire que, dans les notations du lemme 2.11.1, on a

QCQQTCPCR CR.
On choisira des représentants de I’ensemble fini de doubles classes
W(Q. B) ~ QU)\G(Q. R)/Q(F)
de la forme 6 = w, ou ws représente un élément
s = 509 X 0y

appartenant a ’ensemble de Weyl WMr- de M r-. En choisissant sy de longueur
minimale dans sa double classe il résulte des lemmes 1.3.4 et 1.3.5 que

sa>0 et s ta>0 VaeAgo.

Donc, plus généralement, sac > 0 pour toute racine positive pour Mg. On en déduit
que7
M, = Qs NMg = Mg ﬂw;les

est un sous-groupe parabolique standard de M. En effet, les racines dans le radical
unipotent de M sont les restrictions a un sous-espace de ag de racines a pour Mg
telles que la restriction de sa a ag soit une racine pour le radical unipotent de Q.
Comme (@ est standard de telles racines sa sont positives et donc nécessairement
« est positive. On note S le sous-groupe parabolique standard de G tel que

M,=5S5n MQ .

On note Ng son radical unipotent. On observera que

as Dag et s(ag) D ag
et que donc

s(ag) Lag .
Lemme 10.2.1. Supposons § € W(Q,R) et considérons l’expression
&S(HO (1‘) — T) / A{’QKQ75(TLS T, nQ x) dng
NG(F)\NZ (4)

ot Ng = NgNMg. Alors, si T avec dp,(T) > c(1+ N(f)) ot ¢ est une constante
ne dépendant que de G et N(f) dépend du support de f, lintégrale est nulle pour

tout x € G(A) et tout ng € Ng(A) sauf peut-étre si 6 = &y comme double classe
modulo Q(F).

PREUVE. Silintégrale double est non nulle alors il résulte du lemme 4.1.1 que
(1) w(Hy(x) —T) <0 VweA?.
De plus, le lemme 10.1.3 montre que la projection de

ﬁo(ws ngx) — Ho(x)
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sur ag reste bornée; plus précisément, reste dans une boule dont le rayon dépend
du support de f. On a, pour un certain n € Ny(A),

H (w, ngx) — Ho(z) = Ho(ws, n) + sHo(z) — Ho(z)
et donc, pour toute forme linéaire A sur ag, I’expression
A(Ho(ws, ) + sHo(x) — Ho())
reste bornée. Maintenant, d’apres le lemme 3.3.1, il existe une constante ¢ > 0 telle
que pour tout n € Ny(A)
@ (Ho(ws, 1)) < ¢
pour tout w € Ago. Choisissons pour A la somme des w dans Ag; C’est une forme

linéaire fp-invariante et positive sur la chambre obtuse dans ag:r. On a

(2) A(Ho(z) — sHy(z)) < C(f)
pour une autre constante C(f). Posons
X =Hy(z) - T

et decomposons X sous la forme
X=X5+X3+X5+Xg
ott les X% sont les projections de X sur les sous-espaces af. En particulier

(3) X$ =Y caa¥

aGACS?

avec les ¢, <0 d’apres (1) et

(4) Xg= 2 cww
weﬁg

avec les ¢ > 0 si Pon suppose 55()() # 0. Maintenant (2) se récrit
A((Ho(w) = T) — s(Ho(x) — T) + (T — sT)) < C
soit encore
(5) MX —sX)+ (T —sT)) <C
On observe que, pour notre choix de A,
AX) = MXG)
mais il résulte du lemme 1.5.2 que, en posant s, = 05 ' (s0)
X5 - s0X§
est une combinaison linéaire de racines positives avec pour coefficients des S(X g),
ol 3 est une racine simple, qui sont des réels positifs d’apres (4) et donc
NXG —sXE) =0
et (5) implique
AT = sT) < C + A(s(X§ + XZ + Xg)) .

Supposons 'intégrale de 1’énoncé non nulle pour § € W(Q, R) avec § # §p comme
double classe modulo Q(F'). En particulier § = ws avec s = sg X 0y et s9 # 1;
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donc il existe une racine o > 0 dans le systéme de racines de R~ avec sjar < 0 et
il résulte du lemme 1.5.2 que

MNT — sT) = NT — s4T)

est arbitrairement grand pour T assez régulier. Pour montrer que ceci est impossible
il suffit de montrer que

A(s(X5 +XZ + Xg)) 0.
Comme s, X € ag on a A(sXg) = 0. On rappelle que
as D ag et s(ag) D ag
et donc
s(af) L ag
d’oul on déduit que A(sX§) =0. On a

)\(ng) = Z caX(saV)
aEAg

avec ¢, < 0 d’apres (3). Mais, pour a € Ag onaa’ =8+ ol B est la racine
de Ago — A, qui se projette sur a € AY et vV € af. Mais
Q Q*
Ap C AP

et donc s est une racine positive par choix des représentants dans VV(Q7R). 1l
reste a observer que

A(saY) = A(sBY) >0
puisque sV est orthogonal & ag. O

Proposition 10.2.2. Supposons § € W(Q,R) et 0 # 09 comme double classe
modulo Q(F). Alors, pour T assez régulier (comme au lemme 10.2.1), Uintégrale

/ 5§(H0(a:) — T)AlT’QKQ,g(a:, x)dz
AcQs (F)\G(A)

est nulle.

PREUVE. L’expression

/ FE(Hy(z) — T)ATCKqs(z,2)dz
AcQs (F)\G(A)
s’écrit encore
/ ke (Q, 6, 2) da
Ac Qs (F)Ns(A\G(A)
avec
k;z,;)ec(Q, 8, 1) = / 55(H0(x) - T)A{’QKQﬁ(mx,mx) dm .
Qs (F)\Qs(F)N4(A)

Mais kl,..(Q,d,2) est égal au produit de 55(Ho(z) — T) et de D'intégrale double

spec

/ / A'{aQKQ#;(nQ NgT,NQ Ns aj) an dng
NE(F)\NE(A) JNq(A)NQs(A)\Ng(A)
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ot N® = Ny N Mg. Compte tenu des invariances de K¢ s observées dans le
lemme 10.1.2, 'intégrale double s’écrit encore

/ / AlT’QKQ’(;(nS z,ng x)dng dn, .
NE(F)\NEZ(A) JNg(A)NQs(A)\Ng(A)
On invoque alors le lemme 10.2.1. [
Par abus de notation nous écrirons
5 € W(Q. R)
pour exprimer que la double classe modulo Q(F') définie par §, appartient & 1’en-
semble W(Q, R). On rappelle que, par définition de W(Q, R), on ne peut avoir

So € W(Q,R) et 6 € P(F)
que pour un seul sous-ensemble parabolique P avec @ C P C R. Comme
6o € QY (F) c R (F)
on voit que N
Qt =R~ équivaut a 0o € W(Q,R) .
Dans ce cas, si P est le seul sous-ensemble parabolique qui vérifie @ C P C Ron a
2(Q.R) = (-1 5 = (<1

Nous poserons

QR = > (-1we.
{P|QcPCR}

Ce nombre est nul sauf si un seul sous-ensemble parabolique P vérifie Q cPCR
auquel cas
(@, R) = (1) % .

On a donc

N gQ,R) siQT=R"

i@ R) = {0( )

simon.
Considérons maintenant
Yo, = AcQo(F)\G(A) avec Qo = Qs, = Q NIy Qo .

On a observé que @)y est un sous-groupe parabolique standard.

Corollaire 10.2.3. Si T est assez régulier (comme au lemme 10.2.1), ’inté-

grale
/ ksj;)ec(a:) dz
Xa
est égale a la somme

S QR / 58 (Hy(x) — T)YAT VK 4 (0. 2) do |
{Q.RIP,CQCR} Yao

Dans le cas non tordu on a simplement

/ kg;)ec(:c) dz :/ Ang(x,z) dx
XG XG

si T est assez réqulier.
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PREUVE. On rappelle que
/ khee(z) de =) g(Q,R)/ FE(H,(z) — T)AT Ko r(x,2) dz
X OCR Yo

et que

Kq.r(z,z) = Z Z Kgs(z,&x) .
SeW(Q,R) £€Qs(F)\Q(F)
La premiere assertion résulte alors immédiatement de la proposition 10.2.2. La

seconde assertion résulte de ce que, dans le cas non tordu, la condition &y € W(Q, R)
implique @ = R mais le lemme 2.11.4 montre que 08 =0saufsi Q =G. g

10.3. Contréle du développement en x

Proposition 10.3.1 ([3, Lemma 2.3]). Soit Q = NQMQ un Sous-groupe pa-

rabolique de G. Soit P; des sous-ensembles paraboliques de G avec Q C P;. Soit x
une donnée cuspidale. Supposons données une famille finie d’éléments x; et y; dans
G(A) et des constantes c; telles que

Zc,/ Kp (nmz;,y;)dn =0

No(F)\Ngq(4)

pour tout m € Mg(A) tel que Hg(m) = 0, alors

Zci/ Klsmx(nxi,yi)dn:().

PREUVE. Posons

o(m) = | S ek, (nma i) dn
N (F)\Nq(4A)

et

o Aw) = [ ) (m) dim
M(F)\M(A)!

pour ¢ € L*(X;s). La fonction ¢ est le terme constant suivant Ng de

Zcz mxza yz)

ce qui annule les éventuelles contributions des données cuspidales attachées a un
sous-groupe parabolique contenant @) strictement. On invoque la décomposition
spectrale de ¢. L’orthogonalité des contributions relatives a des données cuspidales
inéquivalentes montre que A(v) = 0 si ¢ est de type x’ # x. Mais par ailleurs, si ¢

est de type x on a
/ dp(m)y(m)dm =0

par hypothese. Il en résulte que l'intégrale (1) est nulle pour toute ¥ ce qui implique
la nullité de la fonction continue

m = oy (m) . 0
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Lemme 10.3.2. Soit Q = NgoMqg un sous-groupe parabolique de G. Soit x une
donnée cuspidale pour Q). Supposons que

Kgsx(z,y) #0.

Alors il existe un compact C C ag, m € Mg(A) avec Hgo(m) =0 et n € Q(F) tels
que
Ho(n6(y)) — Ho(mz) € C .

PREUVE. En reprenant la preuve de la proposition 10.3.1 avec

¢(m) = Kq,s(mz,y)

on voit que Kq sy (x,y) # 0 implique I'existence d'un m € Mg(A) avec Hg(m) =0
tel que Kg s(mz,y) # 0. On conclut en invoquant le lemme 10.1.3. O

Corollaire 10.3.3. Pour tout x
/ A{’QKQ,(;,X(ns z,ngx)dns =0
NE(F)\NZ(4)

sauf peut-étre si 6 = 6y comme double classe modulo Q(F).

PREUVE. On reprend la preuve du lemme 10.2.1 en invoquant Le lemme 10.3.2
au lieu du lemme 10.1.3. g

Nous allons maintenant énoncer un raffinement de la proposition 10.1.7 et du
corollaire 10.2.3. On pose

M@ =Y (e 3 Y B (o) - T)ATOK;, (Ea.€) .
PoP, QCPCREEQ(M\G(F)
Théoréme 10.3.4. Si T est assez régulier (comme au lemme 10.2.1), on a
| H@a= S HQR AT S
G

{Q,R|PyCQCR}
avec

AR(T, f,w,X) = /Y R (Ho(z) — T)ATC K gy (. 2) dz
Qo
Dans le cas non tordu on a simplement
k:g;(x) dz = ATK, (z,2)dz
Xa Xa

si T est assez régulier. La fonction f étant supposée K-finie (d droite et a gauche)

Z/X !ki(m)‘dm<oo.

XEX
PREUVE. On a

=Y Y k(QR¢w)

QCR £eQ(F\G(F)
avec
ky(Q Rox) =5 Ho(e) - DALY Y (F1)'P e K (7).
{P|QCPCR}
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mais compte tenu de la proposition 10.3.1 on voit en reprenant les arguments du
lemme 10.1.1 que

EL(Q, R,x) = 8(Q, R) 55(Ho(z) — T)A] “Kq (2, 2) dz .

L’analogue du résultat d’annulation 10.2.1, mais pour x fixé, s’obtient lui aussi grace
a la proposition 10.3.1. Reprenons alors la démonstration de la proposition 10.1.7.
Il suffit de démontrer I'analogue de la proposition 10.1.6, a savoir la finitude de

> [ 8l - T)IAT Kol o
X Qs

Il convient d’abord d’avoir pour
T,Q
Z|A1 KQA%X’
X

des estimées similaires a celles obtenues pour |A1T’QKQ,5| ; en particulier, 'analogue
du lemme 6.2.1 résulte du corollaire 7.3.2. Grace a la proposition 10.3.1 on voit que
les propriétés 10.1.4 et 10.1.5 restent vraies pour K¢ s, puisque son support est
controlé par celui de Kq 5. La convergence de

Z/X kL (2)| dz < oo

en résulte. O






CHAPITRE 11

Formule des traces : propriétés formelles

On a
Fgeom(®) = D ko (x) et klec(w) =Y kl(x).
0€O xeX
On sait que
T T
kgeom = kspec

et on note k7 la valeur commune de ces deux fonctions. Dans ce qui suit I'indice o
peut représenter une classe de conjugaison quasi semi-simple 0 ou encore une donnée
cuspidale x ou enfin étre vide. Nous allons rencontrer le noyau de la formule des
traces pour divers espaces tordus et diverses fonctions. Pour tenir compte de cette
dépendance nous écrirons

KD (fwi )

au lieu de kI (x). Rappelons enfin que la convergence des intégrales

/ KOG (f,wi ) da
Xa

a été 'objet des théoremes 9.1.2 et 10.3.4.

11.1. Le polynéme asymptotique

On a introduit et calculé au lemme 1.9.1 une fonction g (X) ; nous utiliserons
ici son avatar tordu : soit ) un sous-ensemble parabolique, on pose

WQ(X) :/ FQ(HO(a)7X) da:/ I‘@(H7X) dH .
Qla\ﬂ@ ua\ua
C’est un polynéme en X homogene de degré ag — ag-

On notera f une fonction dans C2° (MQ (A)) telle que pour tout m € MQ (A)
de la forme m = mdy avec mg € Mg(A) et Hg(mg) € ag on ait

fé(zm)dz:/ / / Y& Ya ' mank)dadndk .
Ag K JNg(4) JAcAz\2q

Il est facile de voir que de telles fonctions f@ existent.

Théoréme 11.1.1. Il existe une fonction polynome
T JJ (fiw)

dont le degré est inférieur ou égal a

G
a 150

B~ 0G = dim a

149
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telle que si dp,(T) > ¢(f) on ait

JTO(frw) = / kTG (i) do
Xa

et
JT+XGfa Z’YQ J’ an )

La constante ¢(f) ne dépend que du support de f.

PREUVE. D’apres les théoremes 9.1.2 et 10.3.4 les intégrales sont convergentes.
Rappelons que

KOC(fowie) = Y0 (F) e YT Tp(Ho(lr) —T) Kp ,(Ex,€x) .
PDOP, EEP(FI\G(F)
C’est la définition lorsque e est soit vide soit @ = o0 une classe de conjugaison quasi
semi-simple. Dans le cas e = yx il convient d’observer, en utilisant les proposi-
tions 8.2.2 et 10.3.1, que 'identité fondamentale 8.2.2 est encore valable pour kg
Pour alléger la notation on omettra dans le reste de la preuve 'indice . Posons
pour tout ensemble parabolique standard @

G 0 AD
ke (fwa) = Y Yo (F)TR AR (Ho(Er) — T) Kp(§a,Ea)
{P|PycPcQ} §EP(FN\Q(F)
Compte tenu de la proposition 2.9.4, on a
Fp(H—X)= Y (=1)"@ "FT4(H,X)7(H) .
PCQCR
On observera que la fonction H +— P@ (H, X) ne dépend que de la projection de H
sur ag . On a alors

FEEXC(fwa) =3 > Tg(Ho(w) = T, X) kS (f,wia)
Q NEQIIM\G(F)

et donc, pour T et X assez réguliers, on a
/ kT+XGf,wmdx—Z/ TX) (f,w z)dx
Xg

Yo =AcQ(F)\G(A)

les intégrales étant absolument convergentes. On obtient

/X k:T*X’é(f,w;x)dx:Z’y@(X) kg’é(f,w;x) dx .
¢ Q

A AGQIF\G(A)

Compte tenu de la définition de f@ et de la décomposition d’Iwasawa on voit que

/ k(i) do= [ kPO, fy) dm
AFAcQ(F)\G(A) X Mg

et donc en posant, pour T et X assez réguliers,

TG () = / KO (f, i) de
Xa
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on a

JT+XG (f,w ZVQ JTQ fQ’ W) .
Il reste a observer que
X = 5(X)
est une fonction polynéme sur ag de degré ag —ag- O
11.2. Action de la conjugaison
Soit y € G(A) et posons
fU@) = flyzy™)
et soit f5 € CCOO(MQ(A)) telle que, pour tout m € MQ(A), I'intégrale

fx . (zm)dz
[ Tauem)

soit égale &

1/2/ / L zmnk)u (k,y) dzdndk
Nq(A) JAq
avec

uglh) = [ To(H,~Ho(ky)dH
g\e
De plus, si f est K-invariante c.-a-d. si f(kxzk=1) = f(z) pour tout k € K, alors
o) = ug) fola) ot ug) = [ uglh.yak.

Proposition 11.2.1. On a
TG y TQ
TG (g, § TTO(f5,00)

la somme portant sur les sous-ensembles pambolzques standard.
PREUVE. On utilisera les notations de la preuve du théoréme 11.1.1 et on pose

kg’é(f,w;m,X) — Iy (Ho(z) — T, X) kg’é(f,w;x) .

On observe que si = nmk est une décomposition d’Iwasawa on a
Ho(zy) = Ho(z) + Ho(ky)
d’out on déduit que,
REO(fwa) =Y > keC e, f—Ho(ky)) .
Q MEQUIN\G(F)

On pose
ug(z,y) = ug(k,y)
si x = nmk, ce qui fournit

/XG kT’é(fy,w;x)dx:§/YQ u@(x,y)kg’c(ﬁw;x)dx.
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Il reste a observer que

| o kf S mnde = [k %m. g ,)dm

Xnmg

11.3. La formule des traces grossiére
Proposition 11.3.1. Les sous-groupes My et K étant fizés, la valeur du poly-

nome J:‘F’G(f, w) évalué en T =Ty est indépendante du choiz de Py.

PREUVE. Soit P} un autre sous-groupe parabolique minimal de sous-groupe de
Levi My. 1l existe s € W représenté par ws tel que

Pé = w;IPo Wy -
Si 2z = n'm'E’ est une décomposition d’Twasawa relative & Pj on pose

H)(x) = Ho(m')
mais on a

Ho(ws 2) = Ho(wsn' m' w ws k') = sHo(m') + Ho(w,)
et donc
H{(z) = s (Ho(ws 2) — Ho(w,)) .
Mais d’apres le lemme 3.3.3 on a
Ho(ws) =Ty — sTp -

et donc
H6($> — Ty = 8_1(H()(’wS .Z') - T())
ce qui implique par exemple que si P = w;ll3 W, on a
?ﬁ(HO(wS .’1?) — To) = ’?ﬁ,, (HB(.’L’) — T()) .
On conclut en observant que

Kp(wsz, wsy) = Kp, (z,y) - .

La valeur de J.T’é(f, w) en T = T} sera notée J,é(f, w).

Théoréme 11.3.2. Soit f € C°(G(A)) qui est K-finie. La forme grossiére de
la formule des traces est l'identité :

N IS (fw) =Y IS (fw) .

La somme sur o ne comporte qu’un nombre fini de termes non nuls (dépendant du
support de f). Les divers termes sont indépendants du choix de Py lorsque My et
K sont fizés.
PRrREUVE. On rappelle que, compte tenu de I'identité fondamentale 8.2.2 :
Kgeom (2) = klpec ()

geom spec

Dok@) =) k(2).

0€D XEX

on a
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Pour T assez régulier on sait, d’aprés les théorémes 9.1.2 (ou 9.2.4 si on préfere)
et 10.3.4, que

Z/ kI(z)|dz < oo et Z/ kL ()] da < oo .
0D XEX Xa
On a donc pour T assez régulier
> / ky(z)do =) /
o€ XEX
ce qui fournit I'identité de polynémes en 7" :

S ITG(fw) = IR (fw
0 X

Son évaluation en T = T fournit l'identité cherchée. La finitude de la somme sur
o0 résulte du théoreme 9.1.2. L’indépendance du choix de P, résulte de la proposi-
tion 11.3.1. [l






Quatriéme partie

Forme explicite des termes
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CHAPITRE 12

Introduction d’une fonction B

On rappelle que dans toute la suite de ce livre les fonctions f sont supposées
K-finies (a droite et & gauche).

12.1. La formule de départ
Soit Q un sous-groupe parabolique de GG. On rappelle que I'on a posé
Q'=6'Q), Q=0nQ et Yo, =AcQo(F)\G(A).

Si § C Q' est un sous-groupe parabolique on note n®’ (S) le nombre de chambres

dans agl. Soit maintenant x une donnée cuspidale. On reprend les notations de la
section 7.3 ; en particulier on note

BY (o)

une base formée de vecteurs K-finis de type x dans la composante isotypique
.A(XQ/,O’).

Proposition 12.1.1. Le polynome J! (f,w), introduit au théoréme 11.1.1, ad-
met la décomposition spectrale suivante :

JL(fw)
- Y wen / E(Hg(x) — T)

{Q,R|P,CQCR} Yoo

x ( Z nQ’l(S) Z Z / AT’QEQ($755,0',M((f7w)q)7QOM)

{(S|PocScQ'} o €Maiec(Ms) 9eB2’ () i(ag)”
X EQ (z,®, 1) du) dx

pourvu que dp,(T) > c(f).*

PREUVE. D’apres le théoreme 11.1.1 le polyndéme Jg(f, w) admet l'expression
suivante pour T assez régulier :

J;(f,w) = /X kz(f,w;x)dx

soit encore, suivant le théoreme 10.3.4,

JL(fw) = Y Q@ R)AG(T, fw x)

{Q,R|PyCQCR}

1. On observera que l'on n’affirme pas la convergence absolue de l'intégrale multiple mais
simplement la convergence des sommations itérées dans ’ordre indiqué. Un meilleur contréle de
la convergence est l'objet de la section 12.3.
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AS(T, fiw,x) = /Y 5‘5(H0($) — T)A{’QKQ,(;O,X(QT,:E) dz .
Qo

Ici Kg.s,,y est la restriction du noyau Kg 5, a Li(XQ/’G). La décomposition spec-
trale (cf. proposition 7.3.1) fournit pour le noyau K¢ s,,, une expression de la forme
suivante :

1
Kqaox(my)= ) w@ () > /i(ac)*KQ,Q’,cr(%y;ﬂ)dM
M

MeLQ' /we' o€ gise (M)y
avec
Koqo(myim) = Y EUwPseuf,0)2.0mE?(w, @, —p) . O
»eBY (o)

On remarquera que puisque 1’ensemble Bfg /(U) est une base de vecteurs K-finis
de type x dans la composante isotypique A(Xq/, o) et que f est supposée K-finie,
la somme sur ® est une somme finie : en effet il n’y a qu’un nombre fini de ® pour
lesquels

ﬁS#ﬂﬂ(f’w)é #:0'

De plus, les résultats de Langlands sur la décomposition spectrale montrent de plus
qu’il n’y a qu’un nombre fini de ¢ pour lesquels Bg/ (o) est non vide.

On aura besoin d’une variante de cette proposition faisant intervenir les mul-
tiplicateurs d’Arthur, imitant en cela les sections 3 et 4 de [5] dont on rappelle
brievement le contenu. On considere le groupe de Lie Goo = G(F ®@R). Considérons

h =ibk ® ho

ol hk est une sous-algebre de Cartan du sous-groupe compact maximal K, et
ho l'algebre de Lie d’un tore déployé maximal de Go,. En particulier hc est une
sous-algebre de Cartan pour gc. On notera W le groupe de Weyl complexe de
G et we son ordre. On dispose de la théorie des multiplicateurs d’Arthur ce qui
permet de construire des fonctions fx € C2°(G(A)) pour X € h vérifiant

T(fx) = e n(f) = o 3 eln ()

seW¢

pour toute représentation admissible irréductible 7 et ou v, est le caractere infini-
tésimal de m,,. On consideére ici v, soit comme une forme linéaire Wc-invariante
sur b soit comme un élément de h* ® C. L’extension au cas tordu est immédiate.
En particulier on a

~ 1 Vot pts—1X) ~
pS¢ny(fXa“0 ::&;7 j{: e<a+H, X>pS¢nu(f7w)'
c seEW¢
Corollaire 12.1.2. Pour tout X € by, sidp,(T) > c(f) (1 + [| X]|]) on a

pr(X)=Jl(fx,w) = > QR AL, fx,w.x) -
{Q,R|PoCQCR}
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et
- Y wem [ #e@ -1
{Q,R|PyCQCR} Yo,
1 ~
% ( Z nQI(S) Z Z / < AT’QEQ(xva,U,,u(fX7w)(I)790#)
{S|PoCSCQ’} o€llgisc(Ms) ‘PGBS/(U) l(ﬂs)x

x EQ (z,®, 1) du) dz .

PREUVE. Ceci résulte de la proposition 12.1.1 compte tenu de la dépendance
en X du support de fx. On renvoie le lecteur a [5, Proposition 3.1] pour un énoncé
précis de cette dépendance. (I

12.2. Estimations
Dans cette section on établit des raffinements des estimées 6.2.1 et 7.3.1.

Lemme 12.2.1. Soit h une fonction & support compact sur G(A), d valeurs >
0. Alors 1l existe ¢ > 0 tel que

> / h(z™ 2yy) dz < cbp, ()25, (y) '/
vEG(F) 7 AC

pour tous x,y € &C.

PREUVE. Soit h une fonction & support compact sur G(A), a valeurs > 0, et
soit 2,y € &Y. On veut évaluer

/ h(z™ 2yy)dz .
A

YEG(F)

11 suffit d’évaluer le nombre de 7 tel que z7'yy € €, ot Q est 'intersection du
support de h avec G(A)!. Cet ensemble  est compact. D’apres le lemme 3.5.5

Ho(z) — Ho(y)

appartient a un compact. Quitte a agrandir §2, on peut donc supposer x = y. Fixons
un élément régulier 77 et utilisons la partition 3.6.3 : il existe un unique parabolique
standard R tel que

(*) Fg)(l‘,Tl)TR(HQ(.’L‘) - Tl) =1.

Si 27'yz € Q, on a vz € 20 et quitte & agrandir encore €2, on peut supposer

x € Ap(t). On a donc
TrR(Ho(yz) —T2) =1
pour un T € T1 + Hy(Q)). En prenant T3 assez grand, le lemme 3.6.1 implique que
v € R(F). On a déja supposé = € 2y(t), on peut écrire z = efl avec H € ay. La
condition () entraine que H' reste dans un compact. La condition x~1yz € Q
entraine donc
e Hr~elR ¢ )
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ot £ est un compact plus gros. En notant Mg le Levi standard de R, on est ramené
a évaluer le nombre de

(6,n) € MR(F) x Ng(F)
tels que = '9nz € Q. Puisque e® commute & J, cela entraine que J§ reste dans
un compact indépendant de ef’?. Ces § sont en nombre fini et on est ramené &
évaluer le nombre de n € Ni(F) tels que z71nz € C, ot C est un sous-ensemble
compact de Ngr(A). Par 'exponentielle, on descend a l’algebre de Lie ng et on
doit évaluer le nombre de X € ng(F) tels que ad(z)~}(X) € €, ou € est un sous-
ensemble compact de ng(A). On peut majorer la fonction caractéristique de € par
une fonction 1 € C*(ng(A)) & valeurs positives ou nulles. Notre nombre d’éléments
est majoré par

> W(ad(x) (X)) .

Xengr(F)
On utilise la formule de Poisson, en identifiant le dual de ng & I’algebre opposée n.
La transformée de Fourier de ¢ oad(z) ™! est dz(x)oad(z) L. La somme ci-dessus
est égale a

Puisque x € o(t), ad(z) ! dilate nj et la derniere série est bornée indépendam-
ment de x. On obtient une majoration par dg(x). Puisque Fg) (z,T1) = 1, ce terme

est lui-méme essentiellement borné 2 par ép, (). Enfin, puisque xy~! reste dans un

compact, ce dernier terme est essentiellement borné par §p, (z)'/25p, (y)'/2. O

On rappelle que (ag)* est naturellement un sous-espace de h* (avec h comme

dans la section 12.1). Notons h* son orthogonal. A la représentation o est associé
un parametre \(o) € (h2)*.

Lemme 12.2.2. Soit ¢ une fonction de Paley-Wiener sur (agc)*, Alors il
existe une fonction ¢ sur b vérifiant les conditions suivantes :

(i) ¢ est de Paley-Wiener;
(ii) ¢ est invariante par Wg ;
(iii) pour tout p € i(a§)*, p(A(o) + u) > |p(u)[?.
PREUVE. On choisit une fonction de Paley-Wiener ¢ sur (h2)* telle que
P (\o)) =1.
On définit une fonction ¢; sur b par
61(v) = p(vs)p® (v°)
pour v € b, ot vg et v sont les projections orthogonales de v sur (agc)* et (h2)*.

Décomposons A(c) en ses parties réelles et imaginaires : (o) = X (o) + iY (o).
Notons W’ C W le fixateur de X (o) dans We. Pour w ¢ W/, on a

_ S
w (X (0))” # X (o)
(sinon, par comparaison des normes, on a

w (X (0)) = w (X (o))" = X(0)

2. « essentiellement borné » signifie pour nous qu’il existe ¢ tel que le terme soit majoré par
cdpy ()
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et w € W’). On peut donc choisir 3,, € h* tel que B, (w‘l(X(U))) # B (X(a)).
Définissons ¢o par
5:0) = 10) T (Bu(w™ ) = Bu(M@))),
wgWw’
puis ¢3 par

(]53(V) = ¢2(V)(]52 (—E + 2X(0'))7
enfin ¢ par
o)=Y ds(wv)).
weWe
Cette fonction vérifie évidemment les deux premieres conditions de 1’énoncé. Véri-
fions la derniere, soit donc v = A(0) + p, avec p € i(ag)*. Pour w ¢ W’ le terme
¢(w(v)) contient le facteur By, (v) — By (A(0)). Puisque By, est orthogonal a (a§)*,
on a B, (V) = Bu ()\(0)) et le facteur précédent est nul. Donc
o) = 3 d(w®)) .
weWw’
Pour w € W', la partie réelle de w(v) est X (o). Donc

—w(v) +2X(0) =w(v)
et
¢3(w(v)) = ¢2(w(v))d2 (w(r)) 0.
On peut abandonner les w # 1 : ¢(v) > ¢3(v) = |¢p2(v)|*. Pour w ¢ W', la partie
réelle de

ﬂw (wil (V)) - ﬂw ()\(U))
est By (w’l (X(J))) — Bw(X (o)) qui n’est pas nulle. Donc

|Bur (W™ () = Bu (M)

est minoré par un nombre strictement positif. On en déduit une minoration

g2 (w)] > clp1(v)] = clp(p)]
pour un certain ¢ > 0. D’ou

P(v) = Plo(p)* . O

On fixe Q et R avec 7j(Q, R) # 0. Cette condition équivaut a ce qu’il existe un
et un seul parabolique, que l'on note P, avec Q C P C R et 0y(P) = P. On fixe S
et 0. Pour ¥ € Bgl (o), on peut écrire

bS,o,u(f7w)‘I’ = Z f‘b,\l/(/j/)q) )

BEBRQ (o0 )5

ot la somme est finie et fg g est une fonction de Paley-Wiener sur (a$)*. L'ex-
pression souhaitée pour J; (f,w) est donc combinaison linéaire d’intégrales itérées

o LAb &301Qu)_7»<[¥q*ATQEQ@”@ﬂWUE@medﬁwwodu)dx

ol ¢ est une fonction de Paley-Wiener sur (a§)* et dont nous devons montrer la

convergence.
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On note L, L', Ly les Levi standard et Ng, Ng/, Ng, les radicaux unipotents
de Q, Q' et Qp. On fixe un ensemble de Siegel &~ pour le quotient L(F)\L(A)!.
On choisit un sous-ensemble compact Qx, C Ng(A) tel que Ng(A) = No(F)Qn,
et on pose

69 = Oy AGS K .
C’est un ensemble de Siegel pour le quotient Q(F)\G(A)!. On introduit de méme
des ensembles 6”, 6Ql, Sho, &9 et un ensemble S°.

Proposition 12.2.3. Soient ®, U et ¢ comme ci-dessus. Alors il existe ¢ > 0
tel que

/( Q) ‘EQ(:L" @’ QOﬂ)EQI (ya \Ilv ,LL)QD(ILL)‘ d:u‘ < 05p0 (1’)1/2(5130 (y)1/2
i(ag)”

pour tous x € S et Yy € I

PREUVE. Posons
J(z,y,®, ¥, p) = /i(ag)*lEQ(%‘I’ﬂou)EQ’(y,‘I’,u)w(u)du~
L’élément ® est K-fini. La fonction
x> 0 (x)"V2E (2, ®, Oop)

est invariante & gauche par Ng(A) et sa valeur absolue est invariante a gauche
par Ag. Les termes relatifs & Q' vérifient des propriétés similaires. Il en résulte
I'existence d’un nombre fini de couples (®;, ¥;) tels que pour neffzk € GQ, avec
u€ Ng(A),H €ag,z € &L,k € K, et pour un élément similaire v'e” yk' € GQI,
on ait une majoration

J(nefzk,u'e™ yk', &, 0, ) < 5Q(eH)1/25Q/(eH/)1/2ZJ(:c,y,@i,\I!i,ga) .

On peut donc se limiter & majorer J(z,y, ®, ¥, ¢) pour z € S et y € sl D’apres
un théoréme de Dixmier et Malliavin [21], on peut décomposer ¢ en somme finie
de produits de deux fonctions de Paley-Wiener. Cela nous rameéne au cas ou ¢ est
produit de deux telles fonctions @1 et . Par 'inégalité de Schwartz, on voit que

J(z,y, @, 0, p)°
est majoré par
[ B @t P du [ 1B (W m)ali)
i(ag)* i(ag)
Les deux facteurs sont du méme type, a quelques changements inessentiels pres.
Cela nous rameéne a prouver que, pour ¥ et ¢ fixés, il existe ¢ tel que

/< ¢ 1B (y, 0, w)p(p)[* dp < ep, (y)
i(ag *

pour tout y € &Y. 1l existe @ appartenant a une induite convenable pour le
groupe L’ tel que

E9 (y, 0, n) = EX (y, 0", 1)
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pour tout y € &Y. On peut donc aussi bien supposer ici Q = G. On supprime
alors les primes et on pose

J(y,<1>,<ﬂ2)=/( . |E(y, @, p)o(p)* dpe .
i(ag *

De nouveau, on peut supposer que ¢ = @12 et on utilise I'inégalité de Schwartz :
I(y, ®,9%)* < J(y, @, 01)J (y,®,03) -

Cela nous rameéne au cas ol ¢ est un carré, disons ¢ = 3. On applique le
lemme 12.2.2 & g, soit ¢ la fonction qui s’en déduit. Alors

(1) J(y,<1>,s0§)§/ G)*EG(@/AIWM(A(U)+M)EG(y7<I>,u)<b(A(0)+u)du~

On peut inclure ® dans un sous-espace V' de dimension finie de 'induite qui est une
somme de composantes isotypiques pour I'action de K. Soit V' le supplémentaire
de V invariant par K. D’aprés [19, théoréme 3] (qui est une conséquence d’un
théoréme d’Arthur), il existe une fonction h € C°(G(A)) telle que pg, (k) (il
s’agit de laction non tordue usuelle) annule V' et agisse sur V' par multiplication
par ¢(A(o) + ). Considérons alors le noyau Kg((h* = h)';y,y). Son expression
spectrale est somme de termes tous positifs ou nuls et I'un d’eux est le membre de
droite de la relation (1). On en déduit I'inégalité

J(y, ®,05) < Ka((h**h)'5y,y) -

Mais
Ka((h**h)1;y,y) Z R* % h(y zyy) dz
veG(F) e
Il reste a appliquer le lemme 12.2.1 pour obtenir la majoration cherchée. [l

Proposition 12.2.4. Soient &, ¥ et @ comme ci-dessus. Alors l'intégrale
/( o) ATCE? (2, ®,000)E? (y, U, 1) () dps

est absolument convergente. Il existe un réel D et, quel que soit le réel r, il existe
c > 0 tel que cette intégrale soit majorée par

D _D|H||,.L|—

cly|PeP Il b=

pour tout y et tout x = ezl avec H € ag et ek est?

PREUVE. L’opérateur AT? est une combinaison d’intégrales sur des compacts
et de sommes finies, affectées de signes. Considérons 'opérateur (idiot) ol on sup-
. . T,Q .
prime les signes, notons-le A", Il est clair que

IATQ(n)| < AT2(|n])

pour toute fonction h sur Q(F)\G(A). Alors expression
/< a) [ATCER (2, @, 60) B (y, ¥, ()| dps

est majorée par I'image par cet opérateur AK’Q de la fonction
T = J(ﬂ%yaq’,‘l’MP) .

3. Ici, T est considéré comme fixé ; on ne se demande pas comment le ¢ ci-dessus dépend de T'.
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Or cette image est définie par une intégrale convergente, grace a la proposition 12.2.3
et parce que, comme on vient de le dire, AI’Q ne fait intervenir que des intégrales
sur des compacts et des sommes finies. Considérons maintenant la méme expression
sans les valeurs absolues :

LAG)AnQF%%¢ﬂwﬂW%%WJWMMdM~

i(ag)*

Elle est obtenue en appliquant AT (portant sur la variable x) & expression
/(G> E®(z,®,00)EQ (y, ¥, p) (1) dps -
i(ag)*

Celle-ci est a croissance modérée en les deux variables d’apres la proposition 12.2.3.
Ses dérivées en x sont des expressions similaires, la fonction est donc uniformément
a croissance modérée. La majoration de 1’énoncé se déduit alors de la proposi-
tion 4.3.2. O

12.3. Convergence d’une intégrale itérée

Dans la suite le terme T' est un élément régulier de a§, fixe par 6% On le
limite & un domaine défini par des inégalités

1 < a(T) < cadp, (T)

pour tout o € Ag, ol ¢; et co sont des réels strictement positifs arbitraires mais
fixés (avec Ag = Ap,). Dans un tel domaine, les fonctions dp, (T), || et «(T)
pour a € Ag sont équivalentes.

Considérons l'intégrale itérée

/ FE(Hg(y) - T)

ol ¢ est une fonction de Paley-Wiener. L’intégration sur Y, se décompose en une
intégration sur le produit
G
(NQo (F)\Ng, (A)) x (Lo(F)\Lo(A)") x ag, x K .
Par ailleurs, la fonction que l'on intégre est invariante & gauche par Ng(A)NNg/(A).

Posons Qf = Qo N L, QOL/ = Qo N L'. L’application naturelle
Na, (F) (No(A) N Ne/(A))\Ng, (A) = (Noz (F)\Ngz (A)) x (Ngz (F)\Ngz (A))

/(G) ATCE(y, ®,001)E? (y, ¥, n)p () dp| dy
i(ag *

est un isomorphisme. On peut aussi bien intégrer sur
(Noz (F)\Ngz (A)) x (N%,(F)\N%/ (A)) x (Lo(F)\Lo(A)') x a§, x K .
On remplace y par nn’zek (avec x appartenant a Lo(F)\Lg(A)!). La mesure dy

se transforme en &g, (ef) ™1 dndn’ dv dH dk. L'intégrale sur K est inoffensive, on
I'oublie. Posons

(1) Hm%%:/) ATCE? (nae, @, 001) EQ (/xe W, 1) o () dps

i(ag)~

4. 1l faut garder en mémoire que 'on va in fine évaluer les polynémes en 1" = Ty qui n’est
pas nécessairement fp-invariant. Mais ce n’est pas une difficulté étant donné que les polynoémes a
évaluer ne dépendent que de la projection de 7" sur les invariants
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Lemme 12.3.1. II existe un sous-ensemble compact w C ag tel que, si l'inté-
grale I(nn'zef) est non nulle, alors (dans les notations de la section 2.13) q(H) €

Ww.

PREUVE. En effet, on a

(2) I(nn'weH)=/(Q,) /G*AT’QEQ(ner@,Go(uQ/+MQ/))
i(ag )™ 1aQ;

x B (n'wel W, g + 1 )p(ug + p?) dpgr dp®
On a aussi
ATCE? (nzel, ®, 0y (g + p?'))
=dg (efl@)1/2e(Ha 00l AT-Q pQ (nerQ LD, 0, (MQ/))
et

EQ/(n/er, \Ilvu‘Q/ + MQ/) _ 5@/ (eHQ/)1/26—<HQ/-,,U‘Q/>EQ/(n/erQ/7\IJ,MQ/) )

L’expression pour I(nn'ze?) contient donc la sous-intégrale

(3) / e<HQ790(lLQ/)>_<HQ/a/LQ/>¢(MQ, +MQ1)dMQl
ia

Gk
Q’ -1 ’
— /G ) e<90 (HQ)—HQ/,MQ/>()D(MQ, +MQ )d,U/Q’ .
1 Q}
C’est la transformée de Fourier partielle de la fonction ¢, évaluée au point
0, (Hg) — Hegr

Puisque ¢ est de Paley-Wiener, cette transformée de Fourier est a support compact.
Plus précisément, il existe un sous-ensemble compact w’ C ag, tel que, quel que

soit ,qu, le support de cette transformée de Fourier soit inclus dans w’. Donc
05 (Hq) — Ho € o'
ce qui équivaut & g(H) € fp(w’). O

Proposition 12.3.2. L’intégrale

/ E(Hg(y) - T)
YQU

est convergente.

/( G) ATCE(y, ®,00u)E? (y, U, p)p () du| dy
i(ag)™

PREUVE. On doit prouver que le produit de I(nn'zef)
GG(H —T)dg, (™)™

est absolument intégrable. On peut découper le domaine d’intégration en H grace
a la partition du lemme 1.7.5 appliquée au cas P = @y et R = Q. C’est-a-dire que
Pon peut fixer un sous-groupe parabolique P’ avec Qo C P’ C @ et imposer que

$h (H=T)yrQ(H-T)=1.

avec

Compte tenu du lemme 2.13.3, on en déduit la majoration

(4) I(H — To,)|| < 1+ |(H - T)%||
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pour tous T', H tels que
FEH-T)pb (H-T)r3(H-T)=1 et q(H)cw.
Au lieu d’intégrer en
x € Lo(F)\Lo(A)!
on peut intégrer sur x € &Lo. Pour tous n, et H, on peut choisir v € L(F') tel
que
y = 'ymceHQ esl.
D’apres la proposition 12.2.4, il existe D tel que, pour tout r, on ait une majoration

(5) 5y (™) M I (nn/ze™)| < [Jwe™ || PemIHoWII
Montrons que ’on a la relation
(6) IEE |+ 1Ho ()] < 1+ [Ho(y)]l -

D’apres le lemme 3.5.4, il existe ¢ € R tel que
@o(Ho(v'y') —Ho(y')) < c
pour tout « € Agg soit encore
@a (H? +Ho(z) — Ho(y')) < c.
C’est dire qu'il existe H' tel que H' — Hy(y’) soit borné et tel que
H' = H® +Hy(z) + X

ou X est combinaison linéaire d’éléments a coefficients positifs ou nuls de coracines
oV pour a € Agg . Ecrivons X comme une somme :

X=X1+Xo+X3
ou les X; sont combinaison linéaire d’éléments a coefficients positifs ou nuls de
coracines oV pour a € ¥; avec

S =A8 AV S, =A A et Zy=AY .
Parce que
TS (H-T)=1

Hg/ est dans le cone engendré par les w" pour w € ﬁg/, lequel est contenu dans

celui engendré par les a),, pour a € AOQ — A(If/. L’élément X; p/ appartient a ce
dernier céne. On en déduit

IEE N + 11X, || < | HE, + X pr | = [ Hp || << [[H']]
puis, parce que X; — X; pr est injective sur le cone auquel appartient X,
(7) IHZ |+ Xl < (5] -
On a
HG, + X{g, + Xa.q, = Hg, -
D’ou

X || < 1 X2, | < IHHG, |+ I1H'|| + | X4 ]| -
La relation (4) entraine
IHG, || < 1+ |HE |
(la constante implicite dépend de T'). En utilisant (7), la relation ci-dessus devient
(8) [ ]| < 14 [IH]| -
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Parce que x appartient & &, Hy(x) appartient, & une translation fixe prés, au
cone engendré par les () )90 pour a € AOQO, a fortiori & celui engendré par les V.
On en déduit
[Ho (z)|| < 14| Ho(z) + Xs]| -

D’autre part, on a

Ho(x) + X5 = (H') % — X[ — X3
D’ou

[Ho(2)| < 1+ [H'| + | X1l + [| Xzl -
Gréce a (7) et (8), on obtient encore

[Ho ()| < 1+ |[H'|.

Cette relation, jointe & (7) et au fait que H' — Hy(y') est borné, entraine (6). En
utilisant (3) et (6), et en se rappelant que le r de la relation (5) est quelconque,
cette derniere relation entraine

50, ()M I(nn'ze)| < o rUHZ, I+ Ho(2)])
pour tout r. L’intégrale de I’énoncé, limitée comme on ’a dit au domaine défini par
P/
bo (H—T)r3(H-T) =1
est alors bornée par 'intégrale de ’expression de droite ci-dessus sur le domaine
suivant : = parcourt &0, H parcourt un sous-ensemble de ago sur lequel
IH|| < 1+ ||HZ |

et n et n/ restent dans des compacts. Pour r assez grand, cette intégrale est finie. [

12.4. Transformation de ’opérateur AT

On veut calculer 'expression :

| oBal) 1) [ ATCER( B ()0, 000 B (. B dpdy
Yo, i(ﬂg)*

On décompose l'intégrale sur Yo, comme dans la preuve précédente. On peut
commencer par intégrer sur

(Ngg (F)\Ngz (A)) x (N (F)\Ngz (A)) -

Cette intégrale étant a support compact, on peut la permuter avec l'intégrale sur
i(ug)*. On obtient pour composée de ces deux intégrales ’expression

W ATOE g (e () B (e )
iag)”

les indices Qg signifiant que 1’on prend les termes constants. Le lemme 4.1.2 implique
que ceci est nul si gbgo (H —T) # 1. Dans la preuve précédente, on avait découpé
le domaine d’intégration en H selon des paraboliques P’. On voit que maintenant,
seul le domaine correspondant & P’ = () donne une contribution non nulle.

Remarquons que les diverses relations que ’on a établies dans la preuve précé-
dente s’appliquent aussi bien a l'intégrale ci-dessus. La relation (4) implique que,
pour les H qui vérifiant

FEH-T)=1

I'intégrale est nulle hors d’un domaine |H — Tg,|| < ¢, ol ¢ est indépendant de T'.
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On fize un réel n avec 0 < n < 1 que l'on précisera dans la proposition 12.5.1
et sera a lceuvre dans la section 12.6 (on le supposera alors assez voisin de 0).

Pour Z € ag , on note k% la fonction caractéristique du sous-ensemble des
X € a§ tels que || X| < ||Z]|. Remarquons que, quitte & agrandir le ¢’ ci-dessus, les
relations

dp(T) > c(c+1) et [[H-Tg,| <c
entrainent
Q
|H? = Tg, || < [InT||

autrement dit x"7(H® — Tgo) = 1. En utilisant le lemme 4.2.2, on obtient que,
pourvu que dp,(T) > ¢/(c¢ + 1), I'expression (1) multipliée par ¢ (H — T'), vaut

K"T(H? — TG )G5(H —T)¢3 (H —T)
Q 0, 1. - <
x /( o, NTEG, e .00 G (e T, . )
Hag

si ||H—Tg,ll < ¢, et 0 sinon. Mais la preuve de la relation (4) de la proposi-
tion 12.3.2 s’applique aussi bien & I’expression ci-dessus : cette expression est nulle
si |[H — Tg,| > ¢. Donc I'expression (1) multipliée par 55(H — T) est égale &
I’expression ci-dessus pour tout H.

11 est utile de préciser le nombre ¢, qui dépend de . Pour X € b, notons e
la fonction

(X,0)
s eXon) sur i(a)* .

Que se passe-t-il quand on remplace ¢ par pe!*>*) ? En examinant les preuves, on
voit que le nombre ¢ est essentiellement borné par le sup des normes des éléments
du compact w du lemme 12.3.1. Ce dernier est lui-méme essentiellement le support
d’une transformée de Fourier partielle de ¢. Quand on remplace ¢ par son produit
avec e{X*) | le nouvel w est essentiellement un translaté du w initial par une pro-
jection de I'élément X. Le sup des normes de ses éléments est donc essentiellement
borné par 1 4 || X||. Il en est donc de méme de la constante c¢. On a obtenu la
proposition ci-dessous.

Proposition 12.4.1. II existe c¢(p) > 0 tel que :
(i) pour dp,(T) > c(p), on a l’égalité entre

/ 55 (Hg(y) —T)/ ATCE (y, ®,00u)EQ (y, ¥, p)p(p) dudy
Ya, i(ag)*

et
/ / / K1 (H? — TS )GE(H — T)¢3 (H — T)dg, (™)~
ag, JLo(P)\Lo(a) JK
X / ATH®]Qo ESO (zefk, @, Hou)Eg; (zefk, U, n)p(u) dpdk dz dH;
i(ag)*

(ii) Uintégrale intérieure en p du membre de droite ci-dessus est nulle pour
tous x, k si
[1H =Tl > ¢c(e) ;

(iii) pour ¢ fivée, on a une majoration c(pe'X*)) < (14| X)) pour tout X € b.
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12.5. De nouvelles majorations

Proposition 12.5.1. Pour H € ago, considérons

/ // |AT[HQ]’Q°E80(erk,‘I>,90u)
Lo(F)\Lo(A)' /K Ji(ag)*

X Eg(; (xefk, U, p)p(p)|dudk da .

(i) On suppose (;580 (H —T)=1. L’expression ci-dessus est convergente.

(ii) 1l existe ng avec 0 < mo < 1 tel que si n vérifie 0 < n < no, la propriété
sutvante soit vérifie. Il existe ¢ > 0 telle que 'expression ci-dessus soit
L@
magorée par cdg,(e)dp, (T)5™(@5°) pour tout T et tout H vérifiant

Fo(H — T3 (H—T)s" (H? - TG ) =1.

PREUVE. L’intégrale sur K est inessentielle, on I'oublie. On veut majorer 1’in-
tégrale intérieure. Comme dans la preuve de la proposition 12.2.3, on se rameéne a
majorer deux types d’intégrales :

Q
1) [ AT, el 0 oot
iag)”
et
) o VB el i
i(ag)™

Considérons la seconde, que ’on peut écrire
[ B8 (et W, (wo  u) p(uf d
i(ag)*
Sous cette forme, on voit qu’elle se déduit de l'intégrale
/(G) E? (y, U, p) B (y', ¥, 1) (w)|* dpe
iag)*

en prenant les termes constants en chacune des variables y,y’, puis en posant

y =1y = ey (prendre des termes constants consiste & intégrer sur des com-

pacts, cette opération commute & l'intégrale sur i(a§)*). Fixons une fonction h®’

sur Q' (F)\G(A)!, a valeurs positives et telle que
h(y) < op,(y)"* < 9 (y)
pour tout y € ISEA par exemple la fonction

W)= > () lgar (1)
~eQ(F)

oll 144 est la fonction caractéristique de &9 La proposition 12.2.3 nous dit que
la derniére intégrale ci-dessus est essentiellement bornée par k9 (y)h? (y). Donc
(2) est essentiellement bornée par

hgo (er)h?20 (ze') .
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. / N . 7’ 7’ ’ . 7’
La fonction A% est & croissance modérée, donc hgo aussi. Pour H fixé, 'expres-

sion (2) est donc essentiellement bornée par |z|” pour un entier D assez grand.
Considérons 'expression (1). Elle se déduit de méme de

3) Lo B e BTG e
i(ag)™

en prenant en chaque variable les termes constants puis en appliquant ’opérateur
Q
ATH ]’QO, enfin en égalant y = v’ = ze”. Quand on prend les termes constants,

on obtient comme ci-dessus une fonction essentiellement bornée par
he, ()hS, ()

ol h¥ est 'analogue de hQ'. Mais une majoration analogue vaut pour les dérivées
en y et y' de notre fonction : en effet, par les procédés que 1'on a déja employés,
de telles dérivées se majorent par des combinaisons linéaires d’intégrales similaires.
Donc notre fonction est a croissance uniformément modérée en les deux variables y
et ¢’. Quand on applique ensuite les opérateurs ATH Q]’QU, on obtient une fonction
a décroissance rapide en les deux variables grice a la proposition 4.3.2 (I'hypothése
(bgo (H —T) = 1 assure que T[H%] est régulier). Donc, pour tout r, I'expression (1)
est essentiellement bornée par |z|~" pour x € &0 11 en résulte que l'intégrale inté-
rieure de I’expression de la proposition est a décroissance rapide en x. La premiere
assertion de la proposition s’ensuit. Pour la seconde assertion, on a besoin d’un
ingrédient supplémentaire. Montrons qu’il existe D tel que ’on ait une majoration

(4) h, (we'") < b (") ?||”

pour tout H tel que TQO(H) =1 et pour tout z € &S0,

On ne perd rien a supposer le temps de la preuve que Q = G. On peut aussi
supposer que z = e0(®) Posons Y = H +Hy(x). Considérons I’ensemble des para-
boliques standard P’ tels que Qp C P’ et a(Y) > 0 pour toute racine o € X(Npr),
ou on désigne ainsi I’ensemble des racines intervenant dans le radical unipotent Np-
de P’. Remarquons que pour deux paraboliques standard P| et Pj, et en notant
P} =P/ NPj ona

E(Npy) = (Np;) UE(Npy)
Notre ensemble de paraboliques est donc stable par intersection, il possede en consé-
quence un plus petit élément que 1'on note PJ. Si Pj # Qo, soit a € A(};“ — AOQ".
Le parabolique P/, tel que A(I;‘/’ = Ag — {a} contient Qo mais pas PJ. Il existe
donc B € X(Npr) tel que (Y) < 0. On fixe un tel 3 que 'on décompose dans
la base Ag. Le coefficient de « est strictement positif. Puisque 79,(H) = 1, on a
donc 0 < a(H) < B(H). Dot 0 < a(H) < —B(Ho(z)). Cela étant vrai pour tout

o€ Ag(l’ - Ag?“, on obtient une majoration
17| < [[Ho ()]
A fortiori
[Y75]] < [ Ho ()]
On a supposé P # Qo mais cette majoration reste vraie si P} = Qo, auquel cas
Yo = Hy(z). Fixons v € W tel que a(vY) > 0 pour tout a € Af‘;. Pour
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a € Ay — Ag‘;, on a a(vY) = (v™'a)(Y). Puisque v € WF, v~la appartient &
%(Npy), done (v"'a)(Y) > 0. On a donc a(vY’) > 0 pour tout o € Ag.
On a

hgo (efl HHo(@)y — / hE (ne¥ ) dn .
NQo (F)\Ngq, (A)
Pour tout n dans un ensemble de représentants de Ng,(F)\Ng,(4), fixons v €
G(F) tel que yne¥ € &Y. Calculons Ho(yneY ). En utilisant la décomposition de
Bruhat-Tits, on peut supposer que v = v’'wr ot w normalise le Levi minimal et
V', v € Np,(F). Alors
Ho(yne¥) = Hy(eY wn') = wY + Ho(wn')

YvneY. D’apres le lemme 3.3.1, on a une majoration w(Ho(wn’)) <c

oun =e”
pour tout w € Ao, ou c¢ est une certaine constante. On a

wY =vY + (wv! = 1)(vY).
Puisque vY" est dans la chambre positive fermée, on a @ ((wv™t =1)(vY)) < 0 pour
tout @ € Ag. Donc w(Hp(yne¥) — vY) < ¢ pour tout w. Il en résulte que

hE (ne¥) < 0p, (yne¥ )% < 6p, (e?Y )2 .
On a
5y (€)= Gpy ()78 )5E0 (1)
On a (vY)Fo = v(YFo) et, par construction, (vY)p; = Hpy, donc

Hy
PO

vY) pr S P _
Sy (78 = 8y (e7178) = b, ()50 (H0)

On obtient
G Y H P HT6\—1/2 :P§ w(YTo
h¥(ne') <« dg, (e )1/2(562%(6 ) 1/2(5},8(63”( 0)) )
On a montré que |[H| et ||YFo|| étaient essentiellement bornés par |[Ho(z)|. Il en
résulte que le produit des deux derniers termes ci-dessus est borné par |z|” pour D
assez grand. L’intégration en u se faisant sur un compact, (4) en résulte. Montrons
que pourvu que 7 soit assez petit, ’hypothese
(5) FE(H —T)¢3 (H—T)s" (H? - TG) =1
implique
TH(H) =1.
En effet, pour
P Q
a€ Ay, — AQo
I'hypothese 65(H — T') implique a(Hg) > a(Tg). L’hypothese ¢80 (H-T)=1
implique que H® — Tgo est combinaison linéaire & coefficients négatifs ou nuls de
B pour 8 € Ago. On a a(f) < 0, donc a(H?Q) > a(T?) et finalement a(H) >
a(T) > 0. Pour a € Agw il existe une constante absolue ¢ > 0 telle que I’hypothese
K1T(HQ — Tgo) =1 implique
la(H — Tg,)| < ena(T)
(rappelons que T reste dans un cone fixé, cf. section 12.3). D’ou

a(H) > aTg,) — ena(T) > (1 - en)a(T) .
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11 suffit que ¢n < 1 pour que cela entraine o(H) > «(T') > 0. On suppose désormais
Fo(H —T)¢3 (H—T)" (H? - TG ) =1.

On suppose aussi 7 tel que la conclusion de (5) soit vérifiée. Pour simplifier, notons
A Topérateur ATHLQo o C lopérateur qui multiplie une fonction sur

Yo, =~ Qo(F)\G(A)! par la fonction = — Fgo" (z, T[H?)) .
L’intégrale intérieure de ’expression de I’énoncé se majore par la somme de deux
intégrales analogues ot on remplace A soit par A — C, soit par C. Notons

In—c(x, H) et Io(z, H)

ces deux intégrales. Commencons par majorer la premiere. De nouveau, on doit
majorer (2) et analogue, disons (1), de (1) olt A est remplacé par A —C'. Il résulte
de (4) (appliqué a Q" : 'hypothese 7'3; (H) = 1 est satisfaite) que (2) est essen-
tiellement majoré par dg, (eff)|x|P pour un D assez grand. On a une majoration
analogue pour la fonction déduite de (3) par passage aux termes constants. Comme
on ’a expliqué, on I'a méme pour ses dérivées, avec des constantes implicites dé-
pendant de la dérivation mais un D uniforme. En appliquant la proposition 4.3.3,
on voit que (1) est essentiellement majoré par

L
5Qo (eH)e*T‘dpgnLO(T[HQ]) |x|—r

pour n’importe quel 7. On a déja observé (juste avant le lemme 4.2.2) que T[H%]
était « plus régulier » que T, donc

dp, (T) < digny, (TIH®)) .
Il en résulte une majoration
IA—C(xv H) < 6Q0 (eH)e_rdPO @ |$|—r

pour tout r, puis
(6) / In-c(z, H) dz < 5, ()4 T) .
Lo(F)\Lo(A)*

Majorons maintenant I (x, H). L’opérateur A n’intervient plus. Le procédé de la
preuve de la proposition 12.2.3 nous conduit & majorer (2) et une intégrale analogue
ot Q remplace ', mais sous les restrictions

FE(H —T)¢3 (H—T)s" (H? - TG) =1

et Fgoo (x, T[H®?]) = 1. On peut aussi supposer = € &Lo. Montrons que :

— il existe ¢ € R tel que
(7) o(H +Hy(z)) > c pour tout « € A(?O ;

— si i est assez petit, il existe ¢’ > 0 tel que
(8) o(H +Ho(z)) > ddp,(T) pour tout v € AL — AL .
Pour o € A?“, cest clair puisque z € S0, Soit o € AP — A(?O. L’hypothese
FI(;?O" (z, T[H®]) = 1 entraine que Hg(z) — T[H?] est combinaison linéaire & coeffi-
cients négatifs ou nuls de 3 pour 3 € AOQ". On a a(B) > 0, donc

a(Hy(z)) > o(T[H?))
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et on est ramené a considérer a( H + T[H?]). Ecrivons
o B .
Tg,—HY = ). wsba,
BeAG—AF0

avec des x5 > 0 (c’est 'hypohéese ¢80(H —T)=1). D’apres le lemme 4.2.1 on a

THO)=T% - Y azf%.
BeEAT—AFO
Il en résulte que
H+T[HP=Ho+T%— Y apf=Ho-To+T— >  a55.
BEAF-AFC BeA—Ago

SiaeAl - AOQ, les a(B) sont négatifs ou nuls et a(Hg — T) > 0 par Phypothese
ES(H —T) =1. Donc
a(H+T[H?]) > o(T) > dp,(T) .
Supposons enfin a € A(? - AOQO. Alors
oH+TH) =a(T)- Y asa(P)
BeA—ag0
et il existe une constante absolue ¢; > 0 telle que

o(H+T[H®)>dp,(T) —c1  sup zp5.
BeAg —ago

Il existe une constante absolue ¢z > 0 telle que la condition x"7(H® — ng) =1
implique

sup x5 < candp,(T) .
BeAQ A0

Donc
a(H +T[H?)) > (1 - creon)dpy (T) -
Si c1e9m < 1, la conclusion de (7) est vérifiée. En conséquence de (8), les éléments
HP + Hy(2)? et H? + Hy(z)?
restent dans des domaines de Siegel relatifs & Q et Q' (éventuellement plus gros que
ceux que l'on a fixés, mais peu importe). On a alors une majoration
hQ (nzel) < 6p, (M +Ho())1/2
pour tout u € Ng,(A) d’onr
W3, (ze™) < 6, (e TH@)1/2

Donc (2) est essentiellement majoré par dp, (e +Ho(®)) Tl en est de méme de I’ana-
logue de (2) relatif au parabolique @ et donc aussi de I¢(x, H). Alors

/ To(x, H) da < dg, (e") / F (ar, TIHR))6p, () e .
Lo(F)\Lo(A)! Lo(F)\Lo(A)!

On majore la derniere intégrale en se limitant a un domaine de Siegel et en écrivant
x = vak, avec v dans un compact de (Py N Lo)(A), a € ALo(t) et k € K N Lo(A) .
Comme on sait, la décomposition des mesures introduit un ép,(a)~!. L’intégrale
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est donc essentiellement bornée par la mesure du sous-ensemble des a € 2AL0(¢)
tels que Fgoo (a, T[H®]) = 1. En écrivant a = e¥, I’élément Y reste dans l'intérieur
d’un polyedre de aé % dont les cotés ont une longueur essentiellement bornée par
|T[H®?]||, ou encore par

I+ 1] -

La condition k"7 (H® — Tgo) = 1 entraine une majoration
IHC] < T -

Donc le volume du polyedre est borné par ||T'||4™( a5°). On obtient
/ Io(z, H) dr < dq, (eH)IITIIdim(a‘?O) :
Lo(F)\Lo(A)
Jointe & (6), cette majoration entraine celle de 1’énoncé. O

12.6. Retour a la formule de départ

Dorénavant, on suppose 0 < n < ng, ot 1y vérifie les conditions
de la proposition 12.5.1.

La proposition 12.3.2 entraine la convergence dans l'ordre indiqué des doubles
intégrales figurant dans ’expression Jg (f) de la section 12.1. La proposition 12.4.1
entraine ’égalité

T
Jy (f,w) )
= > @R ) S
{Q,R|PoCQCR} {S|PoCSCQ’}

RTINS Sy FY Y S

o€Ilgisc(Ms) TeBR' (o)

_ Q ~
X b5, (H — T)dgq ()™ /( o ATV EG, (e B ) Go)
ag)* - 0
x EQ (zefk, U, ) dpdk da dH .

Cela est vrai sous 'hypothese dp, (T) > /(c(f) + 1) out ¢ > 0 est une constante
absolue et ¢(f) > 0 dépend de f. Quand on remplace f par fx, pour X € b,
les fonctions ¢ qui interviennent dans le calcul sont changées en des combinaisons
linéaires de fonctions ¢e!X:®)  avec s € We. D’apres la proposition 12.4.1, on a donc
une majoration

o(fx) <1+ [IX]

Précisément, Jg (fx) est Vexpression déduite de celle ci-dessus en glissant dans la
derniere intégrale le terme

|W(C|71 Z e(8X.00(A(0)+n))
seWe
On écrit M(o) = X(0) + iY (o). En suivant Arthur, on considére I’ensemble des

quadruplets (@, R, 0, s) qui interviennent dans l’expression de Jg (fx). L'y a une
application

(Q,R,0,5) —~ s 0p(X(0))
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définie sur cet ensemble, a valeurs dans . On note I'" I'ensemble des fibres de cette
application. Pour une fibre I', on note Xt son image. On peut alors écrire

TLfx,w) = X Rl(X, fLw),
rer

ot P (X, f,w) est la sous-somme de J! fx,w) limitée aux (Q, R,0,s) € I' et mul-
tipliée par e~ {Xr:X) (autrement dit, on a sorti de YL (X, f,w) la partie non unitaire
des exponentielles).

12.7. De nouveaux polynémes

Lemme 12.7.1. Soit I" € I'. Pour tout opérateur différentiel D sur by a coeffi-
cients constants, on a une majoration

G e
‘D’(/J?(X, fiw)| < (14 ||X||)d1m(a0 )dPO(T)dlm(uO)
pour tout T et tout X € b.

PREUVE. Le terme ¢ (X, f,w) est somme finie de termes

[/ [ WO - TG )P - )63, (H ~ D)oo, ()
o JLo(F)\Lo(a) /K

Q O, 1. < <
X /(ac)*AT[H POOES (velk, ®,00p) EG, (ref k, U, 1)p(p)
x XY (O)+u) 4y dk da dH .
Appliquer Popérateur D ne fait que remplacer ¢ par une autre fonction de Paley-

Wiener. La proposition 12.5.1 nous permet de majorer essentiellement la triple
intégrale intérieure par

S ()| T[4 (o5

D’autre part, d’apres la proposition 12.4.1, cette triple intégrale est nulle sauf si H
vérifie une majoration

[H = To,ll < 1+ [IX] .

@
Donc DY (X, f,w) est essentiellement borné par le produit de ||7[4™(%°) et de
la mesure du sous-ensemble des H € ago vérifiant cette majoration, laquelle est
essentiellement bornée par

(L4 ]| X [*mGo)
Le lemme en résulte. (Il
Proposition 12.7.2. Pour toutT" € T, il existe une unique fonction pL (X, f,w)

qui est lisse en X et polynomiale en T de degré au plus dim(a§) et qui vérifie les
conditions suivantes :

(i) 4l existe ¢ > tel que
TL fx,w) =Y X pl(X, fw)
rer

si dpy (T) = (1 + [[X]);
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(ii) pour tout opérateur différentiel D a coefficients constants sur b, il existe
R >0 etcy,co >0 tel que

|D(w17‘1(Xa faw) 7p17:(X, f, w))| S clefRdPo(T)
sidp,(T) > co(1 + || X)) ;

(iii) pour tout opérateur différentiel D a coefficients constants sur b, il existe
ReNetcd >0 tels que

IDpE(X, f,w)| < ¢(1 4 | X|[)*dp, (T)4m(E)
pour tous X, T.

PREUVE. Grace au lemme 12.1.2 et a la proposition 12.4.1, on est presque dans
la situation de la proposition 5.1 de [5]. La seule différence est que Arthur dispose
d’une majoration

. G
|Dwg(X7 f7 w)' < dPo (T)dlm(ao )
alors que le lemme ci-dessus nous fournit seulement
[DUE (X, frw)] < (14 X[ d g, (7))
Un examen de la preuve d’Arthur montre que celle-ci s’applique encore, avec bien
stir une conclusion plus faible concernant ’assertion (iii). (]
12.8. Permutation de deux intégrales

Soient @, R, S,0,®, ¥ comme dans la section 12.2. Pour une fonction ¢ sur

i(a$)*, posons au moins formellement

AT(p) = / AT (¢, H) dH
ol

AT (g, H) = RTT(HS = T8,)56(H = T)og, (H — T)dg, (")

Lo(F)\Lo(A)! /K
X /( ¢ AT[HQ]7Q0E80 (.Ter’ ¢790M)E8; (erk‘, \Ilvu)@(/l) d/.L dk dz .
i(ag *

Fixons ¢ de Paley-Wiener sur i(a)*. Considérons une fonction B € C°(ih%*) et

sa transformée de Fourier inverse B sur . On peut restreindre B en une fonction

sur i(a§)*.

Lemme 12.8.1. Les expressions
AT (pelX*) 'H) pour X €, et AT(¢B, H)
sont absolument convergentes. Les expressions
AT ey et AT(¢B)

sont absolument convergentes. L’intégrale
/ AT (petX ) B(X)dX
hG

est absolument convergente et est égale a AT (¢B).
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PREUVE. Résumons ce que 'on a déja prouvé. La proposition 12.5.1 (que l'on
peut aussi bien appliquer & pe{X+*) qui a méme valeur absolue que ) montre que

(1) AT (pelX:*) H) est absolument convergente et |AT (weX:*) H)| est borné
indépendamment de X et H, T étant fixé; plus précisément, I'intégrale
obtenue en remplacant dans AT(goe<X *) H ) toutes les fonctions par leurs
valeurs absolues est bornée.

Par ailleurs, d’apres la proposition 12.4.1 :

(2) il existe ¢ > 0 tel que
AT (e H) =0 sauf si |[H — Tg,|| < c(1+|1X])) -

L’intégrale AT (¢B, H) est aussi absolument convergente puisque @B est essentiel-
lement bornée par . Utilisons la formule d’inversion de Fourier :

B(p) :/ B(X)etm dx .
bG
On obtient formellement

AT (¢B,H) = / B(X)AT (petX*) H)dX .
[]G
Ce calcul est justifié par (1) : quand on remplace toutes les fonctions par leurs
valeurs absolues, I'expression ci-dessus reste essentiellement bornée par
|B(X)|dx
hG
qui est convergente. En utilisant (2), on obtient
AT (pB,H) = / B(X)AT (pe!X*) H)dX .
Xeh || H-Tg, | <c(1+]X]))

Mais I’'intégrale

/ / |B(X)AT (e X*) H)|dX dH
ag, JXenSi| H-Tq, | <c+]X])

est convergente. En effet, on peut oublier le terme AT (pel**) H) d’apres (1).
L’intégrale en H est essentiellement bornée par

(1 + || X )dmeg,)

et 'intégrale restante en X est convergente puisque B est de Schwartz. Cela prouve
la convergence de A” (o B). Cela prouve aussi que I’on peut intervertir les intégrales :

AT (pB) = / B(X) AT (pelX*) H)dH dX .
He Hea s|H-Tqq | <c(1+]X1)
Toujours d’aprés (2), on peut aussi bien supprimer la condition

[H = Tq, || < c(1+[IX]]) -

L’intégrale intérieure devient AT (¢e{X+*)) et on obtient que AT (pB) est donnée par
I'intégrale de I’énoncé, laquelle est absolument convergente. O
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12.9. Un polyndéme associé a la fonction B

Soit B une fonction C'*° a support compact sur ih*, que 'on suppose invariante
par W¢. Pour des données @, R, S, o intervenant dans ’expression ci-dessous, on
définit B, sur i(ag)* par B,(u) = B(iY (o) + 1). On pose

T
JL (B, f,w)

~ 1
D RO )
{Q,R|PoCQCR} {S|PyCSCQ’}

(P ISR DI Y Y K

o€llaisc(Ms) WeBRQ (o)
_ Q ~
x 63 (H —T)dg, (™)~ / ) ATHELQo S (2ol k, By, (f,w) T, Oop)
a

x ES (xet ks, U, 1) By (1) dpdk da dH .

Cette expression est combinaison linéaire finie d’expressions AT (¢B’) du para-
graphe précédent, ot ¢ est de Paley-Wiener et B’ est C™° et & support compact.
Donc les intégrales sont convergentes dans I'ordre indiqué. Pour € > 0, définissons
B¢ par B¢(v) = B(ev) pour tout v € ih%*.

Théoréme 12.9.1. (i) Pour tout B comme ci-dessus, il existe un unique
polyndome 19§(B7 f,w) en T de degré au plus dim(a$') tel que

lim (JX (B, f,w) —pX(B,f,w)) =0.

dPO (T)*)OO
(ii) Supposons B(0) = 1. Alors il existe ¢ > 0 tel que
TL(f.w) = lim T (B, £.00)
si dp, (T) >c.

PREUVE. C’est celle d’Arthur que nous ne reproduisons que pour nous rassurer.
Pour X € h©, on a écrit

TE(fxow) =Y e Nl(X, fw) .
rer
Chaque ¥ (X, f,w) peut s’écrire comme une somme finie
Z Z e<iy(0)’SX>AT<Q,R, o,s,®, \IJ;L,O€<SX’.>)
(Q,R,0,8)€Tl @,¥,p
ou (P, ¥, ) décrit un ensemble fini indépendant de X et ol les
AT(Q, R, 0,5, ®, W; pet* X))

sont les termes du paragraphe précédent (on a simplement précisé leur notation).
Par définition, Jf (f) est 'expression ci-dessus pour X = 0. Pour obtenir

T
JX (B’ f’ w)
on doit glisser les fonctions B, dans les intégrales intérieures des termes

AT(Q, R, 0,5, ®,W; petsX*)) .
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Autrement dit
B f , W Z 11Z)F B f , W

rer
ou

UEB, fw)= Y. > AT(Q,R,0,5,®,V;0B,) .

(Q,R,0,5) 2,V

La fonction B, est la restriction a i(a$)* de la translatée de B par iY (o). La trans-

formée de Fourier inverse de cette translatée est la fonction X — etV (@) B (X).
En appliquant le lemme 12.8.1, on obtient

LB, fw)= Y /B (@ X) N AT(Q, R, 0,5,0,U; ox) dX,
(Q,R,0,s) DV,

cette expression étant absolument convergente.On remplace X par sX ce qui ne
change pas B(X) puisque B est invariante par W¢. On obtient

W, £ = [ BOOUEX, £.0)ax

On pose
pL(B, f,0) Z/ XL (X, f,w) dX
rer

Les intégrales sont convergentes puisque pL (X, f,w) est a croissance modérée en X

(proposition 12.7. 2(iii)) et B est a décroissance rapide C’est un polynéme en T' de
degré au plus dim(a§’) puisqu'il en est de méme de pl (X, f,w). Alors

Jg(B?faw) va Z/ B ’L/)FX.ﬂ ) p%(X,f,w)dX
rer

On découpe chaque intégrale en deux : 'une sur un domaine (1 + || X||) < edp, (T),
lautre sur le complémentaire, ol ¢ est une constante convenable. Dans la premiere,
on a, d’apres la proposition 12.7.2(ii)

WE (X, fw) — pE (X, fow)| < e TR (D)

pour un certain R > 0 et intégrale vérifie la méme majoration puisque B est
intégrable. Dans la deuxiéme, on a

[WF (X, f,w)] + [P (X, f,w)] < (1+ | X[) Pdp, (T) 1)

pour un certain entier D d’apres le lemme 12.7.1 et la proposition 12.7.2(iii). L’in-
tégrale est essentiellement bornée par

dn(@ 6 [ BOOI1+ x)°
XehG(c,T)
ol
(e, T) = {X €5 | (14 1X]) > odp, (7))

Puisque B est de Schwartz, cette expression est essentiellement majorée par

dPo (T)7T
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pour tout réel r. Cela prouve la premiere assertion de I’énoncé. D’apres la proposi-

tion 12.7.2(i), on a
W) = 3" pE(0, fw)
rer
pourvu que dp, (T') soit assez grand. Par inversion de Fourier et d’aprés ’hypothése
B(0) = 1, l'intégrale de B¢ vaut 1. Donc

TT(f.w) /Be (0, f,w) dX
I'er

On a aussi

T(Be, Z/ B (XOpE(X, fow)dX

rer

Le calcul de . A
B¢(X) = ¢ dmOT) B(e71X)
puis un changement de variables entraine 1’égalité
JT(frw) = pT (B frw) = 3 / J(PE (0, £,0) — pE(eX, f,w) dX
rer

Le théoreme des accroissements finis et la proposition 12.7.2(iii) entrainent une
majoration

; G
IPE(0, f,w) — ph(eX, f,w)| < €| X||(1 + | X|)Pdp, (T)dm @)

Toujours parce que B est de Schwartz, la différence ci-dessus est alors essentielle-
ment bornée par €, d’ou la seconde assertion de 1’énoncé. ([



CHAPITRE 13

Calcul de AT(B)

13.1. Une majoration uniforme

Soit ¢ une forme automorphe sur G(F)\G(A) (non nécessairement de carré
intégrable). On sait définir les termes constants cuspidaux de ¢ : ce sont les « com-
posantes cuspidales » ¢p cusp des termes constants ¢p de ¢ pour les différents pa-
raboliques standard P de G, cf. [29, 1.3.5]. Un tel terme ¢pcusp Sécrit sous la
forme

np np,i
(1) OPcusp(T) = Ze<pP+AP’i7HP(x)> ZPP’M (HP(*T))(ZSP,%‘,J‘ (@),
i=1 j=1

ot les Ap; sont des éléments de ap o, pp est la demi-somme usuelle des racines
intervenant dans Np, les pp; ; sont des polynomes sur ap et les ¢p; ; sont des
formes automorphes cuspidales sur

ApP(F\G(A) .

Pour tout P, fixons un sous- ensemble compact I'p C a} ¢, deux entiers naturels np
et dp et un sous-espace de dimension finie Vp de ’espace des formes automorphes
cuspidales sur P(F)2p\G(A). Notons

A((Vp,dp,Tp,np)p;p,cpca)

I’ensemble des formes automorphes ¢ telles que, pour tout P, ¢p cusp puisse s’écrire
sous la forme (1), avec np < np, des Ap; € I'p, des pp; ; de degré inférieur ou égal
a dp et des ¢p;; € Vp (la condition np < np empéche cet ensemble d’étre stable
par addition). On munit cet ensemble d’une « norme » que 'on note ||-||cusp de la
fagon suivante. Pour tout P, notons

POlgdp (Clp)
I’espace des polyndomes de degré < dp sur ap. Munissons
POlgdp (Clp) ® Vp

d’une norme ||| (il s’agit d’un espace de dimension finie, toutes les normes sont
équivalentes). Dans l'expression (1), on peut supposer les \; tous distincts. L’élé-

ment
np,;

Y pri; ©6pa; € Poleg,(ap) ® Vp
j=1
est alors bien déterminé. On pose

np

pcusplleusp =

i=1

np;

Z PP @ P,

Jj=1

181
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puis,
6llcasp = 3 li6 pusplicuss
P
pour
¢ € A((Vp,dp,Tp,np)p.pycrca) -
Lemme 13.1.1. (i) Il existe un réel D et, pour tout X € $U(g), il existe
c > 0 tel que, pour tout ¢ € A((VP,dp,l—‘p,np)p;pocpcc), on ait la
majoration

| Xo(x)| < C||¢||cu5p|x‘D
pour tout © € G(A).
(ii) Pour tout A € ag, il existe ¢ > 0 tel que, pour tout

¢ € A((Vp,dp,Tp,np)p,pcrcc)

et tout x € QlG6G, on ait la majoration

np
($(@)] < cl[Bllonsp 33 eler A HROR) Ho) (1 4 Hp(2))*"
P =1
PREUVE. La conjonction de [29, lemmes 1.4.4(b) et 1.4.3] assure 'existence d’un
réel D et d'un ¢; > 0 tels que

lp(x)] < cl||¢||cu5p|37|D
pour tout x et tout
¢ € A(Vp,dp,Tp,np)p.pycpca) -

Le (a) du méme lemme 1.4.4 assure l'existence de h € C°(G(A)), d’une constante
co > 0 et, pour tout

¢ € A((Vp,dp,Tp,np)p,pycpcc)

d’une forme automorphe ¢’ telle que

(2) 3(h)¢' = ¢
3) sup [¢/(x)] |z]7” < ez sup [p()] || 77
z€G(A) zEG(A)

Pour X € $i(g), on a X¢ = §(Xh)¢'. Puisque h est a support compact, cela entraine
Iexistence de c3 > 0 dépendant de X mais pas de ¢ tel que

sup |Xo(2)||z|™" < ez sup |¢'(x)||2[7" .
zeG(A) z€G(A)

Alors

sup |Xo(z)||z]77 < caes sup |o(a)] |27 < crcacs]|d]lcusp
z€G(A) 2€G(A)

ce qui prouve (i). Le lemme I.4.1 de [29] énonce la majoration (ii) de fagon plus

imprécise : le terme c||¢||lcusp ¥ est remplacé par un réel c¢(¢) > 0 qui n’est pas

précisé. 11 suffit de reprendre la démonstration pour voir que I’on peut prendre

(¢) = cll¢lcusp

avec un ¢ indépendant de ¢. Le seul point un peu subtil est de montrer que dans la
majoration des fonctions siqg ¢ de la page 50 de cette référence, on peut remplacer
la constante non précisée par c||@||cusp OU ¢ est indépendant de ¢. Mais cela résulte
du (i) que 'on vient de prouver et du corollaire 1.2.11 de [29]. O
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13.2. Majoration des termes constants

On fixe, dans les sections suivantes jusqu’en 13.7 inclusivement, des parabo-
liques standard @ C R, avec 7j(Q, R) = 1, un parabolique standard S C Q' et une
représentation o € Hgisc(Mg).

La représentation o intervient dans le spectre discret de Mg(F)\Mg(A)! (o
Mg est le Levi standard de S). D’apreés Langlands, les éléments de celui-ci sont des
résidus de séries d’Eisenstein issus d’une représentation cuspidale. Rappelons plus
précisément les propriétés dont nous avons besoin. Considérons :

— un parabolique standard Scysp C S';

— une représentation automorphe cuspidale oy, de Mg A);

— un opérateur différentiel D a coefficients polynomiaux sur a:g’* ci

cusps

cusp(

— un point vy € ag’*

cusp

s . . .
Pour ®p € BMs (0cusp) €t v € as’* ¢, formons la série d’Eisenstein
cusps

EMS (yv cI)cuspv V)
(la variable y appartient & Mg(A)). On applique 'opérateur D. On suppose que
(1) la fonction DE™S (y, ®cusp, v) est holomorphe en v = 1.

On note
Dy—y EMS (y, Pevsp, V)

sa valeur en v = 1. La premiere assertion est que l'espace de o est engendré par
de telles fonctions

Du:VOEMS (y» (I)cuspv V)

pour des données Scusp, Ocusp, D, Vo et Peusp Vérifiant les conditions précédentes.
Ces données vérifient en fait des conditions supplémentaires. En tout cas, ’assertion
précédente s’induit & @ ou @’. En choisissant convenablement la base B (o), on
peut supposer que pour tout élément W de cette base, il existe des données Scysp,
Ocusps D 10 et Peysp € BQ,(O'CUSP) de sorte que

EQ’(Z/v U, u) = DV=V0EQ/ (Y, Pousp, V + )

pour tout u € (agc)*. Prendre un terme constant et prendre un résidu sont des
opérations qui commutent. En appliquant 1’équation (4) du théoréme 5.2.2, on
obtient

(2) EG (y,V,p) = Dyy, > EQy (4, M(5, v + 1) ®eusp, (v + 1)) -
SGWQ/(GSCUSP,QO)

Rappelons que, nos sous-groupes paraboliques étant standard, on désigne par
WQ (aSCusp7 QO)

I’ensemble des restrictions a ag,, , d’éléments s € W tels que s(ag D ag, et
s est de longueur minimale dans sa classe W®°s (ce qui se traduit par $(Seusp) N Lo
est standard dans Lg) (c¢f. lemme 1.3.7).

Calculons les termes constants cuspidaux de cette forme automorphe, c’est-a-

dire ses termes constants relatifs aux sous-groupes paraboliques standard de Qg
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associés & Sqysp dans @'. Pour un tel sous-groupe parabolique S on a

usp’
ES’. ) (y’ I"u)
cusp

= Dy—y, Z Z M(s's,v + ) Peusp (3, 8's(v + 1))
SEWQ' (a50yep Qo) 8" EW0(as(5cu6p) 057 )

cusp

Les exposants cuspidaux des différents termes sont les s’s(v + ). Notons W(1y) le
stabilisateur de vy dans W* (Mg . Regroupons les différents s’, s selon la classe

s'sW(vp). On obtient que Eg,, (y, U, 1) est la valeur en v = 1y de
cusp

cusp)

(3) Z D( Z M(Slsvy'i‘ﬂ)q)cusp (y7s’s(u—|—u))> .
wGWQ'(ascusp,aséusp)/W(ug) {s,s"|s’s€EwW(v0)}

Remarquons que pour s, $1, s, S tels que ss1 ¢ shsaW(1p), on a

s151(vo + 1) # shs2(vo + 1)

pour un point u € i(ag)* en position générale. Au moins en un tel point pu, I’holo-
morphie de 'expression ci-dessus en v = vy entraine que chaque composante 'est
aussi. D’ou

(4) ES_(y,%.n)

= Z Dy, ( Z M(s's, v+ 1) Peusp (y, 5/5(’/+N))> .

WEWR' (a5,0p )/ W o) s,8';8's€wW (o)

On léve 'hypothése que u est en position générale en considérant cette égalité
comme une égalité de fonctions méromorphes en p. Pour

w e WQ/ (Cls ag:

notons @, le plus petit sous-groupe parabolique standard de Q' tel que ag: C
w(ag). On sait que :

(5) pour p € i(ag)*7 les parties réelles des exposants cuspidaux de
ES (y,%,p)
sont de la forme wvy pour des w € WQl(aScusp7 aSéusp) tels que

Qiu(

cusp

7 —wyg) =1.

(Cf. |28, lemme 7.5 et théoreme 7.1], repris dans [29, corollaire V.3.16 et propo-
sition VI.1.6(c)]. L’exposé le plus clair, mais sans démonstration, est sans doute
[24, §5.2]).

Les termes de 'expression (4) indexés par des w ne vérifiant pas la conclusion

de (5) sont donc nuls. Décomposons EQ; (y, ¥, 1) en

Egmunit (y’ lI/7 M) + E80,+(ya \Ila ,u/> -
Qo

Le premier terme est la sous-somme de (2) indexée par les s tels que s(a3) C ag°,
le second est la sous-somme restante. Par restriction a ag, le premier ensemble
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de sommation s’identifie & W (ag, Qo). Pour un élément s de cet ensemble, on
dispose de l'opérateur
M(S,,U,)Z L(Qiisc (S(F)Q’lG\G(A)) — Lilsc(SS(F)QLG\G(A))7

ot1 S est le parabolique standard de Levi s(Mg). On a (cf. [29, p. 268, égalité (5)]) ! :

6) la fonction DEg, (y, M(s, v+ pu)®Pcusp, s(v+ est holomorphe en v = 1y
Qo H p H
et sa valeur en vy est Eq,(y, M(s, 1)@, 1).

D’ou
(7) ES i@ W)= > Eq,(y,M(s,n)®, 1) .

sEWQ' (a5,Q0)

Cela entraine que Eg;,unic (y, ¥, 1) est holomorphe en p. La différence

Ego,+(yv \Ila :u’) = Ego (ya \117 M) - Egoyunit(ya \117 M)
I'est donc aussi.
Proposition 13.2.1. Soient Q un sous-ensemble compact de i(a§)* et Ty un
élément de al°.
(i) Pour tout X € $i(ly), il existe un entier N € N et un réel ¢ > 0 tels que
IXEG, ("), , )| < cbp (e)/2(1 4 |||
pour tousk e K, peQ, e 8™ He ago tel que TS;(H) =1.
(if) Pour tout X € 3U(ly), il existe un entier N € N et un réel ¢ > 0 tels que

[ XEG, (e k, @, p)| < edp, (we™) 21+ | HI)N (1 + | Ho () )Y

pour tousk e K, p e Q, x € ™, He ago tels que TIC%I(H-F Ho(x) +T1) =1.
(i) Pour tout X € U(lp), il existe un entier N € N et un réel ¢ > 0 tels que

X G, it (", @, )| < 8, (we™) V(1 + (| H|)N (1 + | Ho ()Y

Qo,unit

pour tous k € K, p € Q, x € &Sl et H e ago.
(iv) Il existe un réel R > 0 et, pour tout X € U(ly), il existe un entier N € N
et un réel ¢ > 0 tels que

XEG,  (we"k, @, 1)
< ebpy (@) AL+ [ HIDY (L4 [[Ho(@))Y  sup e Mol HHo()
NN
pour tousk € K, peQ, € &, H e ago tels que Tg(H—i— Ho(z) +Ty) = 1.
PREUVE. La fonction ,
XES (y, @, p)

est combinaison linéaire de fonctions Eg; (y, W, u), avec pour coefficients des fonc-
tions C*° de p. Puisque p reste dans un compact, des majorations pour ces derniéres
fonctions entrainent les mémes majorations pour X ESO (y, @, ). On peut donc se

1. Waldspurger dixit : « Je cite [29] parce que je le connais mieux, mais le résultat est bien
str da a Langlands. »
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limiter au cas X = 1. Comme toujours, le k£ ne compte gueére, on I'oublie. Notons
= I'image de ’application

W€ (as,,.,, Qo) = ag,
s — (sv0)q,

Soit £ € Z. Notons VV(‘?l(ctgcusp7 Qo)¢ la fibre au-dessus de £ et considérons la fonc-
tion

(8) D ( > EqQ, (y, M(5,v + p1)Peusp, s(v + u))) :

SEWR' (a5 yep Q0)e

Son terme constant cuspidal relatif & un parabolique Séusp est la sous-somme de (3)
ou on ne garde que les s € WQ/(aSCDSp,QO)g. Mais pour s, s’ et w comme dans la
relation (3), cette condition sur s se lit sur w : elle équivaut a (wip)g, = £. Donc le
terme constant cuspidal de la fonction ci-dessus est la sous-somme de (3) indexée
par les w vérifiant (wry)g, = £. On a déja dit qu’une telle somme était holomorphe
en v = vg. On Pavait dit pour g en position générale. Mais en reprenant ’argument,
on voit que c’est vrai pour tout u : si w et w’ sont dans deux sous-sommes distinctes,
c’est-a-dire si (wrp)g, # (W'0)g,, on a w(vy + ) # w'(vy + ) pour tout p. Il
résulte alors de [29, lemme 1.4.10] que Uexpression (8) est elle-méme holomorphe
en v = 1. Notons ¢p ,,.¢(z) la valeur de (8)en v = vy et y = ze. On a

B (1" 0 1) = 3 b pcla).
gex

Pour majorer le membre de gauche, on peut fixer { € = et majorer ¢m,,¢(x).
Pour ¢ fixé, considérons cette derniére fonction comme une forme automorphe en
r dépendant de parameétres H et . Son terme constant cuspidal relatif & Sg,,
est la sous-somme de (4) indexée par les w tels que (wrp)g, = & On peut aussi
imposer que w vérifie (5), sinon le terme correspondant est nul. Fixons une fonction
B € C(i(a§)*) qui vaut 1 sur Q, notons €’ le support de B. Le calcul que 'on
vient de faire des termes constants cuspidaux montre que, quand pu reste dans €/,
la fonction ¢, ¢ reste dans un ensemble

A((Vpr,dp,Lpr,npr)prpynncprer)

comme dans le paragraphe précédent. Les polyndmes en Hséusp (z) qui apparaissent
ont des coefficients qui sont eux-mémes fonctions de H et u. Ce sont des produits
de 8¢, (e)'/2, de termes exponentiels e!*(*0+#).H) " de polynémes en H de degrés
bornés et de fonctions méromorphes de p. On ne peut pas affirmer que ces dernieres
fonctions sont holomorphes : c’est seulement le terme constant tout entier que 1’on
sait holomorphe et cela n’entraine pas que chacune de ses composantes le soit.
Appelons fonction affine réelle sur un espace vectoriel réel la somme d’une forme
linéaire réelle et d’une constante réelle. Comme toujours dans la théorie des séries
d’Eisenstein, on peut, pour tout o, fixer une famille finie (a)p=1,....4 de fonctions
affines réelles non nulles sur (ago)* de sorte que le produit de [ [, as (i) avec chacun
des coefficients de nos polynémes en Hg, () soit holomorphe en . Puisque Q'
est compact, on peut fixer une telle famille qui vaut pour chaque point de ©’. On
définit
Uhtpe = B e [[enin) -
b
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Le lemme 13.2.2 (démontré plus bas) nous dit que, pour majorer la fonction ¢ i (2)
pour tout u € i(a$)*, a fortiori pour majorer ¢ ,.¢(x) pour tout p € Q, il suffit
de majorer D’ le, i (z) pour un nombre fini d’opérateurs différentiels D’ (portant

sur la variable ). Fixons un tel D'. La fonction D'y} , . reste dans un ensemble

A((Vpr,dp,Tpr,np)prpnrcpcrr)
(peut-étre plus gros que le précédent car une dérivation augmente les degrés des
polynoémes). On applique le lemme 13.1.1(ii), pour un A que l'on précisera plus
tard. Les P de ce lemme sont ici les S¢,,. Les Ap; sont les s's(vo + p) ou s et
s interviennent dans la sous-somme de (4) correspondant & £. Leurs parties réelles
sont les wyy pour
w e W (as,,,,as1,., )/ W(ro)

tels que (wrp)g, = £ et w vérifie (5). En notant Ws, ¢ cet ensemble de w, on
obtient une majoration

sup|m ue(z)| < sup DYy, elleusp
HEQ pei(a§)*

Z Ssr (I)I/Q Z e()\séusp+wuo,Ho(m))(l+HO(I))N

x cusp
S(’:usp wEWSéusp,E

ou N est un entier assez grand et ¢ une constante absolue. On majore aisément
|D’ 1/)}17 ué”CHSP grace a la description que I'on a faite ci-dessus des coefficients des
polynémes en Hg, (). En multipliant par la fonction [], a;(ix), on a supprimé
les poles en pi. Donc ces coefficients sont des produits de dg, (eH)1/2, de els(votn).H)
de polynomes de degrés bornés en H et de fonctions C*° de u. Puisque u reste dans
le compact €' et que les (svp)g, sont égaux & ¢, on obtient une majoration

sup{[| D'y elleusp | 1 € 1(a§)™} < /g, ()28 (1 4 || H|)Y
(quitte & accroitre le N précédent) avec une constante absolue ¢’. D’ou
(9)  suplm (@) < eddp, (@) 2N b ()12
HEQ

cusp
/
Scusp

™ Z e(ASCusp+wV0,H0(:v)>+<£,H)(1 + ||H0($)H)N(1 + HH”)N )

weEWgr ¢

cusp’

Pour obtenir le (i) de I’énoncé, on prend A = 0. Quitte & agrandir N, on peut
essentiellement majorer I’expression ci-dessus par

0o (e)1/ 2 (14 | H|)V || ¥ .
D’apres (5), &g, est une combinaison linéaire & coefficients négatifs ou nuls d’élé-

ments de Ag; Pour 7'3; (H) =1, on a donc
(& H) <1

et la majoration ci-dessus est celle du (i). Pour obtenir le (ii) de I’énoncé, on doit
prouver que 'on peut choisir A tel que, pour tous S¢,,, w intervenant dans (9) et
pour H, x vérifiant les hypotheses de (ii),

(NStwn + wig, Ho(z)) + (€, H)
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reste borné supérieurement. On a S¢,,o, C Qo et (wry)g, = §. Le terme précédent
est donc égal a

</\S;l,5p + wrg, Ho(z) + H) .
D’apres (5), wyg est une somme & coefficients négatifs ou nuls de projections sur
ass.., d’éléments de AOQI. En prenant \ assez négatif, on peut assurer que

Aséusp _|_ wl/()
est une somme a coefficients négatifs ou nuls d’éléments de Aéy. Puisque
T8 (H +Ho(z) + Ty) = 1

le terme (ASewsr 4+ wug, Ho(x) + H) est bien borné supérieurement. Cela prouve (ii).
Montrons que

(10) B ie(@el 1) = vy ,0(x) .

0

Si s vérifie s(a§) C ag°, on a certainement (svg)g, = 0, c’est-a-dire

s € W@ (ASeusp» Q0)o -

Considérons la forme automorphe

— Q' H
w}{vuvo ({L’) - wH,y,,O(x) - EQO,unit (‘Te 7(1)7 ,Uf) .
On a vu que les exposants cuspidaux de g, o relatifs & un parabolique Séusp
vérifiaient la propriété (5). Mais ceux de

! H
Egg,unit (‘Te ’ (I)v ﬂ)

la vérifient aussi. En effet, on peut appliquer a chaque composante

Eq, (y, M(s, j1)®, )

(¢f. (7)) Panalogue de (5) ou l'on remplace @’ par Qg. Cet analogue nous dit que
ses exposants cuspidaux sont de la forme s’'svg pour des

' € W (a5, 0s7,.)

cusp
tels que

~Qo,s/ s

To " (=8's1p) = 1

cusp

ol Qo s s est le plus petit sous-groupe parabolique standard de @ tel que
/
aQé),s/,s Cs (as(s)) .

En posant w = s's, on vérifie que la condition s(a3) C af;g"

/
QO,S’,S = Qw
d’ou lassertion. Donc les exposants cuspidaux de ¥ 1,0 vérifient aussi (5). Par
construction, ils sont aussi de la forme s’svg avec

(sv0)q, =0, s(a3) ¢ ag et s’ € WQO(as(scuspyasguép) .

entraine 1’égalité

En posant w = s’s, on a encore (wiy)g, = 0. La relation

78" (wrp) =1

Cusp
entraine alors que

Q. Qo

Aslw C A‘S'/

cusp cusp
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autrement dit @), C Qo. Par définition de @Q),, on a alors ag, C w(ag), ce qui
équivaut & w(ay) C a(?g, ou encore & s(a3) C a?“. C’est une contradiction, sauf si
I’ensemble des exposants cuspidaux de 1%1, 4,0 €st vide. Donc cet ensemble est vide
et cela implique comme on le sait que ¢ , o = 0. D’ot (10). Pour démontrer le (iii)
de I’énoncé, on reprend la preuve ci-dessus dans le cas £ = 0. Cette hypothese fait

disparaitre le H dans l’expression
</\Sé“SP + wrg, H()(.TJ) + H> .

On peut donc la borner supérieurement sous la seule hypothese que = € Sho.
D’ou (iii). D’apres (10), on a

! H
EG,  (ze @)= > $upuo() .
£€E;6#0
Pour démontrer (iv), il suffit de prouver que I'on peut choisir A tel que, pour tout

£ # 0, tout Sy, et tout w € Ws; ¢ l'on ait une majoration

<)\Séusp +wrg,Ho(x)+ H) <c—R inf o(H +Hy(z))
acAd —ago

pour des constantes ¢ > 0, R > 0 convenables. On peut supposer que
ASeusp 4 wyy

est une combinaison linéaire a coefficients négatifs ou nuls d’éléments de Ag. L’hypo-
these & # 0, c’est-a-dire (wvy)g, # 0, entraine qu'il y a au moins un « € A(? —A(?O
dont le coefficient est non nul. L’assertion s’ensuit. (I

Lemme 13.2.2. Soient m > 1 un entier et (Bp)p=1,....a une famille de fonctions
affines réelles sur R™, non nulles. Pour tout opérateur différentiel D a coefficients
polynomiauz sur R™, il existe une famille finie Dy, ..., Dy, de tels opérateurs tels
que pour toute fonction h lisse sur R™, on ait la majoration

k

sup [Dh(y)| < sup [DiH(y)|
yeR™ 1—1 YER™

ou H est la fonction
d
H(y) =h(y) [ 8 -
b=1

PREUVE. Ce lemme est élémentaire et certainement bien connu, on donne une
preuve pour la simple commodité du lecteur. Par récurrence sur d, on se ramene
au cas ou d = 1. Par changement de variables, on peut supposer que 'unique forme
affine est la premiere coordonnée y — y;. On peut aussi se limiter aux opérateurs
D de la forme D1 D5 ou D7 ne dépend que de la variable y; et Dy ne dépend que
des variables ys, ..., Y. Supposons le lemme résolu pour m = 1. Il associe a D;
des opérateurs D] 4, ..., D’Lk. Alors les opérateurs D ; Da, ..., D’LkDg valent pour
notre opérateur D1 Ds. On peut donc supposer m = 1 et que I'unique forme affine
est 'identité y — y. On peut aussi supposer que D = §°y?, ou § est I'opérateur
d/dy. Sij > 1, on prend k = 1 et D} = §'y/~L. Supposons j = 0. Il existe
un opérateur D[i] obtenu par les régles de dérivation usuelles tel que, pour h de
Schwartz et H(y) = yh(y), on ait 6'h(y) = y~ "~ D[i]H(y). La fonction D[i]H



190 13. CALCUL DE A”T(B)

s’annule & I'ordre au moins 7 + 1 en 0. Par une application successive du théoreme
des accroissements finis, on trouve pour tout y des points y1,...,¥y; tels que
D[] H (y)| < lyd DI H (y1)| < lyy16*DIH (y2)| < -+ < [yyy -+~ 46" D[] H (yi1)]-

et chaque point appartient au segment joignant 0 a son prédécesseur. En particulier

lyiva] < - < || <yl .

Donc
DI H (y)| < |y["*" sup|6™" ' D[]H ()| ,
y'€R
puis
|6°h(y)| < sup|6" D[] H (y")| .
y'eR
En posant k = 1 et D] = 671 DJ[i], la conclusion du lemme est vérifiée. O

13.3. Simplification du terme constant

On fixe deux éléments ® € B?(0yo)y, ¥ € Bfg/ (o). On fixe une fonction B €
C>(i(ag)*). On définit comme au lemme 12.8.1 un terme AT (B, H) pour H € ag,,
puis un terme AT(B). En remplacant dans ces définitions les fonctions Ego et
Eg; par les fonctions Egmunit et ES{;MM du paragraphe précédent, on obtient de
nouveaux termes AT . (B, H) et AL ..(B).

unit unit

Lemme 13.3.1. (i) Les intégrales définissant les expressions AT (B, H),
AT(B), AL ..(B,H) et AL ..(B) sont absolument convergentes.

unit unit

(if) Pour tout réel r, il existe ¢ > 0 tel que

|AT(B) — Agnit(B)] < cdp, (T) 7.

unit

PREUVE. On a déja démontré au lemme 12.8.1 les assertions du (i) concernant
AT(B,H) et AT(B). On I'a démontré pour une fonction pB, ol ¢ était de Paley-
Wiener, mais ce n’est pas une restriction : toute fonction C*° a support compact est
produit d’une telle fonction et d’une fonction de Paley-Wiener. Donnons une nou-
velle démonstration qui s’applique aussi bien aux termes AL . (B, H) et AL . (B).
Soit H tel que

K"T(H? =TS )GE(H —T)¢3 (H—T)=1.

D’apres ’équation (5) de la proposition 12.5.1, cela implique Tgo(H) = 1. On peut
appliquer la proposition 13.2.1(i) &

"o H
EZ (zek, ¥, p)
pour p dans le support de B. On peut aussi appliquer la proposition similaire a
H
EZ (zek, @, )\)

ol on a posé A = Oy(u) On applique ensuite & cette derniere fonction la proposi-
tion 4.3.2. Il en résulte pour tout réel r une majoration

ATV B8 (e k, ®, N EG, (we'k, W, 1) B(w)]| < e[ B(p)] 2] ™",
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ou c¢ dépend de r, T et H, mais pas de z, k, u. L’expression ci-dessus est intégrable
en ces trois derniéres variables, ce qui prouve I'assertion (i) pour AT (B, H). Comme
dans la preuve de la proposition 12.5.1, on décompose AT (B, H) en

Ag(B?H)_FAX—C(B?H)

ou
At - | [ WO - TG )FBT - )6, (H ~ D)oo, ()
Lo(F)\Lo(A)* JK
X / FR (2, TIH)EG, (ve™ |k, ®, N\ EQS, (xe k, U, 1) B(p) dpu dk dz
i(a§)*
et
AK—C(Bv H)

= «MT(HQ — 79 5'RH—T¢Q I — TV (oH)~1
/Lo<F>\Lo<A>1/K ( 00)9( )9, ( )dq,(e™)

Q
X /(ac)*(AT[H Qo (ES Y(we'k, @, \) — FF°(x, T[H?))ES (ve"k, @, )))
1 s 7
x EQ (vefk, W, p1) B(p) dpndk da .
Considérons la premiere intégrale. On a
FR° (2, TIH®)EG, (ve ki, ®, N EQ, (zel k, U, 1)

_ 6Q(eHQ)1/25Q/(eHQ/ )1/Qe<051HQ_HQ/,uQ/)F1CD?00 (1‘7 T[HQ])

H® ’ 7 7 -
x B3 (ze"" &, ®,00(u?)) ES, (weH ¥k, U, u?') .
On peut écrire 'intégrale intérieure sous la forme

6Q(€HQ)1/26Q' (eHQ/)l/Q

Q ’ ’ ’ ,
x/( o, FR° (2, TIH)EG, (ze'" k, ®,00(u? ) B, (v |, ¥, u@)
i(ag *

X / e<00*1HQ*HQ/,ﬂQ/)B('uQ' + pgr) dug d,uQ/ .
i(ag,)

L’intégrale intérieure de cette expression est la transformée de Fourier partielle de

B en la variable pg/. On peut la majorer par

Bi(65 Ho — Ho)Ba ()

oll By est une fonction de Schwartz sur ag et By € C’go(i(ag )*), toutes deux a
valeurs positives ou nulles. D’ou

|AL(B, H)|

~ Q Q. _ ~ _
< K" (HO — TS )5 B(H — T)¢3, (H — T)éq, ("% )12 By (6, Hg — Hey)

<[ L[ FR i) B
Lo(F)\Lo (&) JK Ji(aZ")*

Q ’ ’ ’ 7
x ’ESO (ze™ "k, @, 0p(u? ))Ego(erQ kU, puQ)

dp® dkdz .
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D’apres I'équation (7) de la proposition 12.5.1 il existe 77 (ne dépendant d’aucune
variable) tel que

Th (H + Ho(z) + T1) = 1

pour tous x € S ot H tels que les fonctions ci-dessus soient non nulles. On
peut appliquer la proposition 13.2.1(ii) aux deux séries d’Eisenstein. On obtient
que l'intégrale intérieure est essentiellement majorée par

Gao eV P [ 6 (@) PR o TUHOD(1 + [ @) ) da

pour un entier D assez grand. Comme dans la preuve de la proposition 12.5.1, cette

derniére intégrale est essentiellement majorée par dp,(T)7, quitte & accroitre D.
D’ou

[AL(B, H)| < dp,(T)P " (H? = T3,)55(H — T)ég, (H —T)
x Bi(05 Ho — Ho ) (1 + [ H|)” .

D’apres le lemme 2.13.3 appliqué & P’ = @, on a sur le support de cette fonction
une majoration

1H = Tooll < llg(H)| -

Puisque El est de Schwartz, on a pour tout réel r une majoration
Bi(6y ' Ho — Hor) < (1+ |65 ' Ho — Her[)™" < (1 + [lg(H)[) ™" .
D’ot1 une majoration
(1) AL (B, H)| < dp,(T)P(1+ [|H = Tg, )™ -
Cette expression est intégrable en H. Considérons maintenant l'intégrale
AifC (Bv H) .
La premiere partie du raisonnement ci-dessus s’applique. D’ou
‘Aifc(B» H)'
< W (H? = TG )5E(H — T)6@, (H — T)dg, (™1 )71/ B, (05 Hg — Ho)
x / / / | |ATEERES (26 k, @, 60 (1))
Lo(F)\Lo(A)! JK Ji(aQ" ) Qo P He o
_FPO (f,T[H DEQO (er kaq)aeo(u ))|
’ Q' ’ ’ ’
X |E80(1:eH k, W, 1@ )|Bg(uQ Ydp®? dkdz .

On applique la proposition 13.2.1 puis la proposition 4.3.3. On obtient pour un
certain entier D et pour tout réel r une majoration

AT ES (167 k, @,00(u?)) — FS° (2, TIH?)ES, (e k, @,00(1?))|
x |EG, (2o kW, u?) [ Ba(u?)
< e W MU 50 (HEHHEY2 (14 || H|)PJa] ™ By(u? )
valable pour tout x € Sk MQI et H tel que
K"T(H? — TS )GH(H —T)¢3 (H—-T)=1.
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Cette expression est intégrable en z, k et p@. D’autre part, T[H?] est « plus
régulier » que T', donc

dp, (T) < i, (TIH?)) .
D’ou
A% _o(BH)| < e @ (HR — 78 )
x GE(H — T)62 (H —T)B1 (05 ' Ho — Hor)(1+ | H)" .

On peut reprendre la preuve de (1) et on obtient cette fois pour tout r une majo-
ration

(2) [ AR (B, H)| < e @1+ ||H — To, )" .

Ceci est encore intégrable en H. Cela prouve d’abord que l'intégrale AT (B) est
absolument convergente. On obtient de plus une majoration

(3) |AT(B) — AL(B)| = [AX _c(B)| < e 74,
ou
AE(B):/G AL(B,H)dH

Qo
et

AR oB) = [ A cmH)AH.
%Q0

La méme démonstration s’applique aux termes AL . (B, H) et AL . (B). On obtient

aussi pour ces termes une relation analogue a (3). Il résulte de (3) et de la relation
analogue que, pour prouver le (ii) de ’énoncé, il suffit de majorer

Ag(B) - Ag,unit(B) .
On a
AE(B’ H) - Ag,unit(Ba H)
-/ [ RO < TG )P - )6, (H ~ T)io, )
Lo(F)\Lo(A)' /K

x/( " FEo (2, TIHO)ES, , (xe"k, &, N\ EG, (vt k, U, 1) B(p) dpdk da .
i(ag *

On utilise la proposition 13.2.1(iv) pour majorer cette expression. Il apparait un
terme

sup efRa(H+Ho(w)) )
A —Ago

Or, d’apres I’équation (7) de la proposition 12.5.1, on a une minoration

inf o(H +Ho(z)) > cdp,(T)

aeA —Ago

pour un ¢ > 0 convenable, pourvu que H et z € Sho appartiennent aux supports
de nos fonctions. Le terme ci-dessus est donc majoré par

(4) echdpo(T) )
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Le calcul se poursuit comme précédemment et on obtient une relation analogue
a (1), ou se glisse ce terme (4) et donc

|Ag(B7 H) - Ag,unit(Bﬂ H)| < e_RCdPU(T)dPO (T>D(1 - HH - TQO H)_r

ou 7 est quelconque. L’intégrale en H de cette expression est évidemment essentiel-
lement bornée par dp,(T))~" pour tout réel r. O

13.4. Simplification du produit scalaire
Pour H € ago et u,v €i(a)* et A = fou posons
wh@(H N\ v) = Z Z Z o{sA—tv, H+T[H?])
S PyCS'CQo seWR(00(as),a5/) teWR' (ag,ag/)
X €20 (sA\ — tv) (M(t, v) " M(s, \)®, ) .

Le produit scalaire est celui de deux éléments de A(Xg, o). Il résulte de la propo-
sition 5.3.3 que wT"@0(H, A, v) est holomorphe en u et v. On note

wh @ (H, p) = wh 9 (H, Opp, 1) .

Posons

Ao (B ) = R0 (09 TG )G T3, =) [ Tt ) an
ag

et

AbB) = [ AL (B
aQO

Proposition 13.4.1. Les deux intégrales ci-dessus sont absolument conver-
gentes. Pour tout réel r, il existe ¢ > 0 tel que

[AT(B) = Ajure(B)] < cdp, ()7

PREUVE. L’expression Agure(B , H) est intégrale d’une fonction C'*° & support

compact, elle est donc absolument convergente. Remarquons que les opérateurs
d’entrelacement M (¢, u) et M(s, A) ne dépendent en fait que de 1@ D’autre part

sA—tp = (s00(u?) — (")) + bo(ne) — ner
et T[H®] appartient & ag°. D’olt ’égalité
wT:Qo (H,p) = ol0o(tgr) =g H) ,T:Qo (H, MQ') )
Comme dans la preuve du paragraphe précédent, on a
AboBH) = [ PO [ e s B9 ) dug dn
i(ad) i(ag,)"
d’ott une majoration

AL e (B, H)| < " (H? — TG )& (H — T)p3, (H — T)

pure

A~

x B1(0y ' (Hg) — HQ/)/( @) wT @0 (H, 4u@)| B (u?) dp?” .
i(ag *

Montrons qu’il existe un entier D tel que I'on ait une majoration

(1) w90 (H, 1) By (u?) < (1+ | H|)Pdp, (T)" .
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Il suffit de majorer w?"@0(H, \,v) pour u et v parcourant un sous-ensemble com-
pact  de i(a$)*. Si chaque terme de la somme définissant w?"@0(H,\,v) était
holomorphe en MQ/7 la majoration serait évidente. Il y a des poles dus aux fonctions
eg}] (sA\ —tv). On peut raisonner comme dans la preuve de la proposition 13.2.1 : le
lemme 13.2.2 nous rameéne a majorer un nombre fini de fonctions

Dp(\, v)w™ 9 (H, X\, v)

ol D est un opérateur différentiel en A, v et p(\,v) est un produit de fonctions
affines réelles tel qu’aprés multiplication par p, plus aucune de nos fonctions n’ait
de poéles pour u,v € Q). La majoration de

Dp(A,v)w™ @ (H, A, v)
est évidente et (1) s’ensuit. De (1) résulte une majoration
|A§ure(B? H)‘ < K’nT(HQ - Tgo)‘}g(H - T)(bgo (H - T)
x B1(05 " (Hq) — Ho)(1 + | H|)Pdp, (T)7 .

En faisant appel au lemme 2.13.3, appliqué au cas P’ = @), on voit que cette dernicre
expression est intégrable en H. D’ou la premiére assertion de ’énoncé. En reprenant
la preuve ci-dessus et celle du lemme 13.3.1, on voit que

|A11;ure(B7H) - Agnit(B7 H)‘

< w"(H - TS )eE(H — T)ég (H — T)B1(05 ' (Hg) — He)
x / X (T H, )| By (u®) dp®
i(ad’ )
ott X (T, H, u?") est égal &
wl @ (H, 1) — 5, ()~
Q /
X / / AT[H ]’QOEgo,unit (mer7 CI)’ GO(IJ’Q ))
Lo(F)\Lo(A)' /K

X ES(;,unit(erk7 U, uQ)dkde .

Pour s € W?(fy(as),Qo), t € WQ/(aS, Qo) et p,v €i(a§)*, posons A\ = fpu et

Wl Qo (H, X, v, 5,1)

_ Z Z Z e(s’s)\ft’tV,HJrT[HQ])

{8"1PoCS’CQo} s’ €W 0 (a4, (s),05/) ' EW 0 (t(as),a5/)
X €20 (s — tv) (M(t't,v) "' M(s's, \)®, 1) .
Ceci est encore holomorphe en A, v. On note
W@ (H, pu,s,t) = wTQ0(H, Oop, s, 5, 1) .
On a 'égalité

wh Qo (H, ) = Z Z W@ (H, p, 5,t) .

sEWQ(0p(as),Qo) teWR' (as,Qo)
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Pour s et ¢t comme ci-dessus, posons
Y(Ta Ha ,LLQI, S, t) = 6@0( H)_l

x/ /ATH 0 B, (wel ke, M(s, 00 (u?)) @, 00(u?"))
Lo(F)\Lo(A)*
X Eg, (vef k, M(t, u@" ), u@") dk dz .

Grace A 'équation (7) de la section 13.2, on peut décomposer X (T, H, 49" en une
somme

> (W (H, 1y ¥ 5,t) — Y (T, H,u? , 5,1)) .
SEW®R (00 (as),Q0),tEWQ’ (as,Qo)

Fixons s et t. Remarquons que, dans l'expression Y (T, H, u@ s,t), on peut sortir
le e des séries d’Eisenstein et on obtient

V(T H, 19, 5,8) = et )t 1)

X/ /ATH Qo Bo (wk, M(s, 00 (1?")) @, o (1?"))
Lo(F)\Lo(A)*
X Eqq (xk, M(t, p@ )W, u@") dk da .

On sait (c¢f. théoréeme 5.4.3) qu’il existe un réel R > 0 tel que, pour uQ dans le
support de Bs, on ait la majoration

W@ (H, MQ/,s,t) —Y(T,H, qu7s7t)| < sup e~ Ra(TIHT)
aeA?O

Comme on I'a dit plusieurs fois, ce dernier terme se majore par e 10( ) D’ou
p ) J p
une majoration

|Apure( ) Aant(B H)‘
< e fAr M (HQ — T VGE(H — T)o3 (H — T)B1 (605 ' (Hq) — Hey).

On continue le calcul comme précédemment et on obtient

—Rd
|APure( ) Alj;mt( )l <e PO(T) .
La derniére assertion de ’énoncé résulte maintenant du lemme 13.3.1(ii). O

T
13.5. Décomposition de A (B)

Le terme AT . (B) est une intégrale en H € aQD. Changeons de variable en

remplacant H par T, + H — Y, ou le nouvel H appartient a ug et Y € ago. La
condition

K1T(HO — TS )F5(H —T)gg (H —T) =1
devient

KTT(YV)EE(H)GG, (-Y) = 1.
Puisque qﬁgo(—Y) =1, on peut écrire

Y = Z ya(av)Qo

a€A-AFO
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avec des y,, > 0. L’élément H + T[H%] du paragraphe précédent devient
To, +H+Y +T[T5 —Y].
On a calculé T[T, ga — Y] dans le lemme 4.2.1 : ce terme vaut
T@ — Z Yo (V)90
a€AG—AFO

Alors
To,+H+Y +T[T5 +Y]=T+H-X

X = Z yaav .

aeAZ-AZO

ou

On peut encore changer de variables en remplacant Y par X. Ce X appartient au
cOne engendré par les éléments de Agg — A(?O. On note C(Q, Qo) ce cone. L’ancien
Y devient Xg,. On a ainsi transformé notre intégrale sur ago en une intégrale sur

ag x C(Q, Qop), Pancienne fonction
K"T(H? — TG )G5(H — T)¢3 (H —T)

devenant m”T(XQU)ﬁg(H) et le terme H + T[Y?] devenant 7'+ H — X. On obser-
vera que la mesure en X n’est plus la mesure euclidienne mais la transportée de la
mesure euclidienne sur ago par la projection injective X +— Xq,. Revenons a la dé-

finition du terme w™>@0(H, \,v) du paragraphe précédent, que I’on note maintenant
wT’QO(H , X, A\, ), avec nos nouvelles variables H et X. L’application

U  W(t(as), asr) = W? (as,as)
teW?' (as,Qo)
qui, & ' € W (t(ag),as) associe t't, est bijective. On remplace la variable d’ori-

gine t par un tel produit #t. On remplace ensuite s par (#')~'s. On obtient

W@ (H, X, \,v)
_ Z Z Z Z e(t/s/\—t/tu,T-i-H—X)
teEWQ' (as,Qo) SEWR(0o(as),t(as)) {S'|PoCS'CQo} t/€ W0 (t(as),agr)
X €20 (t'sh — t'tv) (M(t't, v) "'M('s, \) D, ) .
Le parabolique tS n’a pas de raison d’étre standard mais il existe un unique para-
bolique standard ¢S C Q¢ qui a méme Levi ;M que tS. On peut remplacer ci-dessus

S’ par ,S. La double somme en S’ et ¢’ se transforme en une somme sur P?°(, M)
et on obtient (c¢f. lemme 5.3.4(3)) :

SIPHXAY) = ) S Wl X ),
teWR' (as,Qo) SEWC (0o (as)t(as))
ou
wz’%@o (H, X, l/) — Z e(s)\—ty,H+YS/(T—X))€QOS/ (8/\ _ tV)
S’'ePRo (4 M)
x (M(t,v) " Mg|,s(tv) " Mg/|,s(sA\)M(s, \)®, U) .



198 13. CALCUL DE A”T(B)

On doit intégrer
wh@(H, X, p) = wh9 (H, X, 6o (n), p)

en u, X et H. Chaque wz’th (H, X, \,v) est encore une fonction C* de A, v. On

note wg;fQo(H, X, ) sa valeur en A = 6p(u), v = p. En reprenant les preuves du

paragraphe précédent, on voit que ’on peut sortir les sommes en s et ¢t des intégrales.
On obtient

(2) Ape(B) = Y > AL4(B),

tewe’ (as,Qo) SEWR(0g(as),t(as))
ol
AL B) = [ abn [ wT(Xg) [ Wl X ) B dud X B
a8 ¢(@,Qo) i(aG)*
On fixe t € W9 (ag, Qo) et s € W?(fy(as),t(as)). On a défini
wl P (H, X\ v)

par une sommation sur S’ € P% (,M). Elargissons cette sommation en la faisant
porter sur S’ € PY(;M). Précisément, pour H € ag, v € i(a§)* et A = Oop,
posons

STOHAY) = Y e () )
SEPICM) s (M(t, v) Mgy, 5(tr) " Mgy, 5(sA)M(s, )@, ¥) .
C’est une fonction C* de i et v. On note cuST”tQ(H7 ) sa valeur en v = p.

Proposition 13.5.1. (i) L’intégrale itérée
aTm) = [ g ( [ W B0 de) an
ag i(a§)*

est convergente dans [’ordre indiqué.
(ii) Pour tout réel r, on a une majoration
T T —r
|As,t(B) - As7t(B)| < d'Po (T) "
PREUVE. Les paragraphes 13.6 et 13.7 seront consacrés a la preuve de cette

proposition. O

13.6. Majoration de transformées de Fourier

Considérons I'application linéaire
560 —t: (ag)* — t(a§)*.

On note b son noyau, ¢g son image, ¢g l'orthogonal de by dans (ag)* et b*g lor-
thogonal de ¢’y dans t(ag)*. L’application ci-dessus se restreint en un isomorphisme
LiCg = Cg .

Pour A € t(a§)*, on note Ay et A, ses projections sur b*g et ¢*g. On définit une

application linéaire
bs x t(ag)" — (a§)" x b
(A A) = (u(A A), Ay)
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par (A, A) = X+ :7Y(A,). C’est un isomorphisme. On fixe une fonction By €
Ce(ib’g) telle que By(0) = 1. Rappelons que I'on note ;M et L les Levi standard
de ¢S et Q. Pour X € ib}, A €i(a%,)* et S' € PL(;M), posons

—1 -1
PN A, S") = B(u(A A)) By(Ay) (M (£, (A A)) ™ Mg, (t(A, A))

x Mg, s(tp(A A) + A)M(s, s (X A) + s A)®, U) .
Ces fonctions sont C*° et a support compact en A et A. Considérées comme des

fonctions de A, dépendant d’un parametre A, elles forment une (L, ;M )-famille.
Pour un élément Z € a§, on définit une (L, ;M)-famille familiere par

dZ(A7 S/) _ e(A,YS/(Z)> .

On pose pZ (\; A, S") = o(\; A, S")d? (A, S"). En se limitant aux S’ C Qo, on obtient
des (Lg, M )-familles. Conformément aux définitions de la section 1.10, on définit
les fonctions

AN = Y pF(MA SN (M)
S'ePRo(; M)
et
eHIN) = DT PP (MA S (M)
S'ePQ(,M)

qui sont encore C*° et a supports compacts en A et A.

Lemme 13.6.1. Pour A € iby, A=A, €ic’y, H € ag et X € C(Q,Qo), on a
les égalités

(i) wh Q0 (H, X, u(\A)) B(p(M\,A)) = o759 (A A)
et
(i) WP (H, p(0 A) B(p(A A)) = ol A)

PREUVE. Pour A € it(ag)* en position générale, il résulte des définitions que
i A) =W (H, X (A A), v(X A) B (1A, A)) By (o),
ol
v\ A) =05 s (N A) + 05 s TIA
Il résulte de la définition de p(A, A) que
v\ A) = (N A) + 05 sTEA,
Pour A et A fixés (donc aussi pu(A, A)), il reste a faire tendre Ay, vers 0 pour obtenir

Pégalité (i). La preuve de (ii) est similaire. O

En conséquence, la définition de AT, (B) se récrit

AL(B) = )| [ 3B [ wT(Xg,)
3 €(Q,Q0)

Q

x / / Pl XQ0 (A A)dAdNAX dH .
iby ic:s

On introduit les transformées de Fourier inverses en A des fonctions

eNA S, P(NASY), WA (A) et %200 A)
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que 'on note
PNULS),  PENULS),  o%2nU) et 35P(NU)

le paramétre U appartenant & t(ag)“. Ce sont des transformées de Fourier inverses
de fonctions C*° a support compact, donc des fonctions de Schwartz en U. Par
inversion de Fourier, 'intégrale intérieure de ’expression ci-dessus est égale a

/b Gl U)au,
+S

ol b, s est annulateur de ¢”5 dans t(as)¥. Dot le

Corollaire 13.6.2.

AT (B) = |det(s)| ! / 5L (H) / w17 (Xg0)
G C(Q,Qo)

Q

iby Jb,s

Lemme 13.6.3. Fizons un réel p > 0. Considérons les cing expressions

(1) /55(1{)/ / / P\ U) | dU dA dX dH;
ag €(Q,Qo) Jibg Jo,s
@ [ abun [ et [ ekt e av dvax
ag C(Q,Qo) by Jbys

() / 58 (H) / / / (1— wPT(0)) |75 (A, 1) AU dA dX T,
ag C(Q,Qo) Jib} Jb,s

(4) [ o8 [ [ elhimenav aan;
ag ig b, s
6 [ asun [ [ a-wt@)eli o) da.
a8 ioz, Jo,s i
Alors

(i) Les cing expressions sont convergentes.
(ii) Pour tout réel r, (2) est essentiellement majorée par dp,(T)~".

(iii) Il existe une constante absolue py > 0 telle que, si p > po, (3) et (5) sont
essentiellement majorées pour tout réel r par dp,(T)~".

PREUVE. On traite d’abord l'expression (4). Par définition, la (L, ;M )-famille

(@Z()\y A7 Sl))SIGPQ(tM)

est le produit des (L, ;M )-familles
(gO(A, A7 S/))S/G'PQ(tM)

et (dZ(A, Sl))s’ePQ(,M)' D’apres le lemme 1.10.5, on a
PAP M) = D0 AR (MR ()

PeFR(:+M)
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Ou encore, grace a 1’équation (2) du lemme 1.10.3 :
p’ ’ ’ ’
(,0 M ()\ A) Z (,Dg,()\;AP,)/P/ (AU +Yp/(Z)>1"fDM(UP ,y(Z)) dUP ,
P eFQ(+M) M
ol

y(Z) = (YS'(Z))S'GPQQM)

est la (L, ;M )-famille orthogonale associée & Z. La fonction cpg, (A Apr) est C et
a support compact en A et Ap/. En introduisant sa transformée de Fourier inverse
@g, (\;Upr), Pexpression ci-dessus devient

RLUSEDS / oMUY N (U, Y(2)) 3, (s Upr) dU

P'e ]-'Q(,M)
= Y / AU, 2(2))¢% (A Upr — Ypi(2)) dU .
P eFR(:M)
Cette formule détermine
PREU) = Y TR(UT,(2)8 (\Up —Yei(2)) .
P eFQ(:M)

L’expression (4) est donc majorée par
Y. 1),
PeFR(M)

ou

ity = [ aden [ [ Thwr )

% |@% (A\;Upr — Ypi(T) — H)| dU dANdH .

On a simplifié Y(T' + H) en Y(T) et Yp:(T'+ H) en Yp/(T) + H, ainsi qu’il est
loisible. Fixons P’ € F?(;M). Posons 0 = b,s N a$,, notons ¢ I'orthogonal de cet
espace dans aJGD, et posons

by = b,5 N (t(ag)” @e) .
On a I'égalité
b,s = 0@ by
et la projection sur t(aS)P, est injective sur by. La fonction 951%, (\; V) est a support
compact en A et de Schwartz en V € a%,. On peut fixer une fonction C* et a

support compact C' sur ib§ et des fonctions de Schwartz ¢4 sur 0 et ¢ sur e, toutes
a valeurs positives ou nulles, de sorte que

B2 (V)| < CN)pa(Va) e (Ve),

ou Vy et V, sont les projections orthogonales sur 0 et ¢. On a alors la majoration

6) 17, (P) < / / / /b NTE(UF Y(T)) 6V — Yora(T) — Ha)

X ¢e Upl YP’,E(T) — He) dUdV d NdH

ol on a abrégé les notations, par exemple Yp: o(T) = (Yp/ (T ))e Par le changement
de variable
Ve=V+ Yp/ﬁd(T) + Hy
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et parce que C et ¢4 sont intégrables, on obtient

(1) 15 (P) < / () / TEL (U V(T))be(Upre — Yoo o(T) — Ho)dU dH,
ClQ bﬁ
ou encore

(8) % (P) < /G FE(H)$ (—=Ypro(T) — H.) dH,
a
Q
ou, pour V € e,

STW) = [ TR VD)6 U+ V) U
by

Puisque la projection U + UF " est injective sur by, cette derniere intégrale est a
support compact. Donc ¢l est encore de Schwartz. Pour démontrer que l'intégrale
de droite de (8) est convergente, il suffit de prouver la majoration :

(9) |H| < || Hell pour tout H € ag tel que 5S(H) =1.
On rappelle que l'on a noté € le noyau de I’application q. L’espace b, g est 'annula-
teur dans t(ag)“ de l'image par sfy —t de ag. C’est donc le noyau de 9613_1 —t1
dans t(ag)¥. On a
O ts™t —t7 =05 s (1 — whp)
ott w = s0y(t)"!, donc b,s est le noyau de 1 — wby dans t(ag)®. Mais w fixe ag.
Donc
(X —whoX)q = ¢(X)
pour tout X et le noyau de 1 — wfy est contenu dans €. A fortiori
(10) bsCt.
Il en résulte une majoration
lg(H)|| < [ He]| -
On utilise le lemme 2.13.2 : on a une majoration | H|| < ||¢(H)]||. La majoration (9)
en résulte. Cela achéve la preuve de la convergence de (4). Considérons 'expres-
sion (5). On voit comme ci-dessus qu’elle est majorée par
Z I(,J;) (P/)v
P'eFQ(, M)
avec

1(7;)(13’)<</G ?TR(H)//b (1 - w"T(U +V))DH, (U, V()
ag 0 Jby

X ¢q(V =Ypr a(T) — Hg)pe(Upr o — Ypr o(T) — He)dU dV dH
(¢f. (6) ci-dessus, on on s’est débarrassé de U'intégrale en \). Fixons p’ > 0 que
Pon précisera plus tard. On majore I(g)(P’) par I(T5)72(P’) + I(T5)7<(P’), ces termes
étant définis par l'intégrale précédente ol ’on glisse la fonction 1 — HPIT(H ) dans le
premier terme et la fonction x?'7(H) dans le second. Majorons d’abord I(TE)) S (P).

[Ees

On a une majoration similaire & (7) :

(11) I . (P) < /G(1—f-;P’T(H))&g(H)/b rh (UP, )(T))

X ¢e(Upre = Ypr o(T) — He) dU dH
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ou la constante implicite ne dépend pas de T. Les constantes c1, ¢, etc., que 'on
va introduire sont absolues, c’est-a-dire ne dépendent d’aucune des variables T,
H, etc. Elles ne dépendent pas non plus de @, R, etc., simplement parce que ces
derniéres données ne parcourent que des ensembles finis. Il existe ¢; > 0 tel que la
condition

Pl P/

F,M(U ,y(T)) =1
entraine
Pl
U7 <alT| -

Puisque lapplication U — UF " est injective, il existe co > 0 tel que cette méme
condition entraine ||U|| < e2||T|, donc aussi [|[Ups || < co||T||. II existe ¢z > 0 tel
que cette relation entraine

1Upre + Ypro(T)|| < csl| T -

D’apreés (9), il existe ¢4 > 0 tel que ||He|| > c4]|H||. La condition 1 — x?'T(H) = 1
entraine ||H.|| > cap’||T||. On fixe p’ tel que cqp’ > 3. Alors les deux conditions
ensemble entrainent 1’ inégalité

c
U = YoroD) = £l = (e = 2 )]
Puisque ¢, est de Schwartz, I’expression (11) est donc essentiellement majorée par

[ a=wemm) [ e ) avan

Q

pour n’importe quel réel r. L’intégrale en U est essentiellement majorée par ||T||?
pour un entier D convenable. L’intégrale en H est essentiellement majorée par
[IT]]~". On en déduit une majoration

(12) I(TE,)Z(P’) < dp,(T)™"
pour tout réel r. Traitons maintenant I (T5)7 (P"). Rappelons que

IZ;,),<(P') :/

) 5 (H) T (H) /D /b JCE V))T7, (UF Y(T))
X ¢q(V =Ypra(T) — Ha)pe(Upr o — Ypr o(T) — He)dU dV dH .
On a encore |U|| < ¢2||T||. Ajoutons la condition
(1-rTU+V)) =1
c’est-a-dire ||[U + V|| > p||T||. Si p > c2, les deux conditions entrainent que
VI = (p = e IT]

c’est-a-dire

(1—rkl==T(V)) =1.
A fortiori V # 0 et 'espace ? n’est pas nul. On a fixé p’ ci-dessus. Il existe c5 > 0
tel que ' T(H) = 1 entraine

Ypa(T) = Hall < ¢5|T] -

Supposons p > ¢ + ¢5. Alors nos conditions entrainent

C,
IV = Ypra — Hal > (1 _ 5 )nvn .
p—C2
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Puisque ¢4 est de Schwartz, I(T5) ~(P’) est essentiellement majorée par

[oeman [ [ T y@) v - s w)

G b .

" o ¢e(UP’,e - YP’,e(T) - He) dUdV dH
pour n’importe quel réel r. On majore encore ¢, par une constante. Les intégrales
en H et U sont essentiellement bornées par ||T||” pour un entier D convenable.
L’intégrale en V est essentiellement bornée par || T||~" pour n’importe quel réel r.
D’ott une majoration

15 <(P") < dp,(T)™"

pour tout réel r. Jointe & (12), elle prouve l'assertion de I’énoncé concernant ’expres-
sion (5). Considérons maintenant I’expression (1). On voit comme précédemment
qu’elle est essentiellement majorée par

. 1P,
P eFRo(+ M)

ou

ey = [ ogun [ [, e v =)
ag €(QQo) Jiby Jo,s
X |<2?A"4(>\;Upf —Yp/(T—X)—H)|dUdNdX dH .

On fixe P’ € FQo(,M). On pose les mémes définitions que dans la partie de la
preuve consacrée & 'expression (4). On obtient une majoration similaire & (7) :

I (P) < /G5§(H)/ / [0 (U7 (T = X))
a$ C(Q,Qo) Jby % ¢6(UP’,6 _ YP’,e(T _ X) — He) dUdX dH .

Décomposons ¢ en ey @ ¢, ol ¢, est I'orthogonal de b,s dans ago et ey est son

orthogonal dans ¢ (parce que P’ C Qq, ¢, est bien contenu dans ¢).On peut fixer
des fonctions de Schwartz ¢, sur ey et ¢, sur e, de sorte que, pour V € e, ¢.(V) <
¢y (Vi) #,(V4), avec le méme genre de notations que précédemment. Alors

IhH(P) < /G 55(H)/C i T (U7 V(T = X)) [ 65Uy = Ypr (T — X) — Hy)

K (@.Q0) Ty % &y(~Ty — Hy, + X,) AU dX dH .
On a utilisé que la projection de Yp/ (T — X) dans e, n’était autre que T, — X,
ce qui résulte de l'inclusion P’ C Q. On majore ¢y par une constante. Puisque
U U est injective, I'intégrale en U est essentiellement bornée par

17 + (1 + X[

pour un D convenable. Puisque ¢, est de Schwartz, 1’expression ci-dessus sera
convergente si I’on montre que pour tout T, tout H € ag tel que GS(H) =1
et tout X € C(Q, Qp), on a une majoration

(13) IH| + X1 < IT; + Hy — Xo| -

L’espace £ contient a la fois a(?" et b,s d’aprés (10). Il contient donc le noyau

aéy ® 0 @ ¢y de la projection sur e,. On a donc
lg(WII < [IV5 |
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pour tout V. On applique cette relation a
V=T+H-Xg, -

Puisque ¢(T') = 0, il reste a appliquer le lemme 2.13.2 pour en déduire (13). Cela
prouve la convergence de l'expression (1). Plus précisément, on déduit de (13) une
majoration

Ity (P <</ / TP (1 + || X )" (1 + ||H|)~" dX dH
ag J€(Q,Qo)

pour tout réel r. Considérons maintenant expression (2). La seule différence est
que le terme 1 — H”T(XQO) se glisse dans les calculs. La majoration ci-dessus est
alors remplacée par

17 (P) < / / T4 (1 — K77 (X)) (1 -+ |1X]) " (1 + |[H|) " dX dH |
oS JC(Q.Qo)

Cette expression est convergente et majorée par | T||~" pour tout réel r. Cela prouve
le (ii) de I’énoncé. Considérons maintenant 'expression (3). Remarquons que, pour
démontrer I'assertion la concernant, on peut aussi bien y glisser

(X q,) -

En effet, en notant (3') cette nouvelle expression, la différence entre (3) et (3')
vérifie grace a (ii) la majoration souhaitée. Pour majorer (3'), on peut reprendre
le raisonnement qui a servi & majorer (5). Puisque || X¢,|| reste borné par n||T|| et
que X — Xg, est injective sur le cone auquel appartient X, les coordonnées de X
qui s’introduisent dans les calculs ne perturbent pas ce raisonnement. Il intervient
une intégrale supplémentaire en X qui reste bornée par celle de k"7(Xg,), donc
par ||T||” pour un D convenable, ce qui ne change rien au résultat. O

13.7. Deux lemmes et fin de la preuve de la proposition 13.5.1

On fixe un réel p > pp, ol pg est le réel du (iii) du lemme précédent. Posons

BY = |det(e)| ™!

></G 8§(H)/*/ f#’T(U)/ Gl =R\ U)dX dU dAdH .
ag ibg Jib, s €(Q,Qo)

En utilisant le corollaire 13.6.2 et les assertions du lemme précédent concernant les
expressions (1), (2) et (3), on voit que cette expression est absolument convergente
et que 'on a une majoration

(1) 1AL, = BT | < dp (1)~

pour tout réel r.
Notons Z:rs I’ensemble des racines de a, 5s qui sont positives pour le parabolique
standard ;S. Pour tout S’ € P20 (,M), notons a(S’) le nombre d’éléments de

(—As) NS

(ou encore de (—Ag}’) NY7%) et C9(S') C t(ag)? le cone formé des

aeAonx T ae(-AZ0)NT Ty
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avec des z, > 0 et des y, > 0. En remplacant les exposants 0y par ), on définit
de méme le cone C?(S’) C t(as)? pour tout S’ € PQ(,M).
Lemme 13.7.1. Pour tous Z € a§’, A € b} et U € b,s, on a légalité
phre ) = T (1) / PNU —Ys/(2) +V,8)dV .
S/GPQO(tM) cQo (S/)

PREUVE. D’apres le lemme 1.10.3, on a
PHP (A A) = / / MUY 19 (U, ¥) 3% @0 (\; V) AU dY,
$,m(Qo) Jt(as)@o

ou

ﬁtM(QO) = @1 ag’

P'eFQo (M)

et $%20()\; ) est une fonction sur cet espace qui « globalise » les différentes fonc-
tions $Z(\;Y,S") pour S’ € P (,M). La proposition 1.8.7 affirme que

FfQJ&(U7 y) = Z (_l)a(S )1CQ0(S/)(Y§O - Uv)7
S'ePRo (¢ M)

ol 1¢, g1y est la fonction caractéristique du cone C90(S’). Il en résulte D'égalité
AP A) = / MUHYa)  § (Cpyals)
t(ag)®o S/eP R0 (, M)

X / 1CQ0(S’)(YQO —U)PZ(\Y,8)dYy dU .
UG
S/
D’ou
LN
- Y (e / Leao (s (V — U)GE (N V + Ug,, 5)dV .
51€PQ0(, M) t(as)0

On vérifie que
PP(NY,8) = B(NY ~ Y (2),5") .

Par le changement de variable V — U®0 + V, I'intégrale intérieure devient
/ ST — Yo (Z) 4V §')dV
€0 (")
et la formule ci-dessus devient celle de I’énoncé. O

L’intégrale intérieure de I'expression E{ devient
3 (—1)a<5’>/ / BOU — Yo (T — X)— H+V, ) dV dX
57€PQo (M) C(Q,Qo) JC0(S)

cette expression étant évidemment absolument convergente. Pour S’ € P90 (,M),
choisissons u € W0 tel que u(S’) soit standard et notons Ys/(X) la projection de
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w1 X sur t(ag)®. On a Yo/(T — X) = Yo (T) — Ys(X). 1l résulte des définitions
que 'application
C(Q. Qo) x C¥(8') — t(as)“
(X, V)= Yo (X)+V

est injective et a pour image le cone C?(S’ ). Elle ne respecte pas les mesures eu-
clidiennes. Pour nous, les cones C?0(S’) et C?(S’) sont bien munis de ces mesures,
mais C(Q, Qo) est muni de la mesure introduite & la proposition 13.5.1, pour la-
quelle la projection sur ad, préserve les mesures, ce dernier espace étant muni de la

mesure euclidienne. On voit alors que 'application ci-dessus préserve les mesures.
L’expression précédente devient

S (s / BOU — Yo (T) — H4V,S)dV .
S/€P0(, M) ce(s)

Il y a un lemme similaire au précédent ou )¢ est remplacé par ). La somme ci-
dessus vaut donc

o) - > (—1)*(5) / PNU(S H.T)+V,8)dV
S1€PQ(,M)—PR0(, M) ce(s”)
avec
U(S' HT)=U—-Ys(T)— H .
On en déduit 1’égalité
(2) E? = E,2T - Eg?
ou

ET = |det(L)|*1/ 53(1{)/ / kTN U) dU dNdH,
ag iy, Jb,s ’
et
Ef = |det(L)|_1/ ag(H)/ / x*T(U) Z (—1)e(5")
ug ibg Jb,s S'ePR(,M)—PRo (M)
x/ o(\U - Y (T)— H+V,8)dV dU dNdH .
CR(S)

Cette décomposition est justifiée car l'expression EZ est absolument convergente

(expression (4) du lemme 13.6.3), donc EY est convergente au moins dans I'ordre
indiqué. Pour S” € PQ(,M) — P?(,M), posons

BT — / 5 (H) / / w7 (U)
ad iby Jib, s
></ IpNU — Yo (T) — H+V,S8")|dV dU dAdH .
CR(S")

On a évidemment

(3) EY| < > EL .
S'ePR(;M)—PR0 (M)
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Lemme 13.7.2. Pour tout
S e PO M) — P (M)
et tout réel r, on a une majoration
EL < dp,(T)™".

PREUVE. On a noté £ le noyau de ¢g. On note £ sa projection sur t(ag)®, ou
son intersection avec cet espace (cela revient au méme puisque a6S Cag’ C€).On
note § I'orthogonal de & dans t(as)“ (qui est aussi I'orthogonal de £ dans a§’). On
fixe une fonction C' € C°(ib%) et des fonctions de Schwartz ¢y, sur €&, ¢ sur f, a
valeurs positives ou nulles, de sorte que

BNV, 8N < C(N) (Vi) s (Vi)
avec des notations familieres. Grace au lemme 13.6.3(10), et puisque C est inté-
grable, on obtient

EL, <</G a—g(H)/ KPT(U)/Q (U — Yo x(T) — Hy + Vi)
K b S G (~Ye f(T) — Hy + V;)dV dU dH .

Notons C?(S")g, la projection orthogonale de C?(S’) dans ago. Pour
X €C?(S")q,

la fibre de cette projection est de la forme V(X )+C(X) ot V(X)) est un élément fixé
de la fibre et C(X) est un sous-ensemble convexe de t(ag)®°. Si X est en position
générale, ce sous-ensemble est d’intérieur non vide. On peut décomposer 'intégrale
sur C9(S’) en une intégrale sur C?(S’)g, d’intégrales sur les fibres. On peut majorer
brutalement ces derniéres intégrales par I'intégrale sur ¢(ag)®° tout entier. En se
rappelant que cet espace est contenu dans €;, on obtient

EL < / 5 (H) / KT () br(=Ysr ¢(T) — Hy + X;)
ag ib, s C2(S) Qo

X/ o(U—Ys o(T) - H,+V(X)p,+V)dVdX dU dH .
t(as)@o

Puisque ¢y est de Schwartz, la derniere intégrale intérieure est majorée indépen-
damment de T, H, X et U. On intégre ensuite en U la fonction x?7(U). Cette
intégrale est essentiellement majorée par ||T||” pour un D convenable. D’ott

BL < 1217 [ S8 [ op(-Yes (1)~ Hy + Xp)dXdH .
aS CQ(S)ay

On va montrer que pour H tel que EQR(H) =1 et pour X € C?(5")q,, on a une
majoration

(4) 1T+ 1 H] + [ X < 1+ | =Ysr s (T) — Hy + X -

On en déduira une majoration
B2 [ [ )T X ax
ag JC2(8")qq

pour tout réel r. Ceci est essentiellement majoré par dp,(7)~" pour tout r, ce qui
démontrera le lemme. Revenons & (4). Le cone C?(S") est engendré par des o pour



13.7. DEUX LEMMES ET FIN DE LA PREUVE DE LA PROPOSITION 13.5.1 209

o€ E:’S N (:I:Ag,). Donc C?(S5")g, est contenu dans le cone engendré par les B,
pour a € A(? - AOQO. Autrement dit, un élément X de ce cone vérifie ¢80(—X) =1
On ne fait que renforcer (4) en remplagant I'’hypothése X € C?(S")qg, par X € ago
et ¢80(—X) = 1. Puisque f est I'orthogonal de £, on a en tout cas
l¢(Ys/(T) + H = X)|| < || =Y f(T') — Hy + X¢]| .
Soit u € W tel que u(S’) soit standard. On a
Yo (T) = (u ' T+ Ty —u'Ty),s =T's — X(T),s
ol
T =T+Ty—u Ty et X(T)=T-u'T.
Puisque ags C ag?" C ¢ et puisque ¢(T) =0, on a
q(Ys (1)) = q(T's — X(T),s) = q(T' — X(T)q,) = ¢(To —u" Ty — X(T)q,) .
Remarquons que
63, (X (T)q,) =1.
En appliquant le lemme 2.13.2 & H et —X — X(T')g,, on obtient
[H] + X (T)q, + X[ < 1+ lg(Ys/(T) + H = X)|| ,

le 1 servant & se débarrasser du terme constant ¢(Tp — u~'Tp). Puisque X (T)q, et
X sont dans un méme « vrai » cbne, on peut remplacer | X(T)g, + X|| par

I X(T)qoll + 1 XTI -
Pour obtenir (4), il suffit maintenant de prouver une majoration
1T < [ X(T) ol -

D’aprés le lemme 1.5.2, X (T') est combinaison linéaire des a¥ pour o € R(u), avec
des coefficients supérieurs ou égaux a dp, (7). Or hypotheése que S’ ¢ Qo implique
qu’il y a au moins un o € R(u) tel que sa projection aég ne soit pas nulle. Dans la
base

{ad, |a€ AT — AT}

de ago, au moins 1'un des coefficients de X (T)g, est donc supéricur ou égal a

dp,(T). Cela prouve la majoration précédente et cela achéve la démonstration du
lemme 13.7.2. O

Nous pouvons maintenant achever la preuve de la proposition 13.5.1. Posons

E4T=Idet(t)l‘1/ &S(H)/ / LN U) AU AN dH .
S iby Jb,s

aQ

Ceci est encore convergent et 'assertion du lemme 13.6.3 concernant l’expres-
sion 13.6.3(5) montre que

(5) B3 — Ef| < dp(T)"

pour tout réel r. Par inversion de Fourier de 'intégrale intérieure, on a

BT = laet(o [ w8 [ [ GliRiadaanan.
g iby Jicrg

aQ
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Cette expression est convergente dans l'ordre indiqué. On peut regrouper les deux
intégrales intérieures (les fonctions sont & supports compacts en A et A). En utilisant
le lemme 13.6.1(ii) et par le changement de variable (A, A) — u(A, A), on obtient

B = [ o8 [ wlR(Hn B dudt = AL(B).
ag i(a§)* ’ ’
Cela démontre que cette expression est convergente dans ’ordre indiqué. En addi-
tionant (1), (2), (3), (5) et le lemme 13.7.2, on obtient la majoration
‘Azt - AsT,t| <L dp,(T)™"

pour tout r. Ceci acheve la preuve de la proposition 13.5.1. O

Rappelons les hypotheéses sur Q et R:ona Py C Q C Ret 77(Q,R) #0. On a
défini AT (B) dans la section 12.8. Pour t € W' (ag, Qo) et s € WC (60(as), t(as)),
on a défini AT, (B) a la section 13.5.

Corollaire 13.7.3. Pour tout réel r, on a la majoration

ATB) - > AT,(B)| < dp,(T)".
teEW Q' (as,Qo) SEWR(0o(as),t(as))

PREUVE. Cela résulte des propositions 13.4.1, 13.5.1 et de la relation 13.5.1(i).
(]

13.8. Elargissement des sommations

Rappelons (cf. lemme 1.3.7) que WQ/(CLS7 Qo) est 'ensemble des restrictions a
as d’éléments t € W' tels que t(ag) D ag, et t € [W\WX'], ol on note ainsi
I'ensemble des t € W?' qui sont de longueur minimale dans leur classe W®ot.

Lemme 13.8.1. On a l’inclusion WQ/(aS,QO) C W% ag, Q).
PrREUVE. I suffit de montrer que
(1) [We\W?] = (WAWE nWe .

D’aprés le lemme 1.3.5, un élément ¢ € [W20\WQ'] vérifie t~'a > 0 pour o € AF?.
11 vérifie aussi t ~'a > 0 pour « € A(? - AOQO car une telle racine o intervient dans
le radical unipotent de Q' et I’ensemble des racines intervenant dans ce radical uni-
potent est conservé par t. Donc t~'a > 0 pour tout o € A(% ce qui signifie, encore
d’apres le lemme 1.3.5, que t est de longueur minimale dans sa classe W®t. Cela
prouve 'inclusion du membre de gauche de (1) dans celui de droite. Inversement,
soit w € [WR\WE| N W', Soit ¢ 'élément de longueur minimale dans la classe
W®0q. Par ce que P’on vient de prouver, ¢ est aussi de longueur minimale dans
WECt. Mais W@w = W9¢, donc w = t. Il

On va maintenant élargir les hypotheses sur @) et R : on suppose seulement
PhCQCR

et on abandonne ’hypothése 7j(Q, R) # 0, mais on conserve les hypothéses sur S,
o et B. Pour t € W% (ag,Q), on pose

7(Q,R;t) = z:(—l)aﬁ_aa avecQCPCRette WP,

P
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L’ ensemble des P satisfaisant ces conditions _peut étre Vlde S il est non vide, il
existe P1 C P2 tel que ce soit I’ensemble des P tels que P1 cPc P2 Remarquons
en passant que P» = R~. On en déduit que 7(Q, R;t) est non nul si et seulement
s’il existe un unique P vérifiant les conditions de (13.8). Et dans ce cas on a :

(@, R;t) = (=1)*r % .
On a défini & la section 13.5 une expression AL, (B) pour
te W?(as,Q0) et s€ W?(by(ag), t(ag)) .

On peut aussi bien la définir, au moins formellement, pour t € W% (ag, Q) et s
comme précédemment.
Proposition 13.8.2. Soient t € W% (as,Q) et s € W?(by(ag),t(as)). On
suppose (@, R;t) # 0.
(i) L’expression AL (B) est convergente dans Uordre indiqué.

(i) Supposons t ¢ W (ag, Qo). Alors on a une majoration
[ALH(B)| < dp,(T)7"
pour tout réel r.

PREUVE. On reprend la preuve de la proposition 13.5.1. Le lemme 13.6.1(ii)
s’applique, avec les mémes définitions. On obtient

Agt(B):|det(L)|’1/ FE( // RN A) dAdNdH,

puis, par inversion de Fourier,

Al,(B) = |det(L)|_1/ & H)/ / IR\ U) AU dNdH .
ug iby Jb,s
Plus précisément, la convergence absolue du membre de droite ci-dessus entraine la
convergence dans 'ordre indiqué de AT, (B) et la validité de I'égalité précédente.
On doit donc prouver que ce membre de droite est absolument convergent et le
majorer sous I’hypothese de (ii). Maintenant, on reprend la preuve du lemme 13.6.3
consacrée a I'expression (4). Le début de cette preuve vaut aussi pour t € WY : ce
n’est qu'a partir de la relation (10) du lemme 13.6.3 qu’était utilisée ’hypotheése
t € W?'. On obtient que P'expression déduite du membre de droite de ’égalité ci-
dessus en remplagant la fonction & intégrer par sa valeur absolue est essentiellement

majorée par
> I,

P'eFQ(+M)
avec
P < [ ) [ TR (U ID)6Ur — Yor (1) - H) AU A,
a8 b
Q #
cf. lemme 13.6.3(7). Fixons P’. On va prouver que
(3)(1) | <1+ [|Upre = Ypre(T) = Hell

pour tout T', tout H tel que 5£(H) =1 et tout U € by tel que FP (UP, V(T)) =1
et que, d’autre part, si ¢ ¢ WQ/(aS7 Qo), on a
(3)(ii) 1T+ [H| <1+ [Upre = Ypr o(T) — Hell
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pour tout T', H et U comme ci-dessus. En admettant cela et puisque ¢, est de
Schwartz, on a une majoration

rey<c [as ) [ et ) wan
ug bn
pour tout réel r, avec C,. = 1 sans hypothése sur ¢ et, par contre, C, = ||T||~" sous
I’hypothese de (ii). Puisque U ~ U " est injective, l'intégrale en U est essentielle-

ment majorée par ||T]|” pour un D convenable. L'intégrale en H est convergente,
ce qui démontre le (i) de I’énoncé. Sous ’hypothese de (ii), on obtient

(P < |7
pour tout réel r, ce qui démontre le (ii). Démontrons les assertions (3). Posons
w = s6p(t)!
et introduisons ’application linéaire
qw: Vi ((1- w@o)(V))Q
de a§ dans lui-méme. Les hypotheses sur s et ¢ impliquent que wf conservent a(‘)S.
Puisque cet espace est contenu dans a(? , il est aussi contenu dans le noyau de ¢,,. La

preuve de I’équation (10) du lemme 13.6.3 montre que b,s est le noyau de 1 — wf
dans t(ag)¥, donc est contenu dans celui de ¢,. On a évidemment

”fIw(*UP/,e + YP’,G(T) + HE)” < ”UP/,e - YP’,G(T) - He”

et il suffit de prouver la majoration

(4)(3) |H|| <1+ [lqu(=Upre +Ypr o(T) + He)|
sans hypothese sur ¢, respectivement
(4) (i) 1T+ H[ <1+ [lgu(=Upre + Ypro(T) + He)|

sité WQ/(aS, Qo). Parce que © C b, g est contenu dans le noyau de ¢, on a
qw(_UP’7e + YP',e(T> + He) = qw(_UP’ + YP’ (T) + H) .
Puisque U € by appartient aussi au noyau de g, on a
Qw(_UP’) = qw(UP ) .
L’hypothese Ff 1\/4 (UP /, y (T)) = 1 signifie que U " est dans I’enveloppe convexe des
Y5/ (T)"" pour S" € PF'(,M). On peut donc écrire
vt= Y asYe(MY
S'ePP (M)

avec des réels xg: > 0 tels que Zs,epp/(tM) xg = 1. Alors

Guw(~Upr e + Ypro(T) + He) = g (H + Yi(T)) |
ol
Yul)= > z5Ys(T).
S'ePF' (M)
D’apres 'hypothese 77(Q, R; t) # 0, il existe un unique espace parabolique, que 1’on
note ]3, qui vérifie la condition (1). Parce que w € WF, on a

2w(V)p = qu(VpP) = (1= 00)(Vp)
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pour tout V. Parce que les S’ sont contenus dans @, a fortiori dans P, ona Yy (T)p =
Tp, ol ¢, (Yx(T)p) = 0 puisque T = 6p(T'). On en déduit

(qw (H + YX(T)))P = (1— 6o)(Hp).

Comme dans le corollaire 2.13.2 on écrit H comme une somme de vecteurs deux a
deux orthogonaux

H=X,+X;+X,
avec Xg = H et Hp = X1 + X5 ot X; est dans I'image de I'application (1 — 6j)
et X5 est la projection de Hp sur le sous-espace des fg-invariants. Comme P = R~
il résulte du lemme 2.11.6(ii) que l'on a

[ Xl << [| Xoll + [ X1

et donc aussi
[ X1+ Xof| < || Xol + (| X1 ]

et comme
[ X[l < [[(1 = 60) X1]l = [[(1 = 60) Hp|
on a
[Hp|l < (1= 60)(Hp)| + [H"| -
D’ou

Vel < (g (H + YD) ) 1+ 1H

Puisque d’autre part on a aussi ¢, (V) = ¢,(VF) pour tout V, il suffit donc de
prouver une majoration

(5)(1) [H"|| < 1+ [lgu(H” + Y (T)")||
respectivement
(5)(ii) T+ 1H” | <1+ llqu(H" + Y(T)")|| -

Pour S’ € PP'(,M), fixons us: € W tel que ug/ (') soit standard. On a
Yo (T)" = (ug!T + To — ug' To)ls .
Puisque af)S est contenu dans le noyau de ¢, on peut supprimer l'indice ¢S :
00 (Y (1)) = g (us TP + T — ug'TY).
L’élément

> 2equ(Ty - ug!Ty)
S'ePP’ (:M)

reste borné, on peut le négliger. Posons vg: = Go(ug,l). On a
(1 = who)ug!'TF = ug! T —TF + X7 (9")
ou
XT8N =TF —wvgbT" =T —wusTF

Puisque ugr € W, on a (ug'T¥ —TF)q = 0 et on obtient g, (ug'TT) = XT(5")q.
De ces calculs résulte la majoration

qw(HP) + Z Z‘SIXT(S/)Q
ST PP (M)

< 1+ [lgu (H” + Ya(T)P)]] -
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Il nous suffit donc de prouver la majoration

(6)(1) 17| < (lqwH )+ > 25X (gl
S'ePP' (M)
sans hypothese sur t, respectivement
(6)(ii) T+ H” | < llgw@) + > zeX (el
S'€PP’ (M)

sit¢ WQ,(aS, Qo). L’élément HT appartient a ag et vérifie la condition
PP
Donc ¢, (H?) appartient au cone engendré par les ¢, () pour @ € AQ —Ap.La
définition
XT(8") =1T" — wvsT”
et les propriétés habituelles montrent que X7 (S’ )o appartient au cone engendré
par les dg pour o € A — A(?. Montrons que :

(7) le cone engendré par les q,(w!) pour w € AQ — AP et les &g pour
ae Al - A(? est un « vrai » cone, c’est-a-dire ne contient pas d’espace
vectoriel non nul.

Y = Z ywwp et Z = Z Za0Q

’WEAQ*AP QGA(};*A?

Soient

avec des coefficients positifs ou nuls. Il faut voir que ’égalité ¢, (Y)+Z = 0 entraine
Y =0et Z = 0. L’argument est le méme que dans la preuve du lemme 2.13.1.
Puisque le produit scalaire (Y, Z) est positif ou nul, I'égalité ¢, (Y)+Z = 0 entraine,
par produit scalaire avec Y, I'inégalité (Y, qw(Y)) <0.0n a

qw(Y) =Y — (whY)q
d'ou (YY) < (Y, (whyY)q). Par Cauchy-Schwartz, cela entraine les égalités
(whY)g = whY =Y .
Introduisons le parabolique standard P; tel que
Ap, =ApU{w e Ay —Ap | yo #£0} .

L’élément Y appartient a la chambre positive associée au parabolique P, N Mp du
Levi standard Mp de P. L’égalité wdyY =Y entraine wly(P;) = P;. Puisque P; et
0o (P;) sont standard, cela entraine Py = 0y(P;) puis w € W, On a aussi Q C P,
donc s € WP, Les relations w € Wt et 0y(P;) = P; entrainent alors t € W1,
D’apres 'unicité de 13, on a alors P, = P. D’apres la définition de P, cela entraine
Y = 0. Mais alors 1’égalité ¢,,(Y) + Z = 0 entraine aussi Z = 0. Cela prouve (7).
On a donc une majoration

P+ Y esllXT(S)all <
S'ePP (M)

qw<HP)—|— Z J}SIXT(S/)Q
S'ePP' (M)
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A fortiori, on a la majoration (6)(i). Pour obtenir (6)(ii), il suffit maintenant de
prouver que, si t ¢ WQ/(aS7 Qo), on a une majoration

1T < X7 (Sl

pour tout S’. On reprend I’argument utilisé dans la preuve du lemme 13.7.2. L’é1é-
ment X7 (') est combinaison linéaire de tous les & pour a € R(vg'w™!), avec des
coefficients supérieurs ou égaux a dp,(T"). La majoration ci-dessus s’ensuit pourvu
qu'il y ait au moins un a € R(vg}w’l) tel que g # 0. S’il n’en est pas ainsi, on
a vglw™! € WO, cest-a-dire 0(us )0(t)s™! € WO, d'ott t/ = ugit € W', Soit #”
I’élément de longueur minimale dans la classe W@t il résulte du lemme 13.8.1
que

t// € WQ/(a57Q) C WG(aSaQ) .

Mais comme par hypothése on a aussi t € W% (ag, Q) il en résulte que t = " et donc
te WQ/(aS7 Qo) contrairement a I’hypothese. Cela achéve la démonstration. O

On pose
AT(B)= Y WQ Rst) > ALL(B).
teWEC (as,Q) SEWR (0g(ag),t(as))
Corollaire 13.8.3. (i) Supposons 7(Q, R) # 0. Alors on a la majoration

(@, R)AT(B) = AT(B)| < dp,(T)™"

pour tout réel r.

(ii) Supposons 7(Q, R) = 0. Alors on a la majoration
|AT(B)| < dp, (T)"
pour tout réel r.

PREUVE. La proposition nous dit qu’a des termes négligeables pres, on peut
imposer la condition t € W? (ag, Qo) dans la définition de AT (B). Mais, pour ¢
dans cet ensemble, on a par définition I'égalité 7(Q, R;t) = 7(Q, R). Le (ii) devient
clair tandis que le (i) résulte du corollaire 13.7.3. O

Pour des sous-groupes paraboliques @, S vérifiant Py C Q et Py C S C @',
pour une représentation o € Ilgis.(Msg), pour des éléments t € W% (ag, Q) et s €
W (6y(as),t(ag)), pour des éléments v € i(a§)* et A € i(fy(as)®)*, on considere
l'opérateur

wsT,’tQ(S» o, fyw; A\, v) = Z e<8)‘_t”’YS’(T)>6§, (sA —tv)
S'ePR(: M)
X M(t, I/)ilMS/‘ts(ty)ilMS/‘ts(S)\)M(S, A)Z)S,a’,u(f’ w) .
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D’apres la proposition 5.3.3, cet opérateur est une fonction lisse en A et v. On peut
donc imposer A = yv. Introduisons

IV (B, f.w)

1
= Z Z n?'(9)

{Q,R|PyCQCR} {S|PyCSCQ’}

D DD DD S QR

o€llaisc(Ms) weBQ' (o) LW (a5,Q) seW (6o (as),t(as))

« [ s ( /( o ORI TS 0 O )W) B ) )t
Hag

On dispose de expression J! (B, f,w) du théoréme 12.9.1 et I'expression J1 (B, f,w)
en est une approximation :

Proposition 13.8.4. L’expression Ji(B, f,w) est convergente. On a une ma-
joration
¥ (B, f,w) = IY(B, f,w)| < dp,(T)~"
pour tout réel r.
PREUVE. Cela résulte du corollaire 13.8.3 et du fait que chacune des quadruples

intégrales intervenant dans JI (B, f,w) est de la forme A” (pB,) étudiées ci-dessus,
pour des fonctions ¢ qui sont des coefficients des opérateurs f)s,a’u( frw). (Il



CHAPITRE 14

Formules explicites

14.1. Combinatoire finale

Soient S, Sy et @ trois sous-groupes paraboliques standard et on suppose que
Sy = 6005 C Q. Considérons

te WG(CLs, Q) et s e WQ (aso,t(as))
alors on pose u =t~ !s et & = ufly appartient a Wé(ag, as). On a la réciproque :

Lemme 14.1.1. Tout u € Wé(as, ag) s’écrit d’une fagon et d’une seule sous

de la forme
U= t_136‘0
avec s et t comme ci-dessus.

PREUVE. On écrit & = ufy et on observe que u~! appartient & W (ag).
D’apres le lemme 1.3.3 il existe un unique élément ¢ de longueur minimale dans
la classe W@y ™!, On pose s = tu et on a donc s € W2, D’apres le lemme 1.3.6 le
couple (s,t) a les propriétés requises. |

Soit S’ le sous-groupe parabolique standard tel que ay = t(ag). On introduit
Sy =t195".
Considérons des parametres ;o et v dans iag et posons
A=up—v.
On rappelle que l'on a introduit
Y, =Ty —u Ty = Ho(w, ') .
Introduisons de plus

Yy = HalYu = QalTo — a1, et as(pu,w) = eltrsYa)

Lemme 14.1.2. Avec les notations de la section 5.3,

(1) M 5(t, )~ Mgrs, (5,00 (1))

est égal a

(2) as(p, W)e ™I Mg, s(v) " "M, |s(v + A)Mgjas(v + A)u .
PREUVE. Le lemme 5.3.4 montre que l'expression (1) est égale a

(3) MY Mg, (1, v) " Mg, (1, v + A)Mgys, (u, 6o (1)) -

Maintenant

Mg, (u, 0o (1)) = Mgjus, (1, v + A)Mys,|s, (u, 0o (1))

217
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et, d’apres le lemme 5.2.1
MUSO\SO (uv )‘) = M rso Yy
on a donc
Ms)s, (4, 0 (p)) = e P Trso Y Mg s (v + A)u .
On a donc montré que (1) est égal a
(4) e(A,Yt>+<eo(u)+pSU,Yu>MSI‘S(V)—1MSﬂS(V+A)MSIHSO(V+A)H

et on observe que

el0o(1)+pse,Yu) — o(utps:Ya) — as(p, ) .

Enfin, on remarque que uSy = uS. (]

. 4 T . . <
On va donner une nouvelle expression pour l'opérateur ws”tQ introduit a la

section 13.8. On suppose S (et donc aussi Sp) standard. On note M le sous-groupe
de Levi de S et on pose

Q=t"'Q=1uQ" .
On a Q1 € F(M). Suivant la proposition 5.3.3 on pose pour S1 € P(M) :
M(S, T, V;A, Sl) = e<A’Ysl (™) M81|S(V)_1M51|S(V + A)

et

MGHS. TN = 3 @ AM(S.T,vA,S1) .
S1EPR1 (M)
Proposition 14.1.3. Si A =uu —v
w (8,0, f,wib0().v)

est égal a
G‘S(/ia a) 1 ~
m/\/‘% (8, T,v; A)Mgjas(v + A)ps 4., (T, f,w) -

PREUVE. On rappelle que, par définition,
wsTf?(S, o, f,w; A\, V)

est égal a

Z e<3)‘7t”’YS’(T)>e§, (sA —tv)
S'EP(M) X M(taV)_1MS'\tS(tV)_1MS'\,,S(SA)M(Sv)\)ﬁs,a,u(f» w) .
On commence par observer que

M|, 5(sA)M(s, A) = Mg/, s(1,sA)M, 515,(5,A) = Mg, (s, A)
et
M(t,v) " 'Mgi,s(tr) " = M, g15(t,v) Mg, 5(1,t0) = Mgrs(t,v)

On en déduit que
wi}Q(S, o, fyw; A\, V)

= > eI (A — ) Mgys(t,v) T Mys, (5, N 00 (fow) -
S'€PR(, M)
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On va utiliser ceci pour A = (). On rappelle que
A=7Tp—v=1t"(s0p(p) —tv) .
On a donc
e<890(u)—tu,Ys/(T)>€§2/(SQO(M) —ty) = e(A»t*IYs/(T»Egll (A)

D’apres le lemme 6.1.1 on a

P30l o) = TP 00 OO Ny L (f,0) = as (v, W)ups g (f0)
Il résulte alors du lemme 14.1.2 que
Mg/ s(t,v) ™ Mgris, (8,00 (1)) P00 (f> )
est égal a

M6<A7Y}>MS1|S(V)_1MS1\S<V + A)MSWS'(V + A)pS o V(a7 fv W) :
aS(Vau) Y

Enfin, on observe que
YD) + Y = Y, (1)
On obtient alors que
w1 2(8,0, f,wib0(n).v)
est égal a
as (1) (A,Ys, (T)) Q
w2 G
S1EPEL(M) x Mg, |s(v) "' Mg, s(v + A)Mgjas (v + A)pg o, (U, f,w) .
En introduisant les opérateurs M, ceci se récrit
as(p, u -
a((lljﬁ)) Z 665'211 (A)M(Sv Tal/;AaSl)MS\ﬁS(V+A)pS,a,u(u7f,w)
ST s epar(u)
soit encore
as(u,u ~
MM%(S, T7V§A)MS\TLS(V+A)pS,mu(uvaw) . 0
aS(Va u)
On introduit, pour A = (@ — 1)p
chgjl (Tv g, 177 M) = tracc(./\/lfj (57 T7 5 A)MSWS(N + A)pS,o,/L (ﬂa fv (‘u)) :
Lemme 14.1.4. (i) Ona:

AT o) = Y (whi?(S,0, f.wibo(n), p) ¥, T) .
veBY (o)

(ii) L’expression pour A?j (T,0,u, 1) est invariante si on remplace u, M, Q1,
S et o par des conjugués sous un élément du groupe de Weyl, et simulta-
nément pu par le translaté par le méme élément.
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PREUVE. D’apres la proposition 14.1.3 et compte tenu du lemme 14.1.1, on
sait que pour A = up — v

T ~
ws;tQ(Sa g, f7 w3 QO(M)a V) = Mj\Q/Il (Sa T7 v; A)MS'WS(V + A)pS,o,u(ua fv w) :
D’apres la proposition 5.3.3 la fonction M% est lisse pour les valeurs imaginaires
pures des variables v et A. On peut donc imposer u = v. Ceci prouve (i). L’asser-

tion (ii) est une conséquence directe des équations fonctionnelles satisfaites par les
opérateurs d’entrelacement. O

La fonction B, et le sous-groupe parabolique S étant fixés, on note
R ~
JQi(M, T,o0,%)
I'intégrale double itérée

/ &&(Hl)( / e<(ﬂ1)”*H1>A(’A2/[1(T,o—,ﬂ,u)Bo(u)du> dH; .
agl i(a§))*

Ici M est le sous-groupe de Levi de S (qui est standard), on rappelle que S C Q' C R
et on a posé

QL =1Q =t7'Q e R =t"'R.

On observera que plus généralement, M étant donné, cette expression est bien
définie pour tout S € P(M) et tout

ue Wé(CIM,ClM) .

Rappelons que pour énoncer la proposition 13.8.4 nous avons introduit l'expres-
sion JT.
X

Proposition 14.1.5. L’expression pour J£ se récrit

B fw) = 3 waiM) > >, B fwd)

Me['G/WG UendiSC(M)X ﬁewa(aM,aM)

avec

J%}(B,O’,f,w,ﬁ): Z ﬁ(leRl;u)Jgi(M7T7o—aﬁ)~
{Q1,R1|MCQ1CR1}

PREUVE. Par définition

B, fw)= " > 2 n%@

{Q,R|PoCQCR} {S|PoCSCQ’}

D DD DD Y 3 H(Q, Rit)

o€llaisc(Ms) weBY' (o) tEW (a5,Q) sSEW (0o (as),t(as))

< [ o ( [ el oni W08, 0, . 5o )0 ) Ba ) du) ar .
UQ 1

(ag)
D’apres le lemme 14.1.4(i) et en remarquant que

(@, R;t) = 1(Q1, Ry;u)
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on a

1
B fw)= > 2 > n@' (S)

{S|PoCS} o€laisc(M)y {Q',R|SCQ'CR}

X > W@, Ri;u)IEH (M, T, 0,7) .

ﬂewa(aM,aM)

Par symétrisation, en invoquant le lemme 14.1.4(ii), on obtient la formule souhaitée.
O

Lemme 14.1.6. [l existe un ensemble de (G, M)-familles dépendant de @, T
et d’un parameétre p € iay; :

(Av Sl) = e(ﬁv T7 22 Aa Sl)
a support compact en A et p et telles que st A = (4 — 1)u alors
AN (T, 0,7, 1) B, (1) = e (0, T, s A) .
PREUVE. Soit h une fonction lisse & support compact telle que h(0) = 1. La
(G, M)-famille
e(aa T7 122 Aa Sl)
égale, par définition, a

trace(M(S, T, 11 A, S1)  Mgjas (i + A)pg o, (T, f,0)) Bo(u)h(A — (@ — 1))

ol p et A sont des variables indépendantes, est & support compact en A et p 1. Avec
les notations usuelles on pose

U@ T A= > €@ (Ne(@, T, A, S) .
S1EPR1 (M)

Pour conclure on rappelle que, pour A = (& — 1)u, on a

‘AC’]\Q/[1 (Tv g, 17, H) = trace(M% (57 T7 12 A)MS\TLS(M + A)pS,U,u(aa fv OJ)) : U

Notons L le sous-ensemble de Levi minimal contenant 1’ensemble M. Le sous-
espace ag est 'espace des points fixes sous @ dans a%. On a en particulier

G G G
Cli C ar C Arr -
On décompose l'espace a]CV*} comme somme de ag et de son orthogonal by :
G €
arr = CIE S5) b,a

Cette décomposition est stable sous l'action de (7 — 1) et I'espace a(LS est 'image de
cette application. Notons L le sous-ensemble de Levi minimal contenant I’ensemble
M.
1. Pour ne pas surcharger les notations nous n’avons pas fait apparaitre, dans
e(T, T, p1; A, S1)

la fonction By, ni la fonction h, ni la donnée x, qui resteront fixes dans toute cette section.
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Proposition 14.1.7. Il existe une fonction
U o, T, u;U)
dans l'espace de Schwartz sur $Hp; et a support compact en u, telle que
JT.(B,o, f,w, )

soit égal a

/ (/ / (@D, H+Uc) 1 %’(H U)p(t, T, u;U) dudu> dH .
Hea§, \Juenn Ji(a§))*

PREUVE. On rappelle que, par définition,
R ~
JQi(M,T,J,u)
est l'intégrale itérée

/G 551(}[1)(/( : l@=1p, Hl)AQ1<T o,u u) ( )du) dH; .
Q1 )"

On sait que si A = (@ — 1)u, on a, d’apres le lemme 14.1.6
AZH(T, 0,0, 1) By (1) = e (@, T, i A) .

D’apres le corollaire 1.10.2, il existe une fonction ¢ dans I'espace de Schwartz sur
S fournissant la (G, M)-famille par transformation de Fourier :

e(, T, 1 A, S1) = / A, T, s U) dU
Hm
On sait d’apres le lemme 1.10.3 que
eSH (U, T, 1 A) :/ / M HUQ) T (HY U)o (@1, T, 113U) dH dU
Hleca UeH

cette intégrale double étant absolument convergente. En effet, I'intégrale en H de
la valeur absolue de ]."61\241 (H,U) est majorée pas un polyndme en U, et par ailleurs ¢
est a décroissance rapide en U. Le résultat est & support compact comme fonction
de p. Donc
R ~
JQi(M, T,o,)

est donné par l'intégrale itérée
/ (/ / / (@ Hy + HY g, )dudUdHl) dH,
Hyea§, \JuesHn JH €af} aG)*

FG (@ Hyp,U) = o@Dt 0e0) 50 (H) T (H, U)o (%, T, i U)

avec

et l'intégrale triple étant absolument convergente. Ceci peut se récrire comme une
intégrale itérée

J&(M,T,a,a)z/ / (/
Hea§, Juenn \Ji(a§

M)

FSW (s H, p,U) du) dU dH .
Pour le voir il faut démontrer la convergence d’une intégrale de la forme

/ / Fol(H) T (H U (0 — 1)(H + Ug,),U) dU dH
Heaf, JUEH M
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ou u* est Padjoint de @ et ¢(H,U) est la fonction dans l'espace de Schwartz définie
par

WU = [ eI (@ T ) dn
i(a§))>

Compte tenu de ce que F%(H L U) est & support compact dans acj\gj avec volume

polynomial en U il suffit d’établir la convergence d’une intégrale du type
/ FoL(H)E((U" - 1)H) dH
esg,

ou ¢ est une fonction dans I'espace de Schwartz et ceci résulte du lemme 2.12.2. On
peut alors faire le changement de variable Hy; — H; — Ugl et donc

JGHM, T, 0,7) =/ (/ / Gt (i H, p,U) dudu) dH
HEG%"/I UueHn Ji aIC\jI)*
avec

Gy (U H, p, U) = =0TV G0 (H — Ug, ) T (H,U)p(@, T, s U) -
Mais
H(Q1, Ri;u) IS (M, T, 0, 7) = > (—1)*P ¢ I5N (M, T,0,T) .
{P|Q1CPCR;,icWF}
Donc
(1) J%I(B7Ua faw7a) = Z ﬁ(leRl;u)Jgi(MaTﬂjva)
{Q1,R1|MCQ1CR1}
est égal & l'intégrale itérée en p, U et H' puis en H; et de
(2) > > (—1)*P~% GG (W H, p,U) .
{PIMCPucWP} {Q1,R1|MCQi1CPCR:}
Mais, en effectuant d’abord la somme sur R; on voit que, d’apres le lemme 2.11.5,
(3) > > (—1)*P~a GG} (H — Ug,) I (H.U)
{P|McPucWP}{Q1,R1IMCQ1CPCR1}
est égal a
> Yo (FUTeRH(H ~ Up)rhy, (H — Ug,) T} (H.U)
{PIMcPuewP}{QiIMCQ.CP}
qui d’apres le lemme 1.8.4(3), par sommation sur @1, est égal a
(4) > (=1)*77 75(H — Up)
{P|MCPuicWP}

qui, a son tour, d’apres la proposition 2.9.3 est égal a

G
(5) TS (HU) .
L’égalité de (3) et (5) montre que (1) est égal & l'intégrale itérée de
(6) e\ HHU) TC(H, U)o (0, T, ;1) - O
Posons

G _ AqC .
ME(S,T,I/) —ME(S,T,V,O) .
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Proposition 14.1.8. L’expression
Jﬂ<B7U7 faw7a)

(1)
est égale au produit de
1
|det(@ — 1[af; /af)|
et de
trace(Mg(S, T,v)Msgjas(0)ps.q., (@, f,w)Bs(v)) dv

i(aG)*
L
PREUVE. On sait d’aprés la proposition 14.1.7 que l'expression (1) est égale a

la triple intégrale itérée

/ ( / / el (@1 H+Ua) F§(H, U)o(U, T, s U) dp dLI) dH .
Hea$ \Juenn Ji(a§))*

On rappelle que 'on peut écrire

u=v+mn  avecvE i(ag)* et n € (ibg)”

et on pose comme d’habitude
A=@—-Vpu=(@m-1)n.

Le changement de variable (v, A) — p dans une intégrale sur p s’écrit :

1
Ydu = - = / - / ¢(p(v,A)) dvdA .
/uei(afl)* |det(z — l\aM/a%’)| vei(ad) JA€i(bg)*

Maintenant, on peut aussi décomposer H € ajcg} en
H=X+Y eb;@af .
On en déduit que la triple intégrale itérée peut encore s’écrire comme le produit de
1

det (@ — 1/a§; /aC)|

et de I'intégrale en X € by de
G
L7 (y,u)

e o
G VEI ?* 1(by)*
U Y Cap Tveilap)” TACHb) x (@i, T, p(v, A);U) dA dv diA dY

qui est encore égale, d’apres les lemmes 1.10.3 et 2.9.1, a l'intégrale itérée

/ ( / B / M) &8 (1, T, v; A) dA du> ax
Xeby uei(ag)* A€i(bg)*
qui, par inversion de Fourier, se récrit

[ e
i(a§)~

soit encore, par définition de la (G, M)-famille e :

Qe

(w,T,v;0)dv

/ ~ trace(Mg(Sv Tv I/)MS‘ES(V)pS,G‘,D(ﬁ’ fa W)BU(V)) dv
i(u%)*
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Enfin on observe de plus que
Msas(v) = Msjas(0)
U

el
lorsque v € i(a)".

En résumé on a obtenu la

Proposition 14.1.9.
1
JV(B, fw) = Z wG (M) Z Z Iitou(B, fr0)
MeLG /WG o€Ilaise (M)x e WG (M)

avec

J%[,a,ﬁ(Bv fa w)

1 e ~
/ N trace(Mg(S, T,v)Mgjas(0)ps.q., (T, f,w)Bs(v)) dv
i(a§)~

det(@ — 1[a§; /a2)|
ot on note L le sous-ensemble de Levi minimal contenant ’ensemble M.

Lemme 14.1.10. La fonction
G
T MF(S,T,v)

est un polynome a valeurs opérateurs.

PREUVE. La (G, M)-famille
M(S,T,v; A, 8y) = Y51 D) Mg, 5 (v) ™ Mg, s(v + A)

est un produit de deux (G, M)-familles et d’aprés la proposition 2.9.4 on a

Mg(S,T,y;O)z Z cg(S,T;O)dg(S,u;O)
PeF(L)

avec
e(S, Ty A, Sy) = e{AYs, (1))

mais le lemme 1.10.3 montre que
(S,T;0) = /N r2(H,Y(T)) dH
af
L

ey

c
t

qui est un polynéme en 7" d’apres le lemme 1.9.3.

Proposition 14.1.11. Supposons B(0) = 1, alors il existe ¢ > 0 tel que, si

dp,(T) > ¢, ona
T . 1 1
Iy (fw) = lim Z w& (M) Z Z dot(d e
MeLS /W6 o €Mdise (M)y 5e WS (M) |det (@ — 1]ay,/aF)|

x [ trace(ME(S. 7, Mtas(0)ps,, (3. .0)B5 () d
i(ag)*
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PREUVE. Rappelons que d’apres le théoreme 12.9.1, il existe un polynéme

pZ;(B, fiw) en T tel que
dpo%iTH)lﬁoo(Jg(B, e w) —pz;(B, f?w)) =0.
C’est dire que pz;(B, fiw) et J};(B, f,w) sont asymptotes, quand dp,(T) tend vers
Iinfini. De plus, la proposition 13.8.4 montre que Jg(B,f,w) et Jg;(B, f,w) sont
également asymptotes. Mais Jz;(B , fyw) est aussi un polyndome d’apres la propo-
sition 14.1.9 et le lemme 14.1.10. Maintenant, deux polyndmes asymptotes sont
nécessairement égaux :
pz;(B,f,OJ) = Jg(Baf’w) :

Enfin, d’apres le théoréme 12.9.1, si nous supposons B(0) = 1, alors il existe ¢ > 0

tel que
T : T €
Iy (fiw) = lim J (B, f,w)

sidp,(T) > c. O
14.2. Elimination de la fonction B
Théoréme 14.2.1.

. 1 1
R(fw) = > w00 > >

5 G /4G
MeLC/WE o€llaise(M)x 5eWE (M) |det(t — 1|CIM/0.Z)|

X /( 5) trace (M%(S, T’ V)MSWS (O)I)S,a,u(ﬁ, f7 w)) dv .
i(a¥)*
L

PREUVE. La normalisation des opérateurs d’entrelacement a été établie pour la
premiére fois par Langlands dans [20, Lecture 15], puis reprise par Arthur dans [13].
Ceci étant établi on peut reprendre essentiellement mot & mot la preuve d’Arthur
dans les sections 6 & 9 de [6] (qui elle était conditionnelle & l'existence d’une telle
normalisation) pour montrer que 1’expression

> wur Y% 1

~ G /4G
MeLG /WG o€ gisc (M) ﬁewé(]v[) |det(u - 1|aM/uZ)‘

></ N trace(Mg(S,T,V)MSWS(O)pS,U’V(ﬁ,f,w)) dv .
i(a%")*

est absolument convergente. La seule étape non évidente est I’extension au cas tordu
des résultats de la section 7 de [6]. Cela fait I'objet du corollaire 2.10.3. Le théoréme
de convergence dominée montre alors que, si B(0) = 1 cette expression est la limite
pour € — 0 de

> wnn XX 1

MGEG/WG O'Endisc(M)X ﬁeWé(M) |det(ﬂ - 1|a%/a%)‘

<[ trace(ME (ST Mipus (0)ps,, (3 £.0) B () do
i(af)*

Si nous supposons dp,(T) > ¢, légalité cherchée résulte alors de la proposition
14.1.11. On observe enfin que les deux membres sont des polynomes. L’égalité est
donc toujours vraie. (I



14.3. DEVELOPPEMENT SPECTRAL FIN 227

14.3. Développement spectral fin

Le développement spectral grossier de la formule des traces est, par définition,
la valeur en T' = T}y de la série des J;*(F :

JO(fw) =D TP(fw).

En le combinant avec développement spectral des termes J;{O on obtient le déve-
loppement spectral fin. On peut le formuler au moyen de la (G, M)-famille

M(Sa Vs Aa Sl) = MS1|S(V)71M51\S(V + A)

qui donne naissance & 'opérateur Mg(S, v; A) et on note /\/l(g(S, v) sa valeur en
A=0.

Théoréme 14.3.1.

= Y —wgzM G (f,w)

MeLG /WG
avec
~ 1 ~ -
J]\(il(ﬁw): Z Z ~ a .G J]\%,a(ﬁ“ﬂ”)
o€Maiee (M) e W& (M) |det (T — 1|“M/GZ)|
et

JAC}}’U(f,w,ﬂ) = / B tI‘aCG(Mg(S7 V)MSWS(O)PS,U’V(Q /s w)) dv .
i(ag)*

PREUVE. Il résulte de la proposition 14.2.1 que

Jé(f,w)zz:( Z mjg,x(fvw)>

X \MeLEG/WE

avec

NI SRS !

o€Maiee (M)y 5eWE (M) |det (% — 1|af4/a%)\

></ ~ tra‘ce(M%(saTmV)MSWS(O)pS,U,V(ﬂ:f)w)) dv .
i(

Maintenant d’apres 1’équation (4) de la proposition 5.3.3 on a
MS (S, Ty, v) = M§(S,v) .

De plus, grace aux travaux récents de Finis, Lapid et Miiller [22,23], on sait main-
tenant que le développement spectral est absolument convergent. Leurs travaux ne
concernent que le cas classique (non tordu) mais ils s’étendent sans modification au
cas général. On peut donc omettre les sommations partielles suivant les x. ([

Notons Py la restriction de p au spectre discret pour G. On pose

Jg,disc(fv w) = trace ﬁdisc(.ﬁ w) = Z ’ITL(7I'7 %) trace%(fa w)
WGHdiSC(é,w)
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ou Hdisc(éY ,w) est I’ensemble des classes d’équivalence de représentations irréduc-
tibles 7 qui sont les restrictions a G(A) de représentations 7 de (G(A),w) qui
interviennent dans le spectre discret

L3i..(Xq)

disc
On sait que pour d € G(A) on a
Tofl~TQuw avec 0 = Ad(9) .

Enfin m(mr,7) est la multiplicité tordue de T dans le spectre discret. Rappelons
que c’est un torseur a valeurs dans C* ; cette notion de multiplicité tordue a été
discutée dans la section 2.4.

Nous avons omis la sommation partielle — utilisée chez Arthur — suivant les
modules des caracteres infinitésimaux a l'infini désormais inutile puisque, comme
observé plus haut, nous savons que le développement spectral est absolument con-
vergent. On remarquera que pour le spectre discret il suffit d’invoquer [30].

La partie discrete du développement spectral de la formule des traces est une
distribution

G
Jdisc
i o . d . i lesauels J@ 1 dans le s
qui est une somme de termes parmi lesquels on a Jg7 4. la trace dans le spectre
discret. Cependant, d’autres termes discrets, c’est-a-dire ne faisant pas apparaitre

d’intégrale dans leur expression, quoique provenant du spectre continu, contribuent
a Pexpression spectrale de la formule des traces; nous allons les décrire. Soit M €

LY un sous-groupe de Levi de G. On notera VVCN;(M)]reg le sous-ensemble des @ €
W& (M) réguliers, c’est-a-dire tels que
det(ﬁ — 1|C1]y[/CIG) 75 0.

On pose

5 1
e _ N ~
‘]M,disc(fvw) - Z |det(17 — 1|U.M/CIG)| trace(MSW(S) (O)pS,disc,O(ua fa w))
UEWE (M) eg

ou S est un sous-groupe parabolique de Levi M. L’expression est indépendante du
choix de S.

Proposition 14.3.2. La partie discrete de la formule des traces peut s’écrire :

disc ,(U) - E |WG| M,disc(f7 (U)
MecLe

ou st on préféere
~ 1 ~
G G
Jdisc(f7w) = E WG (M JM,disc(f; w)
MeLG /WG | ( )|
ot la somme porte sur un ensemble de représentants des orbites de W dans L.

PREUVE. Les termes discrets sont ceux qui dans le théoréme 14.3.1 ne font pas
apparaitre d’intégrale, c’est-a-dire les termes ou ag est réduit a 0. Ce sont donc
ceux pour lesquels u est régulier. (I
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Plus généralement, posons
J]\%,ﬂ(fv w) = /( 5) trace(M%(S’, V)MSWS(O)pS,disc,u(aa fa w)) dv .
ay

Soit L un sous-espace de Levi semi-standard (c.-a-d. My C L). Définissons

IS (fow) = > w2 > L g a(fw)
L W . |det (@ — 1[af;) I alhre)
MeLk UWEWL (M)eg

On remarquera que N .
JE(fw) = I frw) -
On note WZ le quotlent par My du normalisateur de MO dans L. Soit £& l'en-

semble des L contenant MO On note enfin 6, 'automorphisme induit sur a; par
un quelconque élément o de L( ). Avec ces notations, on a le théoréme suivant :

Théoréme 14.3.3.

- V\N/'L‘ 1 -
Py = W IE(fow)
¢ Zﬁ W [det (6, — 1]ag /al) ="

PrREUVE. I suffit d’observer que l'on peut écrire Jﬁ(f, w) sous la forme

Sy = 3 SR—

et que si L est défini au moyen de % on a o € wl (M )reg, €t enfin que
det(% — 1]a$; /a$) = det (% — 1|ak;) .
O

En vue de la stabilisation de la formule des traces tordue il est utile de refor-
muler ce théoréme en renormalisant les distributions comme suit. On pose

Je=iD) ¢ et JO=4(@)1C
avec N
J(E) = |det(0; — 1laz/ag)]
Le théoréme 14.3.3 se récrit alors

Corollaire 14.3.4.
o~ |WL| o
JG(faw): Z W Z(faw>

i€£5| G|
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