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Résumé —
Sur la base de l’approche variationnelle de la rupture de Francfort et Marigo [2], Pandolfi et Ortiz

[6] ont proposé une méthode — d’Eigenerosion — s’apparentant à une méthode de «killing element » et
respectant le critère de Griffith. Les travaux proposés ici portent sur la mise en œuvre de la méthode et
sur son extension à la dynamique et aux matériaux hétérogènes.
Mots clés — Eigenerosion, rupture dynamique, matériaux hétérogènes.

1 Fondement et mise en pratique

En 1921, Griffith propose une approche énergétique de la fissuration basée sur la notion de taux
de restitution d’énergie critique Gc

(
J.m−2

)
. Une formulation variationnelle de cette approche a été

proposée par [2] en introduisant une fonctionnelle énergie Fε dont Schmidt et Fraternali [7] ont proposé
une expression régularisée :

Fε(u,ε∗, t) =
∫

Ω
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Déformation

−
∫
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|Cε|
2ε︸ ︷︷ ︸
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(1)

où ε est un petit paramètre de longueur destiné à tendre vers zéro. À l’instant t, on considère les grandeurs
suivantes : T̄ le chargement sur le bord du domaine noté Γ2, W la densité d’énergie élastique du solide,
Cε une boule de rayon ε, ε(u) la déformation linéaire élastique et ε∗ le champ d’eigendeformation [4].

La minimisation de cette fonctionnelle est possible dans le cadre de la méthode des éléments finis
pour un milieu homogène et élastique, [6] définissant la méthode d’Eigenerosion dont les grandes lignes
de mise en œuvre sont décrites ci-après.
Dans le cas d’une fissure déjà développée dans le maillage, on suppose la situation initiale suivante
(Figure 1, à gauche) : une fissure existe (mailles en noir) avec un ε-voisinage d’éléments associé (mailles
avec un point). Si on suppose ensuite la propagation de la fissure à une nouvelle maille (en gris, Figure
1, à droite), il s’agit alors, en accord avec le critère de Griffith, d’évaluer deux paramètres : l’incrément
de longueur de fissuration et d’énergie restituée.

Le calcul de l’incrément de longueur de fissuration se fait via à une méthode de recherche de voisins.
Le calcul de l’énergie restituée consiste en la différence de l’énergie élastique de la structure avant et

après la propagation de la fissure. On note S la matrice de rigidité de la structure sans élément supprimé,
∆SK la matrice de rigidité de l’élément associé à la maille supprimée, u le champs de déplacement de la
structure saine, ∆uK la variation du champ de déplacement lors de la suppression de la maille K et f le
chargement extérieur.
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FIGURE 1 – Méthode de recherche de voisins : ε est le rayon de recherche des voisins, C est l’aire totale
de la fissure, K la maille supprimée et Cε l’ancien voisinage de la fissure.

Après développements et simplifications du calcul de l’incrément d’énergie, on obtient :

−∆EK =
1
2

uT

∆SK︸︷︷︸
local

+∆SKS−1
∆SK︸ ︷︷ ︸

global

u (2)

Dans (2), l’incrément d’énergie se compose de deux parties, l’une locale (∆SK) et l’autre prenant
en compte l’effet de la structure globale (∆SKS−1∆SK). Notons que pour des soucis de simplification,
seule la partie locale est initialement prise en compte dans [6]. Une difficulté de la méthode réside dans
l’évaluation de l’incrément de fissuration. Deux problèmes interviennent : 1/ l’initiation : pour résoudre
ce problème une longueur calculée à partir du volume des mailles est utilisée, 2/ l’arrivée de la fissure
sur un bord du maillage : un second maillage étendu sert pour la recherche de voisins.

2 Validation statique et dynamique

L’implémentation de la méthode dans le cas des matériaux homogènes et élastiques repose sur deux
calculs : le premier (local) sert de prédicteur et vise à sélectionner la maille dont le taux de restitution
d’énergie est le plus élevé, le second (global) vise à vérifier le critère de Griffith.

Prédicteur : Crithomo = max
(

uT ∆SKu
2∆AK

)
, Critère : Ftot = Eaprès−Eavant−∆AKGc > 0

où ∆AK est l’incrément d’avancée de fissure de la maille K.
La méthode a été validée dans un premier temps pour des cas quasi-statiques. Plusieurs cas tests

présentant une fissuration en mode mixte (essai de flexion 3 et 4 points [1, 8], Nooru-Mohamed) ont
été étudiés. Le cas test de propagation de fissure de Nooru-Mohamed [5] (Figure 2) a permis l’étude de
l’influence de la longueur ε, de la taille de maille et de la topologie du maillage (quadrangles coupés en
2 et 4 triangles, Delaunay). Les résultats obtenus sont cohérents avec ceux de la littérature.

∆AK =
| (C ∪K)

ε
\ Cε|

2εK

ε

FIGURE 2 – Essai de fissurattion en dynamique (cas test de Kalthoff [3]) et en mode mixte (cas test de
Nooru-Mohamed [5]).

Les simulations montrent en particulier que la prise en compte du terme global dans (2) conduit un
comportement plus fragile que la méthode initiale de [6]. L’efficacité de la méthode a également été
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démontrée pour le cas test dynamique de Kalthoff [3] avec des résultats en bon accord avec les données
expérimentales.

3 Extension aux matériaux hétérogènes

Après sa validation pour différents cas statiques et dynamiques, la méthode a également été étendue
à la fissuration des matériaux hétérogènes. Le critère utilisé repose alors sur une hypothèse forte : la
vérification locale du critère de Griffith Gc(K). Comme pour le cas homogène, l’implémentation de la
méthode requiert deux calculs :

Prédicteur : Crithétéro = max
(

uT ∆SKu
2∆AKGc(K)

)
,Critère : Ftot = Eaprès−Eavant−∆AKGc(K)> 0

La pertinence de cette hypothèse a été vérifiée pour un cas test en traction sur un matériau hétéro-
gène : un composite matrice-inclusions. Le changement des propriétés de l’interphase matrice-inclusions
conduit à différents types de fissurations (traverse/contourne l’inclusion).

La méthode a alors été appliquée à des problèmes concrets tels que la fissuration d’un milieu simulant
un béton (Figure 3). Une estimation de la tortuosité (rapport de la taille de la plus petite fissure sur la
taille de l’éprouvette) est calculée et comparée à des méthodes plus coûteuses en temps calcul.

FIGURE 3 – Extension aux matériaux hétérogènes : application aux matériaux cimentaires.

4 Conclusion

La méthode présente de nombreux atouts : faibles coûts de calculs et mise en œuvre aisée. Elle re-
quiert cependant une maîtrise délicate de certains paramètres (e.g. ε) et une adaptation de la méthode dans
le cas des branchements multiples. L’extension de la méthode en 3D pour la fissuration des matériaux
hétérogènes est à l’étude.
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