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SUR LE MODULE DE BERTRANDIAS-PAYAN
DANS UNE p-EXTENSION — NOYAU DE CAPITULATION

GEORGES GRAS

ABSTRACT. For a number field K and a prime number p we denote by BPk the com-
positum of the cyclic p-extensions of K which are embeddable into a cyclic p-extension of
arbitrary large degree. The extension BPx /K is p-ramified and is a finite extension of the
compositum K of the Z,-extensions of K. The group BPx := Gal(BPx/K) is called the
Bertrandias—Payan module. We study the transfer map jr,,x : BPx — BPy (as a capitu-
lation morphism of ideal classes) in a p-extension L/K. In the cyclic case of degree p, we
prove that j ,x is injective except if L/K is kummerian, p-ramified, non globally cyclotomic
but locally cyclotomic at p (Theorem [B1]). We give an explicit formula (Theorem [5.2) for
| BPE |.|BPx |~! and we show how its entirety depends on the torsion group 7z, of the
Galois group of the maximal Abelian p-ramified pro-p-extension of L, by using a suitable
p-adic logarithm.

RESUME. Pour un corps de nombres K et un nombre premier p on désigne par B Pk le composé des p-extensions
cycliques de K plongeables dans une p-extension cyclique de degré arbitrairement grand. L’extension BPk /K
est p-ramifiée et extension finie du composé K des Zp-extensions de K. Le groupe BPg = Gal(BPK/IN() est
appelé le module de Bertrandias—Payan. Nous étudions I'application transfert j; . : BPx — BPL (comme
morphisme de capitulation de classes d’idéaux) dans une p-extension L/K. Dans le cas cyclique de degré p,
nous prouvons que jy i est injectif sauf si L /K est kummerienne, p-ramifiée, non globalement cyclotomique
mais localement cyclotomique en p (Théoréme BI)). Nous donnons une formule explicite (Théoréme [52) pour
| BPE |.|BPx | ™! et montrons de quelle facon son intégralité dépend du groupe de torsion 7z du groupe
de Galois de la pro-p-extension Abélienne p-ramifiée maximale de L, en utilisant un logarithme p-adique

convenable.

Ce texte, bien que personnel, résulte d’un travail en lien étroit avec Jean—Francois Jaulent
(Bordeaux) et Thong Nguyen Quang Do (Besangon). L’originalité de la démarche étant
que trois techniques sont proposées (une par auteur) pour aborder le méme sujet tout en
développant des conséquences et applications différentes. Ceci nous a semblé nécessaire dans
la mesure ol toutes ces techniques sont issues de la théorie du corps de classes, mais ont été
formalisées différemment (tant au plan des notions que des notations) selon les grands axes
naturels du corps de classes (classes d’idéaux et d’idéles, corps de classes global p-adique et
logarithmique, cohomologie Galoisienne et théorie d'Twasawa).
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Key words and phrases. class field theory; p-ramification; Bertrandias—Payan module; capitulation of ideal
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Ainsi le lecteur est-il invité & comparer ces méthodologies qui ont a priori le méme potentiel
de résultats, mais avec des avantages et inconvénients différents selon le but recherché (allant
du plus concret et numérique au plus abstrait et conceptuel), cette multiplicité étant souvent
a lorigine de difficultés éditoriales d’antériorités (voir un historique au §[I.2).

1. GENERALITES SUR LE MODULE DE BERTRANDIAS—PAYAN

1.1. Le schéma de la p-ramification Abélienne. En raison de la commodité que confére
un livre, on se référera le plus souvent a [Grl] (2003) et notamment a ’Edition Springer 2005,
corrigée et augmentée, bien que de nombreuses références soient chaque fois concernées et
seraient a citer (elles le sont dans le livre).

Soit K un corps de nombres et soit p un nombre premier. On considére le schéma ci-aprés
(|Gr1], §II1.2, (c), Fig. 2.2), au sens ordinaire de la notion de classes d’idéaux, dans lequel

K est le composé des Zy-extensions de K, Hg le p-corps de classes de Hilbert de K, H f{r la
pro-p-extension Abélienne p-ramifiée (i.e., non ramifiée en dehors de p) maximale de K.

Pour un corps k quelconque de caractéristique # p, on désigne par j, le groupe des racines
p-iémes de 'unité de k.

On désigne par Uk := @v|p
chaque U, est le groupe des unités v-principales du complété K, de K en v | p, par Wx =
tory (U K) = ®v|p P, €t par E Padhérence dans Ux de I'image diagonale du groupe des

Uy le Zy-module des unités locales p—principales@ pour K, ou

unités globales (p-principales) Ex de K. On suppose p > 2.
On pose Wg = Wk /ig(ug) € torg (Uk/Ek) C Tk = tory, (Gal(H}' /K)) (inclusions
valables sous la conjecture de Leopoldt pour p dans K), ol i, est I'injection diagonale :

1.2. Historique de la p-ramification Abélienne. Le p-groupe de torsion Tx joue un role
capital dans toutes les questions de type Théorie du Corps de Classes et plus précisement de
type Théorie de la p-ramification Abélienne dans la mesure ou il met en jeu de fagon subtile
le p-groupe des classes (Ui et le régulateur p-adique des unités Ry, sous la conjecture de
Leopoldt ; il est lié au groupe de Galois Gk de la pro-p-extension p-ramifiée (non complexifiée
si p = 2) maximale de K via la relation de dualité 77 ~ H2(Gx, Zp).

1D*une maniére générale, dans un groupe de nombres algébriques, les éléments p-principaux sont ceux dont
l'image résiduelle est égale & 1 en toute place v | p.
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Il a été longuement étudié selon la chronologie approximative suivante :

[Kub] (1957), [Mi] (1978), [Gr2] (1982), [Gr3] (1983), [Jal] (1983), [Ja2] (1984), [Gxd] (1985),
[Gx5] (1986), [Ng1] (1986), [MoNgI] (1987), [He] (1988), [Ja3] (1990), [Th] (1993), [Jad] (1998),
[Seol] (2011), [Seo2] (2013), [Seod] (2013), [Gr6] (2014), [MoNg2] (2015), [Gr7] (2015), [Seod]
(2015), [Seod] (2015), [Sea] (2015), [Gre] (2015), [HM2] (2016).

Les sujets essentiels développés dans ce cadre sont les suivants, soit au niveau “fini” d’un corps
de nombres, soit dans le cadre “infini” de la théorie d’Iwasawa :

(i) détermination du radical initial dans les Z,-extensions lorsque pj # 1, & savoir, trouver
les nombres o € K*/K*P tels que K ({/a) C K, sachant que a est tel que (o) = a3 .a,, ot
ay est un idéal étranger a p et a, un produit d’'idéaux premiers au-dessus de p (|CK], [Gr4],
[Hel, [MoNg2], [Th], [JaM1], [Seol], [Sea2]).

(ii) étude des notions de p-rationalité et p-régularité, la p-rationalité de K étant la nullité de
Tx sous la conjecture de Leopoldt, et la p-régularité celle du p-Sylow Rz (K) du noyau (dans
Ka(K)) des symboles réguliers ([Grl], [Gr5], [Gr]],[Jad], [JaNg], [Mo], [MoNgl]), ainsi que des
cas particuliers de ces notions, notamment pour p = 2 (travaux de J-F. Jaulent, F. Soriano—
Gafiuk, O. Sauzet) ; également la notion de groupe des classes logarithmiques introduite et
étudiée par J-F. Jaulent et dont la finitude est équivalente & la conjecture de B. H. Gross
([Jall, [Ja2], [Ja3], [Jad], [Ja5], et une synthése partielle dans [Grll, §I11.7),

(iii) généralisations de la notion de p-tours de corps de classes et structure du groupe de
Galois de la pro-p-extension maximale d’un corps de nombres (e.g. [JaS|, [JaM1], [JaMZ2],
[Hal, [HMI], [Mail], [Mai2|, [Ng2], [Seo6], [HM2] et de nombreuses références depuis le livre
de H. Koch [Kol, sans parler des nombreux travaux ultérieurs de N. Boston et de bien d’autres
mathématiciens),

(iv) obtention de résultats numeériques sur le radical initial, sur le groupe Tk, et sur la structure
de Gal(K?/K) ot K est la pro-p-extension Abélienne maximale de K ([Chal, [He], [PV],
[Th], [AS], [Gx6]),

(v) analyse d’aspects conjecturaux lorsque p — oo (e.g. [Gr7] conjecturant la p-rationalité
de tout corps de nombres pour p assez grand). Récemment, la notion de p-rationalité et ses
propriétés ont été ‘redécouvertes” par certains auteurs et ont acquis une importance nouvelle
en vue d’autres conjectures, dans le cadre des représentations Galoisiennes (cf. [Gre]), ou de
la notion d’invariant p d’Iwasawa des pro-p groupes uniformes (cf. [HM2]).

Les techniques utilisées dans ces travaux sont de nature “classes d’idéaux” ou bien de nature
“Diviseurs”, aux sens généralisés des infinitésimaux développés au début par G. Gras et J-F.
Jaulent et leurs éléves, ou encore de nature “Cohomologie Galoisienne et Théorie d’Iwasawa”
développée par T. Nguyen Quang Do et ses éléves, puis repris plus récemment au moyen
d’autres points de vue de type cohomologique, comme par exemple par S. Seo, souvent in-
dépendamment des travaux précédents .

Dans [JaPMB]|, [NgPMB]| et larticle présent, on trouvera des compléments et mises au point a
ce sujet au moyen de ’étude du module de Bertrandias—Payan dans une p-extension de corps
de nombres, étude qui se préte bien a l'utilisation systématique de ces techniques, les trois
auteurs ayant conscience que ces trois approches similaires ont pati jusqu’ici de ’absence de
“table de concordance” détaillée, ce qui est sans doute & l'origine des difficultés d’analyse et
de comparaison des publications.
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1.3. Le module de Bertrandias—Payan. On sait que sous la conjecture de Leopoldt dans
K (pour p # 2 en raison du “cas spécial”, cf. [AT], Ch. X, Theorem 1, ou|Grl], §11.6.3), Wi C
tory, (U K /EK) fixe extension B Pk qui est la pro-p-extension maximale de K composée des
p-extensions cycliques plongeables dans une p-extension cyclique de K de degré arbitrairement
grand (cf. e.g. |[Grl], Corollary 111.4.15.8) ; le groupe :

BPx = Gal(BPk /K) ~ Ti Wk,

qui est le groupe de torsion du groupe Cx = Gal(BPk/K), est appelé depuis [Ngl| le module
de Bertrandias—Payan a la suite de I'article [BP|. On a BPx = Tx pour tout p assez grand.

Le corps BPyk est aussi le composé des p-extensions cycliques de K localement plongeables,
en toute place finie v, dans une p-extension cyclique de K, de degré arbitrairement grand
(premiére preuve dans [AT], Ch. X, §3, cf. [Grl], Remarque I11.4.15.7 (ii)). Ceci est encore
équivalent a la plongeabilité locale dans une Zy-extension de K, pour toute place finie v ; pour
cela on remarque que le p-groupe de torsion du groupe de Galois de la pro-p-extension Abé-
lienne maximale de K, est isomorphe a iy ; on peut aussi se reporter au schéma fondamental
suivant (cf. [Gri], §111.4.4.1) dans lequel toutes les extensions sont des pro-p-extensions, H™°4
étant celle qui est modérée maximale et ot F,, est le corps résiduel en v ; les projections dans
Gal(H}; /K) de tor, (Ex ® Zp) = pk et de tor, (Uk) = @D, #k, conduisent au Corollaire

I11.4.15.3 de [Gr1] sur le relévement de Wy dans Gal(K?P/K) :

Hv)(p FS® Ly
IS
H;)(r H;)(rHln(lod Kab
v
\ T
Hg Hped Uk

K
De nombreux travaux, comme ceux mentionnés dans ’historique précédent, évoquent le role
de BP dans la théorie du corps de classes, aussi nous souhaitons montrer ici que ’on dispose
depuis longtemps des techniques permettant d’étudier les propriétés de ce module.

Soit S un ensemble fini de places de K contenant l'ensemble S, := {v, v | p} des p-places ;
S sera choisi en fonction de l'extension L/K considérée et en particulier contiendra les places
ramifiées dans L/K. Les résultats ne dépendront finalement que de S),. Notre ensemble S
jouera un role différent de celui utilisé dans [JaPMB]| et [NgPMB].

On pose K{' = K| ®Z,, ou K{* est le groupe des éléments p-principaux de K* étrangers a .S,
Ir = Ix ®Zy, out I est le groupe des idéaux de K étrangers a S, et Px = {(z), z € K{'} =
Pg ® Zy, ou Pg = {(x), z € K{}. On pose £x = Ex ® Z, (groupe des unités).

Soit 7 le plongement (surjectif) de K{* dans Ux = @, Uy et soit KX le noyau de i, (groupe

vlp —
des infinitésimaux étrangers a S de Jaulent, [Jall, [Ja2], [Jad]) ; on a facilement i, (Ex) = Ek.
On désigne par Pk o le groupe des idéaux principaux (), oo € KX.
On a alors (|Grl], Théoréme I11.2.4) :

Ak = Gal(HY /K) ~ Tk [Pk,oo. Br = Gal(H) /Hk) ~ Pk /Pr,0cs Tk = tory, (.AK).

Tous ces groupes de Galois sont des Z,-modules de type fini.
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Remarque 1.1. De fait, la théorie du corps de classes définit Ax = Gal(H}, /K) de la fagon
suivante : on a Ag = Jim Gal(K®") /K) ~ Jim (I / Pre,pmy) ® Zyp == Jim (Zc /Pre, (pm) )

ott K" est le p-corps de rayon modulo (p”?, Py oy = {(x), ® € K?lx, =1 (mod p")} et
P pr) = Pr(pn) ® Zp ; or on a ﬂPK7(pn) = Pk (|Grl], Proposition I11.2.4.1).

Le fait de pouvoir travailler avec des groupes d’idéaux étrangers a S provient du théoréme
d’approximation idélique ou simplement du fait que toute classe d’idéaux contient un représen-
tant étranger a S (e.g. |Grl], Théoréme 1.4.3.3 et Remarque 1.5.1.2). On a alors, avec des
notations évidentes au niveau fini des corps de rayons :

Gal(K(pn)/K) ~ IK,Sp/PK,Sp,(p") ~ IK,S/PK,S,(p")y

ol les isomorphismes avec le groupe de Galois sont obtenus via le symbole d’Artin qui est par
nature défini pour les idéaux de K étrangers a Sy, donc a fortiori étrangers a S.

On définit les mémes objets relatifs & toute p-extension L de K en utilisant I’ensemble, noté
encore S, des places de L au-dessus de S (et de méme pour S),). Les objets ainsi obtenus
par tensorisation avec Z, se comportent comme les objets d’origine en raison de la platitude
de Z,,.

Nous commencerons par le cas L/K cyclique de degré p qui est en un sens universel et qui
permet une plus grande effectivité quant au plan numérique.

On utilisera & plusieurs reprises les lemmes suivants pour un corps de nombres k (ot l'on

rappelle que i, est a valeurs dans Uy, = ®v|p U, et que les structures Galoisiennes de Uy, sont

déduites du fait que 'image diagonale de k{* y est dense) :

Lemme 1.2. Soit k un corps de nombres vérifiant la conjecture de Leopoldt pour p. Soit
£ €& = Ep®Ly telle que iy ()’ =1, e >0 (i.e., iy(c) € Wy). Alorse € p,, et P = 1.

Démonstration. Caractérisation trés classique utilisant I'injectivité de i, sur & sous la con-
jecture de Leopoldt (|Grl], Théoréme I11.3.6.2 (vi) et [Ja3|, Théoréme 12). O
Lemme 1.3. Soit L/K cyclique de degré p et soit s un générateur de G := Gal(L/K).
(i) Si g =1, alors p;, =1 et HY(G, ;) = 0.
(i) Si pp = b # 1 (ice, L/K est extension cyclotomique globale de degré p), alors
Np/k(pg) = pg et ulL_S = ((1), ot (1 € py est d’ordre p, d’ots HY(G, pu;) = 0.
Sipg =pp # 1, Nk (py) = e, np ° =1, et HY(G, ) ~ Z/pZ.
(111) Si &, € Wy, vérifie {}J_S =1i;(Cr), ot (r € puy, alors (g, est d’ordre 1 ou p.
Ona WH =Wy et W) C Wk.
Démonstration. (i) Si py =1 et si L contenait ¢; d’ordre p, on aurait K C K((1) € L ou
K((1)/K serait de degré égal a un diviseur de p — 1 différent de 1 (absurde).
(ii) Ce point sur les racines de 1'unité est classique (e.g. [Wal).
(iil) Soit &, € Wi. On a & € Wi car si &, € fr, est une composante de £, telle que

Ew & 1, alors, comme pour le cas global, puy # 1, [Ly : Kyl = p, &6 € pg, (Qp(pp=)/Qp a
“méme structure Galoisienne” que Q(pp)/Q car p y est totalement ramifié).

Comme Wy, = tory, (UL) et que Ug = Uk, il en résulte que WE = tory (UK) = Wkgk. ([l
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Lemme 1.4. On a, sous la conjecture de Leopoldt pour p dans le corps de nombres k, la suite
_ 1 ~
ezacte 1 — Wy /i, (1) — tory, (Ux/Ek) B Ry = tory, (logy(Ug)/Zplogy(Ey)) — 0, ot

log;, est le logarithme p-adique usuel (|Grl|, Lemme II1.4.2.}) ; Ry est appelé, par abus, le
régulateur p-adique normalisé de k (I’écriture logy (Ey) signifie logy (i, (Ex)).

Lemme 1.5. Soit L/K une p-extension cyclique et soit y.,, € LY tel que Np r(ys,) = 1.
Alors il existe yoo € LX tel que yl, = yio® (Théoréeme de Hilbert-Speiser—Neether dans LX)

La preuve est donnée par exemple dans |Grl] (preuve du Lemme IV.3.1), et dans [Jall.

2. ETUDE DU “TRANSFERT” jL/K :Cx ~ A Wk — Cr, ~ A, /Wi,

2.1. Généralités. Faisons un rappel sur le morphisme de transfert Ax — Ay, en p-ramifi-
cation Abélienne (|Grl], Théoréme IV.2.1) :

Lemme 2.1. Dans une extension L/K quelconque de corps de nombres, le morphisme de
transfert Ax — Ay, est injectif sous la conjecture de Leopoldt pour p dans la cléture galoi-
sienne de L sur K. Il en résulte linjectivité de Tx = tory, (.AK) — T = tory, (.AL).

De fait, la premiére preuve de ce résultat a été donnée en 1982 dans [Gr2|, Théoréme 1.1,
développée dans [Gr3|, puis redonnée dans d’autres cadres techniques, comme dans [Jall,
[Ja2|], [Ngl], et constitue une propriété classique, caractéristique de la conjecture de Leopoldt,
qui pourrait simplifier considérablement 'approche de [Seo3|, [Seod], [Seo6].

On suppose désormais p # 2. On s’intéresse au noyau de 'application qui s’en déduit :
jL/K :BPg = tory, (CK) — BPr, = torg, (CL)

(définitions du §[I.T]), dans une p-extension L/K, ultérieurement cyclique de degré p.

D’aprés le Lemme 2Tl et la finitude de Wy, l'application Cx — Cr, a méme noyau (Ag étant
de type fini, ce noyau est sous-groupe fini de Cg, donc de torsion). On peut alors travailler
sur cette application plus simple notée encore j, K

Son noyau est aussi un noyau de capitulation de classes d’idéaux puisque (relativement au
choix de S défini au §3) Ax ~ Tk /Pk oo et AL ~ Z1,/Pr .o sont des groupes de classes
d’idéaux ; aussi en raison de la méthode utilisée, nous parlerons pour j, /K de morphisme de

capitulation et pour Ker(jL/K) de noyau de capitulation, comme dans [JaPMB]|, [NgPMB].

2.2. Identification de Wg comme groupe de classes d’idéaux. On a la suite exacte
1= KXEk/Exk —— K /€K Z—K>UK/EK — 1 et les isomorphismes :
Uk/Ek ~ Ky /KEEK ~ Pk [Pr.co ~ Gal(HY /H).

L’isomorphisme Uy /EK — Pk /PKk o est donc ainsi défini : & partir de u € Uk on prend
z € Ki* d’image u par iy (z est défini modulo £X) et on considére la classe de I'idéal principal
(x) modulo Pk o, qui ne dépend pas du choix de z.

La surjectivité est évidente, et si u conduit & (z) = (Zoo) € PK,00, ON & T = Tl K, €K € EK,
d'olt i (r) = u = ix(ex) € Ex. Inversement, a (z) € Pk on associe i (z) (mod Ek).

On suppose que la conjecture de Leopoldt est vérifiée dans toute extension L de K considérée :
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Lemme 2.2. (i) L’image de Wi = Wi /iy (i), dans Pk /Pk o, est formée des classes
modulo Pk o des idéaur de Pr de la forme (x), ot ix(x) = Ex € Wk, ce que l'on peut
résumer par Uisomorphisme Wi ~ {(x), © € K{', ix(x) € Wk}/Pk oo-

(ii) Le morphisme de capitulation jL/K est l’extension des “classes d’idéauz” :

Ir [{(zx), v € K, ig(x) € W} —— I /{(y), y € L, ir(y) € W}

Démonstration. Le point (i) résulte de la définition de UK/EK — Pk /PKk . appliquée au
sous-groupe de torsion Wy C tory (U K /EK) (sous la conjecture de Leopoldt, en utilisant les

Lemmes 2}, ). 11 en résulte que Cx ~ Ax /Wi ~ Ik /{(z), v € K{, ig(z) € Wi}, don
le point (ii) du lemme. O

2.3. Caractérisation du noyau de capitulation (cas cyclique de degré p). Soit a € T
tel que par extension, (a)r, = (y) ouy € L, avec i, (y) = & € Wi, (cf. Lemme 22(ii)).

A partir de (a)r = (y), la norme arithmétique Ny gk conduit, en idéaux, a la relation
a? = (Nz/k(y)), ce qui donne la relation y? = Ny g (y).€r, e € L, ou encore iy (y)P =
Np/k (i (y)) -ig(er) quis’écrit par hypotheése &7 = N g (€1) iy (e) ; donc d’aprés le Lemme
[2onace, = (g € py, ; daprés le Lemme [[3, on a &) € Wi, par conséquent i, (1) € WE =
Wk et e, =(kg € My

Posons a := N, /k(y) . Ck € K. On a donc la relation a = y? € L{? que l'on interpréte de la
fagon suivante :

(i) Casy =z € K. Onaiy(y) =i (x) =& € WY, done iy (x) = € € Wk ; comme
a = (x) dans K, ceci caractérise la trivialité de la classe de a dans Cx (Lemme [2.2]).

(i) Cas y ¢ K. Soit s un générateur de G := Gal(L/K). Puisque y¥ = a € K, on est
nécessairement dans un cas kummerien ot y* = (1y, {1 € py d'ordre p, et L = K(Ja),
a € K{° (de fait on doit prendre pour o un représentant, dans K;°, de a modulo IClX Poce
qui donne lextension kummerienne L par unicité du radical). Comme a, donc «, est par
définition étranger a S, et que la ramification modérée se lit sur 'idéal («), il en résulte que
I'extension L/K est nécessairement p-ramifiée.

On déduit de ce qui précéde qu’en dehors du cas kummerien p-ramifié, il ne peut y avoir
capitulation non triviale et on a donc obtenu le résultat suivant remarqué dans [Seo6)]

Théoréme 2.3. Soit L/K une p-extension, p > 2. Sous la conjecture de Leopoldt pour p
dans L, si pig = 1, le morphisme de capitulation jL/K : BPx — BPy, est injectif.

Démonstration. Comme L/K est une p-extension, on est ramené au cas cyclique ci-dessus en
remarquant que les hypothéses se transmettent a tout corps F' utilisé par induction et compris
entre K et L (up = 1 et conjecture de Leopoldt). O

Une condition nécessaire (mais non suffisante) pour que Ker(j, / ) soit non trivial est donc
que L/K soit kummerienne et p-ramifiée (si L/K est Abélienne on a L C H};).

Poursuivons I’étude du noyau de capitulation avec la seule hypothése L/K cyclique p-ramifiée
de degré p et par conséquent S = S, (I'hypothése kummerienne n’est pas nécessaire pour
I'instant car on la retrouvera dans le calcul du noyau).
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On revient & a € Zx tel que par extension, (a);, = (y) ouy € L], avec i, (y) =& € W, et
yP e K.

Il vient y'=% = (] ot | € pg est d’ordre 1 ou p. Alors Ei_s =1.(¢1)-

Réciproquement, si &7, € Wy, est tel que &_8 =1, (1), en prenant y' € L] tel que i, (v') = &1,
il vient iy (¢]) = iy, (y)' %, d'out ¢ =y *yle, yhe € L5 on a Npjre(yh) = Ny (¢]) =1
d’aprés ce qui précéde ; d’ou (Lemme [LH) 3’ = yio®, oo € LX, et on obtient une relation
de la forme ¢} = y' =%, ce qui conduit & (y) € I = (Zx)r, car il n’y a pas de ramification en
dehors de p et (y) est étranger a p. L’idéal (y) de L est étendu d’un idéal a de K étranger
a p dont la classe est dans le noyau de j, K On a donc démontré a ce stade :

Ker(j, i) ={a € Ix, (@)= (), iy () =€0 & ,&17° € iy (o) }/{(2), @ € K iy (x) € Wic},

qu’il reste & simplifier.

Soit a € Ty tel que (a) = (y), i.(y) = & € Wi, &5 =i,(¢]) ; sia = (z) avec iy (z) =

Ex € Wi, il vient i, (y) = i, (x)i;(er), e € &, soit &, = &k ip(er) ; donc iy () est de la
forme i (Cr), Cr € pp, Aot §, € Wiip (up).

Réciproquement, si {1, = ki, (Cr) € Wik iy (1) (qui implique §i_5 =1i,(¢1)), onai,(y) =
ip (@) i (Cr) pour o’ € K tel que iy (2') = &k, d’on, en idéaux, (y) = (2')1(yl) et (a)r
(2" (yl), ou (y) € PLGpO = Pk 0o (Lemme [[2), d’ott a = (z) avec iy (z) € Wk.

La classe de a dans le noyau de j; - est nulle si et seulement si dans I'écriture (a)r, = (y), on
aip(y) € Wiig ()

On a donc obtenu une premiére description du noyau de capitulation dans le cas L/ K cyclique
p-ramifiée de degré p :

Lemme 2.4. On aKer(jL/K) ~ &L e W, & €ip(ug) /Wi i (). Sideplus g =1,

on aip(py) =1, {&L € Wi, f}d_s = 1} = Wk, et le noyau de capitulation est nul (ce qui
redonne le Théoréme 2.3)).

Démonstration. 11 suffit de considérer I'application qui & a, dont la classe est dans noyau de
capitulation, associe &, (qui est définie modulo I'image de p; ). U

2.4. Etude de Ker(j, / ;) dans le cas kummerien p-ramifié cyclique de degré p. On
suppose désormais que ¢; d’ordre p est dans K. On a (Lemme [24)), la suite exacte :

. . 1-s _s _s .
1—>Ker(jL/K)—>WL/WK.1L(/¢L)—>WI} JWES g (ug) — 1,

qui conduit, puisque W} ~ Wy /W et Wi iy (1) /Wi =~ puy /iy, & 'énonceé :

Lemme 2.5. Dans le cas kummerien p-ramifié cyclique de degré p, et sous la conjecture de

Leopoldt pour p dans L, on a ]Ker(jL/K)\ = W5 Mip (uge) | % M, ot W™ My (ug) C

ox
(i;(¢1)) est d’ordre 1 ou p.
Si e = iy, £ 1, o a | Ker(iy )| = W Mg (g |
Sipge =ph #1 (i.e. L/K est cyclotomique globale), jL/K est injectif.
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Démonstration. En effet, d’aprés le Lemme 3] (iii), on a W} % N, (ug) C (i,(C1)), on
C1 € pg est d’ordre p. Ainsi il y a injectivité de j, /K si et seulement si L/K est cyclotomique

globale ou bien si puy = pu; # 1 et i, (C1) ¢ W5 O

Ceci peut se caractériser de la premiére fagon concréte suivante (analogue du Théoréme 2.1
de [NgPMB|, Proposition 8 et Exemple 12 de [JaPMB]) :

Théoréme 2.6. Soit L/K une extension cyclique, p-ramifiée, de degré p > 2, vérifiant la
conjecture de Leopoldt pour p. On suppose que iy = piy # 1 (i.e., L/K est kummerienne non
globalement cyclotomique). Le morphisme de capitulation jL/K : BPx — BPr est injectif si
et seulement si il existe vy | p dans K, non décomposée dans L, telle que L., = M, Pour
Punique wy | vy.

Démonstration. Ecrivons Wi, = @U‘p
selon que v est décomposée dans L/K ou non, puis que L,/ K, est une extension cyclotomique
ou non, sachant que py 7 1 par hypothese puisque ¢; € K. On calcule alors HY(G, Wrv)

W, en un sens évident. On a alors trois cas pour Wi;g
b

pour obtenir Wles :

(i) Cas décomposé, ie., Wi, = @, i, : o0 & HY(G, W) = 0 (Lemme de Shapiro) et
WLIJ)S = nyWp,» qui contient 'image de ((1).

(i) Cas non décomposé et pf = g : ona HY(G, W) =0 et WI}_US = (i,(¢1))-

(iii) Cas non décomposé et pu; = g ona HY(G, Wp,) ~ Z/pZ et Wis=1.

Le théoréme en résulte puisque la condition diagonale contraire i, (¢;) € W% (j 1/K Don
injectif) équivaut a Wles # 1 pour tout v | p ; or seul (iii) conduit & une impossibilité. O
Remarque 2.7. Il résulte de ceci que lorsque pug # 1 (i.e., (1 € K), la notion usuelle de

p-extension cyclotomique globale, locale, ou résiduelle (i.e., de K, de K, ou de F},), est équi-
valente & celle de p-extension contenue dans la Zj-extension cyclotomique correspondante.

Ainsi, “L/K p-ramifiée & localement cyclotomique en p” (i.e., toute place v { p est non ramifiée
et en toute place v | p non décomposée, uiw = U KU) équivaut a “L/K partout localement
cyclotomique” ou “logarithmiquement non ramifiée” au sens plus général défini par Jaulent
([JaPMB], §3). En effet, si v 1 p est non ramifiée, c’est le corps de classes local par relévement
des extensions résiduelles qui sont cyclotomiques, si v | p c’est par hypothése.

Noter que pour toute place finie v décomposée, I’algébre @w‘v L, peut aussi étre qualifiée de
cyclotomique de fagon Galoisienne car il existe {1, € Wr,, tel que E}J_vs =Getél ep K,
pour cela, prendre &1, = (&, & .C1y --- , & - (f_l) pour un générateur &, de pip =y .

Tout corps de nombres k admet une pro-p-extension Abélienne localement cyclotomique maxi-
male H, sous-corps de H ,I;’r fixe par les groupes de décomposition relatifs des places v | p dans
HY" koo (0lt koo est la Z-extension cyclotomique de k) et alors Gal(H)°/koo) est isomorphe au
groupe des classes logarithmiques introduit par Jaulent ([Jad], [Ja5] [JaM1], [JaM2], [JaS]) ;
voir aussi |Grl], §II1.7. Dans [JaPMB]| et [NgPMB] c’est le vocabulaire adopté.
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3. INTERPRETATION VIA UN RADICAL KUMMERIEN GLOBAL

On suppose pu; # 1 et on pose L = K(¢/a), a € K* modulo K*P ; on suppose que L/K est
p-ramifiée et vérifie la conjecture de Leopoldt pour p. On a () = af a,, ou a, est un idéal de
K étranger a p et ou l'on peut supposer que a, est un produit d’idéaux premiers au-dessus
de p & une puissance < p. On pose (/)= = ¢; d’ordre p.
On suppose, dans cette étude, que L/K n’est pas (globalement) cyclotomique (on est dans
le cas pi; = py # 1). D’aprés le Théoréme [2.6] Jpi €st non injectif si et seulement si pour
toute place v | p, non décomposée dans L/K, P, = ,u:zw pour 'unique place w | v de L.
Dans ce cas, il existe a € Zx dont la classe (non triviale dans BPk) est dans le noyau de
Jpsi et est d'ordre une puissance de p dans Tk /Pk,oo ; on a (a)r, = (y), avec i, (y) = &L,
yP =a € Ky et (par référence aux calculs du §23), i, (y)' ™ = &% =i (Ya)' =% =i (C).
Soit v | p fixée non décomposée (le cas décomposé équivaut & « puissance p-iéme locale en
v et modulo K*P on peut supposer « étranger & v) ; on a, avec des notations évidentes,
iy (y) = Ew et i, (y)! 7% = €L7% =4, (¢1) et par conséquent on peut prendre &, comme radical
local, autrement dit L, = K,(¥/&,) ou &, =: &, € K, et il en résulte, par “unicité” d’un
radical modulo K*P, que a, =1 (bien que certaines places v | p puissent se ramifier dans
L/K ; voir [Grl], Proposition I1.1.6.3 pour le calcul du v-conducteur). D’ou (o) = af.
Onay=¢a= Ya.xz, v €K, avec un a € KJ', un a € K{* global, et on a finalement la
relation :
a=uay.(z), zek.

Noter que ix(¢/a.x) = &£ et que par conséquent, il existe une puissance p¢ de p telle que
(¢/a.x)P" € KX ou encore :

o = (a. (2))" € Pk oo
On peut donc énoncer le résultat suivant (analogue aux formulations données dans [JaPMB]|
et [NgPMB]), ott I'on rappelle que pour un corps de nombres k, j,. est le p-groupe des racines
de I'unité, k le composé des Zy-extensions, Uy, le Z,-module d’unités locales principales en p et
Wi = tory, (Uk) On désigne par BP; la pro-p-extension Abélienne maximale de k& composée
des p-extensions cycliques plongeables dans une p-extension cyclique de k de degré arbitraire-
ment grand ; on pose BPy := Gal(BP;/k) :
Théoréme 3.1. Soit L/K une extension cyclique de corps de nombres, de degré premier
p > 2. On suppose que L vérifie la conjecture de Leopoldt pour p.
Alors le morphisme de capitulation jL/K : BPx — BPr, est non injectif si et seulement si les
deuzx conditions suivantes sont satisfaites :
(i) pp = pp #1, L = K(Y/a), a € K* et (o) = ab), o a est un idéal de K étranger a p
(i.e., L/ K est kummerienne, non globalement cyclotomique (i.e., o & py . K*P), et p-ramifiée

(i.e., non ramifiée en dehors de p)) ;

(i) Uimage diagonale de o dans Uk est égale a Ex ube, Ex € Wi, ug € Uk, avec g € WY
(i.e., L/K est localement cyclotomique en toute place v | p).

On pourrait alors obtenir le résultat plus général suivant (cf. [JaPMB]|, Corollaire 11 et
[NgPMB|, Théoréme 2.1) :
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Théoréme 3.2. Dans une p-extension L/K de corps de nombres, contenant les racines p-
iemes de l'unité, et satisfaisant & la conjecture de Leopoldt pour le nombre premier p > 2,
le sous-groupe Ker(jL/K) des éléments de BPg qui capitulent dans BPr est d’ordre égal a

min {| gy |, [LOK': K(p,)] }, ot K' est la pro-p-extension localement cyclotomique maxi-
male de K.

4. LE p-GROUPE DES CLASSES ET LE REGULATEUR p-ADIQUE

4.1. Existence de L/K cyclique de degré p telle que Ker(jL/K) # 1. On considére une
extension de Kummer L = K ({/«) vérifiant les conditions (i) et (ii) du Théoréme Bl donc
telle que jL/K est non injectif. On a alors () = af), a, idéal de K étranger a p, et tel que

ip(a) € Wf . Uﬁ. Il 'y a alors deux cas qui s’excluent : ou bien a, n’est pas principal et
la classe (au sens usuel) de cet idéal capitule dans L puisque (ay)z, = (¥/a), ou bien a, est
principal et, modulo K*P « est une unité ¢ € Ex et L = K({/¢) (¢ non racine de 'unité).

(a) Dans le premier cas (cf. §B)), il existe a = a, . (x), z € K, dont la classe dans T /Pk oo est
d’ordre fini et engendre Ker(j, / )) 3 80it T € T correspondant a cette classe dans Zy /P oo,

alors la restriction 7 de 7, & Hg est dans Gal(Hgx/Hg N K)) et correspond a la classe de

a dans Zx /Pk (d’ordre p en raison de la relation entre a et a;), et par conséquent c’est une
classe du sous-groupe (/x ~ Gal(Hg /Hx N K) de Clx qui capitule (cf. Schéma du §|E:DE

(b) Dans le cas d’une unité e, écrivons iy (e) = g ul, € W7 . Ug. 1l vient logy (ix(e)) =
plogy (ur) ; montrons que logy(ug) définit un élément d’ordre p du régulateur Ry : si
au contraire logy (ux) = logg (i (n)), pour une unité n € Ex, on obtient logx (iy(e)) =
plogg (ix(n)) qui implique i, (e) = Exin(n?), { € Wk, ce qui conduit (Lemme [[2) a
& = ix((l) € ix(uk) ou encore a & = (jenP. On aurait donc L = K({/(};) (absurde).
Par contre dans L, il est clair que logy ({/iy(c)) = %logL(iK(E)) = log; (ux) montre que
logj (ug) devient d’ordre 1 dans 75,;, et on parlera par analogie de capitulation dans L d’un
élément d’ordre p du régulateur de K.

Remarques 4.1. (i) Dans les deux cas, la capitulation ne concerne qu’une classe ou unité
particuliére en raison de la condition supplémentaire L/K localement cyclotomique en p. On
est donc amené a considérer le sous-ensemble des pseudo-unités localement cyclotomiques :

Fr={ac K, (a)=da & ig(a)=¢& uh, & eWr, ug € UK}/lep,

dont le F)-rang est majoré par r1 + r2 + c ol ¢ est le F-rang du groupe des classes de K.

ii) La condition i, () = &7 .ub. est équivalente & i, (o) = &g ub., £ € WP, ou encore &
K LUK K K

Yo € Wi, .Uk puisque W7 C Wk (Lemme (iii)). Une condition nécessaire mais non

suffisante est log(iy (o)) € p.log(Uk) ; elle devient suffisante si Wx = W7.

iii) La relation |BPg| = @K X ﬁK montre que si j est non injectif, nécessairement 1'un

Jr/k ]
des deux facteurs au moins est non trivial et contribue a la capitulation (points (a) et (b)).

2Daprés [Grl], Corollaire 111.2.6.1 (i), on a [Hk : Hix N K] = |k |/(Logx (Zx) : Log (Px)), ot Logy :
Ik = @D, |, K, /Qplog (Ek), est la fonction logarithme définie dans [Gr1], §I11.2.2 et reprise au §56.3.21
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4.2. Exemples numériques. On prend pour K le corps biquadratique K :Q(\/E, j) con-
tenant le corps Q(j) des racines cubiques de 'unité et le corps Q(1/—237) ; on considére
p = 3. Comme 3 est décomposé dans K en deux idéaux premiers, les deux complétés de K
sont égaux a Q3(j) (voir des exemples analogues dans [JaPMBJ, §4).

Le nombre de classes de Q(1/79) est 3, celui de Q(y/—237) est 12 :

(i) Prenons l'unité a; = je ott € = 80 + 9v/79 ('unité fondamentale de Q(v/79) qui est 3-
primaire et localement un cube en 3). Soit Ly = K({/a1) ; on a bien pu; = pz #1. On a
1.7t =804+9V79 € U%, ce qui montre que les deux complétés de L; sont égaux a Qs(w),
ol w est une racine de l'unité d’ordre 9 ; on est dans le cas puy = M%Lw pour toute place
v | 3, et les deux conditions du Théoréme BT sont donc satisfaites puisque i (1) = &k . u%,
avec £k = (4,7) = (w,w)? ; donc le/K est non injectif.

(ii) On considére I'unité ag = ¢ = 80+ 9V 79 et Ly = K(¥az). Comme oy est localement un
cube, Ly/K est décomposée en toutes les places v | 3. Donc j Lo/K est encore non injectif.

Noter que par la dualité de Kummer, Lo est ici le composé du 3-corps de Hilbert Ly := Hy -

et de Q(j), ou K~ := Q(v/—237), et que comme j ¢ K, jL;/K7 est injectif et le noyau de
1-t

Jp,/1c €st un sous-groupe non trivial de Tx2 . ou t engendre Gal(K/K ™).

(iii) Si Pon prend ag = 8 + 31/—237 (qui est 3-primaire) et Ly = K({/a3), on a (ag) = piy

dans K~ pour un idéal premier non principal py3 | 13 car la condition (ii) n’est pas vérifiée ;

les extensions K (/7), K({/jas), K(3/ j2as3) sont ramifiées en 3 et, dans K ({/agz) (contenue

dans le 3-corps de classes de Hilbert K(/e, J/a3) de K), 3 est inerte ; or il faudrait une

décomposition de 3 dans I'une d’elles.

On voit aussi que la condition log(as) € 3.log(Uk) n’est pas vérifiée car as est 3-primaire

sans étre localement un cube. Dans ce cas, j Ls/K est injectif bien qu’il y ait capitulation d’une

classe d’idéaux dans L3. Ici aussi on peut écrire Ly comme composé du 3-corps de Hilbert

Hpy+ et de Q(j), ott KT := Q(\/79), et les deux composantes de ng/K sont injectives.

Prenons pour K le corps biquadratique K = Q(v/—107, 7). Le nombre de classes de K~ :=
Q(v/—107) est 3 et celui de K+ := Q(+/321) est aussi 3 ; l'unité fondamentale de K+ est
£ = 215+ 12 (+/321 qui est 3-primaire sans étre localement un cube ; on a (5942 +/321) = p3,
dans le sous-corps réel (3 := 59+ 2+/321 est non 3-primaire). Dans le sous-corps quadratique
imaginaire K, on a (2704 17+/—107) = p?w, pour p47 non principal, ot v := 270+ 17/ —107
est 3-primaire et localement un cube car a? =1 (mod (9)). L’extension L = K ({/a) conduit
au méme raisonnement qu’en (ii) avec ici échange des sous-corps K~ et K. Ona Hg+Q(j) =
K(¥Ya) et Hg-Q(j) = K(V/e) ; Vextension K ({/3) est ramifiée en 3 mais n’est pas localement
cyclotomique.

5. POINTS FIXES DU MODULE DE BERTRANDIAS—PAYAN

Dans cette section, L/K est une p-extension quelconque de corps de nombres (p > 2), de
groupe de Galois G, que 'on supposera cyclique de degré p a partir du §6.21 On suppose
seulement que L vérifie la conjecture de Leopoldt pour p, ce qui implique que ’7}? contient un
sous-groupe isomorphe & Tk (injectivité du morphisme Tx — 77, Lemme 2.7]).
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On omet le plus souvent les plongements diagonaux i, et i;.

Ici il n’y a aucune hypothése sur la ramification dans L/K ni sur les groupes iy, it} .
On a la suite exacte qui définit BPy, & partir de T, = Gal(HLpr/Z) :
1= Wr/u, — T — BPp — 1,
ou Wr, = @vkn Wi, avec Wp , = @w‘v o, pour toute place v | p de K.
On a de méme la suite exacte :

1= Wk/uxg — Tk — BPrg — 1.

5.1. Suites exactes fondamentales. On a la suite exacte :
1= (Wi/pup)® — TE — BPE S HY (G, Wi /), (1)

et & partir de 1 — p; — W — Wi /p; — 1, on a la suite exacte :

1= Wi/ — (Wi /pp)® -5 HYG, 1) 5 HY(G, W), 2)
avec HY(G,Wp) = D. HY (G, W)

Dans le cas G cyclique d’ordre p (engendré par s) on aura les suites exactes :

1= (Wi/u)® — T — BPE 25 xWe/uy))We/u)' > (1)

¢ v .
1= Wi /ug — Wi/p)" = ypp/ug* == @y \Ww/WES (2)

Remarque 5.1. Dans le cas G cyclique d’ordre p, les noyaux de la “norme” N = N sont ceux
de la norme algébrique (ici Ng = 1+ s+ ---+ sP~1). Or on peut utiliser, par commodité des
calculs, la norme arithmétique Ny /i a condition que pour les objets X, et Xk, I'application
naturelle iL/K : Xg — X, soit injective puisque z’L/K oNp/k = Ng.

C’est le cas ici pour les objets du type Uy, E, p;,, Wi, Wi = Wi /1y, Ak, By = Ug/Ek, T,
mais non nécessairement pour Clg, Cp, ﬁk, BP;.

On souhaite voir, comme dans [Seo3|, [Seod], [Seo6], & quelles conditions | BPk | divise | BPr |
au moyen, par exemple, de la condition suffisante | BPx | divise | BPY |. D’aprés (1) et (2) il
vient :

o ITELIm@)| |7 m@)| |7 Tm(0)|
B = Wil ~ Wafag | )]~ 7] o7 gy @

En utilisant la formule des points fixes pour 77, (JGrll], Théoréme IV.3.3), il vient :

Théoréme 5.2. Soit L/ K une p-extension de corps de nombres (p > 2) vérifiant la conjecture
de Leopoldt pour p. On a la formule suivante (ou le premier facteur est entier) :

Ig1p € [ Tm(0) |

(2 &ZpLomicla) + Logx(Ti) : Logx(Z)) [T (@)

|BP{ | = - |BPk | -

ot ey est lindice de ramification de q dans L/K, et Logy : T — @U|pKU/@plogK(EK), la
fonction logarithme définie dans |Grll|, §II1.2.2 (voir aussi le §[5.3.3).
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Corollaire 5.3. On peut trouver une infinité de p-extensions L/K telles que BPLG # 1 et

eme tell BPE | = | BPk| - 1m@1 5 | BPx | -
méme telles que | BPy" | qlgneq | BPxk | IIm(w)l—ﬂ,,eq | BPxk |

1
| HY(G, pp) |

Corollaire 5.4. Lorsque lextension L/K est p-primitivement ramifiée, ce qui est équivalent
a (ij(p éZpLogK(q) + Logk (Zk) : Logk (Zk)) = qup eq (IGrll, Définition 1V.5.4), on a
| BPY | > | BPx | si et seulement si |Im(6) | > |Im(v)].

5.2. Caractérisation de |Im(¢))| = p pour L/K p-ramifiée cyclique de degré p. Pour
un cadre plus général voir [NgPMB| et [JaPMB].

On a |[Im(y)| < |N,uL/,u}J_s| < p. On écarte donc le cas trivial |N,uL/,u}J_s| =1, et
on suppose (cf. Lemme [3) que p; = p; # 1 (ie., L/K kummerienne non globalement
cyclotomique). On a [Im(v) | = p si et seulement si v = 0 dans (2’) ; or 'image de (; par

v est la classe de I'image diagonale dans Wy, de ¢; (mod Wé_s). Cette classe est nulle si et
seulement si 4,(¢;) € W} ° pour tout v | p. Autrement dit (cf. Lemme 25, Théoréme 26 ou
Théoréme [3])) :

Proposition 5.5. Soit L/K p-ramifiée cyclique de degré p > 2. On a |Im(¢)| = p si et
seulement si | Ker(j ) |=p, ou encore si et seulement si | WS |=p. | Wk |.

Si | Im(z) | = p, il suffit d’avoir |Im(6) | > p pour que Vinégalité | BPY | > | BPk | soit vérifié ;
or Im(#) dépend du noyau de Dapplication p : HY(G, Wy, /u;) — HY(G,TL), qui fait I'objet
du paragraphe suivant.

5.3. Calcul de Ker(p). On reprend la suite exacte (1’) en la prolongeant comme suit :
0 —s -5
1= (W /pp)— TE = T — BPY—— x(Wr/p) /(W /pp)! L>NTL/TL1 :

On est donc dans le cadre de non injectivité de j, K L/K étant cyclique de degré p, p-

ramifiée, kummerienne non globalement cyclotomique (i.e., p, = p; # 1), et localement
cyclotomique en p (cf. Remarque 2.7)).

Lemme 5.6. Sous les hypothéses précédentes, on a HY(G, W, /u;) ~ Z/pZ. Un générateur
de ce groupe est donné par limage d’un &, € W tel que Np i (E1) = ig(Cx), 0t Ce est un
générateur de fij .

Démonstration. La suite exacte 1 — p;, — Wp — WL/ML — 1 conduit a :
HY(G, W) — HYG, Wi /p;) = B%(G, uy) — HX(G,Wy).

Or HY(G, W) = D. HY(G,WL,) = 0 sous les hypothéses précédentes (Théoréme 2.6)) ;
donc H*(G,Wy) = 0. Dou HY(G, Wy /u;) ~ H*(G,u;) ~ Z/pZ. Comme H?(G, W) =
Wk /N k(W) =0, ig(Cx) € Ny (W) et Pexistence de €, (unique modulo W} 5u,) est
immédiate ; son image dans le groupe H'(G, Wy /i, ) est d’ordre p car £, ¢ W} 5p;. O
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5.3.1. Caractérisation de Ker(p) en termes d’idéaux. A €1, € W tel que Nk (£1) = i (Cko),
ot (f engendre uf, 'application p associe I'élément 71, € Tz défini par I'image de &, dans
Wy C Tp. Puisque &, ¢ W} *.uz, on a 7, ¢ W, : la nullité éventuelle de p (i.e.,
T € TLI_S) n’est donc pas triviale et concerne 7T, en entier.

Soit z € L] tel que i, (z) = &, ; alors on a Np/k(2) = (K Toos Too € KX, et Pimage de 71,
dans 77, /Pr, oo est celle de l'idéal (z).

Comme (Z,) est norme d’idéal et x, norme locale en p, on a (principe des normes globales
de Hasse) v = Np/k(y), y € L* := L* ® Z,. Par le théoréme d’approximation classique,
on peut supposer que y € £ en utilisant 3’ € £* tel que y.y'17* € L : pour cela écrire
Too = x1.21P, 21 € K{, ) € K{' ; comme z1 = o .2} P est partout norme locale, il existe
t € L* tel que 21 = Ny g (t) = Npj(t.117%) € Ny (L), pour un t € L* convenable ;
finalement zo, = N/ (t.#'175.21) € Np /i (L]).

On doit ensuite étendre I'application i, a £*, qui est alors & valeurs dans le complété profini
@w|p Ly = @wlp (mzv” ® Uy) de ®w|p L}, ou m, est une uniformisante en w. L’application
if, est surjective (de noyau L) car iy (L*) est dense dans @, Ly, = D, (72 @ Uy) et le
Zp-module engendré par i, (L*) (égal & i, (L)) est fermé dans le complété profini qui est un
Zy-module de type fini.

Puisque zoo = Ny /i (y), avec if(y) € Up et Np/x(iy(y)) = 1, il existe ap € B, Ly, tel

que i (y) = ay *;siY € @kaLE, est tel que af, = i, (Y), on a y = Y1 ¥y, dou

Too = Nk (Yoo) €t Np /g (2) = Cx N k (Yoo) ; comme 2z n’est défini que modulo L, on peut

supposer que Ny /x(2) = (j et que, en idéaux, Ny /r((2)) = 1, soit :
(2) =B175, BeI.

Si on a une autre écriture (z) = B'175, B’ € 7, il vient B =B’ . (a), a € Ik.

On aura Ker(p) = (£,) (ie., p = 0) si et seulement si 7, = 7'~ pour un 7; € 77, donc

si et seulement si il existe un idéal b € Z, de la forme B . (a);", tel que Log (b) = 0 (voir
ci-dessous les rappels sur la fonction Log).

5.3.2. Rappels sur la fonction Log. Il faut pouvoir étudier (pour un corps de nombres k) les
groupes de torsion T de fagon effective, ce qui est possible en utilisant le logarithme Log;,

introduit dans [Gr1], § I11.2.2, et qui conduit 4 la suite exacte (dans laquelle A, = Gal(k/k)) :

15 Th —— Ap = T/ Prse —2%% Ay, ~ Logy (T1) = ZyLogy(Ix) — 0,
ou l'on rappelle que (log, étant le logarithme p-adique usuel) :

Logy, : Ik/Pkpo — (@v|pkv)/Qp10gk(Ek),

est défini pour tout idéal a de k étranger & p par :

Logy.(a) = —logi(a) (mod @ylogy(Ex)),

ot m est n’importe quel entier tel que a™ est un idéal principal (a).
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En pratique Logy,(Py) = Z, Log;,(Px) est I'image de logy, (Uy) = Z, logy, (k) dans le Q,-espace
(®v|p ky) /Qplog(Ek), et le Zy,-module Logy,(Zy) est connu numériquement dés que le groupe

des classes 'est (au moyen d’idéaux générateurs by, ..., b, modulo Py) :
1 1
Logy(Zy) = <E logy(b1), .-+ 7 10gk(br)>Z + logy,(Ux) + Qplogy,(Ek),
P
avec b? = (b;),i=1,...,7, ou h est par exemple l'ordre du groupe des classes de k. Comme

H = (Hlogy(b), ., Hlogy(by)), +log(Uk) = Zy* % et V = Qylogy (k) = Qj*™2 sous
la conjecture de Leopoldt (ou r; +2re = [k : Q]), Log,(Zx) = (H 4+ V)/V s’identifie & un
sous-Zy,-module H' de H telque H =H' & (HNV) (o0 H- = H' et Ht = (HNV) ® Z,,
avec les notations habituelles lorsque & est un corps CM).

5.3.3. Calcul effectif de p(€;) € T On a vu au §E.3.01 que p est nulle si et seulement si il
existe b € Iy, tel que (z) = b'~* avec Log; (b) = 0 ; comme on a obtenu (z) = B'~%, pour un
B € 71, particulier, on a p = 0 si et seulement si il existe a € Tk tel que 5. (a)z1 = b, ce qui
est équivalent a Log; (*8) = Log ((a)r)-

Soit 71, € Ay, correspondant & I'image de B dans Z1,/Pr, o, €t T1, € Tz, correspondant a celle

de (z) ; on a seulement a ce stade 7, = & * € A} * ou encore l'existence de e > 0 tel que
(d’apreés la formule de points fixes de [Grl], Théoréme IV.3.2 dans le cas L/K p-ramifiée) :

EI; EA%IJL/K(.AK) (1)

Par contre, si b = B.(a);! existe tel que Logy(b) = 0 et si 5x € Ax est 'image de a,
on a LogL(EL.jL/K(Ef}l)) = 0, ce qui est équivalent a oz, .jL/K(EK)_1 € Tr, ou encore a
T = ElL_S € 7'Ll_5 comme attendu.

Puisque Ny, /i (71) = 1, la projection de 71, dans Ak est triviale, donc 71, € Gal(HP /L HY).
Il reste a calculer (ou approcher) B € Z;. Sur un plan effectif, on a besoin d’un renseignement
global calculable ; or (j est aussi partout norme locale et (i = Ny, /i (t) ottt € L™ est global ;
en remplagant ¢ par t.#'17% ¢ € L* convenable, on peut supposer t € L et l'idéal () de
la forme A'~% A (idéal “ordinaire”) étranger & p. De Nk (i;(2).i,(t)"") = 1 on déduit
Pexistence de 81 € €,,, Ly, tel que ip(2).i ()7 = B; 5. Soit Z € @wlpLﬁ, tel que
i(Z)=Pr;onaz.t! =275 2, soit (B.A ) = (2)17° . (200) ; done Np g (200) =
€ € EkNKeo, A0t N /g (200) = 1 €t 200 € L2175 (Lemme [LH), et quitte & modifier Z modulo
L% il vient :

B.A T =(2).(0);", c€lxRL. (2)

Comme (7). (C)Zl est étranger & p, en prenant dans la classe de ¢ un idéal étranger a p,
on peut se ramener a Z et ¢ étrangers a p. Puisque (z) = B17% et Log,(z) = 0, il vient

EPRN G
(1— 5) Logy (%) = 0, d'ot Log, (%) € (@D, Lu/Cplogs (1)) = By, Ko/ Qylog (Fic).
Numériquement on aura Log (B) € ie .Log; (Zk), e € Z, avec a priori e > 0 (relation (1)) ;

comme 2 et ¢ sont connus, il suffit de connaitre Z modulo une puissance de p assez grande
pour savoir (cf. (2)) si Log;,(B) = Log; () + Log.(Z) € Logk(Zx) ou non dans la mesure
ot Log (Zx) se calcule facilement (cf. § .
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Ori;(Z) e @w‘p L., est donné par une résolvante de Hilbert ; par exemple pour p = 3, on a
(au produit prés par un élément de @U‘p KX): i (Z)=1+&p i () 1+ (Ep i ()~ H)e 5l
suffit de prendre Z' =1+ 2/ t71 + (2t ™) € L, ot 2/ € L est tel que i, (z') approche ;.

5.3.4. Autre formulation du critére de nullité de p. On sait que I'on peut interpréter l'image
de Ay, (ou de Zp, /Py ) par Log; comme étant Ay := Gal(L/L) et que le transfert Ax —s
Ay est injectif (Lemme 2I)). Comme la condition nécessaire et suffisante de nullité de p
est Logy (1) € Logy(Ak), ot 7, correspond & l'image de B dans A, ~ Zp /P« (avec
(2) = B179), il vient :

Une condition nécessaire et suffisante pour que p soit nulle est que la projection de @, dans
Gal(L/L) (ot p(€) =T =Ty °) soit dans le transfert de Gal(K /K).

Il parait clair, en raison des valeurs aléatoires des logarithmes d’idéaux, de t € L™ tel que
N/ (t) = (k et A tel que (t) = A1~ que numériquement tout type d’exemple est possible.

5.3.5. Une condition suffisante de nullité de p. Comme le quotient de Herbrand de 77, est nul

on a |N7-L/7-[:}_S | = % Or la norme arithmétique de 77, dans L/K correspond, par

la loi de réciprocité d’Artin, & la restriction 77, — Tx des automorphismes, et une condition
suffisante pour que p soit nulle est que cette norme soit surjective. D’ou le résultat suivant
(sous la conjecture de Leopoldt) :

Théoréme 5.7. Soit L/K une extension cyclique de degré p > 2, kummerienne, p-ramifiée,
non globalement cyclotomique et localement cyclotomique en p (cf. Théoréme[31]).
Alors une condition suffisante pour que |BPL | > |BPx | est que L C K et que HY /K et

L/K soient linéairement disjointes sur K.

On fera le lien avec le point de vue développé dans [NgPMB|, § 3.1, Lemmes 3.1, 3.2.

6. CONCLUSION

Le cas trivial ot pj = 1 (Théoréme 23)) permet de construire les p-tours p-ramifiées définies
par S. Seo dans [Seo6, lesquelles sont infinies dans le cas ot BPg # 1 (sous la conjecture de
Leopoldt pour p dans toute p-extension de K'), mais dans les autres cas se pose le probléme
de la propagation des hypothéses faites au premier étage. Une définition plus canonique de
ces p-tours est proposée dans [JaPMB| ot est aussi posée la question de leur infinitude.

Si le p-groupe des classes de K est trivial (ou si Hx C K) on a (cf. Lemme 7)) :
BPx ~ Ry = tory, (logx (Uk)/Zplog g (EK)),

qui dépend simplement des propriétés congruentielles du groupe des unités de K et grosso
modo du régulateur p-adique normalisé usuel de K.

Dans [Gr7] (cf. Conjectures 8.9, 8.11), nous avons conjecturé, pour tout p assez grand, la p-
rationalité de tout corps de nombres K (cf. §[L2I(ii)) ; ceci entrainerait la nullité de BPx pour
tout p assez grand indépendamment de toute hypothése (conjecture de Leopoldt comprise).
Il serait utile d’étudier la “p-rationalité faible”, que nous avons introduite dans [Gr6], et qui
stipule que BPx est trivial ; pour K fixé, elle n’est distincte de la p-rationalité que pour un
nombre fini de p.
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