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SUR LES SOLUTIONS FRIABLES DE L’EQUATION a+b=c
par

Sary Drappeau

Résumé. — Dans un récent article [5], Lagarias et Soundararajan étudient les solutions friables &
I’équation a+b = c. Sous I’hypothése de Riemann généralisées aux fonctions L de Dirichlet, ils obtiennent
une estimation pour le nombre de solutions pondérées par un poids lisse et une minoration pour le
nombre de solutions non pondérées. Le but de cet article est de présenter des arguments qui permettent
d’une part de préciser les termes d’erreur et d’étendre les domaines de validité de ces estimations afin
de faire le lien avec un travail de la Bretéche et Granville [2], d’autre part d’obtenir le comportement
asymptotique exact du nombre de solutions non pondérées.

Abstract. — In a recent paper [5], Lagarias and Soundararajan study the y-smooth solutions to the
equation a+b = c¢. Under the Generalised Riemann Hypothesis, they obtain an estimate for the number
of those solutions weighted by a compactly supported smooth function, as well as a lower bound for
the number of bounded unweighted solutions. In this paper, we aim to prove a more precise estimate
for the number of weighted solutions that is valid when y is relatively large with respect to x, so as to
connect our estimate with the one obtained by La Bretéche and Granville in a recent work [2]. We also
prove the conjectured upper bound for the number of bounded unweighted solutions, thus obtaining its
exact asymptotic behaviour.

Table des matiéres

I T eYs (i oy PP 1
[2. Rappel de quelques résultats sur les entiers friables|.................. ... .. ... 4
[3. Solutions générales pondereées|. ....... ..o 5
{4. Solutions primitives pondeérées et solutions non pondeérées|....................... 16

.......................................................................... 20

1. Introduction

La conjecture abe formulée en 1985 par Masser et Oesterlé (voir par exemple [6]) relie la taille des
solutions a 1’équation

(1.1) at+b=c

avec leur radical R(a,b,c) =] p de la fagon suivante.

plabe

Conjecture 1.1. — Il existe une constante k telle que pour tout € > 0, il n’existe qu’un nombre fini
de solutions (a,b,c) avec pged(|al,|b], |c]) =1 d Uéquation (1.1) sous la condition
R(lal, o], |c]) < max(|al, |b], |c[)"°.

On peut approcher le probléme en comptant les solutions de (1.1]) suivant la taille de leurs facteurs
premiers. C’est I'objet d'un travail de Lagarias et Soundararajan [5}[4]. On note respectivement P+ (n)
et P~ (n) le plus grand et le plus petit facteur premier de n (avec les conventions P (1) = 1et P~ (1) =
o0), ainsi que

S(x,y)={neN|l1<n<zet PT(n) <y}
U(x,y) = [S(z,y)|
log
x =
logy

u=1u
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H(u) := exp(u/log®(u+ 1)) pour u > 1.
On note o = o, = a(x,y) (le point-selle) P'unique solution positive de

log(p)
=1
> o= lose

p<y

La ol « et u sont notés sans indice, il est convenu que la valeur du premier parametre est x. La valeur
du second parameétre, elle, est toujours y. Lorsque z et y tendent vers I'infini tout en vérifiant (log z)? <
y<x,ona

1—a~ (logu)/logy.
On étudie le comportement asymptotique du nombre de solutions & 1’équation (|1.1]) qui sont y-friables
et de taille inférieure a x

N(z,y) = Z 1

a,b,c€S(z,y)
a+b=c

ainsi que du nombre de ces solutions qui sont primitives, c’est-a-dire avec & composantes premieres

entre elles
N*(z,y) := Z 1.

a,b,ceS(z,y)
(a,b,c)=1
a+b=c
Le comportement asymptotique de N(xz,y) a été étudié par de la Breteéche et Granville dans [2] pour

les grandes valeurs de y.

Théoréme 1.1 ([2], théoréme 1.1). — Soit e > 0. Lorsque x et y vérifient

exp((logz)*/**) <y <=

M = 15 (1, (to ey

logy

on a uniformément

Dans le cadre de I'étude de la conjecture abc cependant, il apparait intéressant d’obtenir des
résultats valables lorsque y est de I'ordre d’une puissance de logz. On travaille pour cela avec des
sommes modifiées, ol la condition a,b, ¢ < z est lissée. Etant donnée une fonction test ® : R* — C
a support compact, on étudie le comportement du nombre de solutions pondérées

vorn= 5 s(Zo(2)e()
s

ainsi que la quantité associée pour les solutions primitives
a b c
vosne £ o(3)s(2)e()
(z,y; ®) > @ -~ @(m)fb "
P*(abe)<y
(a,b,c)=1
a+b=c

La fonction ® est autant que possible utilisée comme une approximation de 1o 1}, la fonction indica-
trice de Pintervalle 0,1].

De méme que dans [5], on se place dans la situation ot ’hypothése de Riemann est vraie dans la
version généralisée suivante.

Conjecture 1.2. — (Hypothése de Riemann généralisée) Les zéros non triviaux de la fonction ¢ de
Riemann ainsi que ceuzx de toutes les fonctions L de Dirichlet ont pour partie réelle 1/2.

Si2/3 < a<1etsi® est de classe C* par morceaux, a support compact dans R, alors on définit

60(@701) = Oé3 /OOO /0OO q)(tl)(p(tz)é(tl + tg)(tltg(tl + tQ))aildtldtQ

. p—1 p—p*\°
Sile) 'H<1+p(p3“‘1—1) <p—1) )

p
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On note également &3 (a, y) := &1(a)((3a—1,y) 7! et &7 (a) := &1(a)((3a—1)71, avec la notation,
pour tout s € C de partie réelle strictement positive,

_ _ey—1
(sy)i= Y, no=J[0-p*)"
P+(n)<y p<y
Remarquons que Go(P, ) et &1 () sont des fonctions continues de «, on a donc en particulier

1 logu
So(1)0,1], )G () = 3 +0 (loiy)

Théoréme 1.2 (5], théorémes 2.1 et 2.2). — Soit € > 0 et ® une fonction de classe C*™ d sup-
port compact inclus dans ]0,00[. Si Uhypothése de Riemann généralisée est vraie, alors pour tous x
et y vérifiant

2 < (log )+ <y < exp((logx)2 %)

v ) 3 loglo
N(z,y;®) = 60((&0‘)61(0‘)% {1 + Oc0 (igiy) }

on a

3
N (o, 35®) = S )i (0) " {14 00 (o )

Les termes principaux des estimations des Théorémes [T.2] et [[.I] sont donc compatibles en vertu
de la remarque précédente ; mais leurs intervalles de validités ne se rejoignent pas. En premier lieu,
on présente ici une modification de 'argument de Lagarias et Soundararajan qui permet d’une part
de combler cet intervalle non résolu, d’autre part d’améliorer le terme d’erreur. Définissons pour
tout kK > 1 et ¢g > 0 les domaines

(1.2) D(k):= {(z,y) e R* |2 < (logz)" <y <z}

(1.3) D* (5, co) := D) 1 { (2, ) € R? | (logy) H(w) ™ < 1}

Notre résultat est le suivant.

Théoréme 1.3. — Il existe une constante absolue co > 0 telle que pour tous e > 0 et ¢ de classe C*
a support compact inclus dans ]0,00[, si lhypothése de Riemann généralisée est vraie, alors pour
tout (z,y) dans le domaine D*(8 + &,¢¢) on a

(14) N(z,y; @) =60(<I>,a)61(a)\1’($T’y)3 {1+()67‘1> (i)}
(1.5) N* (2, ;) = Go(®, a)GT(my)\I](‘TT’y)S {1 +0.a (i) } .

On s’attend, mais ce ne sera pas étudié ici, & ce que la technique de La Bretéche et Granville [2]
puisse étre utilisée pour obtenir une estimation de N(z,y;®) valable sous les hypotheéses du théo-
réme Cela impliquerait que les estimations et soient valables dans D(8 4 ¢) tout entier.
On note que, sous les hypotheses du Théoréme [I.3] lorsque z et y tendent vers Dinfini,

1
1—-— ) <a<l.
8+€+o()_a

Les termes d’erreurs du Théoreme [1.3] sont de méme nature que le terme d’erreur identique obtenu
par Hildebrand et Tenenbaum [3] dans l’estimation de ¥(z,y) par la méthode du col.

L’hypothese sur ® est contraignante en cela qu’elle ne permet pas de prendre des majorants de la
fonction 1jg 1) par le haut. On a en revanche comme corollaire direct les minorations asymptotiques
suivantes.

Théoréme 1.4 (|5], corollaire des théorémes 2.1 et 2.2). — Soit € > 0. Si ’hypothése de Rie-
mann est vraie, lorsque x et y tendent vers l'infini en vérifiant

(log #)¥"¢ < y < exp((log x)%*s), on a
2 1 4o,

M{HOE(U}.

N(z,y) > So(10,1), @) S1 ()

N*(z,y) > Go(1y0,1), )67 ()
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On présente un raisonnement qui permet de parvenir aux égalités asymptotiques.

Théoréme 1.5. — Soit € > 0. Si Uhypothése de Riemann est vraie, lorsque (x,y) € D(8+¢€) et x
et y tendent vers l’infini on a

(1.6) N(z,y) = Go(1)0,1), @)S1()

2 1 4o,y

T 3
(1.7 N*(a.3) = 8010, 0087 (0) "2 11 4o,

Deux éléments ont permis d’améliorer les résultats de Lagarias et Soundararajan : un changement
dans le choix d’un contour, et l'utilisation de résultats trés précis de La Breteéche et Tenenbaum [1]
sur le rapport ¥(z/d,y)/¥(x,y).

Remerciements. — L’auteur souhaite adresser ses meilleurs remerciements a son directeur de these,
Régis de la Breteche, pour sa grande disponibilité et ses nombreux conseils durant la rédaction de cet
article, ainsi qu’a Andrew Granville pour sa relecture et ses remarques.

2. Rappel de quelques résultats sur les entiers friables

Dans leur article [3], Hildebrand et Tenenbaum ont utilisé la méthode du col afin d’étudier ¥(z, y),
en tirant avantage de I'identité

o+i00 s
(21) Vo) =g [ e

um —i0o

valable pour tout ¢ > 0. Il apparait en effet que si 'on choisit 0 = a(z,y) alors la contribution
principale a I'intégrale entiére vient de la partie du contour autour de «, c’est-a-dire les valeurs de s
ayant une petite partie imaginaire.

On note s — ¢a(s,y) la dérivée seconde de la fonction s — log((s,y). Le résultat principal de
Hildebrand et Tenenbaum est contenu dans les deux lemmes suivants.

Lemme 2.1 ([3], lemme 10). — Soit ¢ > 0. Il existe ¢c; > 0 tel que lorsque (z,y) € D(1) on ait

U(z,y) = 1 /a+i/ logyc(s;y)%sds + O (mag(a;y) (H(U)_Cl +exp {—(logy)3/2_5})) .

ﬂ a—i/logy
1
ds] (1 e ())
u

(o (2)

On dispose par ailleurs du résultat élémentaire suivant.

Lemme 2.2 ([3], lemme 11). — Lorsque (z,y) € D(1) on a
1 a+i/logy 8 1 a+i/logy 8

) eds = — oY
/ C(siy)—ds = 5 C(s39)~

2T a—i/logy a—i/logy

Lemme 2.3. — Lorsque x >y > 2, on a

fog¢(a.y) = u{1+0 (CEELE )

log(u + 2)
Cela permet d’écrire dans le méme domaine
(2.2) U(z,y) = oo

On reprend dans la section suivante une partie de la preuve de Hildebrand et Tenenbaum, on
cite donc quelques résultats précis concernant ’estimation de l'intégrale . On se place sur la
droite Res = a et on note Ty = u_1/3/log y. Les points de partie imaginaire supérieure a T
contribuent de fagon négligeable. Quant aux autres, un développement limité permet d’estimer leur
contribution. Le lemme suivant permet de traiter le cas des points de partie imaginaire 7 vérifiant
1/logy < |7| <y.
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Lemme 2.4 ([3], lemme 8). — Lorsque 1/logy < |7| <y, il existe ca > 0 tel que pour tout (z,y) €
D(1) on ait

2
C(a+im3y) < ((osy) exp (—02(1_324”2> '

Pour les points de partie imaginaire vérifiant Ty < |7| < 1/logy on utilise la majoration suivante,
énoncée dans la démonstration du lemme 11 de [3].

Lemme 2.5 (]3], démonstration du lemme 11). — Pour tout (z,y) € D(1) et 0 = «, on a
x’ U(x,
/ (o)l ds « L&Y
To<|7|<1/logy 5 u

Enfin, le lemme suivant est une reformulation du lemme 4 de [3].

Lemme 2.6 (]3], lemme 4). — On note o, 2 < k < 4) la valeur de la dérivée k-iéme de la
fonction s — log ((s,y) en s = a. Pour (z,y) € D(1) et s = a+ it avec |7| < Ty on a
72 -3
log ((s,y) =log((a,y) —iTlogx — 502 igag + O(140y).

De plus les quantités o, vérifient oy, < u(logy)®.
On note que o3 = ¢a(a,y).

Concernant le comportement local de ¥(z,y), on cite le résultat suivant, dii & La Bretéche et
Tenenbaum [1].

Lemme 2.7 ([1], Théoréme 2.4). — I existe deuz constantes absolues by et ba et une fonction b =
b(x,y;d) satisfaisant by < b < by telles que pour tout (x,y) € D(1) et d € N avec 1 < d < x on ait

uniformément
x t 2\ U(x,y)
W(M)—{HO(J}(“@#) o

ot on a posé t = (logd)/logy.

Remarquons que cela implique sous les mémes hypotheses la majoration
Y(z/d,y) < V(z,y)/d"

On dispose avec ceci de tous les outils nécessaires pour préciser le résultat de Lagarias et Soundara-
rajan.

3. Solutions générales pondérées

Dans ce qui suit, & : Ry — C désigne une fonction de classe C*° a support compact inclus
dans ]0, oo[. L’objet d’étude dans cette partie est la quantité suivante.

N(A,B,.Cy;®):= > @ (%) o <g> o (é)
e

On a donc en particulier N(z,y; ®) = N(x,z,z,y; ).
3.1. Rappel des lemmes de Lagarias et Soundararajan [5]. — Dans un premier temps, on

rappelle les principales étapes du raisonnement de Lagarias et Soundararajan. Leur méthode se base
sur la méthode du cercle. On note e(z) = exp(2imx) et on pose

Eg¢(z,y;0) := Z e(nd)® (g)

Pt (n)<y

On peut alors écrire
1

(3.1) N(A,B,C,y; ®) =/ Es(A,y;9)Ee(B,y; 9) Ee(C,y; —0)dd.
0

Le but est de trouver des estimations de Eg(x,y; ) qui se comportent bien lorsqu’on les reporte dans
Iintégrale.
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Le comportement de Eg(x,y;d) est fortement lié aux approximations rationnelles de ¥ : ainsi,
si ¥ = a/q+ 8 on peut écrire (cf. la démonstration de la proposition 6.1 de [5])

(3.2) Eo(z,y;0)= Y. (p(ql/d) Yo x| D e(mdﬁ)X(Tﬂ)@(T)

d|q X (mod q/d) P+(m)<y
P (d)<y

ou 7(X) est la somme de Gauss >, (04 4/4) X(D)e (q/d) La proposition 6.1 de [5] montre que la

contribution des caractéres non principaux a Fg¢(z,y;9) est négligeable. La version qu’on énonce ici
se place sous des hypotheses plus générales, mais se montre de maniére identique : c¢’est pourquoi
nous n’en donnons pas la preuve.

Proposition 3.1 ([5], proposition 6.1). — Soit ¢ > 0 et ® une fonction de classe C* d support
compact inclus dans |0, 00[. Si Uhypothése de Riemann généralisée est vraie, alors lorsque les réels x,
y, R et 9 vérifient 2 < y < x < R et € [0,1] avec ¥ = a/q+ B ot (a,q) = 1, ¢ < RY/?
et || <1/(¢R'/?), on a

Eg(x,y;0) = Mo(z,y; ¢, 8) + Oc .o (xR /*F9)
ot Mo (z,y;q, ) est défini par

Mo(z,y;¢,8) == > M /(q7 )i(nﬁ) ()

P+t (n) <y
Cette proposition ne donne pas une bonne majoration pour des y trop petits : par exemple
lorsque y < (log x)*~¢, la majoration triviale
Eg(z,y:9) <o U(z,y) = 22700 < g3/47/2
est plus forte.

Le point important dans la démonstration de cette proposition est d’avoir une majoration efficace
de la somme d’exponentielles

n
To(z,yx,7) = Y, e(ny)x(n)® (;)
Pt(n)<y
lorsque x est un caractere de Dirichlet et v € R. On a pour tout o > 0,
1 o+100 .
Polz,y:x,7) = 5— / - L(s,x;9)2°® (72, 5)ds

ou 'on a noté

Lis,x;y) = Y x(mn™=][@=x@p )"

P*(n)<y p<y

BN, s) == /Ooo d(t)e(At)t5~Ldt.

Afin de majorer ¥y, il nous suffit d’avoir de bonnes majorations de L(s, x;y) et fi>()\,s) puis de les
reporter dans l'intégrale. Les majorations dont on dispose sont les suivantes.

Proposition 3.2 (|5], proposition 5.1). — Soit € > 0. Si Uhypothése de Riemann généralisée est
vraie, alors pour tout caractére x modulo q et tout s € C avec s = o +i7 et 1/2+¢e <0 <3/2, ld ou
l'une quelconque des deux conditions suivantes est vérifiée :

— x est non principal,
— x est principal et T >y,
on a
L(s,x;y) <e (al7)".

Proposition 3.3 (|5], lemmes 3.3 et 3.5). — Soitk > 0 et & une fonction de classe C* a support
compact inclus dans |0, 00[. Pour tous A € R et s € C que l'on écrit o + it avec 0 > 1/4 on a

. , T+ N" /1+1s\F
"W’S”«’“Dmm(( ] ) ) )
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De plus, soite >0 et § > 0. Lorsque A € R, on a

/ |‘i)()\, s)|(1+ |7-D5d7- <Lpoe (1+ |)\|)1/2+5+5.

Il reste alors a traiter le terme principal Mg (z, y; q, ). On se ramene au cas P*(q) < y en écrivant
q = qoq1 avec PT(qp) <y et P~ (q1) > y. Il vient

M@(xa Y; qaﬂ) = ZEZi;Mé(xvya QOaﬂ)'

Définissons

Mo (2,590, 8) = gy ® [ | (1 -

plao

L)oo

p—
L’estimation de Mg (z,y;qo,3) est I'objet de la proposition suivante de Lagarias et Soundararajan.

De méme que la Proposition nous 1’énongons sous des hypotheses plus générales, mais la démons-
tration reste identique.

Proposition 3.4 ([5], proposition 6.3). — Soient § > 0, € > 0 et ® une fonction de classe C* a
support compact inclus dans ]0,00[. Si Uhypothése de Riemann généralisée est vraie, alors lorsque les
réels x,y, R, qo et B vérifient

2 < (logz)*** <y <a <R, qo € S(R'?,y) et B € [-1/(qR"?),1/(q0R"*)]
on a
—siz=Ret|B] >R alors
|Ma (2,5 90, B)| <e 50 2/ g5,
— si|B] < RO et si de plus y < exp((logz)'/?7¢),

—a+e
7 — 40 Y (z,y)
Ma (2, y: 90, 8) = Ma (2,4 40, 8) + Oz 5.0 (z"/* g5 " R/*H9) + O < :
) ’ T\ (1 + 1Bl2)* (log y)
Le reste du raisonnement consiste alors a reporter ces estimations dans I'intégrale (3.1]).
On s’intéresse au deuxiéme cas de la Proposition [3.4] car c’est lui qui dicte le terme d’erreur et la
limite supérieure en y : (logy)H (u)~% < 1 du domaine de validité du Théoréeme

3.2. Estimation de Mg (x, y; qo, 5). — On démontre ici la proposition suivante, qui est une version
plus précise de la proposition 6.3 de [5].

Proposition 3.5. — Il existe une constante co > 0 telle que si ’hypothése de Riemann généralisée
est vraie, pour tout § > 0 et toute fonction ® de classe C* d support compact inclus dans )0, 00,
lorsque les réels x,y, R, qy et B vérifient

(‘T,y) € D*(17CO)! T < R; qo € S(Rl/va) et 6 € [_Rts_lvR&_l]

on ait
a+o
— B B q U(x
(3:3) Mo (%, 9390, B) = Ma(2,y; 90, 8) + Os.0 (xqo V2R 1/“5) Ogg (YD)
(1 +[B]z)u
Démonstration. — Soit ¢y un réel vérifiant 0 < ¢p < min(c;/2,c2/8), ot ¢1 et ¢z sont les constantes

des lemmes 2.1] et [2.4] On choisit z, y, R, go et 8 comme dans '’énoncé. On part de I'identité suivante
valable pour tout o > 0, obtenue en appliquant une transformation de Mellin,

1 o+i00 .
(3.4) Mo (2,9; 40, ) = —— / C(s19, qo)a" (B, s)ds

2Z7T oo
avec la notation
-y a0/ (0,m)) s

C =Y qo QO/(QOa )

P+t (n) <y
On remarque que 'on a

((siy,00) = 545 [ [ (1 - E)C(S;y).

plgo
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On suit la méthode du col afin d’estimer l'intégrale qui apparait dans . Posons s = o + 7.
L’abscisse d’intégration est déplacée en o = « pour les 7 petits. Pour les plus grandes valeurs de T,
on se déplace progressivement vers la droite o = 1/2 ou le facteur z° a moins d’importance, en tirant
avantage de 'hypotheése de Riemann.

Soit € > 0. On inteégre sur le contour U7_;C; ot

— C; est la demi-droite ]1/2 4 ¢ — ico,1/2 4 ¢ — iy'/?7¢],

— Cy est le chemin {1 — (log(—7))/logy + ir, 7 € [—y'/?~=, —y' =]},

— C3 est le segment [a —iy! =, a —i/logy],

— C4 est le segment [ — i/ logy, a + i/ logy],

— Cs est le segment [a + i/ logy, a + iyt ~%],

— C est le chemin {1 — (log7)/logy + it, 7 € [y' =<, y/2~¢]},

— C7 est la demi-droite ]1/2 + ¢ — ico, 1/2 4 ¢ — iy'/?79],
chacun de ces chemins étant parcouru par parties imaginaires croissantes. Les chemins C; et Cs_;
(1 < j < 3) étant conjugués, on se contentera de traiter les chemin C4 & C7. On note également

I; L/C»C(S;y,qo)ﬂﬂs‘i’(ﬂfv,S)dS

- um

en remarquant que I; = Is_; (1 < j <3).

Cq
1/2—e +
Yy Ce
ylfoz T
Cs
1/logy T T
0 1/2+¢ !
Cy
—1/logy T T
Cs
_yl—Oé T Co
_y1/2—s -
C1
Sur le segment C7, les Lemmes et fournissent,
C(s59) <o q0—1/2+€7_5 et o° < xt/*FE,

De plus,
[ B2 )l <o (L5
T|>yl/2me

Donc quitte & prendre € < §/(2 + 49),
I <50 xqal/zR_l/“‘;.

Sur le segment Cg, on intégre suivant . On a
1o e _
Ig= 5= C(o+iy' 7y, q0)a” YT (Bx, o +iy' =) (i(logy)y' 7 — 1)do.
20 Jyj24e

On a les majorations

J+5/2‘C

C(s39,q0) <5 4 (5:9)] <5 g5 7 0yP0—)

(i)(ﬂxa 8) <3

l1—0o

v
1+ |8l
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i(logy)y' ™7 =1 < (logy)y' 7.
En reportant dans l'intégrale, on obtient pour une certaine constante cg > 0,

) @
qp logy / —o, .0, (248)(1—0)
Iy <506 ——— T do
6 5, 1+ 18]z 1/2+qu Y

xa q()—a+6

< logaz 1+ |B|z

2((azy) qo " logy

<
Vulogy 1+ [Blz Vu
e . —a+4d

< F¢lasy) g exp (_@u>
Vulogy 1+ |8z 2

La contribution du chemin Cg est donc largement un terme d’erreur acceptable.

y(2+6)(1—a)

(logy)

)2+6

(ulogu exp(—csu)

La contribution du segment Cs s’écrit

1—a
1 Y Ly
Is = — Cla+iT;y,qo)x* 7 (Bx, o + iT)dT.
A% 1/logy

On utilise le Lemme On dispose pour 7 € [1/logy, y' =] de la majoration

[C(s;9)| < C(asy) exp <—C2“(1—04T)2+72>

1
< e (o)

< ((a;y)H(u) =/,

On a donc
,ylfoc
Iy <5 a°Clos y)H(u) /25 + / 6 (B2, a + ir)|dr
1/(logy)
/2 —a+d y21=)
<59 (o y)H (u) ™2/ 2qy ¢ .
5,® C(esy)H (u) ) 1+|6|-75
L’intégrale sur & est évaluée grace au Lemme en distinguant suivant ||z < y*~* ou ||z > y' .
Finalement, en utilisant y' =% ~ ulogu et d’aprés ’hypothése cy < co/8, on obtient

2*((asy) ¢ °"° <

exp | —ca/2

Valogy 1+ Bz " 2/
2*((asy) g™ —cs/8
Vulogy 1+(Blz

Ainsi I5 est de 'ordre du terme d’erreur annoncé.

Is <50 5 +1/2logu + 2log(ulogu) + loglog y)

(log )

Sur le segment Cy4, la quantité a estimer est
1 1/logy

Iy = —
4 2w

Cla+ ity y, qo)x‘””(i)(ﬁx, a+iT)dT.
—1/logy

On sépare lintégrale en deux, selon la position de |7| par rapport a Ty = 1/(u'/?logy). D’apres le
Lemme 2.5 on a

1 . qo—()z+6
- C(5 9 00)x*B(B, 5)ds <0 L / C(s59)a"|ds
2T J1y<|71<1/ log y L+ 1Blz Jry<iri<1/ 108y
—a+d
< U(z y)L.
1+ Bl

Pour l'autre partie de I'intégrale, le Lemme [2.6] fournit le développement de Taylor suivant, valable
pour |7| < Tp,

s a . 5 3
oS = T sz (14T T4 O 47 4 ) )
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Pour traiter le facteur restant dans 'intégrale, on note

fr)=sq" ] (1 - 1)ci>(ﬂx,s).

p—1
plgo

En remarquant que pour tout k € N, Papplication ¢ +— (logt)*®(t) est également C* de méme

support que @, on déduit
1

1+|Bl
1
1+[8lx
1
1+18le

d(Bz,a) <o

b
g(ﬂxva) <<q>

92

@(5%3)

sup
|7|<To

<o

ce qui entraine

[FO)]+ (0] + S ()] <s0 a9 * /(1 + |Bla).

On a donc pour |7| < T,

qfoc+5
f(r) = f0) + f(0)7 + Os.0 (m#) :

Ainsi lorsque 'on multiplie ce développement limité avec celui de ((s;y)z®/s, on obtient

a .

((s1y,q0)2° (B, s) = 2C(ay) —r20, 2
(&%

—a+6
X (f(O) + A7+ pr? + Os.0 ((72 + o275 + 0474)71qi 5|$>)

ou les coefficients A et 1 dépendent au plus de z, y, go et §. En intégrant cette expression pour |7| < Ty,
on obtient

1 v a;‘o‘ o -
Py C(s39,q0)z°®(Bx, s)ds = Mf(())/ e~ T 22y
2w I7|<To 2 |7|<To

e((ary) 4"’
2ra 14 |B|x

2
/ e’ ”2/205@ (7'2 + 0376 + 0474) dr
|7I<To

Le premier terme du membre de droite vaut

w2 1-0(3)

Quant au deuxiéme, la majoration [g |7|* exp(—7202/2)dr <y ag(kﬂ)/z

permet d’écrire qu’il est
2¢(a;y) -2 6" a(asy)g

s 2T (5ol 4 5263 4 gu0 <
08 e (72 H 087 i) T < e+ 1B

en utilisant 'approximation o, < u(logy)* (2 < k < 4) énoncée au Lemme
On obtient donc

. p*— 1)« 2°¢(asy) 0“2 (a5 y)
I = aqq }_q[ (1 i )‘P(ﬁx,a)a Sron + Os,0 <u3/2(10gy)(1 iR

On utilise maintenant les Lemmes [2.1] et en vérifiant que les termes d’erreurs sont acceptables.
Quitte & se restreindre & ¢ < 3/2 et d’apres 'hypotheése ¢y < ¢1/2, ot ¢; est la constante du Lemme
on a

exp((logy)**7°) > uy/ulogy
H(u) > uyv/uH (w)/? > uy/ulogy.
Il vient

a . ] —a+d
fi=agp T (1= Z21 )o(50.0)9(0.0) + Oso (%) .
plao
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En combinant les estimations obtenues pour I; (1 <j <7),on obtient la formule voulue.
O

3.3. Estimation de N(A,B,C,y;®). — On applique a présent la méthode du cercle comme
dans [5] en utilisant l’estimation de la proposition Pour toutes les valeurs de A, B,C telles
que 2/3 < ag,ap,ac < 1, on définit les quantités suivantes

(35) 60 = 60((1); A; Ba C? y)

00 e’} A B ac—1
= aAOLBOéc/ / (I)(tl)q)(tg)(p()\ltl + )\th)t?A_lth_l (Ctl + Ctg) dtldtg
0 0

G, =6,(A,B,C,y) = H (1 +

(p—1)(p—p**)(p—p*2)(p p“c))'

p(pratastac—l —1)(p—1)°

Théoréme 3.1. — Il existe une constante absolue cy > 0 telle que pour tout € > 0 et ® une fonction
de classe C*° a support compact inclus dans |0, 00[, il existe un réel n = n(e) > 0 qui tend vers 0 avec
e tel que pour tous (A,y), (B,y) et (C,y) dans le domaine D*(4 + n,¢q) avec C° < A< B < C on
ait

(A,9)¥(B,y)¥(C,y)

C
(A, )V (B, y)¥(C,y)
UAC

v
N(A>B7Caya (b) = 6061
(3.6)

+ 0.0 < + O3/ ST (A, y)¥(C, y))

Avant de prouver ce théoréme, on montre qu’il implique Pestimation ([1.4)).

Démonstration de la premiére assertion du Théoréme — Soit € > 0. Le Théoreme dans le
cas A = B = C assure 'existence d’une constante absolue ¢g > 0 et d'un réel n = 7(e) tel que pour
tout (z,y) € D*(4+n,cp), on ait

v 3 v 3
NGei®) = So(@i0)81() 70 4 0, (HELE 4t u(ay)).

On choisit € < 1/48 et tel que 4 + n(e) < 8. On vérifie alors que pour (z,y) € D(8 + 384¢,¢), on a

Y(z,y)°

4 )

(37) $3/ +€\I’(x,y) < W

ce qui implique Pestimation (|1.4)) en vertu de u <. z€. O
Démonstration du Théoréme[3.4 — Ce qui suit reprend en grande partie la démonstration du théo-

réme 2.1 de [5]. Soit ¢y la constante absolue donnée par la Proposition On se place dans les
hypotheses de I’énoncé. On suppose que C' <¢ B : dans le cas contraire, le membre de gauche et le
terme principal du membre de droite de sont tous les deux nuls. On désigne par z une quantité
générique telle que (z,y) € D*(4, ¢p), c’est-a-dire qui puisse jouer le rdle de A, B et C. Enfin, on note
que 'hypothése C° < A < B < C implique ay = ag +0.(1) = ac +0:(1) lorsque A, B et C tendent
vers l'infini.

On définit les arcs majeurs comme dans [5]. Soit § > 0. Pour tout ¢ < C 1/4 ot @ premier avec ¢ avec
0 < a < ¢, on définit M(a, q) pour ¢ > 1 comme Iensemble des ¥ € [0, 1] tels que |9 —a/q| < C°71,
et pour ¢ = 1 comme l'ensemble [0, CO~Y U [l — %=1 1]. Un réel de l'intervalle [0, 1] appartient & au
plus un tel ensemble. On note 9 la réunion de tous les M(a,q) pour ¢ > 1et 0 < a < ¢,(a,q) = 1,
et m = [0,1] \ M.

Ainsi qu'il est montré dans la preuve du théoreme 2.1 de [5], on a Eg(C,y;9) <o C3/**¢ pour
tout ¥ € m. On a donc par l'inégalité de Cauchy-Schwarz

/ Ea(A,y;9)Ea(B, y;9)Eo (C, y; —0)dd
m

1
g CB/1HE / |Ea(A, y; 9) || Ba (B, y; —9)|dv
0

< C¥E\/U(A,y)¥(B,y).
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On examine maintenant les arcs majeurs. En utilisant trois fois la Proposition [3.1] on obtient pour
9 € M(a,q) avec ¢ < CY* et ¥ = a/q + B,

(3.8) FEg(Ay;9)Es(B,y;9)Es(C,y; —0) = Ma(A, y; q, B)Mas(B,y; q, ) Ma (C, y; q, =)
+ Oc.0 (B?’/“*E/Q\Eq»(z‘l, y;0)||Ea (C, y; 9)| + A3/42/2| My (B, y; q, B)|| Ea (C, y; 9)|+

03/4+5/2|M¢(B7y;qﬁ)IIM@(AaWbﬂ”) '

Avant d’intégrer ceci pour |3| < C°~! et sommer pour g < C'/*, on montre la majoration suivante

Cé—l

(89 I=1I(w.yCa) = / o Moo B <o g loga)U(any)

ou P*(qg) < y. Par définition de Mg (z,y;qo,3) on a

=2y — L @(%)205*1

2
s e (Gim)

1 1 n m
+ 2 Re <P+(Zn)§y Prri;+l ¢ ((q‘jﬁ)) ® ((q;z:)m)> o (5) o (;) h(m — n))
(m)<y

ott h(r) = (e(rC?=1) —e(—rC%~1))/r. On a pour tout r > 1, h(r) < C°~1/(1 4+ rC°~1). On note I,
et I5 les deux sommes de cette estimation. On a

1
LY LS gy
i PO/ p 15y

_ 1 1 —a
< C° 1ZW‘I’($,Z/) < C' gy *U(z, y).

d|qo

On note en effet que si le support de ® est inclus dans [0, K|

Z D(n'd/z) <o V(Kz/d,y) <o V(z,y)/d".
Pt(n)<y

On écrit I, en divisant la somme en deux selon la taille de m — n par rapport 4 C1~° :

1 1
L<C™h Yy — 0 (ﬁ) > oY (ﬁ)
Pt (n)<y ¥# ((qﬁ%‘“n)) * n+1<m<n+Ct=0 ¥ ((q?m)) !
Pt (m)<y

1 n 1 m 1
CE ) £ e
90 X 90 r/ m-—-n
Pt(n)<y ¥ ((qo,n)) m>n+C1=0 ¥ <(q0,m))
Pt (m)<y
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On note I et I 5 les sommes qui apparaissent au membre de droite. On a d’une part

L ( )(Z)Zsomi/d)C“ 2 ‘D(Wid>

Pt+(n)<y ¥ d 11 Lol-3
(n)<y lqo ntl < nbClsd

(go, ”)

n 1
< 2 ((% ) (x>§dso<qo/d>

P+(n)<y ¥

<eqo Y (1%)@ (g)

Pt(n)<y ¥ (qo,n)

—1+e/4 1 (n’d)
<q Q| —
Y Plao/d) o\ @

d|qo
1

—1+e/4 j :
\\s -

<o gy U (a,y)

et d’autre part, si le support de ® est inclus dans [0, K],

1 n 1 1
hews Y o e(h) ¥
90 T 90 m—-n
Pt+(n)<y ¥ ((qom)) n+Cl-9<m<Kz ¥ ((qo,m )
1 n 1 1
S S S
- Z q0 x Z (qo/d) Z m'd—n
P+(n)<y P \ (q0,n) dlqo ntClod (g K
La somme en m’ peut étre majorée par
& a1 /K‘” mdr 1
= - — —logx
n+C(’11*5 1 dt —n d Cc1-5_¢4 t ® d &

en vertu de d < gy < CY* = o(C'~%) pour ¢ assez petit. Il vient

1 n 1
Ly <glogz Y q>q’ (x)gdw(q()/d)

P @ (G
P+(n)<y ¥

1 n
s Y Lo (?)
( (qo,m) )

C14e 1
<& gy " /4(logx)\I/(x, Y) Z W
d|qo

< q - a+6/3(10g )V (z,y).
On a donc, en tenant compte de gq < C'/4,
I <0 q o a+€/3(log x)U(x,y).
A propos du terme en ¢qp, on note qu’en sommant sur g < C'* on a
o) 3 e o ( > elant ) (X ) <o
q<Cl/4 q0€S(CH/4, y) a<C1/4

ol on écrit de maniére unique ¢ = qoq1 avec PT(qo) <y et P~ (q1) > y. La somme sur go est traitée

par une sommation d’Abel, grace a l'estimation (2.2))
On intégre maintenant les termes d’erreur de (3.8)) sur les arcs majeurs. On a un premier terme

oo B [ |Ba(A )| Ba(Coas )00 < B VU TUC ).
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En utilisant | Mg (B, y; q, B)||Es(C,y;9)| < |Ms(B,y;q,8)* +|Ea(C,y;9)|?, on voit que le deuxiéme
terme d’erreur de (3.8) donne apres intégration un terme
0175

<o a2 fucy+ ¥ oo [ MuBaa s}

q<C/4 B
Les majorations (3.9)) et (3.10)) montrent que ceci est
<ew A2 LU(CLy) + (log BYU(B,y) O/}

Le dernier terme d’erreur de (3.8) devient aprés sommation et intégration un terme d’erreur
§—1

C
o OO ST L[ (A, i, 5 [Ma (B, 00, )5
q<Ct/4 B

et une inégalité de Cauchy-Schwarz ainsi que les calculs faits précédemment montrent que celui-ci est
<<5,¢‘ 03/4+E \IJ(Aa y)\p(B7 y)

Les hypotheses A < C' et B <¢ C que 'on a faites montrent que chacun de ces trois termes d’erreur
est

<e0 C¥42 /U (A, y)U(B,y)
et on en déduit

/ Eo(A,y;9)Ee(B,y;9)Ee(C,y; —9)dY
M

Cé—l
(3.11) = > so(q)/ Ma (A, y;q, 8)Ma(B,y;q, B)Ma(C, y; q,—B)dS

5—
g<CL/4 oot

+ Os7<I> (03/4+26 \I’<Aa y)\I’<B7 y)) .

On applique le Lemme [3.5] avec R = C, pour successivement x = A, x = B et z = C. On reporte
les estimations ainsi obtenues pour Mg (4, y;q, 8), Ma(B,y;q,5) et Ms(C,y;q,5) dans (3.11)). Une
étude détaillée des termes d’erreur permet d’écrire, compte tenu de B =<4 C et aq = ac + o(1),

M@(Aay;Q7ﬁ)Mq><va;q>6> M@(Q%Qa _/8)

- g((qqll))sf%(fl, y: 40, ) Ma (B, y: g0, 8) M (C, y: g0, B)

go *A TP U(A, y)U(B, y)¥(C,y)
(812) *O&‘I’(so(qm ua(l+ [BIA)(T+ |BIB)(1 + [B]C) )

1 3/2 —1/2+46 —l—ac+6 38
+05<1>< (p(ql)g{qo AC + U(A4,y)qo ¢

)

+ (A, ) W(C,y)gy /T L),

On suppose (C,y) € D(4 4 n,¢p) pour un certain 7 > 0 qui garantisse ac — 3/4 > 36. On peut
vérifier que le choix n = 97§ est valable dés que § < 1/24 pour z et y assez grands. On reporte
I’estimation dans l’estimation . On considére tout d’abord le deuxiéme terme d’erreur.
Apres intégration et sommation, on obtient un terme

5.0 AC—3/8+8 \I,(A,y)cl/4—ozc/4+55 +T(A4,4)0(C, y)C_1/2+35.

On vérifie alors que ceci est <. g C3/4+2/U(A,y)¥(B,y) quitte & prendre § assez petit en fonction
de €.

On considére ensuite le premier terme d’erreur de (3.12)). Apreés intégration et sommation, on
obtient un terme

5—1
<<M>/C s U (A, y)¥(B,y)¥(C,y)
" oos- (L4 [BIA)(+ [BIB) (1 + [B|C) ua
©(q0) 1
x Z quJrozBJracfSé Z (p(ql)z'
qOES(C1/4,y) 0 qlgclm/q0

P~ (q1)>y
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La somme en ¢ est trivialement bornée. Etant donnée notre hypothése ac — 3/4 > 30, la somme
en go est majorée par

Z sD(qo)qO—OtA—OZB—Oéc-‘r36 < 1.
go>1

Enfin, 'intégrale se majore comme suit :

/C“ s L /C‘S de e L
—eo-r L+ [BIAA+[BIB)A+BIC) ~ CJy (14214 E26)(1+¢) e

la derniére majoration étant valable en vertu de B/C ¢ 1. Le premier terme d’erreur de (3.12))
devient donc lorsqu’on le reporte dans (3.11]) un terme

V(A4 9)¥(B,y)¥(C,y)
<5,® .
uAC
On reporte maintenant le terme principal de (3.12) dans 'estimation (3.11]). Une inversion de
Fourier fournit

0571
/ B(BA, a1)(BB, ap)d(~BC, ac)dp

_Cé-1
1 ¢ v v v
-2 / B(EA/C,an)B(EB/C,ap)b(—¢ ac)de
_Cs
— & [ BeA/C.andEB/C an)B(-€ ac)dt + 0u(CTH)
= %60(@;&370, y) + Op(C~179%)

Quant & la somme en ¢, on vérifie que 'hypothése ac — 3/4 > 36 implique

yOéA+aB+0¢C*2 logy < u.

On a alors

aa 1 as ac
2 2 :((;11))2 czg’ﬁ“]ﬁgc 11 (1 - pp— 1 ) (1 - pp— 1 ) (1 - pp— 1 )
QES(CY/4y) g, <CV/* /g0 0 plao
P~ (q1)>y

_ wlq) aaapac Tt 0 W AR et A W AR et
- Z Z o(q1)? aataptac o p—1 o p—1 o p—1
Pt (q)<y @121 AU plgo

P~ (q1)>y
+ Og (Cl/4(2+5—aA—aB—ac))

ou I'hypothese ac —3/4 > 30 implique que l'exposant dans le terme d’erreur est < —1/16. La somme

en ¢ vérifie
1 1

= ela) ylogy
P (q1)>y

et pour la somme en gy on a

@A — 1 o5 — 1 “c — 1
Z qofaAfanaCH 1_p 1_p 1_p
p—1 p—1 p—1
Pt (q0)<y plao

_ 14 p—1 p—p*t\ (p=pP*"\ (PP
p(pratestac—lt —1) \ p—1 p—1 p—1

1
=61(4,B,C,y)+ 0 <yaA+OzB+aCQ logy)
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On utilise G¢(®; 4, B,C,y) < 1 et 61(A, B,C,y) < 1 et on choisit § suffisamment petit, en fonction
de g, afin d’obtenir

/ Es(A,y;9)Es(B,y;9)Ee(C,y; —0)dY
m

W (A, y)¥(B,y)¥(C,y)
C

=606,

+ 00 (O T GIB ) + LAEDHE DO

UAC
et donc
W (A, y)¥(B,y)¥(C,y)

C

+ Oc.0 (C?’/“E U(A,y)¥(B,y) +

N(AaBaCay; q)) = 6061

(A, y)¥(B,y)¥(C, y))
’LLAC

ce qui acheve la démonstration du théoreme.

4. Solutions primitives pondérées et solutions non pondérées

4.1. Etude des solutions primitives pondérées. — On montre dans cette partie la deuxi¢me
assertion du Théoréme Soit ¢g > 0 la constante absolue donnée par le Théoréme Soit € > 0
et (x,y) € D(8+€,¢p). Une inversion de Mobius fournit

. x
N@y@)= Y. updN (Fue).
PH(d)<y
On pose Dy = 2% avec
5o — l+e—-qa
7 2a-1
de sorte que D™ ** < U(x,y)r~1~¢/2. Dans le domaine D(8 + ¢, ¢g), on a & — 2/3 > 1 donc pour &
suffisamment petit les inégalités 0 < §p < 1, 1 < §p et 1 < 1 — §y sont valables. Lorsque d > Dy, on
utilise la majoration triviale

N(z/d,y; ®) <o V(Kz/d,y)? <o d 20 (z,y)>
ot K est tel que le support de @ est inclus dans |0, K]. On a donc

> DN (Zy0) <o Wy > d

PH(d)<y Do<d<Kz
d>Dy

U(z,y)°
plte/2
qui est bien inclus dans le terme d’erreur de (1.5). Lorsque d < Dy, on a log(z/d) > logx ce qui

implique que z/d est dans le domaine D(8 + £, ¢p) quitte & prendre ¢g suffisamment petit. On peut
donc utiliser I'estimation (|1.4)) et écrire

N*(x,y; (I)> = Z M(d)GU(q)?aI/d)Gl(ax/d)M {1 + 057‘1’ (Ul/d>}

< U(z,y)’Di 2 <«

P @<y =/d
d<Do
U(z,y)*
+0Oq <xl+5 :

On note que u,/q < u pour d < Dy, ainsi que ;- d'—3* < 1. On a donc

Ve/dy)? o (w > |

N(@y:®) = 3 ud)So(®,00/a)S1(0w/a)— 7 =

PH(d)<y
d<Dy

Soit Dy = ul/Ba=2) L'inégalité o — 2/3 > 1 fournit

1
4.1 1-3a -
(4.1) DA<

d>D;
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et ainsi

Ve/dy)? (M ) |

N(@yi®) = 3 ud)So(®,00/a)S1(00/a)— 7 e

PH(d)<y
d<D:

11 est montré dans [3] (équation 6.6) que l'on a

< logd
—a K ——.
o u(log y)?
Dans le domaine D(8 + ¢, ¢g) et lorsque d < Dy
log d log u 1
g g <=

u(logy)? " u(logy)? ~u’

On vérifie d’une part par convergence dominée que (06,/0a)(®, o) < 1, d’autre part en considérant
la dérivée logarithmique que &} (a) < 1. On a donc

logd
o = Go(® u(logy)?
So(P, azya) = Go(®, ) + O (u(logy)Q)

11 vient
3 3
U(z/d,y) +0.4 (‘I’(wy)> .

x/d ux

N*(z,y; @) = &o(P,0)&1 () Z u(d)

PH(d)<y
d<D;

On a ensuite ¢t = (logd)/logy < (logu)/logy < 1. L’estimation du Lemme fournit donc
x 1 U (z,d)
v (7, ) =Jd1+0(-= ’
i) ={reo ()55

3 3
N*(z,y;®) = 60(@,a)61(a)@ > d’;(i)l +0:0 <\II(ny))
PH(d)<y
d<D;
_ 60(®, )6 (a) U(z,y)? (\I/(amy)‘?)
T Ga-ty @ T w

en vertu encore une fois de (4.1). Ceci montre 'estimation (1.5) et achéve la démonstration du
Théoréme [L3]

et ainsi

4.2. Etude des solutions non pondérées. — On montre dans cette section Pestimation .
L’estimation s’ensuit par une méthode identique a celle de la section précédente, simplifiée par
le fait qu’on ne se préoccupe plus de la taille du terme d’erreur. Lorsque (z,y) vérifie les hypotheses
du théoreme on a (logu)/logy < 1/u ainsi que o = 1 + O((logu)/logy) ce qui implique

1 logu
So(1)0,1], @)S1 () = 5 +0 (loiy)

et ’estimation découle donc du théoréme

On suppose donc que (x,y) ne vérifie pas les hypotheses du théoréme pour par exemple e = 1/6,
en particulier, pour tout ¢g fixé on a (logy)H (u)~% < 1 pour z et y assez grands. Il s’agit d’établir
la borne supérieure de ’estimation , puisque la borne inférieure est montrée dans [5].

Soit € > 0. On part de I'expression

N(xuy) = E N(xZ_klva_k2vx2_k3ay; 1]1/2,1])
keN?
k1>ks
ko>ks

ou on a noté k = (kq, ko, k3).
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Soit Ky tel que que 250 = 2% avec g = 1/ — 1 + ¢, de sorte que 27 K0 = o(¥(z,y)z~!). Alors
par une majoration triviale et 'utilisation du Lemme on a

Z N(z27F z277 227k 4 L1/2,1)) < N(@2750 2, 2,9;1)0y))

keN®
max(kl,kQ)ZKo

3
< 27QK0\II(1'7y)2 =0 (\Il(m,y)) .
X

On a donc
U (z, y)3)

N(z,y) = Z N(x2—k17x2—k27x2—’f3,y; 1}1/2’1]) +o0 ( .

keN?
Ko>k1>ks
Ko>k2>ks

On fixe § > 0 et on choisit une fonction ® de classe C* vérifiant 1j1/5 1) < ® < 1j1_5)/2,145)- On a

3
N(z,y)< Y. N@2h,a27% 227% 4:0) + o <w>
keN? v
Ko>k12>ks
Ko>ka>ks
On note pour simplifier A := 22751 B := 227%2 (C := 2273, On peut appliquer le Théoréme
Soient ¢y > 0 la constante absolue et 7 = n(e) > 0 le réel donnés par le théoréme, et supposons
(z,y) € D(4+ 7). On a alors & — 1/2 > 1 donc (log A)/(log C') > 1 pour tous les indices ki, k3
vérifiant k1 < Kg et k3 > 0. On vérifie ensuite que quitte a diminuer la constante absolue ¢y dans la
définition de D(4 + 7)), on a (4,y),(B,y), (C,y) € D(4+n) lorsque 0 < kq, ko, ks < Kj : pour ces
valeurs des indices, ’estimation est donc valable. En remarquant de plus que

> OV U(A ) U(B,y) < 2¥/ Uz, y)
keN3

on en déduit
U(A,y)¥(B,y)¥(C,y)

N(z,y) < Y. ©1(4,B,C,y)S(®; 4, B,C,y)

; C
keN?
Ko>k1>k3
Ko>ko>ks3
] 3
+ Os,<I> (x3/4+€\11(x,y)) +O< (CC,y) > )
X

On choisit € < 1/48 et tel que 4 + n(e) < 8. On suppose (x,y) € D(8 4 384¢), et on a alors de la
méme fagon que dans la formule (3.7)),

2 (z,y) = o (‘I’(‘”xy)g) :

On pose K; = |logy/log2]| de sorte que 251 < y. Pour les valeurs des indices sur lesquelles on
somme, on a

61(A7 B7 C7 y)GO(@v A7 B7 Ca y) < 1.
La contribution des indices vérifiant max(kq, ko) > K7 est donc

(227 R )W (22772, )W (227", y)
< Z x2~ ks

keN?
ko >ks3
k1> K,

3
< \I/(l'vy) Z 2704Ak17a13k2+(1*ac)k3
X
keN?®

ko>ks
k1> Ky

3 3
< U(z,y) 9—ak: Z o(1—2a)ks _ (\I’(x,y) ) -

X X
ks3>0



SUR LES SOLUTIONS FRIABLES DE L’EQUATION a+b=c 19

Ainsi
U(A,y)V(B,y)¥(C,
Ny < > 61(AB.Cy)6(®:4,B,C.y) (4,9) (C"y)( y)
keN?
Ki1>k1>k3
K1>k2>ks

+ 0c.0 (W) .

En utilisant la définition (3.5)) on écrit
So (‘b A B,C, y iaAaBac2aAkl2aBk?22(aC 1)163><

/ / B (0125 ) D (09282 )B (v + 2) 251024025 (v + )¢~ Loy duy

ou l'on a effectué les changements de variables t; <+ 01251 et ty  v22%2. Pour les valeurs que
parcourent les indices k1, k1 et k3 on a

max(|ag — af, lap — |, |ac — a]) < 1/(log x).
En particulier on a
61(A>B7C7y) ~ Gl(a)'

Quant & la double intégrale, son intégrande est & support compact inclus dans [0,1 + §]%, et
pour v1,v2 <14+dona

VA8 P T (v 4 02) 20T~ (vyva (v 4 v2))

On a donc

N(z,y) < &1(a)a® Y~ 2‘“’“12&3’%2(‘10‘”’“3\P(Aw)m(?y)qj(ay)

keN?
Ki1>k1>k3
K1 SksSks

/ / ’012kl 022’“2)(1)((1)1 —+ ’02)2 ) (’Ul’Ug(’Ul —+ 1)2))&71 d’l)ld’UQ

+os<p((a;y)).

Le Lemme avec l'inégalité K; < logy fournit uniformément lorsque 0 < ki, ko, k3 < Kj les
équivalents

U(A,y) ~ 27 0(z,y)
U(B,y) ~ 272k 0(z,y)

U(C,y) ~ 27 W(z,y)

de sorte que

X Z / B (v125) B (12272) B ((vy + 12)2%2) (v1v2(v1 + v2))* " dvydoy

K1>k2>k3
U(z,y)?
tors <(y>> .
X

Soit v € R.. De la majoration ® < 1j1_g)/2,144) on déduit, quitte & supposer § < 1/2,

> (v2%) < 1j04y(v) + 11,(v)
E>0
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ot on a noté Is = Ug>o](1 —6)27%, (1 + §)27F]. Alors, en étendant la somme sur chaque indice & N,
on a

Z/ / B (1125) B (15272)D((v1 + 12)258) (v1v2(v1 + 12))* " dvrduy
kens /0 70

1 1—t2
g// (trta(ty + t2))* " dtydis
0 0
1 1 1
+O(// (tltg(t1+t2))a_1dt1dtg+/ / 17, (ty + t2) (t1ta (b +t2))°“1dt1dt2>.
Is JO 0 0

Par convergence dominée, le terme d’erreur tend vers 0 avec §. On dispose donc d’une fonction f(0)
qui tend vers 0 telle que

U(z,y)3 U(z,y)3
N(e) < (1+ 1000 ) (@) T2 o, (2]
ce qui implique bien la majoration
U(z,y)? U(z,y)?
N(z,y) < 60(1]0,1]70)61(0)% + 0:,0 ((zy))

Cela montre la premiere assertion du Théoréme compte tenu de

So(1y0,1), @)S1(a) > 1.
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