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Résuḿe – Cette communication traite du problème du calcul de l’estimateur bayésien optimal (au sens de l’erreur quadratique moyenne) dans
des mod̀eles markoviens̀a sauts. Nous utilisons pour ce faire une technique récente de calcul rapide et exact de cet estimateur dans une classe de
mod̀eles de Markov triplet particuliers. Le problème se ram̀ene alors au problème d’estimation des paramètres de ces modèles; nous proposons
une ḿethode d’estimation basée d’une part sur la minimisation d’une divergence de Kullback-Leibleret d’autre part sur unéetape d’estimation
non superviśee.

Abstract – This paper addresses the problem of computing the optimal bayesian estimator (in the mean square sense) in some jump Markov
models. We make use of a recent algorithm which computes this estimator fastly and exactly in some particular Triplet Markov models. The
problem then reduces to a parameter estimation problem; our two-step estimator is based on a Kullback-Leibler divergence minimization and an
unsupervised parameter estimation step.

1 Introduction

Nous nous int́eressons au problème de filtrage statistique
dans des mod̀eles de Markov̀a sauts.{xk}k≥0 ∈ Rp désigne
une suite de vecteurs aléatoires (v.a.) cachés et{yk}k≥0 ∈
Rq une suite de v.a. observés. Nous consid́eronségalement un
troisième processus discret{rk}k≥0, rk ∈ {1, · · · ,K} visant
à mod́eliser des changements de régime. Un mod̀ele classique
dans ce contexte de changements de régimes est le mod̀ele de
Markov cach́e à sauts markoviens (Jump Markov state space
system ou JMSS) qui s’écrit

p1(x0:k,y0:k, r0:k) = p1(r0)

k∏

i=1

p1(ri|ri−1)

︸ ︷︷ ︸

p1(r0:k)

×

p1(x0|r0)
k∏

i=1

fi|i−1(xi|xi−1, ri)

︸ ︷︷ ︸

p1(x0:k|r0:k)

k∏

i=0

gi(yi|xi, ri)

︸ ︷︷ ︸

p1(y0:k|x0:k,r0:k)

. (1)

Dans ce mod̀ele, la suite deśetats discrets{rk}k≥0 est une
châıne de Markov dont la loi de transition est donnée parp1(ri|
ri−1), et conditionnellement aux sautsr0:k, la suite{xk,yk}k≥0

forme une châıne de Markov cach́ee. La transition de l’état
cach́e est donńee par la densité de probabilit́efk|k−1(xk|xk−1,
rk) et la vraisemblance pargk(yk|xk, rk). Dans ce papier, nous
nous plaçons dans des modèles lińeaires et gaussiens (N (x;m;
P) désigne la densité de probabilit́e de la loi multi-normale de

moyennem et de matrice de covarianceP prise au pointx) :

p(x0|r0) = N (x0;m0;P0), (2)

fk|k−1(xk|xk−1, rk) = N (xk;Fk(rk)xk−1;Qk(rk)), (3)

gk(yk|xk, rk) = N (yk;Hk(rk)xk;Rk(rk)). (4)

Il est bien connu que dans ce modèle le calcul de l’estimateur
baýesien optimal (au sens de la minimisation de l’erreur qua-
dratique moyenne) dexk,

Θk = E(xk|y0:k), (5)

est un probl̀eme NP-difficile. Deux grandes classes d’approxi-
mations ont́et́e propośees :

– les ḿethodes d’approximations numériques de type ”In-
teracting Multiple Models” (IMM) [2] consistent̀a pro-
pager plusieurs filtres de Kalman (FK) dont la sortie est
pond́eŕee de façoǹa approcher l’estimateur (5) ;

– la seconde classe d’approximations repose sur l’utilisation
des ḿethodes de Monte Carlo séquentielles. Plus préciśement,
Θk se ŕeécrit

Θk =
∑

r0:k

p1(r0:k|y0:k)E(xk|y0:k, r0:k) ; (6)

puisp1(r0:k|y0:k) est approch́e paréchantillonnage d’im-
portance śequentiel tandis queE(xk|y0:k, r0:k) est calcuĺe
par FK [5].

En pratique l’utilisation de ces modèles ńecessite la connais-
sance de la loi des sautsp1(rk|rk−1) ; si ce n’est pas le cas
p1(rk|rk−1) peutêtre estiḿe par filtrage particulaire (FP).



De nouvelles techniques d’estimation dans un modèleà sauts
ont ét́e propośees ŕecemment, basées sur le ŕesultat suivant. La
loi de probabilit́e (1) fait partie d’un ensemble de lois qui toutes
s’écrivent sous la forme

p(x0:k,y0:k, r0:k) = p(x0,y0, r0)×

k∏

i=1

p(xi,yi, ri|xi−1,yi−1, ri−1); (7)

dit d’une autre façon, le modèle de Markovà sauts (1) est le
mod̀ele de Markov triplet (7) particulier qui satisfait

p1(xk,yk, rk|xk−1,yk−1, rk−1) = p1(rk|rk−1)×

fk|k−1(xk|xk−1, rk)gk(yk|xk, rk).

Or il a ét́e prouv́e ŕecemment le ŕesultat suivant [8] [1]. Dans le
mod̀ele (7), si

i) p(yk, rk|xk−1,yk−1, rk−1) = p(yk, rk|yk−1, rk−1) ,
ii) E(xk|xk−1,yk−1:k, rk−1:k) est calculable,

alors l’estimateur baýesien optimal (5) est calculable exacte-
ment et ŕecursivement avec un coût de calcul lińeaire en nombre
d’observations (les formules de filtrage ne sont pas rappelées
ici faute de place).

Bien que le mod̀ele de Markovà sauts (1) ne v́erifie pas
les conditions i) et ii), ce ŕesultat ouvre la voièa de nouvelles
méthodes de filtrage statistique dans un JMSS, dans la mesure
où il est possible de d́efinir un mod̀ele satisfaisant i) et ii) (-
et donc dans lequel le problème de filtrage est résolu de façon
très rapide) ”proche” (selon un sensà pŕeciser) du mod̀elep1

originel. Différentes contributions ont́et́e propośees dans ce
sens [9] [4] [6]. En particulier dans [6] la démarche est la sui-
vante. La classe des modèles de Markov Triplet satisfaisant les
deux contraintes physiques (3) (4) est préciśee ; il s’agit d’une
famille de lois paraḿetŕee qui d́epend de deux paramètresF2

etH2 (les indices sont omis pour simplicité de notation). Puis
dans cette classe nous identifions les lois telles que le calcul
exact rapide soit possible (c’est-à-dire satisfaisant i) et ii)), ce
qui fixe H2, et enfin dans cette sous-classe la loi (c’est-à-dire
implicitement leF2) la plus proche du mod̀ele (1).

Dans cet article nous proposons une démarche qui s’affran-
chit des contraintes physiques proposées (cf. [6,§III-A, Propo-
sition 2]) pour le cas òu dans le probl̀eme consid́eŕe celles-ci ne
s’avèreraient pas pertinentes ; par ailleurs la méthode propośee
dans cet article s’affranchit de la résolution de l’́equation matri-
cielle que doit satisfaireH2 (cf. [6, eq. (54) p. 3647]),́equation
qui n’admet pas toujours de solution. Notre démarche est la sui-
vante. Nous consid́erons d’embĺee une famille de mod̀eles de
Markov tripletp2(.) pour lesquels le filtrage exact est faisable
rapidement :

p2(xk,yk, rk|xk−1,yk−1, rk−1) = p2(yk, rk|yk−1, rk−1)×

p2(xk|xk−1,yk−1:k, rk−1:k)
(8)

avec

p2(yk|yk−1, rk−1:k) = N (yk;H
2(.)yk−1;Σ

y(.)),

(9)

p2(xk|xk−1,yk−1:k, rk−1:k) = N (xk;B(.)





xk−1

yk−1

yk



 ;Σx(.))

(10)

(la notation abŕeǵeeB(.) désigne une matriceB(rk−1:k) dépen-
dant derk−1 et rk). Cette famille de lois d́epend alors des
param̀etresp2(rk|yk−1, rk−1) (nous fixons d̀es à pŕesentp2

(rk|yk−1, rk−1) = p2(rk|rk−1) = p1(rk|rk−1)), B(rk−1:k),
Σx(rk−1:k), H2 (rk−1:k) etΣy(rk−1:k). Le probl̀eme devient
alors un probl̀eme d’estimation de paramètres qui,̀a notre connais-
sance, n’a paśet́e abord́e dans ce cadre (les paramètres de la loi
initiale ne sont pas estiḿes et nous prenonsp2(x0,y0, r0) =
p1(x0, y0, r0)). Nous abordons ce problème en deux temps.
Dans un premier temps,H2(rk−1:k),Σy(rk−1:k) etp2(rk|rk−1)
sont fix́es tandis queB(rk−1:k) et Σx(rk−1:k) sont obtenus
par minimisation de la divergence de Kullback-Leibler (DKL)
entrep1(x0:k, y0:k, r0:k) et p2(x0:k,y0:k, r0:k). Dans un se-
cond temps,H2(rk−1:k), Σy(rk−1:k) et p2(rk|rk−1) sont es-
timés de manìere non superviśee via l’algorithme EM [3].

2 Estimation paramétrique

2.1 Estimation par minimisation de DKL

Posonstk = (xk,yk, rk). Nous cherchons̀a minimiser la
DKL entrep1(.) etp2(.),

DKL(p1(t0:k), p
2(t0:k)) =

∑

r0:k

p1(r0:k)×

DKL(p1(x0:k,y0:k|r0:k), p
2(x0:k,y0:k|r0:k)), (11)

en fonction deB(rk−1:k) et deΣx(rk−1:k). Puisquep1(r0:k)
ne d́epend pas de ces paramètres et que

p1(x0:k,y0:k|r0:k) = p1(x0,y0|r0)
k∏

i=1

p1(yi|xi−1, ri)×

p1(xi|xi−1,yi, ri), (12)

p2(x0:k,y0:k|r0:k) = p1(x0,y0|r0)
k∏

i=1

p2(yi|yi−1, ri−1:i)×

p2(xi|xi−1,yi, ri−1:i), (13)

la minimisation de (11) par rapportàB(rk−1:k) etàΣx(rk−1:k)
se ram̀ene au probl̀eme de la minimisation de

DKL(p1(xk|xk−1,yk, rk), p
2(xk|xk−1,yk−1:k, rk−1:k)).

Cette DKL est minimum lorsque

p1(xk|xk−1,yk, rk) = p2(xk|xk−1,yk−1:k, rk−1:k),

et il resteà choisirB(rk−1:k) et Σx(rk−1:k) tels que cette
condition soit v́erifiée. Finalement les paramètresB(rk−1:k) et



Σx(rk−1:k) issus de la minimisation de la DKL entre le modèle
p1(.) etp2(.) s’écrivent

B(rk−1:k)=





F(rk−1:k)− K̃(rk−1:k)H(rk−1:k)F(rk−1:k)
0

K̃(rk−1:k)





(14)

Σx(rk−1:k) = (I− K̃(.)H(.))Q(.), (15)

où K̃(rk−1:k) = (H(.)Q(.))T
[
R(.) +H(.)Q(.)H(.)T

]−1
.

2.2 Estimation non superviśee

Il reste maintenant̀a estimerp2(rk = l|rk−1 = m),H2(rk−1

= l, rk = m) et Σx(rk−1 = l, rk = m) avec (l,m) ∈
{1, · · · ,K}2. Ces param̀etres sont estiḿes de manìere super-
visée,à partir d’un jeu d’observationsy0:n et de l’algorithme
EM. Cet algorithme requiert d’abord le calcul de l’espérance
de la log-vraisemblance des données compl̀etes

E(log(p2(r0:n,y0:n))|y0:n) = E(log(p2(r0:n))|y0:n)+

E(log(p2(y0:n|r0:n))|y0:n). (16)

D’après (8),

E(log(p2(r0:n))|y0:n) = E(log(p2(r0))|y0:n)+
n∑

k=1

E(log(p2(rk|rk−1))|y0:n), (17)

E(log(p2(y0:n|r0:n))|y0:n) = E(log(p2(y0|r0))|y0:n)+
n∑

k=1

E(log(p2(yk|yk−1, rk−1:k))|y0:n). (18)

Dans le mod̀ele de Markov triplet v́erifiant (8), le couple(yk, rk)
est markovien. Par conséquent, et contrairement au modèlep1(.),
p2(rk−1, rk|y0:n) est calculable rapidement (voir par exemple
[7]). Finalement, les seconds termes du membre de droite de
(17) et (18) sont calculables exactement et s’expriment respec-
tivement en fonction dep2(rk = l|rk−1 = m), H2(l,m) et de
Σx(l,m) pour(l,m) ∈ {1, · · · ,K}2.

Il resteà maximiser (17) et (18) en fonction de ces paramètres
d’intér̂et. La ŕeactualisation dep2(rk|rk−1) est donńee par les
formules de Baum-Welch adaptée aux mod̀eles de Markov couple
[7]. Pour la ŕeactualisation deH2(l,m),Σx(l,m), nous notons

A1(l,m) =

n∑

k=1

p2(rk−1 = l, rk = m|y0:n)yky
T
k , (19)

A2(l,m) =

n∑

k=1

p2(rk−1 = l, rk = m|y0:n)yky
T
k−1, (20)

A3(l,m) =

n∑

k=1

p2(rk−1 = l, rk = m|y0:n)yk−1y
T
k−1. (21)

On montre alors que les paramètresH2(l,m) etΣx(l,m)maxi-
misant (18) sont donńees par

H2(l,m) = A2(l,m)×A3(l,m)−1, (22)

Σx(l,m) =
A1(l,m)−A2(l,m)×A3(l,m)−1A2(l,m)T

∑n

k=1 p
2(rk−1 = l, rk = m|y0:n)

.

(23)

3 Simulations

3.1 Sćenario

Nous consid́erons un mod̀ele à sautsp1(.) avec3 régimes
possibles :rk ∈ {1, 2, 3}, p1(rk|rk−1) = 0.8 si rk−1 = rk et
0.1 sinon. Nous prenonsxk = [px, ṗx, py, ṗy]

T ,

F(r) =








1 sin(ωrTe)
ωr

0 − 1−cos(ωrTe)
ωr

0 cos(ωrTe) 0 − sin(ωrTe)

0 1−cos(ωrTe)
ωr

1 sin(ωrTe)
ωr

0 sin(ωrTe) 0 cos(ωrTe)








,

Q(r) = σ2
v(r)









T 3

e

3
T 2

e

2 0 0
T 2

e

2 Te 0 0

0 0
T 3

e

3
T 2

e

2

0 0
T 2

e

2 Te









,

avecωr = [0, 6π/180,−6π/180], Te = 2, σ2
v(r) = [7, 10, 10],

H(rk) = I4 et R(rk) = I4 (Hk andRk ne d́ependent pas
de rk). Une premìere trajectoire de longueurT = 500 est
géńeŕee suivant le mod̀ele (1) afin d’estimer les paramètres
des loisp2(rk|rk−1) etp2(yk|yk−1, rk−1:k). Nous utilisons25
itérations de l’algorithme EM.

Ensuite, nous ǵeńeronsP = 200 trajectoires de longeur
T = 200 et nous restaurons les données avec 3 estimateurs : un
algorithme de FP basé sur la loi d’importancep1(rk|rk−1) et
qui utiliseN = 100 particules ; l’estimateur basée sur l’IMM ;
et notre estimateur basé sur l’algorithme de filtrage exact [8]
qui utilise les param̀etres estiḿesà l’étape pŕećedente.

Le critère de performance utilisé est l’EQM par rapport̀a
l’estimateur issu du FK̂xKF

k,p utilisant les vrais sauts. Plus préci-
sément, pour une trajectoirep donńee et un estimateur̂xk,p à
l’instantk, nous calculons

EQM(k) =
1

P

P∑

p=1

(x̂k,p − x̂k,p,KF)
2. (24)

3.2 Résultats

Pour l’estimation dep2(rk = l|rk−1 = m), l’algorithme EM
aét́e initialisé avecp2,init(rk = l|rk−1 = m) = 1/3, quels que
soient(l,m). Par ailleurs, nous initialisonsH2,init(rk−1:k) =
0.3F(rk) et Σy,init(rk−1:k) = 20 × 103(R + HQ(rk)H

T ).
Après application de l’algorithme EM, la matrice associéeà la



loi de transitionp2(rk = l|rk−1 = m) estiḿee est donńee par

π(rk−1, rk) =





0.7926 0.0971 0.1104
0.0710 0.8351 0.0938
0.0983 0.1023 0.7994



 . (25)

Sur la figure 1, nous avons tracé l’EQM des trois estimateurs
utilisés pour l’estimation des données cach́ees. Les estimateurs
baśes sur le FP dans le modèlep1(.) et le filtrage exact dans le
mod̀elep2(.) se comportent de la m̂eme manìere et aḿeliorent
l’estimateur baśe sur l’IMM dans le mod̀elep1(.).

Les avantages de l’algorithme proposé sont les suivants :
la loi des sauts n’a pas besoin d’être connue et l’estimation
des param̀etresà partir de l’algorithme EM ne ńecessite pas
d’approximations (contrairement au modèle p1(.), la quantit́e
(17) est calculable rapidement) ; d’autre part, l’estimation des
donńees cach́es se fait en côut de calcul lińeaire en nombre
d’observations et ne requiert pas l’utilisation de tiragesMonte-
Carlo. Cet algorithme se révèle, en moyenne,18 fois plus ra-
pide que l’algorithme de FP lorsque le rééchantillonnage est
exécut́e à chaque instant, et10 fois plus rapide si les instants de
rééchantillonnage sont espacés selon un crit̀ere de nombre de
particules efficaces.

En revanche, lorsque les données suivent effectivement le
mod̀ele p1(.) les performances de l’algorithme exact dans le
mod̀elep2(.) dépendent des paramètres du mod̀ele de ŕeférence
p1(.). En effet, une partie des paramètres du mod̀elep2(.) est
obtenue par contrainte de minimisation de la DKL (11), qui
elle-même d́epend deF(rk), H(rk), Q(rk) etR(rk). L’ étude
des performances de cet algorithme sur des données ne sui-
vant pas ńecessairement le modèlep1(.) fera l’objet d’un tra-
vail ultérieur.

Temps
0 50 100 150 200

lo
g(

E
Q

M
)

-6.5

-6

-5.5

-5

-4.5

-4
Estimateur exact (p2)

FP (p1)

IMM (p1)

FIGURE 1 – Log EQM pour l’estimateur exact dans le modèle
p2(.) estiḿe, l’estimateur baśe sur le filtrage particulaire dans
p1(.) et sur l’IMM dansp1(.).

4 Conclusion

Dans cette communication, nous avons abordé le probl̀eme
d’estimation de param̀etres de mod̀eles Markov triplet dans les-
quels l’estimateur baýesien optimal (au sens de la minimisa-
tion de l’EQM) est calculable exactement, en un coût linéaire
en nombre d’observations, et qui ne repose pas sur l’utilisa-
tion de tirages Monte Carlo. Cette procédure d’estimation se
fait en deuxétapes : la premièreétape consistèa estimer une
partie des param̀etres en prenant le modèle à sauts classique
comme mod̀ele de ŕeférence ; la secondéetape estime les autres
param̀etres, en particulier la loi des sauts, de manière non su-
perviśee. La restauration des données, dans le modèle obtenu,
donne des ŕesultats similaires au filtrage particulaire mais avec
un côut de calcul moindre.
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