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Résunt — Cette communication traite du praéhe du calcul de I'estimateur biasien optimal (au sens de I'erreur quadratique moyenne) dans
des moeles markoviena sauts. Nous utilisons pour ce faire une technig@eemte de calcul rapide et exact de cet estimateur dans une classe de
mockles de Markov triplet particuliers. Le pr@phe se ramne alors au probme d’estimation des paratnes de ces mades; nous proposons

une nethode d'estimation bé&e d’une part sur la minimisation d’une divergence de Kullback-Le#tlefautre part sur unéetape d’estimation

non superviée.

Abstract — This paper addresses the problem of computing the optimal bayesiamtest{in the mean square sense) in some jump Markov
models. We make use of a recent algorithm which computes this estimatigrdad exactly in some particular Triplet Markov models. The
problem then reduces to a parameter estimation problem; our two-steptestisbased on a Kullback-Leibler divergence minimization and an
unsupervised parameter estimation step.

1 Introduction moyennem et de matrice de covarian&prise au poink) :
Nous nous iréressons au prolmne de filtrage statistique p(xolro) = N (x0;m0; Po), @
dans des mades de Markowa sauts{x;}y>o € R” désigne Frpp—1(Xe[xk—1,7%) = N (Xp; Fr () Xe—1; Qi (rr)),  (3)
une suite de vecteurségtoires (v.a.) cads et{y}r>0 € g (YrlXk, k) = N(yre; He(ri)xe; Re(12)). (4)
R? une suite de v.a. obs&¥s. Nous conskitonségalement un . .
troisieme processus discréty }rso, 7. € {1,---, K} visant |l €st bien connu que dans ce néel le calcul de I'estimateur

a mockliser des changements degime. Un modle classique ba)ésien optimal (au sens de la minimisation de I'erreur qua-
dans ce contexte de changementsatgmes est le made de  dratique moyenne) de,
Markov cacle a sauts markoviens (Jump Markov state space 0, -k 5
system ou JMSS) qui &trit k (eklyor). )

est un prok@me NP-difficile. Deux grandes classes d’approxi-

. . k . mations on&té proposges :
P (X0:k, Yo:k, To:) = P (70) HP (rilri—1) X — les nethodes d’approximations niémiques de type ”In-
i=1 teracting Multiple Models” (IMM) [2] consistena pro-
P! (ro:x) pager plusieurs filtres de Kalman (FK) dont la sortie est
k k poncerée de facor approcher I'estimateur (5) ;
p*(x0|ro) H fifi—1(Xa|xi—1,73) H 9i(yilxi,ri) . (1) — la seconde classe d’approximations repose sur I'ufitisat
i=1 i=0 des neéthodes de Monte Carl@quentielles. Plus pciment,
L L O, se eécrit
Pt (Xo0:k[ro:k) P (¥o:x(X0:k,T0:%)

O = Zpl(I”O:HYO:k)E(Xk\yU:k, rox);  (6)

T0:k

Dans ce modle, la suite degtats discret{ry },>o est une
chdne de Markov dont la loi de transition est déerpamp® (7|

ri—1), et conditionnellement aux sauts;, la suite{x, yx } x>0 puisp! (ro.x|yo..) €st approcé paréchantillonnage d'im-
forme une chine de Markov cadke. La transition de &tat portance 8quentiel tandis QUB(xy |yo.x, ro.x) €St calcud
cacle est donée par la dengitde probabili fi,— (xx|xx—1, par FK [5].

) et lavraisemblance par. (y« |xx, 7). Dans ce papier, nous En pratique I'utilisation de ces meétks récessite la connais-
nous placons dans des nédeks lirtaires et gaussiend/(x; m;  sance de la loi des sautd(rx|ri—1); si ce n'est pas le cas
P) désigne la densitde probabilié de la loi multi-normale de p!(rx|r,_1) peutétre esting par filtrage particulaire (FP).



De nouvelles techniques d’estimation dans un eleé sauts  avec
ontété propoges ecemment, b&es sur le&sultat suivant. La 2 2

. . . . ) ; _1,Th—1) = N(ye; H2Oye—1; 2Y()),
loi de probabilié (1) fait partie d’'un ensemble de lois qui toutes P(YElYE-1 Tr- 1) s (Jyn-1 ()
s’écrivent sous la forme

()]
D(X0:k, Y0:ks To:k) = P(X0, Yo0,70) X Xk—1
i P (Xk|Xp—1, Y10, Th—1:%) = N (% B() | 1 | 527(1)
Y
P(Xi, ¥ir 73| Xim1, Yie1,Ti-1); (7)
};[1 (10)

_ . . (la notation abegeeB(.) désigne une matricB(ry—1.; ) depen-
dit d’'une autre fagon, le meéde de Markova sauts (1) est le dant der,_; et r;). Cette famille de lois épend alors des

mockle de Markov triplet (7) particulier qui satisfait paranetresp?(ri|yx_1,7%_1) (nous fixons ésa pesentp?
(rilyr—1,rk—1) = P*(r|ri—1) = p*(ri|rr—1)), B(rg—1:1),
P (Xky Vi TR Xk 1, Y1, Th—1) = P (Tk|Te1) X 3% (rgp_1.k), H? (vp_1.1) €t 3Y(rs_1.1). Le probBme devient

alors un prol®me d’estimation de parasres quia notre connais-
sance, n'a pasté abor@ dans ce cadre (les paratres de la loi
Or il a été proure recemment le@sultat suivant [8] [1]. Dans le mlltlale ne sont pas esties et nous prepons?(xo,yo,ro) =
mockle (7), si p* (X0, yo,ro))_. Nous abzordons ce praghe en deux temps.

Dans un premier tempB?(ry,_1.), XY (re_1.1) €tP? (r1|re_1)
sont fixes tandis quaB(rx_1.x) et £*(rg_1.,) Sont obtenus
par minimisation de la divergence de Kullback-Leibler (DKL
entrep' (Xo:k, Yok, To:x) €t p*(Xo:k, Yok, To:x). Dans un se-
cond tempsH?(ry_1.x), X¥(rr_1.1) €t p?(rg|ry—1) sont es-
timés de marire non supervée via I'algorithme EM [3].

fk\kfl(xklxkflaTk)gk(Yk|Xk7Tk)-

) DYk Tk Xk—15 Ye—1:Tk=1) = DYk, "R |YR=1,Tk—1)

i) E(xg|Xg—1,Yr—15,Tk—1.x) €St calculable,
alors I'estimateur bagsien optimal (5) est calculable exacte-
ment et écursivement avec un @bde calcul lirgaire en nombre
d’'observations (les formules de filtrage ne sont pas ré&gsel
ici faute de place).

Bien que le modle de Markova sauts (1) ne érifie pas

les conditions i) et ii), ce@sultat ouvre la voi@ de nouvelles 2 Estimation param'etrique
méthodes de filtrage statistique dans un JMSS, dans la mesure

ou il est possible deéﬁnir\un mo@le satisfaisant i) et ii) (- 2.1 Estimation par minimisation de DKL
et donc dans lequel le praishe de filtrage esésolu de fagcon
trés rapide) "proche” (selon un seagpréciser) du modle p! Posonst, = (xx,¥%, 7). Nous cherchona minimiser la
originel. Difféerentes contributions oréte propoges dans ce DKL entrep(.) etp?(.),

sens [9] [4] [6]. En particulier dans [6] laédnarche est la sui-

1 2 _ 1
vante. La classe des milds de Markov Triplet satisfaisant les DKL(p" (to), p”(to:k)) = Zp (ro:x) %
deux contraintes physiques (3) (4) estqigee ; il s’agit d'une ) S
famille de lois pararétrée qui @pend de deux parartresF?2 DKL(p" (X0:k; Yo:k[To:), P (X0:k5 Yok [Fo:k)) (11)

et H? (les indices sont omis pour simplieitle notation). Puis en fonction deB(ry_1.) et deX?(ry_1.x). Puisquep! (ro.x)
dans cette classe nous identifions les lois telles que lellcalcne cepend pas de ces paratres et que

exact rapide soit possible (c'eatdire satisfaisant i) et ii)), ce
qui fixe H?, et enfin dans cette sous-classe la loi (ciestire
implicitement IeF?) la plus proche du made (1).

Dans cet article nous proposons ur@rdrche qui s'affran-
chit des contraintes physiques proges (cf. [65l11-A, Propo-
sition 2]) pour le cas@dans le prokiime consiéré celles-ci ne 9 1 9
s'avéreraient pas pertinentes ; par ailleurs kthode propase P (X0:k, Yo:re|ro:x) = p* (%o, yo[ro) Hp (yilyi1,ri-1:)
dans cet article s'affranchit de lagolution de Equation matri- ) =t
cielle que doit satisfaireI? (cf. [6, eq. (54) p. 3647]jquation P~ (Xi[Xi—1, ¥4, Fi-1:i), (13)
qui n'admet pas toujours de solution. Noténaarche estla sui- |a minimisation de (11) par rappaB (rj._1.;) etaX” (ry_1.)
vante. Nous consi&ons d’emt#e une famille de mades de  se rangne au proléime de la minimisation de
Markov tripletp?(.) pour lesquels le filtrage exact est faisable
rapidement :

k

' (X0:k, Yo:k[ro:r) = p' (X0, ¥o|ro) le(Yi|Xi—17 T;) %
i=1

pl(Xi\Xi—hyz‘ﬂ“i)a (12)
k

DKL(p" (34 |Xk—1, Y5 7k ) D (K[ Xk— 1, Yo 12k To—1:8) ) -
Cette DKL est minimum lorsque
PP (% Yo P Rb 15 Vi3 Th1) = D (s eIV b1 ) X P (Xk[Xpe— 1, Vi %) = D7 (X[ Kb 1, Y185 T 1:8),

2 . N ..
P (X5 Xk—15 Y- 13k Th—1:1) et il restea choisirB(ry_1.x) et X%(ry_1.x) tels que cette
(8)  condition soit #rifiee. Finalement les paratnesB(ry_1.x) et



3% (ri—1.1) Issus de la minimisation de la DKL entre le nédel
pl(.) etp?(.) s’écrivent

F(ri-1.%) — K(rp—1.6)H(rp—1.6)F(rr—1.1)
B(rr—1:x)= 0

K(rp—1.x)
(14)

(15)

T (rp1:k) = (- K()H(.))Q(),

< -1

oU K(re—1) = (HO)Q()" [R(.) + HOQ(H()"]

2.2 Estimation non supervige

Il reste maintenarit estimep?(ry, = l|ry_1 = m), H?(ry_1
= lLry = m) etX*(rg_1 = I,y = m) avec(l,m) €
{1,---, K}2. Ces paramtres sont estiés de marire super-
visée,a partir d'un jeu d'observationg.,, et de I'algorithme
EM. Cet algorithme requiert d’abord le calcul de I'ésance
de la log-vraisemblance des dé@as compites

E(IOg(p2 (r():nv y0:n))|y{):n) = E(log(p2 (r(]:n))l}I():n)“r

E(log(p*(Yo:n|ro:n))[Yoin)- (16)
D'apres (8),

E(log(p* (ro:n))[y0:n) = E(log(p*(ro))yo:n)+

zn: E(log(p*(rk|re—1))lyom), (17)

k=1
E<10g(p2 (YO:n|rO:n)) |y0:n) = E(log(p2 (y0|TO)) ‘yO:n)“i’

E(log(pz(}’kb’k—l,rk—l:k))b’O:n)- (18)

k=1

Dans le moéle de Markov triplet @rifiant (8), le coupléyy, r1)
est markovien. Par coéguent, et contrairement au négep (.),

On montre alors que les paratresH? (1, m) et (1, m) maxi-
misant (18) sont dorées par

H?(I,m) = A%(I,m) x A*(l,m)™", (22)
AY(l,m) — A%(1,m) x A3(1l,m)"LA%(l,m)T

3*(,m) = -
( ) Ek:l pQ(rk—l = l77nk = m|y0:n)

(23)

3 Simulations

3.1 Senario

Nous consiérons un moéle a sautsp!(.) avec3 régimes
possibles 7, € {1,2,3}, p'(rg|re—1) = 0.8 Sirg_; = 1} €t
0.1 sinon. Nous prenonsy, = [p., P, Py, by)” »

sin(w,Te) _ 1—cos(wrTe)

1 0
0 cos (,uTTTe 0 —sin o.;'TTe
F(T): 0 1—C(ES(UJTT€)) 1 sin((E:TTe)) '
0 sin(wT.) 0 cos(w,T.)
1, 0 0
Q(T)ZU?;(T) 2 © 72|
0 0 F %
T2
0 0 =~ Te

avecw, = [0, 67/180, —67/180], T, = 2, o2(r) = [7,10, 10],
H(ry) = 1, etR(ry) = I, (H; andRy ne cependent pas
de r;). Une premére trajectoire de longued = 500 est
géréree suivant le mogle (1) afin d’'estimer les parartres
des loisp? (1% |rk—1) €tp?(yr|yr—1,Tr_1.1). Nous utilison5
itérations de l'algorithme EM.

Ensuite, nous geronsP = 200 trajectoires de longeur
T = 200 et nous restaurons les da@es avec 3 estimateurs : un
algorithme de FP bassur la loi d’'importance! (ry|r,_1) et
qui utilise N = 100 particules ; I'estimateur bas sur I'lMM ;

2 i i . , . .
D (Tk—_l,rk|yo:n) est calculable rapidement (voir par exemplegt notre estimateur bassur l'algorithme de filtrage exact [8]
[7]). Finalement, les seconds termes du membre de droite Qﬁji utilise les parartres estirasa I'étape pecedente.

(17) et (18) sont calculables exactement et s’exprimepees
tivement en fonction dg?(ry, = I|ry_1 = m), H2(I,m) et de
2%(l,m) pour(l,m) € {1, , K}?.

Il restea maximiser (17) et (18) en fonction de ces paktnes
d'intérét. La eactualisation de?(ry|r,_1) est donie par les

formules de Baum-Welch ada# aux modles de Markov couple
[7]. Pour la eactualisation d&I? (I, m), 3*(I,m), nous notons

AN(l,m) =Y P (k-1 =Lk = m|Yyom)yrYi »

(19)
k=1

A2(1,m) =Y p(r-1 =Lk = mlyon)ysYi_1,  (20)
k=1

A3(lam) = ZPQ(WA =l = m|}’0:n)}’k71}’;§71- (21)
k=1

Le critere de performance utisest 'TEQM par rapporg
I'estimateur issu du Fh’c}fij utilisant les vrais sauts. Plusgmi-
sément, pour une trajectoigedonrée et un estimateuty, , a
l'instant k£, nous calculons

1 P
B Y iy — Kipxr)”.

p=1

EQM(k) = (24)

3.2 Resultats

Pour I'estimation d@?(rj, = l|r,,_1 = m), I'algorithme EM
aéte initialise aveg? it (r, = l|ry_1; = m) = 1/3, quels que
soient(l,m). Par ailleurs, nous initialisorl ™ (r;,_1.;) =
0.3F(rg) et Z¥mit(r,14) = 20 x 103(R + HQ(rx)HT).
Apres application de 'algorithme EM, la matrice as&aa la



loi de transitionp?(rj, = I|rx_1 = m) estimée est don@e par

4 Conclusion

Dans cette communication, nous avons abdedprobéme

d’estimation de paragires de moéles Markov triplet dans les-

0.7926 0.0971 0.1104
0.0710 0.8351 0.0938
0.0983 0.1023 0.7994

T(Tg—1,Tk) = (25)

quels I'estimateur basien optimal (au sens de la minimisa-
tion de 'EQM) est calculable exactement, en uiitcinéaire
en nombre d’observations, et qui ne repose pas sur l'utilisa

tion de tirages Monte Carlo. Cette pémture d’estimation se
fait en deuxétapes : la premdre étape consista estimer une

Sur la figure 1, nous avons t@EEQM des trois estimateurs
utilisés pour I'estimation des doaas cacles. Les estimateurs
bass sur le FP dans le mekp!(.) et le filtrage exact dans le
mocklep?(.) se comportent de la@me margre et argliorent
I'estimateur bag sur I''MM dans le modlep!(.).

Les avantages de l'algorithme progosont les suivants :
la loi des sauts n'a pas besoinétfe connue et I'estimation
des pararmdtresa partir de I'algorithme EM ne @cessite pas
d’approximations (contrairement au néep!(.), la quantié
(17) est calculable rapidement) ; d’autre part, I'estimatiles
donrees cacbs se fait en dat de calcul lireaire en nombre
d’observations et ne requiert pas l'utilisation de tiralyemte-
Carlo. Cet algorithme seévele, en moyennel8 fois plus ra-
pide que l'algorithme de FP lorsque lééchantillonnage est
exécuk a chaque instant, &b fois plus rapide si les instants de
rééchantillonnage sont espgacselon un crire de nombre de
particules efficaces.

En revanche, lorsque les dares suivent effectivement le

mockle p!(.) les performances de I'algorithme exact dans le

mocklep?(.) dependent des parames du moéle de eference
pl(.). En effet, une partie des paratmes du modle p?(.) est
obtenue par contrainte de minimisation de la DKL (11), qui
elle-méme épend de&F (1), H(rx), Q(ry) etR(rg). L' étude
des performances de cet algorithme sur des desme sui-
vant pas Bcessairement le mete p'(.) fera I'objet d’'un tra-
vail ultérieur.

A
3 © Estimateur exact (pz)
R 1
45t FP (p )1
I IMM (pl)
s
v
855
6
-6.5 1 I | |
0 50 100 150 200
Temps

FIGURE 1 — Log EQM pour I'estimateur exact dans le nebel
p?(.) estimeg, I'estimateur bas sur le filtrage particulaire dans
p(.) et sur 'IMM dansp!(.).

partie des paragtres en prenant le metk a sauts classique
comme moéle de éference ; la seconddape estime les autres

parangtres, en particulier la loi des sauts, de neaminon su-
pervi€e. La restauration des ddres, dans le made obtenu,

donne desésultats similaires au filtrage particulaire mais avec

un cait de calcul moindre.
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