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SYSTEMES DE POINTS DANS LES DG-CATEGORIES SATUREES

BERTRAND TOEN AND MICHEL VAQUIE

A Vadim Schechtman, avec admiration et amitié.

RESUME. Dans ce travail nous considérons le probléme de réaliser géométriquement les catégories
triangulées (plutdt les dg-catégories triangulées) comme des catégories dérivées de variétés algébriques.
Pour cela, on introduit la notion de systeme de points dans une dg-catégorie saturée 1. Nous montrons
que la donnée d’un tel systéme permet de construire un espace algébrique Mp, de type fini, lisse et
séparé, ainsi qu’un dg-foncteur de T vers une version tordue de la dg-catégorie dérivée de Mp. On
montre de plus que ce dg-foncteur est une équivalence si et seulement si Mp est propre. Tout au long
de ce travail nous étudions les t-structures sur les familles algébriques d’objets dans T, ce qui possede
possiblement un intérét en soi indépendant du theme de ce travail.
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Toute variété propre et lisse X sur un corps k (ici algébriquement clos) donne lieu & une dg-
catégorie Lpq,f(X) des complexes parfaits sur X. La dg-catégorie, souvent considérée comme ’espace
non-commutatif associé a X, se rappelle de trés nombreux invariants cohomologiques et géométriques
de la variété X (voir par exemple [Ro, To2]). Cependant, la présence de variétés qui partagent un
méme catégorie dérivée implique qu’il est en général impossible de reconstruire X a partir de Ly, r(X),

et quand bien méme une telle reconstruction est possible il existe de tres nombreux choix pour X.

Dans [To-Val] nous avons introduit une construction dans le sens inverse 7' — My, qui & une dg-
catégorie T associe le (oco-)champ classifiant des objets dans T'. Cette construction n’est pas inverse
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2 BERTRAND TOEN AND MICHEL VAQUIE

de X — Lpq,£(X), mais est adjointe en un sens précis (voir [To4, §3.1]). Lorsque T' s’écrit de la forme
Lpars(X), la variété X se retrouve comme un ouvert X C My (modulo une G,,-gerbe triviale), qui
correspond & la partie de My qui classe les faisceaux gratte-ciel associés aux points de X vus comme
complexes parfaits sur X. Un autre choix de variété X' telle que T' ~ Ly, £(X’) donne lieu & un
autre ouvert X’ C Mp. Ceci montre que la reconstruction d’une variété X telle que T ~ Lypq, £(X)
n’est envisageable que si I'on spécifie un sous-ensemble P des classes d’équivalence d’objets de T
correspondant aux gratte-ciel de X vus comme objets de T'.

Le résultat principal de ce travail est le théoreme 7.2, dans le quel nous donnons des conditions
nécessaires et suffisantes sur un ensemble P de classes d’équivalence d’objets dans une dg-catégorie T’
propre et lisse, pour qu’il existe un espace algébrique X, lisse, séparé et de type fini sur k, une classe

€ H%(X,G,,) et un dg-foncteur

¢p : TP — Ly, 1 (X),

@ (X)) est la dg-catégorie des complexes parfaits

qui identifie ’ensemble P aux gratte-ciel de X (ou L., f
sur X tordus par «). On montre de plus que ¢p est une équivalence si et seulement si X est propre.
Cet énoncé est une réponse possible au probleme de savoir si une dg-catégorie propre et lisse T' est
d’origine géométrique. Cependant, plus qu’un simple théoréme de reconstruction nous pensons que
notre résultat peut étre un outil utile pour construire des équivalences entre catégories dérivées, bien
que cet apsect ne sera pas discuté en détail dans ce travail (voir cependant §8).

Les conditions sur la dg-catégorie T' et I’ensemble P qui constituent les hypotheses de notre théoreme
ne peuvent pas se résumer dans cette introduction, et une grande partie de ce travail consiste en
I'introduction des notions qui entrent en jeu. Elles peuvent cependant se décliner en quatre grandes
familles de conditions que nous allons brievement commenter.

(1) La dg-catégorie T est saturée.

(2) Les objets de P sont des objets ponctuels deux a deux orthogonaux et co-engendrent 7.
(3) Les objets de P co-engendrent une t-structure parfaite et ouverte sur 7.

(4) La famille des objets de P est bornée.

La premiere condition affirme que T est propre, lisse et triangulée (voir [To-Val]), ce qui est une
hypothese naturelle et incontournable si ’on souhaite reconstruire une variété propre et lisse X. Par
ailleurs, ces hypotheéses impliquent I'existence d’un foncteur de Serre pour 7' (voir notre §1), ce qui
intervient de maniere cruciale tout au long de ’article.

La condition (2) contraint le comportement cohomologique des objets de P. On demande par
exemple que l'on ait T(z,r) ~ Symy(Ext!(z,x)[1]) avec Ext!(x,z) de dimension uniforme d. Par
ailleurs, si z # y on demande que T'(x,y) ~ 0. On doit aussi avoir St(x) ~ z[d] pour tout z € P, ou
St est le foncteur de Serre de T'. Enfin, on demande que I’ensemble des objets de P soit une spanning
class au sens de Bridgeland: si T'(y, z) ~ 0 pour tout = € P alors y ~ 0.

La condition (3) est la plus délicate et la plus indirecte. Tout d’abord, on déclare qu'un objet y € T
est positif si pour tout = € P, le complexe T (y, x) est cohomologiquement concentré en degré négatif.
Une premiere condition est que cette notion de positivité définisse une t-structure sur la catégorie
triangulée [T] associée a T'. Cette t-structure est dite co-engendrée par ’ensemble P. On demande de
plus qu’elle soit ouverte, c’est a dire qu’étre un objet du coeur de cette structure soit une condition
ouverte (qui est une maniére d’imposer une semi-continuité pour les objets de cohomologie associés a
la t-structure). Cette notion demande une étude des t-structures induites sur les familles algébriques
d’objets de T' (voir notre §3) et nous ne sommes pas arrivés a la décrire de maniere simple en termes
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de T seule, on encore a donner des conditions suffisantes pour qu’elle soit automatique. On demande
aussi que la t-structure soit parfaite, ce qui signifie essentiellement que son cceur est noethérien et
que les foncteurs de troncations préservent les objets compacts. Encore une fois nous ne sommes pas
arrivés a décrire cette condition simplement en termes de T.

Enfin, la derniére condition (4) affirme que la famille d’objets P vit dans une partie quasi-compacte
du champ des objets Mt ce qui peut se traduire par 'existence d’une borne uniforme sur la coho-
mologie des objets de P par rapport & un générateur compact (voir [To-Val, §3.3]).

Sous ces conditions (1) & (4), nous montrons l’existence d’un espace de modules grossier Mp qui
classe les objets de P. On montre que cet espace est un espace algébrique de type fini, séparé et
lisse sur k. Le champ des objets de P est lui une G,,-gerbe Mp — Mp décrit par une dg-algebre
d’Azumaya (au sens de [To4]) naturelle. Si on note a € HZ(Mp,G,,) la classe de cette gerbe, on
montre l'existence d’un dg-foncteur de décomposition

¢p TP — Lgarf(MP)v
qui est a rapprocher de la décomposition spectrale d’une représentation comme faisceau sur ’espace
des représentations irréductibles d’un groupe. Ce dg-foncteur est une quasi-équivalence sur les sous-dg-
catégories pleine formées des points, et on montre que c’est une quasi-équivalence si et seulement si Mp
est de plus propre (sans étre arrivé a mettre au jour un critére simple qui implique la propreté de Mp).

Pour conclure, nous souhaitons signaler que nous ne considérons pas notre théoreme principal comme
réellement optimal, mais plutét comme un premier pas, et qu’il serait souhaitable de 1’améliorer.
Tout d’abord, comme nous ’avons déja signalé, certaines conditions, particulierement autour de la
t-structure, sont délicates & décrire en termes de T seule. Leurs vérifications sont parfois difficiles dans
la pratique, et il est fort probable que 'on puisse donner des améliorations (par exemple en donnant
des conditions suffisantes sur une t-structure pour étre ouverte ou encore parfaite). Par ailleurs, nous
démontrons que le foncteur ¢p : TP —> L;‘m, f(Mp) est une équivalence seulement si X est propre,
sans donner pour autant de condition qui permette de s’en assurer. Encore une fois, dans la pratique
cela veut dire qu’il faut vérifier la propreté de X au cas par cas. On devrait pouvoir améliorer cela
en rajoutant, par exemple, des conditions de stabilités en plus de la donnée de P. A notre décharge,
notre point de départ est une dg-catégorie propre et lisse générale, qui peut ne rien avoir a voir,
a priori, avec la dg-catégorie dérivée d’'une variété algébrique, on pourrait prendre par exemple des
dg-catégories d’origines topologiques ou symplectiques (comme les catégories de type Fukaya). La
conclucion du théoreme 7.2 est ainsi relativement forte, et il n’est pas suprenant que les hypotheses le
soient proportionnellement.

Enfin, pour finir, nous avons inclus deux exemples de paire (T, P) dans notre dernier paragraphe,
mais nous n’avons pas fait I'exercice de vérifier toutes les conditions qui forment les hypotheses de
notre théoréme, notre but étant ici plus d’illustrer la signification du théoreme plutét que de donner
de réelles applications. Il serait donc intéressant d’avoir un exemple d’application du théoreme 7.2 ou
I’on obtienne une équivalence de catégories dérivées qui n’était pas encore connue. Nous pensons par
exemple a la symétrie mirroir: une variété symplectique N munie d’une fibration en tores lagrang-
iens N — S, semble pouvoir donner une paire (7, P), ou T est un dg-modele pour la A..-catégorie
de Fukaya de N, et P est la famille d’objets correspondant a la famille de tores lagrangiens donnée
par les fibres de N — S. Ici, l'espace algébrique Mp serait bien entendu un candidat au miroir de
M (voir I'introduction de [Ab]), modulo d’innombrables complications techniques (e.g. le corps de
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base k doit étre remplacé par quelque chose comme k((t)), etc). Malheureusement, notre manque de
compréhension des catégories de Fukaya ne nous permet pas d’en dire plus dans ce travail.

Conventions: Tout au long de ce travail nous travaillerons au-dessus d’un corps algébriquement
clos k de caractéristique nulle.

1. DG-CATEGORIES SATUREES

Nous nous plagons dans le cadre de la théorie Morita des dg-catégories (k-linéaires) de [To2], auquel
nous renvoyons le lecteur pour les détails. Nous travaillerons dans Ho(dg — cat), la catégorie ho-
motopique des dg-catégories k-linéaires. Concretement, cela signifie que nous travaillons a quasi-
équivalence de dg-catégories pres, sans que cela soit dit de maniere explicite. Il nous arrivera par
exemple d’utiliser 'expression dg-foncteur pour signifier en réalité un morphisme dans Ho(dg — cat),
ou encore limites pour signifier limites homotopiques. De méme certaines constructions seront décrites
de maniére naive et demanderaient d’expliciter certains modeles explicites (ce que nous laissons au
lecteur le soin de faire, ou pas). Nous rencontrerons parfois des dg-catégories non petites, et nous lais-
sons le soins au lecteur de fixer des univers pour donner un sens & certains énoncés (voir par exemple
[To2, To4]).

Soit T une petite dg-catégorie sur k. Nous noterons T := RHom/(T°P ,%), la dg-catégorie obtenue
a partir de T en y rajoutant des colimites homotopiques (voir [To2]). L’objet T est bien défini dans
Ho(dg— cat), la catégorie homotopique des dg-catégories. Un modele explicite de T est la dg-catégorie
des T°P-dg-modules cofibrants et fibrants (voir [To-Val, §2.2]).

On dispose d’un plongement de Yoneda h : T — T qui identifie T" & une sous-dg-catégorie pleine
deT. Le morphisme h se factorise par fc cTla sous-dg-catégorie pleine formée des objets compacts.

Nous rappelons la terminologie suivante.

e La dg-catégorie T est triangulée si le morphisme h induit une quasi-équivalence 1" ~ fc.

e La dg-catégorie T est lisse sur k s’il existe une dg-algebre B sur k, avec T quasi-équivalente a
B , et telle que B soit un B ®; B°P-dg-module compact.

e La dg-catégorie T est propre sur k s’il existe une dg-algebre B sur k, avec T quasi-équivalente
a B , et telle B soit compacte comme k-dg-module (i.e. soit un complexe parfait de k-espaces
vectoriels).

e La dg-catégorie T est saturcée si elle est propre, lisse et triangulée.

Les dg-catégories saturées possedent de fabuleuses propriétés de dualité. Elles sont par exemple
les objets pleinement dualisables de la catégorie monoidale symétrique des petites dg-catégories a
équivalence de Morita pres (voir [To4, Prop. 2.5]), et aussi les objets pleinement dualisables de la 2-
catégorie monoidale symétrique des dg-catégories compactement engendrées et dg-foncteurs continus
(voir [Lu2]). En ce qui nous concerne, nous rentiendrons les faits suivants.

(1) Pour deux dg-catégories saturées T et T, la dg-catégorie RHom(T1,T>) est saturée. Elle

est de plus naturellement équivalente & (T} ® T,”),, la dg-catégorie des (T, Tz)-dg-bimodules
compacts. Le dg-bimodule correspondant & un morphisme f sera généralement noté I'(f). Ce
dg-bimodule envoie (a,b) € Ty ® Ty* sur le complexe Th(b, f(a)).
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(2) Toute dg-catégorie saturée T possede un foncteur de Serre Sp. Il s’agit d’'un endomorphisme
St :T — T de T, tel que le dg-bimodule correspondant soit donné par la formule

L(St) : (a,b) — T(a,b)” := Hom(T(a,b), k).
On dispose donc de quasi-isomorphisme naturel
T(a,b)¥ ~T(b,S(a)).

L’endomorphisme St de T est toujours une auto-équivalence.
(3) Soit f : Ty — T un dg-foncteur entre dg-catégories saturées. Alors f posseéde un adjoint a
droite et un adjoint a gauche (au sens de [To4, §3.1]), notés respectivement

f*:T2—>T1 f;:Tg—)Tl.

Si f correspond au dg-bimodule I'(f) € T1/®\TQOP , alors f, correspond au (7%, T1)-dg-bimodule
F(f') : (a7 b) = TZ(f(b)7a)

L’adjoint & gauche fi est quand a lui donné par la formule

f! = Sgll(f*)STzv
ou S7, est le foncteur de Serre de la dg-catégorie T;. En d’autres termes le dg-bimodule
correspondant & fi est (a,b) — T(a, fS7,(b))V.

2. ESPACES DE MODULES D’OBJETS SIMPLES DANS UNE DG-CATEGORIE SATUREE

Soit T" une dg-catégorie saturée sur k. On définit un préfaisceau simplicial sur la catégorie Af fi
des schémas affines sur k
My AffP — sSet,
par la formule R
Mr(Spec A) = Mapgg—cat(T?, Ac).
Le préfaisceau My est un champ pour la topologie fpqc (voir [To-Val]). De plus, pour tout champ
F € Sty on dispose d'une équivalence naturelle

MCLPStk (F7 MT) ~ Mapdgfcat<Top7 Lparf(F))7

ol Lypgrf(F') est la dg-catégorie des complexes parfaits sur F' définie par

~

Lparf(F) = Spechfrln—>F Aparf-
Il s’agit ici d’une limite homotopique dans la théorie homotopique des dg-catégories (voir [To-Ve2]
pour plus de détails sur la descente).

Le principal théoreme de [To-Val] affirme que My est un champ localement algébrique et localement
de présentation finie sur k. Dans ce travail nous nous restreindrons au sous-champ M7"" C My,
formé des objets simples. Par définition, un point de My (Spec A) correspond & un TP ®j, A-dg-module
compact. Un tel T ®j A-dg-module E posseéde un complexe d’endomorphismes RHom(E, E) qui est
un complexe de A-dg-modules. Ce complexe est de plus parfait sur A car T est saturée. Par définition,
Pobjet E € Mp(Spec A) est dit simple si le complexe parfait RHom(FE, E) vérifie les deux conditions
suivantes.

e [’amplitude de RHom(E, E) est contenue dans [0, o0].
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e Le morphisme naturel A — RHom/(FE, F) induit par l'identité de F, induit pour tout mor-
phisme d’anneaux A — A’ un isomorphisme

A~ H'RHom(E,E ®4 A")).

Par semi-continuité on voit que l'inclusion naturelle ./\/lsTimP C M est une immersion ouverte de
champs. On en déduit donc que M;fmp est lui-méme un champ localement algébrique et localement
de présentation finie. Par ailleurs, 'annulation des Ext négatifs des objets simples implique que
M?Fimp est un 1-champ d’Artin localement de présentation finie (voir [To-Val, §3.4]). Enfin, le fait que
les objets simples ne possedent que les scalaires comme endomorphismes de degré zéro implique que
MZF™ est une Gy,-gerbe au-dessus d’un espace algébrique M7 localement de présentation finie sur
k. De maniere plus explicite, la projection

T M;me — M;jmp
est le morphisme quotient pour l'action naturelle du champ en groupes K(G,,,1) sur Mf,fmp qui
consiste a tensoriser par des fibrés en droites de la base. Pour Spec A € Af fi, le groupe simplicial
K(A*, 1) opere naturellement sur l’ensemble simplicial M7 (A) par son action naturelle sur la dg-
catégorie A\c des complexes parfaits de A-dg-modules. Lorsque Spec A décrit Af fi cela définit une
action du champ en groupes K(G,,, 1) sur M;fmp dont le quotient est M;lmp . On peut donc écrire

M3 o2 MG /K Gy, 1)]

de sorte & ce que la projection 7 : M;fmp — M;imp soit le morphisme quotient.

Notons que la gerbe M;imp au-dessus de Mjsjmp est en général non-triviale. Elle est cependant

donnée par une dg-algebre d’Azumaya sur M;imp au sens de [To4], qui peut-étre construite de la
simp

maniere suivante. Sur le champ M7;,"™", on dispose d'une T°P-dg-module universel &, qui apres oubli
de la structure de T°P-dg-module fournit un complexe parfait & sur M7"". La dg-catégorie des

complexes parfaits sur M7 posséde des sous-dg-catégories pleines

L;farf(M?mp) - Lparf(Mgfmp)a

X
par f

de poids x: un complexe parfait £ € Lparf(/\/l‘;fmp ) vit dans L;‘ar f(Méfmp ) si et seulement si pour

ou x parcours I’ensemble des caracteres Z de G, et ou L (./\/lSTimp ) consiste en les complexes parfaits

toute gerbe résiduelle BG,,, C Mst‘mp la restriction de E a BG,, est un complexe de représentations
de Gy, pures de poids 1. Notons que si M7 désigne un ouvert quasi-compact de M7"" (voir

[To-Val, §3.3]), alors les inclusions naturelles définissent une quasi-équivalence de dg-catégories

X simp,vy simp,v
@ Lparf(MT ) — Lpan(MT )
XEZ
Cette décomposition n’est plus valable sur M;fmp tout entier diie a la non-quasi-compacité.

Nous disposons donc d’un complexe parfait universel & sur M7, pur de poids 1. Cet objet est
de plus un génél"ateur compact local de L;;;(MSTWP ), au sens ol son image réciproque sur tout affine
Spec A — M7 est un générateur compact de D(A) la catégorie dérivée de A. Il s’en suit, d’apres
le formalisme général de [To4], que le faisceau en dg-algebres parfaites A := REnd(&y) est pur de poids
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0, donc vit dans L;‘;,(}(M?mp ) = Lparf(Mr), et est de plus une dg-algebre d’Azumaya sur 'espace

algébrique M;imp . D’apres [To4, Cor. 4.8], elle détermine une classe y(.A) € H 3t(M;imp ,Gyp) qui n’est
autre que la classe de la gerbe M7 — M7 Par construction, on a une quasi-équivalence de

dg-catégories

Lparf(A) 22 LX L (MF™),

ol le membre de gauche est la dg-catégorie des A-dg-modules parfaits sur M;imp . Nous renvoyons a
[To4] pour plus de détails.

3. EXTENSION DES SCALAIRES ET T-STRUCTURES

Comme précédemment, soit 7" une dg-catégorie triangulée sur k et T la dg-catégorie des dg-modules
sur 7°?. On note h : T — T le dg-foncteur de Yoneda, qui est un dg-foncteur pleinement fidele.
On note [T] := H%(T) la catégorie homotopique de T. Comme T est triangulée, [T est munie d'une
structure triangulée naturelle pour laquelle les triangles distingués sont les images des suites exactes
de fibrations (voir [Ho, §7] ou [To3, §4.4]). D’apres nos conventions [T] est aussi Karoubienne. De la
méme maniére, [QA’ | est une catégorie triangulée qui possede des sommes infinies. Le plongement de
Yoneda induit un foncteur triangulé pleinement fidele

[T] = [T].

Le caractere triangulé de T implique que l'image essentielle de ce plongement est la sous-catégorie
pleine des objets compacts dans [T]. On dipose donc d’une équivalence triangulée naturelle

[T] =~ [T]e.
Définition 3.1. Une t-structure sur T est la donnée d’une t-structure sur la catégorie triangulée
[T] au sens de [BBD]. Le cceur d’une t-structure sur T est par définition le ceeur de la t-structure

A

correspondante sur [T]. Il sera noté H.

Par définition, une t-structure sur T est completement caractérisée par la donnée d’une sous-
catégorie pleine [f]go - [f], formée des objets z tels que 7>gxr ~ 0. Inversement, une telle sous-
catégorie pleine de [T\] détermine une t-structure si et seulement si elle est stable par sommes (possi-
blement infinies), cones et facteurs directs, et si de plus elle est engendrée par cones, sommes et facteurs
directs par un ensemble petit d’objets (voir [Ke-Vo]). Par la suite, nous supposerons implicitement
que les t-structures considérées satisferont toutes cette hypotheses ensemblistes: [f]go est engendrée,
par cones, sommes et facteurs directs par un ensemble petit d’objets.

Comme ’ensemble des classes d’équivalence de sous-catégories pleines de [T\] sont en correspondance
bi-univoque avec celui des sous-dg-catégories pleine de ZF, on voit qu’'une t-structure sur 7' consiste
en la donnée d’une sous-dg-catégorie pleine T<OcT qui est stable, a équivalence prées, par colimites
(au sens des dg-catégorie) et qui est engendrée par colimites par un ensemble petit d’objets. Il est
important de noter cependant que bien que l'inclusion naturelle [f]go C [f] soit induite par un
dg-foncteur pleinement fidele T<0 ¢ f, le foncteur de troncation

A~

<o : [T] — [T1=°
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ne l'est pas (car il n’est pas un foncteur triangulé). Ce foncteur de troncation peut cependant étre
représenté par un oo-foncteur sur les co-catégories correspondantes

T — |1T=°|

(ou | —| désigne le foncteur qui & une dg-catégorie associe 1'co-catégorie correspondante, en appliquant
par exemple la construction de Dold-Kan aux complexes de morphismes, voir par exemple [Ta3]).

Fixons maintenant une dg-catégorie 7' triangulée sur £ munie d’une t-structure. Nous noterons
ZFSO,? 20 — T les sous-dg-catégories pleines formées des objets négatifs, respectivement positifs, par
rapport a la t-structure. Pour n € Z, on pose T<" c T la sous-dg-catégorie pleine formée des objets
x tels que Tso(z[n]) ~ 0. De méme, T=" est définie comme la sous-dg-catégorie pleine formée des x
tels que 7<o(x[n]) ~ 0. On pose, pour toute paire d’entiers a < b

Tl .= 7sbn T2 c T,

Notons que TIOO est une sous-dg-catégorie pleine de T dont la catégorie homotopique s’identifie
naturellement au coeur de la t-structure. De plus, pour deux objets x,y € T10.0] 1eg complexes de
morphismes T'(z,y) sont cohomologiquement concentrés en degrés positifs. On voit ainsi que [T\ [0.0]],
qui est une catégorie abélienne k-linéaire, est munie d’une dg-foncteur naturel

(7000 —s 70.0]

induisant une équivalence sur les catégorie homotopiques. En composant avec 'inclusion naturelle on
trouve un dg-foncteur

00 — T,
Ce dg-foncteur n’est pas pleinement fidele, mais induit un foncteur pleinement fidele

(00 < 7]

qui identifie [T[O O] au ceeur. De cette manitre, le coeur de la t-structure H sera considéré comme
sous-catégorie pleine de [T ] mais aussi comme sous-dg-catégorie (non-pleine) de T.

Nous introduisons les notions de finitudes suivantes pour une t-structure sur 7.

Définition 3.2. Soit T une dg-catégorie triangulée sur k munie d’une t-structure.

(1) Nous dirons que la t-structure est bornée si tous les objets compacts de [T\] sont bornés: pour
tout E € [T] ~ [T, il existe a < b tels que E € TV,

(2) Nous dirons que la t-structure est précompacte si pour tout E € [T, les objets T<o(E) et
T>0(F) sont compacts dans 7).

(3) Nous dirons que la t-structure est compacte si elle est bornée, précompacte et si de plus la
sous-dg-catégorie pleine T20 C T est stable par colimites filtrantes.

Les t-structures compactes définies ci-dessus possedent des propriétés de stabilité remarquables que
nous avons rassemblées dans la proposition suivante.

Proposition 3.3. Soit T une dg-catégorie triangulée munie d’une t-structure compacte. Les propriétés
sutvantes sont satisfaites.
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(1) Pour toute paire d’entiers a < b, la sous-dg- categome Tlabl « T est stable par colimites fil-
trantes. Les co-foncteurs de cohomologie H] : ]T| —H commutent aux colimites filtrantes.

(2) Pour tout —oo < a < b < o0, la sous-dg-catégorie pleine Tladl T est engendrée par colimites
par les objets de T' N Tlabl,

(3) La t-structure sur [ﬂ se restreint en une t-structure sur la sous-catégorie des objets compacts
[T]. Le coeur H de cette t-structure induite est H N [T] C [T], Uintersection du ceur de la
t-structure sur [T\} avec la sous-catégorie des objets compacts.

(4) La sous- categome des objets w-petits de la catégorie abélienne Hoest H="Hn [T].

(5) Un objet E € T est compact si et seulement s’il existe deux entiers a < b avec E € Tlabl et de
plus Hi(E) € H est un objet de H.

Preuve: (1) Pour commencer, notons |T'| 'oo-catégorie associée a la dg-catégorie T'. Par définition

de t-structure compacte la sous-oco-catégorie pleine |f20] — |ﬂ est stable by colimites filtrantes.
Comme l'oo-foncteur de troncation 7>¢ est un adjoint a gauche, il commute aux colimites filtrantes.
En utilisant le triangle distingué d’oo-foncteurs

T<-1 4>’L'd4>7'20

on voit que 7<_1 commute aussi aux colimites filtrantes. Cela implique que pour tout a < b les oo-
foncteurs 71, ;) commutent aux colimites fitrantes, et donc que les sous co-catégories pleines \f[“’b]\ —
|T| sont stables par colimites filtrantes.

(2) Soit x € Tl On écrit ¢ ~ colim,, z,, une colimite filtrante d’objets x, € T. Par (1) on a
T = Tlq (%) = colimg Tj, 4 (7). Or, par hypotheése de compacité de la t-structure, tous les 74 ) (za)
sont dans 7', et donc dans T'N Tlasbl,

(3) C’est une conséquence directe de la condition de compacité sur la t-structure.

(4) Tout d’abord, comme les objets de H sont compacts dans T, ils sont aussi w-petits dans H (car
(1) implique que les colimites filtrantes dans H sont aussi des colimites filtrantes dans ZF) Inversement,
soit  un objet w-petit de H. On voit x dans T et on écrit 2 comme une colimite filtrante  ~ colimg, x4
avec 24 € TNH = H (ce qui est possible & 'aide de (2)). Tous les objets z et 4 étant w-petits dans
H on voit que x est un rétracte d’'un z,. Mais TNH = H est stable par facteurs directs dans f, et

donc x € H.
(5) Se déduit par dévissage des points précédents. O

Soit maintenant A une k-algébre commutative et considérons T4 := T®j, A la dg-catégorie triangulée
A-linéaire induite par changement de base. La construction A — T4 se promeut en un co-foncteur de
la catégorie des k-algebres commutatives vers celle des dg-catégories triangulées (voir [To4, §3.1]). De
maniere explicite, T4 peut-étre définie, a équivalence naturelle pres, comme la sous-dg-catégorie pleine
des (T ®y, A)°P-dg-modules, formée des dg-modules cofibrants et quasi-représentables (voir [To-Val]).
On peut aussi voir Ty par la formule suivante

Ty ~RHom(A,T),

ou A est considérée comme une dg-catégorie sur k£ avec un unique objet. La dg-catégorie ﬁ s’identifie
naturellement & Ty = RHom(A,T) ainsi qu’a la dg-catégorie des (T' ®j A)°P-dg-modules cofibrants.



10 BERTRAND TOEN AND MICHEL VAQUIE

Nous renvoyons a [Tod]| pour plus de détails sur les changements d’anneaux de base pour les dg-
catégories.

On définit une t-structure sur TA“A induite par celle de T' de la maniere suivante. On dispose d’un
unique dg—foncteur k— A _induit par lidentité dans A. Cela définit un dg-foncteur de restriction
RHom(A, T) — RHom(k, T) T, et donc un dg-foncteur, que nous appellerons oubli

TA—>T.

On définit T' EO par la carré cartésien suivant
LT,
7207
Le dg-foncteur d’oubli admet un adjoint & gauche (au sens des dg-catégories, voir [Tod])
— Rk A j—\' — fA,

qui en termes de dg-modules envoie un T°P-dg-module F sur F ®; A muni de sa structure naturelle
de T°? ®; A-dg-module. On en déduit un adjoint a gauche au foncteur d’oubli sur les catégories
triangulées associées, que nous appellerons changement de base

— QA [T] — [Ta).
On définit alors TEO comme étant la plus petite sous-dg-catégorie pleine de T '4 qui est stable par

sommes, cones et rétractes, et qui contient I'image de =0 par le dg-foncteur — ®;, A.
La paire de sous-catégories de [T4]

TA=0 =15 [T = 17"
définit une t-structure sur fA. Pour cette t-structure, ’adjonction de foncteurs triangulés
— @ A: [T] < [T4]

est compatible avec les t-structures au sens ou — ®j A est t-exact a droite, et son adjoint a droite
t-exact a gauche.

Définition 3.4. Avec les notations ci-dessus, la t-structure sur fA est appelée la t-structures induite
par extension des scalaires.

Le lemme suivant se déduit aisément des définitions et du fait que le foncteur d’oubli [T4] —» [T]
commute avec les sommes arbitraires.

Lemme 3.5. Avec les notations ci-dessus, pour toute dg-catégorie triangulée T munie d’une t-
structure, et toute k-algébre commutative A, le foncteur d’oubli

p: [Ta] — [T]
est t-exact pour la t-structure sur TA induite e par extension des scalaires. De plus, ce foncteur refléte

la t-structure sur [TA] pour tout objet x € [TA] on a
(p(z) € [T1=) <= (= € [T]=) () € [T]*") <= (w € [Ta]*").
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Preuve: Il suffit de démontrer les deux équivalences. La seconde équivalence est vraie par définition
de [f 4]2Y comme image réciproque de [ﬂzo par p. Soit x € fASO. C’est une colimite dans T4 d’objets
de la forme x, ® A, avec x, € T<0. Comme le dg-foncteur p commute aux colimites arbitraires,
p(z) est une colimite d’objets de la forme z, ®; A, qui eux méme sont des sommes de x,. On voit
donc que p(z) € T=0. Inversement, supposons que p(z) € T<0. A laide de ladjonction (®xA,p),
on construit un objet simplicial R, () dans T4 muni d’une augmentation R, (z) — x avec Ry (z) ~
¢"(z) ~ p(x) @ A®"*1 pour tout n > 0, avec ¢ "endomorphisme de T4 donné par p(—) ®; A. Cet
objet est une résolution de x au sens ou l'augmentation induit une équivalence dans fA

colim R, (x) ~ x
neA°cp

Par hypothese et par définition chaque R, (x) est dans T fo, et ainsi x € ffo. O

Ce lemme, associé au fait que T\A est la dg-catégorie des A-modules dans T\ montre que le coeur
de la t-structure induite sur TA n’est autre que la catégorie des A-module dans la catégorie abélienne
k-linéaire 7—[ En d’autre termes, le cceur de TA s’identifie a la catégorie abélienne A-linéaire obtenue
a partir de H par extension des scalaires de k a A.

Nous arrivons aux notions principales de cette section, la notion de t-structure ouverte et de t-
structure parfaite sur une dg-catégorie saturée T'. Ces notions font intervenir les t-structures induites
sur fA et ne semblent pas facilement exprimables en terme de T seule.

Commencons par la notion de t-structure ouverte. Pour toute paire d’entiers a < b nous définissons

M[a e M un sous-préchamp de Mp comme suit. Soit A une k-algebre commutative, rappelons
que ensemble simplicial M7 (A) est le nerf de la catégorie des T ®; A-dg-modules cofibrants et
compact et des quasi-isomorphismes entre iceux (voir [To-Val]). Par définition, /\/llﬁ’b] (A) C Mp(A)
est le sous-ensemble simplicial plein (i.e. réunion de composantes connexes) formé des dg-modules F
satisfaisant la condition suivante: pour tout A-algeébre commutative A’, on a

E®q A € [Ta)le",

Par définition, un objet E € M[ff’b](A) sera dit d’amplitude contenu dans l'intervalle [a,b], ou encore
d’amplitude [a, b].

Le lemme suivant montre que la condition d’étre d’amplitude dans l'intervalle [a, b] est une condition
locale pour la topologie étale.

7b}

Lemme 3.6. Le préchamp M[; est un champ pour la topologie étale.

Preuve: On commence par remarquer le fait suivant. Soit A — B un morphisme plat de k-algebres
commutatives de type fini. Alors le dg-foncteur de changement de base
fA — 'fB
est t-exact. En effet, sans hypothese de platitude et snnplement par définition, ce dg-foncteur est
t-exact a droite. Par ailleurs, pour x € TA7 si on note p: TB —T "4 le dg-foncteur d’oubli, on trouve

p(r®aB) ~x®4B. Comme B est un A-module plat, il est colimite filtrante de A- modules projectifs,
et ainsi p(x ®4 B) est une colimite filtrante d’objets de la formes z ® 4 M avec M un A-module
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projectif. Mais un tel z ® 4 M est un rétracte d’'une somme de x. Ainsi, on voit que p(z ®4 B) est
dans la sous-dg-catégorie pleine de fA engendrée par colimites filtrantes par x. Ainsi, si x € ffo il en
est de méme de p(z ®4 B).

Soit maintenant A — B un morphisme fidelement plat entre k-algebres commutatives de type
fini. On note B* la k-algebre commutative co-simpliciale co-nerf du morphisme A — B, de sorte
que B" = B®a"*+1 On dipose d’une co-augmentation A — B*. Il faut montrer que le morphisme
naturel

MEY 4y — tim M (B

neA
P b ’ . .
est une équivalence. Comme ./\/llﬁ | est un sous-préchamp plein du champ M, ce morphisme est
équivalent a une réunion de composantes connexes. Il reste a montrer que si un objet t-plat x € Ty

est tel que z®4 B € Tg,l ¥ alors o € Tf’b]. Mais comme A — T4 est un champ en dg-catégories (voir
[To4]), on a une équivalence dans T’y

z~ limz®4 B".
neA
Chaque B™ est un A-module plat, et donc colimite filtrante de A-module projectifs. Ainsi, chaque
T ®4 B™ est un facteur d’'une somme de z et est donc dans Tga’b]. Comme T f“ est stable par limites
- . >a
dans Ty il s’en suit que x € T'7".
Par ailleurs, pour montrer que z € T Sb, il faut montrer que pour tout y € ij le complexe de A-

modules fA(x,y) est cohomologiquement concentré en degrés strictement positifs. Comme A — B

est fidelement plat, il suffit de montrer que fA (,y) ®4 B est cohomologiquement concentré en degrés
strictement positifs. Or x est compact, et on a donc un quasi-isomorphisme naturel

fA(J;?y) KA B ~ fB(x KA va XA B)

Comme nous avons vu que ® 4B est t-exact, ona y®4 B € fgb, et donc Hi(fB(x ®aB,y®4B)) =0
pour i < 0. Ceci implique que x € be et termine la preuve du lemme. O

Définition 3.7. Soit T une dg-catégorie saturée. Nous dirons qu’une t-structure sur T est ouverte
si elle vérifie la condition suivante: pour toute paire d’entiers a < b, le sous-champ

b
M My
est représentable par une immersion ouverte.

On peut interpréter la définition ci-dessus comme une tentative pour s’assurer d’une forme de semi-
continuité des foncteurs H}, analogue a la semi-continuité de la dimension des groupes de cohomologie
des complexes parfaits de Grothendieck.

Si une dg-catégorie saturée T est munie d’une t-structure ouverte, alors pour tout a < b, les champs

Mi_,cf’b] sont localement algébriques et localement de présentation finie. Par ailleurs, sin =b—a+1, on
voit facilement que /\/l[;’b] est un n-champ d’Artin localement de présentation finie sur k. Ainsi, pour

]

a = b =0 on trouve un 1-champ d’Artin MLA,Q’O qui classifie les objets compacts du cceur de T. Ce

champ sera noté M?, et est un champ de modules d’objets dans la catégorie abélienne H. 1l peut étre
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décrit de la maniére suivante. Pour A une k-algébre commutative notons H A la catégorie abélienne
des A-modules dans la catégorie k-linéaire H. L’association A — H 4 définit un champ en catégories
sur le site des k-schémas affines muni de la topologie étale. Le champ M¥ en est le sous-champ en
groupoides formé des objets F € H 4 qui vérifient les deux conditions suivantes.

(1) L’objet E est t-plat: pour tout morphisme de k-algebres de type fini A — A’  Uobjet EQ 4 A’ €
Ty est dans le coeur de la t-structure induite sur T'4/.
(2) L’objet E est compact dans [T4].

Notons que le champ ./\/l% dépend a priori de strictement plus que de la catégorie abélienne, car la

condition de compacité précédente fait intervenir le plongement H A [fA] qui dépend & priori du
choix de T.

Venons-en a notre seconde notion, celle de t-structure parfaite.

Définition 3.8. Soit T une dg-catégorie triangulée munie d’une t-structure. Nous dirons que la t-
structure est parfaite si pour toute k-algébre A réquliére les deux conditions suivantes sont satisfaites.

(1) La t-structure induite sur la dg-catégorie triangulée Ty = T®RA par extension des scalaires
est une t-structure compacte.

(2) Le ceeur Ha de la t-structure induite est une catégorie abélienne noethérienne: tout sous-objet
d’un objet w-petit est w-petit.

4. ESPACES QUOT

Nous avons vu la notion de t-structure ouverte sur une dg-catégorie saturée 1. Nous allons voir
dans ce paragraphe comment cette notion permet de définir des généralisation des schémas Quot de
Grothendieck pour des objets de H. Ces espaces Quot seront utilisés de maniére essentielle dans la
suite de ce travail pour aboutir a notre théoréme principal, mais cette notion possede aussi un intérét
en soi.

Soit donc T une dg-catégorie saturée sur k munie d’une t-structure parfaite et ouverte (voir les
définitions 3.7 et 3.8). Soit A une k-algebre commutative de type fini. On note H4 'intersection du
coeur de la t-structure induite sur [fA] avec [T4] la sous-catégories des objets compacts. Rappelons
qu'un objet E de ’f-ZA est dans H 4 si et seulement si pour tout objet compact K € T, le complexe
T (K, E) est un complexe parfait de A-modules (prop. 3.3 et le fait que T' soit saturée). On suppose
que E est t-plat: pour tout morphisme de k-algebres commutatives de type fini A — A’ T'objet
E®a A" € [Ty] est dans le cceur de la t-structure induite sur [Ta/].

Comme dans [To-Val], on notera /\/l(T1 ) e champ des morphismes dans 7', classifiant les morphismes
de T°P-dg-modules parfaits. Il vient avec deux projections

Myp <2 MY L My,

de source et but. La condition de platitude imposée sur F définit un morphisme de champs

E: Spec A — Mt Mrp.
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On considere le champ M/, E, défini par le produit fibré ci-dessous

MyF e MY

L

Spec A — M.

Le champ M/TE classifie les T°P-dg-modules compacts munis d’un morphisme vers F. Sa présentation
par le produit fibré ci-dessus montre qu’il s’agit d’'un champ localement algébrique et localement de
type fini sur k. Le morphisme source définit un morphisme induit

s MLF — My

/

Nous noterons M? Ele champ défini par le produit fibré

Mp!P —— M

|

Le champ ./\/(?/ E est un 1-champ au-dessus de Spec A, dont les sections au-dessus d’une A-algebre
commutative de type finie A" est le groupoide des couples (E’,u), avec E' € H 4 un objet t-plat, et

u un morphisme u : B/ — E ®4 A’ dans H 4. En utilisant 'algébricité de Mgpl ) et Pouverture de la
t-structure, il est facile de voir que M;[/ E est un 1-champ d’Artin, qui se réalise comme un sous-champ
ouvert du champ localement algébrique M/TE

Enfin, soit Quot(E) le sous-champ de M/TE formé des objets (E’,u) comme ci-dessus vérifiant la

condition suivante: le morphisme u est un monomorphisme dans la catégorie abélienne H A7, et son
conoyau est un objet Coker(u) € H 4 qui est t-plat. En d’autre termes, Quot(E) est le produit fibré
suivant

ou ¢ est le morphisme qui envoie une paire (E’, u) comme ci-dessus sur le cone de u.

Finalement, on fixe un générateur compact K de T , et une fonction v : Z — N a support fini.
On note MY, C M7 le sous-champ ouvert de type fini des T°P-dg-modules compacts F' tels que (voir
[To-Val, §3.3])

dimp H'(T(K,E)) < v(i) Vi € Z.
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Nous noterons de méme Quot”(E) le sous-champ ouvert de Quot(E) formé des paires (E',u) dont le
cone de u est dans MY.. En d’autre termes, Quot”(FE) est le produit fibré

Quot” (E) —— MF{FE

)

M MY —— M.

Proposition 4.1. Avec les hypothéses, notations et définitions ci-dessus, les deux assertions suivantes
sont satisfaites.

(1) Le champ Quot”(E) est représentable par un espace algébrique de type fini et séparé sur Spec A.
(2) La projection Quot(E) — S = Spec A vérifie le critére valuatif de propreté: pour toute k-
algébre commutative R intégre lisse et de dimension 1, de corps des fractions K, le morphisme
Quot(E)(R) — Quot(E)(K) xgx) S(R)
est une équivalence.

Preuve: (1) Les résultats de [To-Val, §3.3] impliquent aisément que Quot”(E) est un espace
algébrique de type fini au-dessus de Spec A. Comme Quot”(E) est un sous-champ ouvert de Quot(E),
sa séparation est une conséquence du critere valuatif de propreté que nous allons démontrer dans (2).

(2) On fibre le morphisme Quot(E)(R) — Quot(E)(K) xgk) S(R) au-dessus de S(R), et on
montre que qu’il est bijectif fibre a fibre. Cela implique que ’on peut remplacer A par R.

On dispose donc de (E’,u) un objet de Quot(E)(R), représenté comme une suite exacte d’objets
t-plats dans Hpg

0 L E—>F 0.
On utilise 'adjonction de catégories abéliennes

—®RK:ﬁR(:>ﬁK

induite par changement de base et son adjoint a droite le foncteur d’oubli. L’unité de I’ajonction
induit un morphisme de suites exactes dans Hpg

0 L E ¢ E' 0

L

0—>LopK —>E@prK -5 Eopr K —=0.

On commence par remarquer que les morphismes verticaux sont des monomorphismes. En effet, pour
tout objet t-plat E € ﬁR, l’Aunité v: FEF — FE ®pr K est un monomorphisme. Pour voir cela, on
considere le cone de v dans Tg, qui s’exprime comme F ®r K/R ~ colimfer_o E/f. Ici la colimite
est prise sur I’ensemble filtrant des éléments non-nuls de R (ordonné par la relation de divisibilité), et
E/f désigne le cone de la multiplication X f : E'— E. Ce cone s’exprime aussi comme FE ®r R/(f),
et comme E est t-plat ce cone est dans Hgr. On en déduit que colimscr_o E/f, et donc E ®p K/R

est dans Hp, et ainsi que le morphisme v est un monomorphisme.
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Le fait que les morphismes verticaux du diagramme précédent soient des monomorphismes implique
que le carré

L FE
L®RK4>E®RK

est cartésien dans la catégorie abélienne ’;QR (attention, il ne l’est pas dans fR). Cela implique
clairement que (F,u’) est 'unique relevement de (E' @ K,u ®r K) de K a R. Ainsi, le morphisme
Quot(E)(R) — Quot(E)(K) xg(k) S(R) est injectif.

Soit maintenant (E, ux) un objet de Quot(E)(K), représenté par une suite exacte dans H

UK

0 Ly Ex

E 0.
On définit un sous-objet L C E dans H R par le carré cartésien (dans H R) suivant

L E

.

LKHE‘@RK.

Comme la t-structure est noethérienne L est un objet w-petit et donc est dans Hg. Par ailleurs, le
quotient E/L dans Hp est par construction un sous-objet de E' ® x R € Hp. Ceci implique que E/L
est un objet sans torsion: pour tout f € R — 0, le cone de la multiplication xf : F — E est dans
Hpr. Ceci implique aisément que pour tout R-module M, I'objet E ®r M a priori dans fR, reste dans
Hp. Lobjet E/L est donc t-plat, et 'objet (E/L,u), ot u: E — E/L est la projection naturelle est
un relevement de (B, uk) & un point de Quot(E)(R). O

L’espace algébrique Quot(FE) contient deux copies du schéma Spec A, qui correspondent au couple
(E',u) avec soit u un isomorphisme soit E ~ 0. Cela définit deux morphismes

a,b: Spec A = Quot(E),

de sorte que la projection Quot(E) — Spec A en soit un rétracte. En particulier, comme Quot(FE)
est séparé d’apres la proposition 4.1, les morphismes a et b sont des immersions fermées. Ces deux
morphismes sont aussi clairement des immersions ouvertes, car étre nul est une condition ouverte pour
les complexes parfaits (le morphisme Speck — M7y correspondant & 1’objet nul est une immersion
ouverte). On trouve ainsi une décomposition canonique d’espaces algébriques au-dessus de Spec A

Quot(F) ~ Spec A H Quot?(E) H Spec A,

avec Quot?(E) I'ouvert des paires (E',u) qui sont telles que u n’est pas un isomorphisme et E’ n’est
pas nul.

La décomposition précédente et la proposition 4.1 implique le corollaire suivant.
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Corollaire 4.2. Avec les notations précédentes, Quott(E) est un espace algébrique séparé localement
de présentation finie sur Spec A, et la projection

Quot*(E) — Spec A

vérifie de plus le critére valuatif de propreté.

5. OBJETS PONCTUELS ET CO-ENGENDREMENT

On fixe T une dg-catégorie saturée sur k. Rappelons (voir section §1) que sur T on dispose de
l'auto-équivalence de Serre
Sr:T ~T,
telle qu’il existe des quasi-isomorphismes fonctoriels
T(z,y)" = T(y,S(x)),
pout toute paire d’objets (x,y) dans T.

Définition 5.1. Un objet ponctuel de dimension d € N dans T est un objet x € T wvérifiant les
conditions suivantes.

(1) Pour tout i <0 on a H(T(z,z)) =~ 0.

(2) La dg-algebre T(z,x) est quasi-isomorphe & Symy,(H (T (x,z))[~1]).

(3) HY(T(x, 7)) est un k-espace vectoriel de dimension d.

(4) On a Sr(z) ~ z[d].

Exemples. Deux exemples standards d’objets ponctuels. Si X est un espace algébrique propre
et lisse de dimension d, le gratte-ciel en un point k(x), vu comme objet de Lpq,¢(X) est un objet
ponctuel de dimension d. Si A est une variété abélienne de dimension d, alors tout fibré en droites de
degré 0 sur A est un objet ponctuel de dimension d.

Définition 5.2. Un systeme de points de dimension d € N dans T est la donnée d’un ensemble de
classes d’équivalence d’objets P de T satisfaisant les conditions suivantes.

(1) Pour tout x € P, x est un objet ponctuel de dimension d dans T.

(2) Pour tout x,y € P, avec x # vy, on a T(x,y) ~ 0.

(3) Un objet E € T est nul si et seulement si pour tout x € P on a T(E,z) ~ 0.

Un commentaire sur le point (3) de la définition précédente. Par dualité, T'(E, x) =~ 0 est équivalent
aT(E,z)Y ~T(S;'(z),E) ~ 0. Or T(S;'(z), E) ~ T(x, E)[—d] car = est ponctuel de dimension d.
Ainsi, la condition (3) peut aussi s’exprimer par: E est nul si et seulement si T'(z, E) ~ 0. Cependant,
les objets x € P ne forment pas une famille de générateurs compacts de f, car il n’est pas vrai en
général que T'(x, F) ~ 0 pour tout = € P implique E ~ 0 pour un objet quelconque de T.

Exemples. Pour revenir aux deux exemples précédents ’ensemble des gratte-ciel sur X forme un
systeme de points de dimension d, et de méme ’ensemble des fibrés en droites de degré zéro sur A.

Bien que les objets consituant un systeme de points dans une dg-catégorie saturée T ne forment
pas des générateurs compacts, ils permettent de détecter les équivalences. Nous retiendrons le résultat
bien connu suivant (voir par exemple [Or, Lem. 2.15]).
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Lemme 5.3. Soit f : T — T’ un dg-foncteur entre deuzx dg-catégories saturées. Soient P et P’ deux
systémes de points de méme dimension d dans T et T'. On suppose que les deux conditions suivantes
sont satisfaites.

(1) Le dg-foncteur f envoie P dans P’ et de maniére surjective.
(2) Le dg-foncteur f restreint auzx objets de P est pleinement fidéle: pour tout x,y € P, le mor-
phisme
T(x,y) — T(f(x), f(y))

est un quasi-isomorphisme.
Alors f est une quasi-équivalence.

Preuve: On note fy et fy les adjoints & droite et & gauche de f : T — T” (voir [To4]). Il faut
montrer que pour tout z € T et 2’ € T” les co-unités d’adjonction

R — 2 [RE) —
sont des équivalences dans T et T”. Comme P et P’ sont des systémes de points dans T et 77, il suffit
de voir que pour tout z € P et tout 2’ € P les morphismes induits

T/(f!f(z)7$) — T(Z,ﬂj‘) T(a:',ff*(z’)) —>T,(:E/7Z/)

sont des quasi-isomorphismes. Par adjonction, il faut vérifier que les unités d’adjonctions

z— fuf(z) 2 — fAE)
sont des équivalences. Mais cela est induit par le fait que le dg-foncteur f induit une quasi-équivalence
de la la sous-dg-catégorie pleine des objets de P dans T vers celle des objets de P’ dans T". O

Les notions de systeme de points et de t-structure entrent en interaction a travers la notion de
co-engendrement, résumée dans la définition suivante. Rappelons que si une t-structure sur 7 est
parfaite elle induit une ¢-structure sur [T], qui dispose d’un cceur H. Ce cceur est une sous-catégorie
pleine de ’,Q stable par sommes finies, rétractes, noyaux, conoyaux et extensions.

Définition 5.4. Soit T une dg-catégorie saturée munie d’une t-structure parfaite et d’un systéme de
points P de dimension d.
(1) Nous dirons que le systeme P co-engendre la t-structure si l’on a:
(EeT=%) < (H(T(E,z)) ~0Vz € P, Vi <0).
(2) Nous dirons que le systeme P co-engendre fortement la t-structure s’il co-engendre la t-
structure et si de plus pour tout objet E du ceeur H de la t-structure induite sur T, on a:
(FE~0)<= ([E,z] 0V z € P).
Lorsqu’un systeme de points P co-engendre une t-structure parfaite, cette derniére est totalement
caractérisée par la donnée de P. En effet, par définition P détermine la partie négative [T]=0 = [T=7]

de la t-structure induite sur [T]. On reconstruit alors T<0 ¢ T comme étant la plus petite sous-dg-
catégorie pleine contenant les objets de T<" et qui est stable par sommes arbitraires et par cones (voir

prop. 3.3 (2)).

Lemme 5.5. Soit T une dg-catégorie saturée munie d’une t-structure parfaite co-engendrée par un
systeme de points P de dimension d.
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(1) Tout objet x € P appartient au ceeur H de la t-structure induite sur [T].

(2) Sile ceur H est une catégorie abélienne noethérienne, alors le systéme P engendre fortement
la t-structure si et seulement si P coincide avec l’ensemble des classes d’isomorphismes d’objets
simples de H.

Preuve: (1) Soit x € P. Pour tout y € P on a, par définition d’un systéme de points, H(T(z,y)) ~ 0
pour i < 0. Ceci montre que x € [T]=0. Soit maintenant E € [T]=~!, c’est & dire E[-1] € [T]=°.
Comme P co-engendre la t-structure on a H*(T(E[—1],z)) ~ 0 pour i < 0, ou en d’autres termes
HY(T(E,z)) ~ 0 pour i < 0. Comme ceci est vrai pour tout E € [T]<~! on a z € T=".

(2) Commengons par supposer que P co-engendre fortement la t-structure. Soit x € P, et soit
x — FE un épimorphisme dans H. Si E # 0, alors il existe y € P et un morphisme non nul £ — y. On
a forcément x = y, car le morphisme composée x — y est encore non-nul. Dans ce cas le morphisme
composé r — x est un scalaire non-nul de k, et donc est un isomorphisme. Cela montre que x - E
posséde une section et donc que E est un facteur direct de x. Mais comme End(x) ~ k cela implique
que F ~ 0. Ainsi tous les éléments de x sont des objets simples de H. De plus, si E est un objet
simple de H, il est non-nul et donc posséde un morphisme non-nul v : £ — x pour un x € P. On a
déja vu que x était simple, et ainsi le morphisme u et un isomorphisme. Cela montre que la classe
d’isomorphisme de E appartient & P.

Supposons réciproquement que P soit exactement l’ensemble des classes d’isomorphisme d’objets
simples de H. Soit E € H un objet non-nul. Comme H est noethérienne, il existe un objet simple x
de H, et donc un élément de P, avec un morphisme non-nul £ — z. Cela montre que P co-engendre
fortement la t-structure. O

Le point (2) du lemme précédent implique que lorsqu’une t-structure parfaite et & coeur noethérien
est co-engendrée fortement par un systeme de points, le systeme P est lui-méme detérminé par la
t-structure comme étant I’ensemble des classes d’isomorphismes d’objets simples de . Il revient ainsi
au méme, sous ces conditions, de se donner la t-structure ou de se donner le systeme de points P.

Pour terminer, on introduit la notion de systemes de points bornés.

Définition 5.6. Un systeme de points P dans une dg-catégorie saturée T est borné s’il existe un
sous-chamyp ouvert de type fini sur k U C M tel que P soit contenu dans le sous-ensemble

Wo(U(k)) C 7T0(MT</€)).

Rappelons d’apres [To-Val, §3.3] la caractérisation suivante des systémes de points bornés. Un
systeme de point P est borné si et seulement si pour tout générateur compact E de T il existe une
fonction v : Z — N a support fini, telle que

dimpH(T(E,z)) <v(i) Vi€ Z, Y € P.

6. L’ESPACE DE MODULES DES OBJETS PONCTUELS
Pour cette section on fixe une dg-catégorie saturée T. On se fixe un systeme de points P de
dimension d et une t-structure sur 7. On suppose que les assertions suivantes sont satisfaites.

e La t-structure est parfaite et ouverte.
e Le famille de points P co-engendre fortement la t-structure.
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e La famille de points P est bornée.

Ces données permettent de définir Mp, un sous-préchamp de My de la maniére suivante. D’apres
la définition d’étre une t-structure ouverte, on dispose d’'un sous-champ ouvert ./\/l? C My formé
des objets d’amplitude 0 dans T. Pour une k-algebre commutative de type finie A, on définit un
sous-ensemble simplicial plein Mp(A) C MZ#(A), formé des objet E € Ty satisfaisant a la condition
suivante: pour tout morphisme d’anneaux A — k, I'objet £ ®4 k € T est dans P. Par définition
de M%, on sait que pour tout A — k l'objet ¥ ® 4 k vit dans le cceur H. D’apres le lemme 5.5, la
condition précédente demande de plus que cet objet soit un objet simple de H.

Nous avons défini Mp(A) pour une k-algebre de type finie. Nous étendons simplement cette
définition & toutes les k-algebres commutatives A en posant

Mp(A) = ?4212}41 Mp(Aqy),

ou la colimite est prise sur I’ensemble filtrant des sous-k-algebres de type fini de A.
Le principal résultat de représentabilité est le suivant.

Théoréme 6.1. Le sous-préchamp Mp est représentable par un 1-champ algébrique localement de
type fini sur k. De plus, Mp est une G,,-gerbe au-dessus de son espace de modules grossier Mp, et
Mp est un espace algébrique lisse, séparé et de type fini sur k.

Preuve: Commencons par la représentabilité de Mp. Le sous-préchamp Mp C M7t est clairement
un sous-champ par définition. Nous allons montrer que 'inclusion Mp C M7T'[ est représentable par
une immersion ouverte. Pour cela, soit A une k-algébre commutative et E € MZ#(A). Soit U le
sous-ensemble des points fermés s de S = Spec A tels que E,; := E ®4 k(s) soit un objet simple de
‘H. Comme P est 'ensemble des classes d’isomorphisme d’objets simples de H il faut montrer que
lensemble U est (I’ensemble des points fermés d’) un ouvert Zariski du schéma S.

Notons Z := S — U l’ensemble complémentaire, c’est & dire I’ensemble des points fermés s de S
tels que Fs ne soit pas simple dans H. Ainsi, ’ensemble Z est I'image (au niveau des points fermés)
du morphisme Quotﬁ(E) — S. Par la corollaire 4.2 cette image est stable par spécialisation. Par
ailleurs, comme la systeme de points est borné, Z est aussi I'image de la projection Quot*"(E) — S
pour une fonction v : Z — N & support fini et Quot®”(E) = Quot*(E) N Quot”(E) est un ouvert
quasi-compact de Quotﬁ(E). D’apres la proposition 4.1 cette image est donc constructible. Ainsi, Z
est constructible et stable par spécialisation, et est donc un fermé de S.

Ceci montre, comme annoncé, que l'inclusion Mp C ./\/l%«{ est représentable par une immersion
ouverte. Comme M%‘ est une G,,-gerbe sur un espace algébrique de type fini il en est de méme de
Mp. 1l nous reste a montrer que Mp est un champ lisse, et que son espace de modules grossier est
séparé.

Soit © € Mp(k) un point global correspondant & un objet simple 2z € P. Nous allons ici considérer
la version dérivée RMp du champ Mryp (qui est noté Mr dans [To-Val]). Le sous-champ ouvert
Mp C My correspond a un sous-champ dérivé ouvert

RMp C RMr.
Le champ dérivé RMp est un 1-champ d’Artin dérivé dont le tronqué est le champ Mp
Mp ~ to(RMp).
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Le point z définit un point global de RMp, au-quel on peut prendre le complexe tangent T, (voir
[To-Ve2]). Comme montré dans [To-Val] on trouve un quasi-isomorphisme

Ty[—1] ~ T(z,z).

Par ailleurs, on sait que T,[—1] se promeut en une dg-algebre de Lie sur k (voir [Tol, §4.3] et [Lu3]),
et l'identification devient alors un identification de dg-algebres de Lie ou la structure de Lie sur le
membre de droite est induite par le commutateur dans la dg-algébre T'(z,z). Par définition des
objets ponctuels, la dg-algebre de Lie T'(z,z) est quasi-isomorphe a Symy(V[—1]), avec crochet et
différentielle nulle, et V = H!(T(x,x)). D’apres la correspondence entre champs dérivés formels et
dg-algebres de Lie de [Lu3], le complété formel de RMp en z s’écrit comme un produit de champs
dérivés formels

BGm x Al x F.

Le facteur F correspond a la dg-lie abélienne Sym=2(V[—1]), concentrée en degrés supérieurs a 2.
Ainsi, on a tg(F') ~ Speck. Ceci montre que le complété formel du tronqué Mp en z est équivalent
A BG,, x A% On voit ainsi que Myp est lisse en z, et ce pour tout z.

Pour terminer la preuve du théoreme, il nous reste a voir que l'espace de modules grossier de
Mp est un espace algébrique séparé. Notons Mp cet espace de modules grossier. C’est un espace
algébrique lisse et de présentation finie sur k. Pour montrer que Mp est séparé il suffit de montrer que
pour toute k-algebre A de valuation discrete, que 1'on peut supposer de plus complete, le morphisme
Mp(A) — Mp(K) est injectif (ot K est le corps des fractions de A). Soient = et y deux éléments de
Mp(A) d’images égales dans Mp(K). Comme A est strictement hensélien les points z et y se relevent
en deux éléments 2’ et y' dans Mp(A). Dans ce cas, 2’ et 3y correspondent & deux objets E, F € Hy
qui sont t-plats et dont les changés de base F ®4 K et F' ®4 K sont isomorphes dans Hy. Il faut
montrer que E et F' sont isomorphes dans H 4.

Soit ¢ : B ®4 K ~ F ®4 K un isomorphisme dans Hg. Par adjonction ceci correspond a un
morphisme dans H A

$:E—F®4 K ~colim( F—=F—"-...))
ou m € A est une uniformisante. Comme F est de présentation finie dans Hale morphisme ci-dessus se
factorise par un des facteurs de la colimite. En d’autre termes, il existe un morphisme ¢4 : £ — F
dans H 4 tel que le morphisme induit par changement de base a K soit 7#".¢x pour un certain n.

Quitte a remplacer ¢ par m".¢x on supposera donc que l'isomorphisme ¢ provient par changement
de base d’un morphisme dans H 4

¢pa:E— F.

Comme Ty (E, F') est un complexe parfait de A-modules et que A ~ lim,, A/7™ est complet, on a

TA(E, F) ~limTy(E, F) /7" ~ lim Ty (E, F/x"),
n n

ou K/7™ est le cone du morphisme x7" : K — K. Comme les complexes T4 (E, F'/n™) sont tous
cohomologiquement concentrés en degrés positifs on trouve un isomorphisme naturel sur leurs H°

Homy ,(E,F) ~lim Homy ,(E, F/7").
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Le morphisme ¢ 4 est non nul, il existe donc un entier n tel que le morphisme induit E N F——=F/z"
soit aussi non-nul. Soit n le plus petit entier tel que le morphisme ci-dessus soit non nul, de sorte
que 'on ait ¢4 = 7" Lapu, avec ¥4 : E — F un morphisme tel que le morphisme induit sur le
corps résiduel ¥ = Y4 Qs k : E®a k — F ®4 k soit un morphisme non nul de H. Comme les
objets E®4 k et F'®4 k sont supposés simples, le morphisme ;. est un isomorphisme. Enfin, comme
E et F sont des T°? ®; A dg-modules compacts, ils sont parfaits comme A-dg-modules. Ainsi, le
morphisme 14 : E — F est un isomorphisme par Nakayama pour les complexes parfaits. Ceci ter-
mine de démontrer que F et F' sont isomorphes dans H 4 et donc termine la preuve du théoreme 6.1. O

7. THEOREME DE RECONSTRUCTION

Pour une dg-catégorie saturée T', on dispose du champ Ms des objets de T, ainsi que d’un dg-
foncteur canonique

¢ : TP — Lpgrs(Mr),

de la dg-catégorie opposée a celle de T vers celle des complexes parfaits sur le champs Myp. Le
morphisme ¢ est par définition celui correspondant au T°P-dg-module universel sur Mp. Pour un
objet x € T, le complexe parfait ¢(x) sur My peut étre décrit de la maniére suivante. Soit u :
Spec A — M un morphisme correspondant a un TP ®; A-dg-module parfait F, que l'on voit
comme un dg-foncteur £ : T — Ly, t(A). Par définition, on dispose d’un identification naturelle
de complexes parfaits de A-modules

L’identification ci-dessus peut aussi s’écrire
T(x, E) ~ u*(¢(x)),

ou x € T est vu comme un 7°P-dg-module par le plongement de Yoneda T < T. En particulier,
lorsque A = k et u : Speck — M correspdond a un objet y € T, on trouve la formule suivante
pour la fibre en u de ¢(x)

?b(l‘)y = U*(gb(l‘)) = T(l’,y) € Lparf(k)‘
On suppose maintenant que 1’on est sous les hypotheses du théoreme 6.1: on se fixe un systeme de
points P de dimension d et une t-structure sur T qui satisfont aux conditions suivantes.

e La t-structure est parfaite et ouverte.
e La famille de points P co-engendre fortement la t-structure.
e La famille de points P est bornée.
Par le théoreme 6.1 on dispose d’une sous-champ ouvert j : Mp C Mrp, qui est une G,,-gerbe sur
un espace algébrique lisse et séparé Mp. En composant ¢ avec la restriction le long de j on trouve un
dg-foncteur

¢ J*
op: TP —— Lpa'rf(MT) - Lpa'rf(MP)-
En utilisant la description des fibres des objets ¢(x) que ’on donne ci-dessus, on voit que le dg-foncteur

¢p se factorise par la sous-dg-catégorie L;f;;(/\/lp) C Lparf(Mp) des objets de poids 1.
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Définition 7.1. Awvec les conditions et les notations précédentes, le dg-foncteur de décomposition
associé a la paire (T, P) est le dg-foncteur
=1
¢p : TP — Ly, :(Mp)
défini ci-dessus.

Intuitivement, ’espace algébrique Mp est un espace de modules pour les objets de P, et le dg-
foncteur ¢p décompose chaque objet z € T' en un complexe parfait ¢p(x) au-dessus de Mp dont la
fibre en y € Mp est le complexe T'(z,y). La non-existence de 'objet universel sur Mp, controlée par
la gerbe Mp, implique que ¢(z) existe uniquement comme un complexe parfait tordu sur Mp. D’une
certaine fagon, le dg-foncteur ¢p doit étre considéré comme un foncteur de décomposition spectrale
des objets de T au-dessus de ’espace des modules des objets simples de la catégorie abélienne H.

Nous arrivons enfin au théoréeme principal de ce travail.

Théoréme 7.2. Soit T une dg-catégorie saturée munie d’un systeme de points P vérifiant les condi-
tions ci-dessous.

e La t-structure est parfaite et ouverte.
e La famille de points P co-engendre fortement la t-structure.
e La famille de points P est bornée.

Le dg-foncteur de décomposition
=1
¢op: TP — L;‘arf(/\/lp)

est conservatif. C’est une quasi-équivalence si et seulement si l’espace algébrique Mp est propre sur
Speck.

Preuve: La conservativité est une conséquence directe de la formule donnant la fibre de ¢p(x) en
un point global y € Mp(k)
¢P(5'3)y = T(%?J%
et de la définition d’un systéme de points P (voir définition 5.2).
Supposons pour commencer que ¢p soit une quasi-équivalence. Comme 7' est propre, le fait que

¢p est une équivalence implique que L;f;,ic (Mp) est une dg-catégorie propre.

Lemme 7.3. Soit X un espace algébrique de type fini et séparé sur Speck, et X — X une G,-gerbe

sur X. Si la dg-catégorie L;f;;(X) est propre alors X est propre sur Speck.

Preuve du lemme: Supposons que X ne soit pas propre. Alors, il existe une courbe affine lisse C
et un morphisme fini p : C — X. Par [To4, Cor. 5.2] (on se ramene aisément au cas oit X schéma
en utilisant le lemme de Chow, comme par exemple dans [To-Va2, Prop. B1]). Choississons un
générateur compact K € L;f;,;
aussi générateur compact local. Notons Ax := REnd(K) € Ly, ¢(X) la dg-algebre d’Azumaya sur X
correspondante.

Notons E := p*(Ax) € Lparf(C). Pour tout Ve L(C), on a
RI'(C,V®E) ~RI'X,p (V) ® Ax) ¥~ RHom(K,p.(V) ® K).

(X) de la dg-catégorie dérivée tordue LX=!(X), que nous supposerons
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Ainsi, comme L;fw f(/'\,’ ) est propre, le complexe RT'(C,V ® E) est parfait sur k. Comme C' est affine
et que Ax est un générateur compact local, E est un générateur compact de L(C), et le faisceau
structural O¢ appartient donc a la sous-catégorie triangulée épaisse engendrée par F. Cela implique
donc que RI'(C, V) est parfait pour tout complexe parfait V sur C, et en particulier pour V = O¢.

Ceci est une contradiction car C' est une courbe affine. O

Il nous reste a montrer que si Mp est propre alors ¢p est une équivalence. Tout d’abord on sait que
L;‘;lf(é\,’ ) est une dg-catégorie saturée (voir [To4, Cor. 5.4] (4) pour X un schéma, et le cas des espaces
algébriques se ramene au cas des schémas par le lemme de Chow comme dans [To-Va2, Prop. Bl]).
Par ailleurs, il existe un systéme de points P’ de dimension d dans L;‘M f(X ) défini par les points de
X de la maniere suivante. Pour z € X (k), on considere la gerbe résiduelle X, := X xx {x} ~ BG,,,
ainsi que le morphisme naturel j, : X, — X. On note L la représentation de rang 1 de G,, et de

poids 1 que l'on voit comme un objet de L[—d] € L;‘;?(Xx). Par définition, P’ est l'ensemble des
x=1

classes d’équivalence des objets de la forme (jz)«(L[—d]) € L)
avec les points de X). Il est facile de vérifier que P’ est un systéme de points dans L;‘;;(X ) au sens
de la définition 5.2.

Nous allons maintenant appliquer le lemme 5.3 au dg-foncteur de décomposition

op T — LY (X)),

(X) (il est donc en bijection naturelle

avec les systémes de points P et P’. Il faut montrer que ¢p induit une quasi-équivalence entre les
deux sous-dg-catégories pleine de TP et L;‘;lf(é\.’ ) définies par les ensembles de points P et P'.

Pour cela, on rappelle que si z,y € T, alors ¢p(x), ~ T(z,y), out ¢p(x)y = (jy)*(pp(z)) et
Jy + Xy — & est la gerbe résiduelle en y. Cette identification pour x = y nous donne un morphisme
naturel dans L(X,)

(o) (¢p(2)) = T(w,2) — HYT(2,2))[~d] ~ L[~d].

Par adjonction ceci définit des morphismes dans L(X)

¢73(.%') — (Jm)*(L[_de

qui sont des équivalences. Ainsi, le dg-foncteur ¢p identifie les ensembles P et P’, en identifiant un
point x € P a l'objet (j,)«(L)[—d] € L(X). Cette description implique aussi que ¢p est pleinement
fidele lorsque il est restreint aux objets de P. O

8. DEUX EXEMPLES

Nous donnons pour terminer deux exemples de situations qui illustrent le théoréeme 7.2. Cependant,
nous ne donnons pas les détails des preuves que les hypotheses sont effectivemet vérifées dans chacun
des cas. Il existe par ailleurs de nombreux autres exemples qui mériteraient d’étre étudiés, comme par
exemple les flops en dimension 3 de [Br].

Gerbes sur un groupe fini. Soit Z un espace algébrique propre et lisse sur Speck. Soit Z un
champ algébrique muni d’un morphisme 7 : Z — Z. On suppose que localement pour la topologie
étale sur Z le morphisme 7 est équivalent a la projection Z x BG — Z pour un groupe fini G (qui n’est
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bien défini que localement). On supposera pour simplifier que Z est connexe, de sorte que la classe
de conjugaison du groupe G ne dépende pas du choix du point z € Z. On considere T" := Lyqr(2) la
dg-catégorie des complexes parfaits sur Z. D’apres [To4, Cor. 5.4] (et 'astuce du lemme de Chow de
[To-Va2, Prop. B1]) on sait que T" est une dg-catégorie propre et lisse sur k.

Nous définissons un systeme de points P de dimension d = dim Z de la maniere suivante. Soit z € Z
un point fermé, et notons Z, := 7!(z) la gerbe résiduelle du champ Z en z. Le champ Z, est, de
maniere non-canonique, équivalente a BG pour G un groupe fini. Cela implique que la catégorie des
faisceaux quasi-cohérents QCoh(Z,) s’écrit comme un produit fini de catégorie de k-espaces vectoriels
[ er(z) Vect(k), ou I(z) est un ensemble fini de représentant d’objets simples dans QCoh(Z;). Sil'on
choisit un équivalence Z, ~ BG, I'ensemble I(z) peut s’identifier & un ensemble de représentants des
classes d’isomorphisme de représentations linéaires de GG sur k. Nous noterons

On pose

ou j, : Z, — Z est I'immersion canonique. L’ensemble P est un ensemble de faisceaux cohérents sur le
champ Z que I'on considére comme des objets de T'. La paire (T, P) vérifie les hypotheses du théoréme
7.2. L’espace algébrique Mp est ici un espace algébrique fini et étale sur Z, dont la fibre en z € Z est
I’ensemble fini des classes d’isomorphismes de représentations linéaires du groupe G. L’espace Mp,
ainsi que la classe a € H%(Z,G,,) de la G,,-gerbe Mp — Mp peuvent se décrire explicitement de
la maniére suivante. On choisit un point de base z € Z(k), et une identification Z, ~ BG, de sorte
que Z — Z s’identifie a une forme tordue, pour la topologie étale de BG. La projection 7w est donc
classée par un morphisme de champs

Z — BAut(BG),

ou Aut(BG) est le 2-groupe des auto-équivalences de BG. On se fixe une identification QCoh(BG) ~
@rVect(k), avec I un ensemble fini qui s’identifie aux classes d’isomorphisme de représentations
irrécutibles de G sur k. Le champ en groupe des auto-équivalences de @V ect(k) est un produit semi-
direct X7 x B(G,,)’. On dipose ainsi d’un morphisme de 2-champs BAut(BG) — B(X; x B(G,)?),
et donc d’un morphisme classifiant

q:Z — B(Xr x B(Gp)!).

Ce morphisme détermine le champ en catégories Oz-liéaires m,(QCoh) sur le petit site étale Z;.
On a une suite de fibrations de 2-champs

B(G,,)) —= B(2; x B(G,,)!) — BY;.

La donnée de la projection p : Z — B(Xj) détermine un revétement étale fini r : Z/ — Z de fibre
1. Par ailleurs, le relevement de p en un morphisme ¢

Z —1+ B(S; x B(Gy)T)

Ny

B(%p),



26 BERTRAND TOEN AND MICHEL VAQUIE

détermine une classe de cohomologie a € H%(Z, A), oul A est une forme tordue du faisceau GZ,. Cette
forme tordue n’est autre que r.(G,,), 'image direct du faisceau G, par le revétement finir : 72/ — Z.
On trouve donc ainsi une classe

S Hezt(Zlvr*(Gm)) =~ HSt(Zlme)-

Avec ces notations, I'espace algébrique Mp s’identifie naturellement & Z’/, et o ainsi construit est la
classe de la gerbe Mp — Mp.
Le théoreme 7.2 induit ainsi une équivalence naturelle

Lparf(2) =~ garf(Z/)’

ou L;C;ar f(Z’ ) est la dg-catégorie des complexes parfaits sur Z’ tordus par la classe a. Cet énoncé est
en réalité vrai sans les hypotheses de lissité et de propreté sur Z, comme cela peut se voir de maniere

directe.

Correspondance de McKay. Soit X une surface projective, lisse et connexe sur k£ munie d’une
trivialisation w : wxy ~ Ox. On se donne un groupe fini G qui opére sur X en fixant la trivialisation w.
On considere T' := Ly, t([X/G]) la dg-catégorie des complexes parfaits sur le champ quotient [X/G],
qui s’identifie naturellement a la dg-catégorie des complexes parfaits G-équivariants sur X. On définit
un systeme de points P de dimension 2 dans T de la maniére suivante. On considere les cohérents
G-équivariants F sur X qui vérifient les deux conditions suivantes.

e F est le faisceau structural d’un sous-schéma fini de X de longueur {G.
e La représentation G sur I'(X, F) est isomorphe a la représentation réguliere.

Ces faisceaux cohérents forment une famille d’objets dans 7', et nous notons P I’ensemble de leurs
classes d’équivalences dans T'. Le couple (T, P) vérifie les conditions du théoreme 7.2. Dans cet
exemple Mp ~ Z est propre, et la G,,-gerbe est ici triviale. Ainsi, le théoreme 7.2 implique I’existence
d’une équivalence

Lpar([X/G]) = Lparf(Z),
qui est une incarnation de la correspondance de McKay (voir par exemple [Br-Kil).
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