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KAM POUR L’EQUATION DES ONDES NON LINEAIRE SUR

LE CERCLE.

MOUDHAFFAR BOUTHELJA

RESUME. Dans cet article on considére 1’équation des ondes sur le cercle donnée
par :

Ut — Uzze +mu = g(z,u), teR zeT,
avec m € [1,2] une masse et g(z,u) = 4u® + O(u?). Cette équation va étre
traitée comme une perturbation d’un hamiltonien intégrable donné par :

(%) Ut =V, V= —Ugsy + M.

Proche de l'origine, on prouve l’existence de solutions quasi-périodiques de
faible amplitude, proches de la solution de I’équation linéaire (k). La preuve
fait appel & un résultat KAM en dimension infinie démontré dans la premiére
partie de cet article, Un résultat de forme normale.
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1. INTRODUCTION ET RESULTATS

1.1. Introduction. Dans cet article on considere ’équation des ondes cubique sur
le cercle donnée par :

(1.1)

Ugy — Ugy +mu = g(z,u), teR, xS,
1
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avec m € [1,2] la masse et g est une fonction holomorphe réelle sur un voisinage de
S! x J, avec J un voisinage de zero de R. On suppose que g est de la forme :

(1.2) g(x,u) = 4u® + O(u?).

On prouve 'existence de solutions quasi-périodiques de faibles amplitudes proche
de la solution de I’équation linéaire.

Vu que la variable espace appartient au cercle, on peut diagonaliser la partie
linéaire de 1’équation dans la base de Fourier. Ainsi on rameéne notre probleme a
I’étude d’'un hamiltonien intégrable perturbé sous la forme :

(O) H = Z As&sns + Perturbation |
SEZ

avec A\; = Vs2+m. Afin de montrer I'existence de solutions quasi-périodiques,
on fera appel & un résultat KAM en dimension infinie adapté a notre situation
et prouvé dans [6]. En effet la théorie KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser) nous dit
que, sous l'effet d’une petite perturbation, un hamiltonien intégrable continue &
exhiber des tores invariants de dimension finie dans un espace de dimension infinie.
Et cela sous certaines conditions de non résonance. L’existence des ces tores inva-
riants, nous donne 'existence de solutions quasi-périodiques. Le principal probleme
qu’on rencontre ici est que les fréquences A; ne vérifient pas les hypotheses de non
résonance standards'. Dans le cas de Dirichlet, la somme dans (CJ) est restreinte
aux indices positifs (voir [15]). Dans ce cas on peut vérifier les conditions de non
résonance standards grace a la masse m. Dans le cas périodique on s’autorise a la
fois des indices positifs et négatifs. On remarque que Ay = A_4. On obtient donc un
systeme hamiltonien résonant. Pour cela le théoreme KAM auquel on fera appel,
doit traiter le cas de valeurs propres multiples.

L’existence de solutions quasi-périodiques pour des EDPs hamiltoniennes non
linéaires a suscité l'intérét de nombreux auteurs. Le premier résultat de préservation
de tels solutions, apres la perturbation d’un hamiltonien intégrable de dimension
infinie, a été donné par Kuksin en 1987 dans [11, 10] pour I’équation de Schrédinger
en dimension 1 avec condition de Dirichlet.

Concernant ’équation des ondes le premier résultat est di & Wayne en 90 dans
[15]. II a considéré 1'équation des ondes cubique en dimension 1 avec potentiel
extérieur dans L2([0, 1]) non nul et avec conditions de Dirichlet (ce qui entraine la
simplicité du spectre).

On peut aussi citer le travail de Poschel dans [13]. Dans cet article, L’auteur a
considéré I’équation des ondes en dimension 1 avec masse, condition de Dirichlet
homogene et une non-linéarité cubique analytique mais qui ne dépend pas de la
variable d’espace.

En 1998 Chierchia et You considerent dans [7] ’équation des ondes en dimension
1 avec potentiel périodique analytique et une perturbation quadratique analytique
qui ne dépend pas de la variable espace. Dans ce cas le potentiel joue le role de
parametre extérieure. Ce qui permet de vérifier les contions de non résonance. En
particulier les auteurs ne s’autorisent pas le cas ou le potentiel est nul.

Le travail le plus récent est dit & Berti, Biasco et Procesi en 2013 dans [5]. Dans
cet article ils considerent I’équation des ondes dérivative donnée par :

Utg — Ugg +mu+ f(Du) =0, m >0, D:=+/-02,+m, (t,z) e RxT,
avec f(s) est une non-linéarité réelle analytique de la forme

f(s) = as® Jerksk, a # 0.

k>5

L. Du type : [kidi + ...+ knda| > 2=, k€ 27\ {0},
2
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On remarque ici que la non-linéarité est indépendante de la variable espace x. Ce
qui implique que le moment —i [1. ud,udx est conservé. Cette symétrie simplifie un
peu la preuve du théoreme KAM.

Dans notre cas, il n’y a pas de parametres extérieurs. La variable espace appar-
tient au cercle, donc on est dans le cas périodique. La non-linéarité g dépend de la
variable d’espace.

Le plan de l’article est le suivant :

— Dans la premiére section on donne le résultat principal de article (voir Théo-

réme 1.3).
— Dans la deuxiéme section on montre que, pour un ensemble admissible (voir
définition 1.2), les petits diviseurs de I’équation des ondes (1.1) sont non nuls.
Ceci est montré pour m € [1,2] \ U avec U est de mesure de Lebesgue nulle.
— Dans la troisieme section, grace a une forme normale de Birkhoff, on trans-
forme I’hamiltonien résonant associé & ’équation (1.1) en un hamiltonien qui
vérifie les hypotheses du théoreme KAM (voir Théoreme 3.7).

— Dauns la quatrieéme section on énonce le théoréeme KAM, (voir Théoreme 4.1),

et on vérifie les hypotheses de non résonance (voir Lemme 4.2-4.8).

— Dans la derniére partie on prouve l'existence de solutions quasi-périodiques

de faibles amplitudes pour 1’équation (1.1).

1.2. Résultats. On considere Iéquation des ondes sur le cercle (1.1) avec g de
la forme (1.2). En considérant le changement de variable v = 4, I'équation (1.1)
devient :

U=,
v = —A*u+ g(z,u),
avec A := (vV—-A+m).

Soit ¢ 1= %(A%u — iA’%v). On note ¢ la dérivée de 1) par rapport & ¢, donnée
par :
. 1
b= — (Al/% - iA_l/QiJ) .
V2

En remarquant que u = A~%/2 (%) et en remplacant @ et ¥ par leurs expressions

L T ey —1/2 (1/’+¢))
iwaw \/EA g(:c,A 7 .

Munissons L?(S!, C) de la forme symplectique réelle classique —idyAdy) = —duAdv.
On considére I’hamiltonien suivant :

H(y,9)) = /S (A)pdx + /S G (x,A—W (%)) dz,

ou G est une primitive de g par rapport a u, c’est-a-dire :
g=0,G, G(z,u)=u*+ 0.
On peut alors écrire (1.1) sous la forme du systéme hamiltonien suivant :

. 0H
Y =i—.
o
Considérons a présent la base orthonormée de Fourier complexe donnée par :
{ps(x) = €% /27, s € Z}. Dans cette base 'opérateur A est diagonal et on a :

on obtient :

Asﬁs - )\58057
avec Ay = V/s2 + m. Décomposons 1 et 1) dans cette base, alors

b= Lps et P =) nps.

SEL SEL
3
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En injectant cette décomposition dans I'expression de H, on obtient :

(1.3) H =Y M\&ns+ / ( Z&P”WP S>dx.

SEZL

Soit Pc = (?(Z,C) x £*(Z,C) muni de la forme symplectique complexe —i Y d€, A
SEL
dns. De plus on définit
Pr = {(&77) € P(Cl”s = 65}
Alors I’équation des ondes (1.1) est équivalente au systéme Hamiltonien suivant sur
Pr :

. H
gs = 'Lg 5
s
(14) . OH
s = —l 5
AT
avec s € Z.

Posons H = Hy + P, avec

(1.5) HQ:Z/\sfsns, et P:/ ( Zfs@sﬂw s>dx.

SEZ

Remarque 1.1. On a g(x,u) = 4u® + O(u*) et g = O,f. Donc on peut écrire
P = Py + Rs5 avec :

Pa(n) = [ u'da = / (Zwsjﬁw >4dz,

De plus on peut écrire Py sous la forme :

D Ok D& +n-i) (& + 1) (& + 1-8) (& + 1),
i,9,k,lEZL
avec

1
o — si it+jtk+l=0,
Clig k= [ @i @enaa s = § o7

stnon.

Soit .4 un ensemble fini de Zde cardinal n. Fixons I = (I,)qc4 avec :
I, >0, acA

Soit T le tore réel de dimension n défini par :

T = o = Tla, 16| = I si aceA
! 55177510 si SE;&:Z\A

Ce tore est stable par le flot Hamiltonien quand la perturbation P est nulle. On
peut méme donner I'expression analytique de la solution de I’équation des ondes
linéaire.

Notre but dans tout ce qui suit est de démontrer la persistance du tore 77" quand
la perturbation P n’est plus nulle, en faisant I’hypothese cruciale que ce tore soit
admissible. Un tore est dit admissible s’il est construit a partir d’'un ensemble A
admissible.

Définition 1.2. Soit A un ensemble fini de Z. A est admissible si pour tout j €

AN\ {0}, ona —j5 ¢ A\ {0} . ,
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Notons L=Z\Aet A= ={jeL| —jc A}
Dans un voisinage du tore invariant 7% dans C*", on définit les variables action-
angle (14, 60,).4 par :

{ €a =V (Ia +ra)€i9a
=&

Pour s € A on notera ws (au lieu de Ay) les fréquences internes. Dans ces nouvelles
variables et notations, la partie quadratique Ho de H est égale a une constante pres

a
oy = Zwara + Z)‘sgsns-

ac€A s€EL
La perturbation devient :

P(r0.61) = [ Glawtin (o0, )

avec

—i0q 6,
(1, 0,6.7) = 30/ ) D) 2]

\/5(&2 4 m)1/4

ac A
+Z§sws ) +1-_sps(x)
seLl +m)1/4

Posons uy (0, z) = 01,,(0,0,0,0). Alors, pour tout I € R, m € [1,2] et 6y € S,
la fonction (t,z) — wurm (0o + tw,x) est solution de I’équation des ondes linéaire.
Dans ce cas, le tore est stable par le flot Hamiltonien.

Notre but est de démontrer un résultat similaire quand la perturbation n’est pas
nulle.

Théoreéme 1.3. Soit o > 1/2. Supposons que A est un ensemble admissible de
Z, de cardinal n. Supposons que la perturbation g est holomorphe réelle sur un
voisinage de S' x J avec J un voisinage de zéro de R et qu’elle est de la forme
g(z,u) = 4ud + O(u?). Alors il existe un Borélien U C [1,2] de mesure de Lebesgue
nulle, tel que pour tout m € ([1,2]\U), il existe vy qui dépend de A, m, et de la
non linéarité g, tel que :

(1) Pour tout 0 < v < vy il existe un Borélien D' C [v,2v]" de mesure de
Lebesgue asymptotiquement pleine, c’est-a-dire :

mes ([v,2v]" \ D’) < 7"
avec v > 0 et dépend de n.

(2) Pour toutm € ([1,2]\U) et I € D’ il existe une fonction u(0,x) analytique
en 0 et de classe H® en x € S! telle que :

sup || u(6,.) = urm(8,.) || o< Cv*/?,
0eR

avec C' est une constante absolue.
(3) De plus, il existe ' : ([1,2) \U) x [v,2v]" — R™ vérifiant :
W' =w+vMp+OW?),
telle que pour tout m € ([1,2]\U) et I € D’ la fonction
t—u(f+ tw', z)
soit solution de l’équation des ondes (1.1).

Tout le reste de ’article sera consacré a la preuve de ce théoréme.
5
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2. PETITS DIVISEURS

2.1. Non résonance des fréquences. Dans cette section, on suppose que A est
un ensemble admissible comme dans la Définiton 1.2.
On considere le vecteur fréquence

w=w(m) = (we(m))aca,

avec wqy(m) = +va? 4+ m. Le principal et unique résultat de cette section est le
suivant :

Proposition 2.1. Supposons que A est un ensemble admissible de 7Z.. Notons n :=
Card(A). Supposons que A C {a € Z | |a| < N, N > 1}. Alors pour tout k € Z*\{0}
et pour tout x > 0 et tout c € R, on a :

]\[2712 1/n
mes <m € Zkawa +cl <x SCix,
acA |k|
avec k| := 3", c 4 |ka| et C >0 est une constante qui dépend seulement de n.

La preuve utilise les mémes arguments que ceux du théoreme 6.5 de [2] (voir
aussi [1] et [3]). Pour plus de clarté, on rappelle les principales étapes de la preuve.

Lemme 2.2. Supposons que A C {a € Z | |a] < N}. Pour tout p < n := Card(A),

on considére ay,--- ,ap, € A. Alors le determinant suivant
dway dway dwap
Im gm o gm
d*waq d”wa, d Way,
dm? dm? oo dm?
D =
dPway dPwa, dpu.mp
dmp dmp oot dmp

vérifie la minoration
(2.1) ID| > CN~%",
avec C'= C(p) > 0 est une constante qui dépend seulement de p.

Démonstration. Un calcul rapide nous donne
dw; (2§ —2)! (—1)7+t
dmi — 22=1(j —1)! (a? + m)j*% '

(2.2)
En insérant cette formule dans D, en mettant dans la l-iéme colonne (a? +m)~'/2
en facteur, et dans la j-iéme ligne 22](3%7@2_)‘1), en facteur, notre déterminant est égal
au signe pres a :

1 1 T . . 1
Ta, Tay Tay - - . Ta,
)
iy e 2] 1 ] _ 1
g xh, rG, - . . Ty,
avec ¥, = (a®> + m)~! = w2 Le déterminant ci-dessous est un déterminant de

Vandermonde, valant :

2 2

[T @o-z)= T]] G — 9%
Qay Qg 2w2 N
1<I<k<p %k

w
1<I<k<p =
6
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Puisque A est un ensemble admissible, ‘ngkkgp(ai —a?)| > 1. De plus on a
la| < N, donc pour tout a € A on a |we| < 2N. Donc :

H 1 H 1 > 1 1 - 1 1
Way w2 wg op(2p—1) Np(2p—1) — 9p(2p—1) N2p2’
1<i<k<p

ce qui conduit a (2.1). O

On a besoin de la proposition suivante, présente dans I'appendice B de [4].

Lemme 2.3. Soit (u(l), .. .,u(p)) une famille de p vecteurs libres de R™ tel que
|lu||pr < K pour j € [1,...,p]. Soit w un vecteur de R™ s’écrivant comme une
combinaison linéaire de vV, ... u®P . Alors il existe j € [1,...,p] tel que :
1) (»)

G Hw”ngp (u ) )
(23) 00 w] > e
avec Vp (u(l), . ,u(p)) le volume euclidien du parallélépipéde en dimension p en-
gendré par les vecteurs uP, ... uP.

Rappelons que le vecteur fréquence interne est donné pour m € [1,2] par :

w(m) = (wa(m))aea = (Va* + m)aca.
Corollaire 2.4. Posons n = Card(A) et soit w un vecteur non nul de R™. Alors
pour tout m € [1,2], il existe (un indice) j € [1,...,n] tel que :
dlw

—2n?
we s (m)| 2 CN™™ Jwler,

avec C' > 0 qui dépend seulement de n.
Preuve. D’apreés le lemme 2.2, (42 (m),.. ., j;‘;i (m)) est une famille libre donc elle
forme une base de R™. Donc w peut s’écrire comme combinaison linéaire de ces

vecteurs. D’apres le Lemme 2.3 il existe un indice 5 € [1...,n] tel que :
L dw L. o w2V (2 0m), 4L (m))
dmJ - nKn—1
> lwlleVn (G2 (m),..., gom(m))
n3/2Kn 1 !
Or (%2 (m),..., j;“;’l (m)) est une famille de n vecteurs de R™. Donc :
dw d"w
— ey —— =D
v (Gatm. . o)) = D,

ou D est le determinant défini dans le Lemme 2.2. Donnons a présent ’expression
de K. Pourje€[l,...njona:

H daw B Z (27 —2)! (—1)7+1
de - 1<k<n 251G = 1) (k2 + m)i~—2
(2n—=2)!  n(2n—2)!
- 1§SH (n=1! (-1l
Il s’ensuit que :
' j;;uj (m)| 2 %Dllwlel > ON~2"|w|p,
ce qui termine la preuve du corollaire. 0

Pour conclure on a besoin du lemme suivant de [16] :

7
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Lemme 2.5. (Lemme 2.1 de [16]) Supposons que g(7) est p fois différentiable sur
un intervalle J C R. Pour h > 0 on définit l'ouvert Jy, par :

Jni=A{r e J|lg(r)| <h}.
Sur J, si on a|g'P) ()| > d >0, alors
(2.4) mes(.J,) < MRY/P,
avec M :=2(2+3+ ... +p+d1).

A présent on a tous les outils nécessaire pour donner la preuve de la Proposi-
tion 2.1.

Preuve de la Proposition 2.1. Pour k € R"™, avec n = Card(A), on consideére la
fonction g € C*°([1, 2], R) définie par :

glm) =k -w(m) +c.
D’apres le Corollaire 2.4, il existe j € [1,...n] tel que
@ 2
’k 2 (m)| > ON"2’ k.

dmJ

En appliquant le Lemme 2.5 avec h = CN—2%" |k|, on obtient :
mes {m € [1,2] | [k-w(m)+c| < x} < Mx'/",

avec M < CN2" |k|='. La constante C' est une constante strictement positive qui
dépend que de n. La proposition est donc prouvée O

2.2. Estimations des petits diviseurs. Pour m € [1,2], rappelons que les fré-
quences internes sont notées par w = w(m) = (Va2 + m)qc4, alors que les fré-
quences externes sont notées par As = A\;(m) = Vs?+m avec s € L = Z \ A.
Remarquons que pour s € L\ {0} on a:

E

(2.5) [As(m) —s]| <

DO

V2]

Rappelons aussi que :
A7 ={seL|—sec A}.

On note £ le complémentaire de A~ dans L et n le cardinal de A.
Dans cette partie, on va faire des estimées sur les petits diviseurs suivants :

Dy =w-k, kez"\{0}
Di=w-k+X,, k€Z", acl
Do=w-k+ X+ XNy, k€EZ" a,be L
Dy=w-k+Xg—XNp, k€EZ" abe L.

Définition 2.6. Soient k € Z™, a,b e L.
(i) L’entier k est Do résonant si k = 0.

(i) Le couple (k;a) est Dy résonant si |a| = |s| avec s € A et w-k = —wy

(ii1) Le triplet (k;a,b) est Do résonant si |a| = |s|, |b] = |s'| avec s,s" € A et
w-k=—ws — wg

(iv) Le triplet (k;a,b) est D3 résonant si |a| = |s|, |b] = |¢'| avec s,s" € A et
w-k=—ws+ wg.

Remarque 2.7. Notons que (k;a,b) peuvent étre Do ou D3 résonant que quand
(a,b) € A= x A~. De méme, (k;a) peut étre Dy résonant seulement quand a € A~.
8
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Notre but est de donner une borne inférieure aux petits diviseurs Dg, D1, D5 et
D3 quand ils ne sont pas résonants, et cela pour m € [1,2]\ C, avec C un ouvert de
mesure de Lebesgue nulle.

Dans cette section C, est une constante qui dépend seulement de l’ensemble

admissible A.
Commengons par minorer les petits diviseurs Dy, Dy et D.

Proposition 2.8. Soient k > 0, soit N > 1 un entier. Alors il existe un ouvert
C C [1,2] qui vérifie :

mes (C) < Ck"N*,
avec 1,0 > 0 et dépendent seulement de n = Card(A), tel que pour tout m €
([1,2]\C), tout 0 < |k| < N et tout a,be L on a :

(2.6) lw - k| > R,

sauf quand k est Dy résonant, c’est-a-dire k =0

(2.7) |w -k + Xo| > K(a),

sauf quand (k;a) est D1 résonant ;

(2.8) lw-E4+Xo + | > & ({a) + (D)),

sauf quand (k; a,b) est Dy résonant. La constante C' dépend seulement de 'ensemble

admissible A.
Preuve. On commence par montrer (2.6). Soient k£ > 0, et N > 1 un entier. Posons
U={me[l,2]||w k| <k, k€ Z" avec 0 < |k| < N}.
Pour k£ € Z™ on pose :
Uy ={m e [1,2] | |w- k| < Kk}

et
By = {k € Z"||k| < N}.

U= J t.

keBg

On a alors

Gréce a la Proposition 2.1, on a mes (Uy) < C%. Remarquons qu’il y au plus N"™
points dans By. Donc on obtient :
mes (U) < CkY/"N™,
Regardons maintenant le deuxiéme petit diviseur (2.7). Posons :
1/2

C4 = (max{la| | a € A}?)

On distingue deux cas : si |a| > 2C4N, alors on a :
1
Wk + Al 2 Ao — |w - k| 2 |a] = Calk| 2 |a] = Slal = x(a),
pour 0 < k < 1/2.
Si |a| < 2C 4N, on pose
V={me[l,2]||w-k+ | < K{a), (k;a) € LxZ"
avec 0 < |k| < N et (k;a) non Dy résonant }.

On veut donner une borne supérieure de la mesure de Lebesgue de V. Pour cela, on
pose, pour k € Z" et a € L

Via ={m €[1,2] | |w-k+ A\s| < k{a), (k;a) non Dy résonant }
9
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En posant

By = {(k,a) € Z" x L||k| < N et |a| < 204N},
on a :
(2.9) ve U Ve

(k,a)eBy
On remarque que dans B il existe au plus 4C4N™! points. Il reste & donner une
majoration de la mesure de Lebesgue de Vj, . Pour cela on distingue deux cas :
— Si {a,—a} ¢ A, alors A’ = AU {a} est encore un ensemble admissible de
cardinal n + 1. De plus on a A" C {a € Z | |a] < CN}. En appliquant la
Proposition 2.1 avec ce nouvel ensemble admissible, on a :
Hl/(n+1)N2(n+1)2+1/(n+1)
|k + 1]
— Si |a|] € A mais (k;a) n’est pas D; résonant, alors en appliquant la Proposi-
tion 2.1 sans changer A on a :

mes (Vo) < C

1/n pr2n®+1/n
mes (Via) < ¢ N T
k|
Ceci nous donne que :
mes (V) < Cxl/ (D) N+ DEn+3)+1/(n41)

De la méme maniere on montre (2.8). On termine la preuve de la Proposition 2.8
en posant C =U UV UW ou W est Pouvert ou (2.8) n’est pas vérifiée. O

II nous reste a controler D3 = w - k + \g — \p.
Lemme 2.9. Soient & €]0,1] et N un entier non nul. On a alors :
mes{m € [1,2] | |w-k —e| < 2&, (k,e) € Z",
avec 0 < [k| < N} < CR= N,
avec C' > 0 et dépeant seulement de l’ensemble admissible A.

Preuve. Soit (k,e) € Z™ x Z tel que 0 < |k| < N. En utilisant la Proposition 2.1,
ona:

=

[kl

x
3

mes{m € [1,2] | |w-k —e| <2&,} <C

D’apres I'hypothese £ < 1, on peut se restreindre a :
le] <|w-k—e|+ |w-kl <CN.
Donc .
mes U {me,2]||w-k—e| <2k} <CN""iw.

[k|<N
(k,e)ezn+1

O

Proposition 2.10. Soient k > 0 et N un entier non nul. Alors il existe un ouvert
C C[1,2] tel que :

mes (C) < Ck"N*,
avec T et v deux exposants strictement positifs qui dépendent seulement de n =
Card (A), tels que pour tout m € ([1,2]\ C), tout 0 < |k| < N et tout a,b € Ls on
a:

(2.10) w -k + Ao = | > (1 + [[a] — b)),

sauf quand (k; a,b) est D3 résonant. La constante C' dépend seulement de ’ensemble

admissible A.
10
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Preuve. Pour |b| > |a] > 0, remarquons que en utilisant (2.5) on a :
m

[Aa = Ap = (la] = [b[)] <
lal

< 2|a7t

Donc on obtient :
lw-k+ Ao — Xo| > |w-k+ |a| — |b]| —2]a| .

Dans le Lemme 2.9, on pose & = k¢ avec g un exposant dans |0, 1[ qui sera déterminé
ultérieurement. Il existe, d’apreés ce lemme, un ouvert C; = C1 (N, k2) dont la mesure
de Lebesgue est plus petite que Cr# N"1 avec C est une constante qui dépend de
A. Pour tout m € ([1,2]\ C1), tout 0 < |k| < N et tout a,b € L avec [b] > |a| >
2k %on a:

(2.11) lw-k+ Ao — Xo| > RE > E.

Regardons les cas restants ot 'estimation précédente est mise en défaut. Ces cas
sont inclus dans ’ensemble :

Co={me[L2]||w k+Xa—X| <F, (a,b) € L% |a| <2E72,0< |k| <N}
Remarquons que si |w -k 4+ X\, — \p| < R, |a| <2k 2 et |k| < N, alors on a :
b < Xp < w -k + Ao — Xp| + w - K[+ Aq
<2k7¢4 (Ca+3)N,
on1/2
avec Cy = (max{|a| | a € A}?) """,
Posons
B=/{(a,b) €Z? | |a| < |b| <2572+ (Ca +3)N}
Il 'y a au plus 4(257¢ + (C4 + 3)N)? points dans I'ensemble B. Il s’ensuit que :
Coc{me[,2]||w-k+ s —X| <F, (a,b) € B,0< [k| <N} :=Cs

Rappelons que £L* = L\ A~ avec A~ = —A. Pour a € L, on définit 'ensemble ]a|
par Ja[= {a} sia € L> et Ja[=0si a € A™. Soit
A" = AUJa|U]b|.

Par définition, A" est un ensemble admissible. De plus on a :
A claeZ|l|a<C (2/%79 + (Ca +3)N)}.

Puisque (k; a,b) est D3 non résonant, alors 'application de la Proposition 2.1 &
I’ensemble admissible A’ donne :

—1/(n+2) A (9=—0 2(n+2)?
mes (C2) < mes (C3) < Ck N™ (25724 (Ca + 3)N) Card B
< CRl/(n+2)R—Qg((n+2)2+1)N(n+2)(2n+5).

En choisissant

1 1 ,
= w22+ | amyay Lo (m+2En+d),

et en posant C = C; UCs, on obtient :

mes (C) < CE™N".

De plus pour tout m € [1,2]\Cyq, tout 0 < |k| < N et tout a,b € £ non D3 résonant
Pestimation (2.11) est satisfaite.
Pour terminer la preuve de la proposition, on étudie la différence ||a| — |b||. Sans
perte de généralité supposons que |a| > |b].
11
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— Si |a| — |b] > 8C 4N > 8|w - k|, alors pour tout m € [1,2] et tout 0 < |k| < N,
ona:

1
|w-k+)\a—)\b|zAa—Ab—|w-k|21(|a|—|b|)—|w-k|

1
(1 +lal = [b]) = K(1 + |a| —[b]),

1
> —(la| — ) > —
2 gllal = 18)) = 1=

si on suppose que Kk < 1—16
— Si |a| — |b] < 8C 4N, alors on a, pour m € [1,2]\ C :

V

R
k4 — A —(1 — b
o A = M| 2 g (14 [al = [B)

K(1 + |al —[b]).

Ainsi pour tout m € [1,2]\ C, tout 0 < |k| < N et tout a,b € £ non D3 résonant,
Iestimation (2.10) est vérifiée. De plus,

Y

mes (C) < Ck™N“*7 = CK™N*.

Il reste a traiter le cas ou k = 0 dans Dj.

Lemme 2.11. Soient m € [1,2] et a,b € L tel que |a| # |b|]. On a alors
1
Aa = o 2 S (1 +[lal = [b]]).
Preuve. Sans perdre de généralité, supposons que |a| > |b|. Alors pour tout m €
[1,2], on a :
(la| = [b)(Ja] + |b])

1
Aa — Xy = > —(la] = 10]) =
b= e e > lal — )

(1 + [lal = [ol])-

ool =

3. FORME NORMALE

Dans cette section on construit un changement de variable symplectique qui met

Phamiltonien (1.5) sous forme normale & laquelle on peut appliquer notre théoréme
KAM.

3.1. Notations. Dans cette partie on commence par rappeler quelque notations
introduites dans [6]. Pour £ une partie de Z et o > 0, on considere l'espace {2 &
poids défini par :

vom{e= (6= (&) ectoe ) il <o},

IS = D 1¢s[*(s)*, ot (s) = max(]s], 1).

seL

avec

On munit C? de la norme euclidienne, c’est-a-dire si (; = (&, n5) alors || =

VIEsI? + [ns]?.

Pour § > 0 on définit 'espace £, a poids :

LB:{(CS: (7672) E(CQ,SE£) ||C|ﬂ<oo},

I¢lg = sup| sl (s)”.
seL
12
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On rappelle que pour, 3 < a, on a Y, C Lg.
Matrices infinies. On considere le projecteur orthogonal II défini sur I’ensemble
des matrices carrées par

II: M2><2((C) — S,

ou S est défini comme suit :

S=CI+ Coy, avec oy = <(1) 01) .

On introduit 'ensemble M des matrices infinies symétriques A : £ x £ — M (R),
qui vérifient, pour tous s,s’ € L :

A € My (R), A5 =143 et TIAS = A
Soit M, le sous-ensemble de M défini par :
A€ My & Al = sup (s)%(s)]| AL [0 < 00.
s,s’eL

Soient n € N, p > 0 et B un espace de Banach. On définit :
T, ={0 € C"/27Z"| |Imb]| < p},
et
O, (B) ={z € Bll|lz|lp < p}.
Pour o, 1 € 10, 1], on définit
O%o, 1) =Ty x 0,2(C") x Op(Ya) ={(0,7,0)},
O“R (g, 1) = O%(o, ) N {T" x R™ x YX},
aveCYaR: geYa|<: (Cs gs 7§s:ﬁ55€£

Un point de O%(o, u) sera noté par = = (6,7, (). Une fonction de O%(o, i), est dite
réelle si elle est a valeur réelle pour x réel. On définit :

[1(7, 0, Ol = max(|r}, 6], |¢]la)

Classe des fonctions Hamiltoniennes. Soit D un ouvert borné de R? (I'en-
semble des parametres). Soit f : O%(6,u) x D — C une fonction de classe C?,
réelle et holomorphe par rapport a la premiere variable, et telle que tout p € D, les
applications

0%, ) >+ Vef(z,p) € Yo N Lg
et

O%(6,p) 3 — Vf(z,p) € Mg

soient holomorphes. On définit :

5 = supl )] H

= sup Hvﬁf(xap)Ha’

peD peD
o7 \Y% \Y%
¢ (@ ) = 5Up| ), 842( ) —jgg| Lf(,p)l,-
On note To"ﬁ(D, o, ) ensemble des fonctions f vérifiant pour tout x € O%(o, ) :
0 C of C 0% f C
f'rv' ch H_ __7 <_a EYSICE = "5
7o || <% GaEd| <o
Pour f € T*#(D, o, 11) on note [[f]]a .o la plus petite constante C' qui satisfaisant

les relations précédentes. Si 82]" € T#(D,o,u), avec j € {0,1}, alors pour v > 0
on définit :

L1203 = [[f]]wp + [0, 120 5.
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On définit aussi :
T () = {F(OIf € T**(D,0,1)},

c’est a dire que f ne dépend pas de r, 8 et p. Pour une telle fonction, sa norme sera
noté tout simplement [ fﬂfjﬁ

Enfin, on termine cette partie d’introduction des notations en définissant I’espace
TP+(D, 0, u). Rappelons que les espaces Lg; et Mg, sont donné par :

Lﬂ'i‘ = {g = (Cé = (psaqs) 8 € ‘C)| |§|B+ < OO},

avec Clas = suplGsl(5)5+1, et
seL

Mpy ={A € M||A|p4 < oo}
avee [Algr = sup (1+] |s| = 1s'] [)(s) (") 1 43 oo

On remarque que L C Lg et Mgy C Mg. On définit T#+(D, o, 1) de la méme
fagon qu'on a définit 7(D, o, ) mais en remplacant Lg par Lg; et Mg par
Mg, Ainsi on a TP+ (D, 0, 1) C T4#(D, 0, ).

Rappelons que pour f,g € T#(u), le crochet de Poisson est donnée par :

{f,9} =i(Vef, IV cg).

Lemme 3.1. Soient f € TP (u) et g € TP+ (u), alors pour tout 0 < p' < p,
{f, gy € TP (W), on a :

C
£930507 < ———= 110 Lol
[{f 931, u(u*u’)[[ 12" lgl
La constante C' dépend de « et [3.

Pour la preuve, on rappelle le lemme suivant, démontré dans [14] (annexe A).

Lemme 3.2. Soient E et F deuz espaces de Banach complexes, f : E — F et
v € E. Supposons que qu’il existe r > 0 tel que f est holomorphe sur la boule ouverte
de centre v et de rayon r et que || f||p < M sur cette boule. Alors d,f € L(E,F) et
on a :

M
ldo fllee,ry < o
Prewve du lemme 3.1. Soit x € O,/ (Yy), il faut montrer que :

; . ¢ B[ monB .
(i) {f g} (@)] < u(u—u’)[[fﬂ“ [g] "5

(i) Ve {f, g} (@) < mﬂfﬂﬁ’ﬁﬂgﬂﬁ’ﬂJr;
(iil) [Ve{f g} ()|p < Wﬂfﬂﬁ’ﬁﬂgﬂﬁ’m;
(iv) IVZ{f. 9} (@)|s < mﬂfﬂﬁ’ﬁﬂgﬂﬁ’ﬂJr-

Démontrons (i). On a :

{/f, g} (@)

(Ve f (@), IVeg (@) < [Vef (@)allTVeg(@)la

%[[fﬂ,‘:*"[[g]]ﬁ"”

1 BT T B+

Intéressons-nous a présent au gradient en ¢ du crochet de Poisson :

Ve{f g} (@) = (VEf(a), JV<9($)1>4+ (Vef(@), JVEg(a)) =: By + Ba.
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Pour ¥; on sait que V¢f : O, (Ya) — Yo, De plus 2 — V¢ f(x) est holomorphe :
alors VZf(x) € L(Ya, Ya) pour tout z € O, (Yy). D’apres le lemme 3.2, on a donc :

IS1lla < IVEf@)l£va, v lTVEg (@) o

1
< sup VefWlla) IVeg(@)|la
M—u’ye u(y)(H cfWlla) [Veg(@)|l

IN

o[ 1o
u(u oL

B M
Suu(u M)[[fﬂ [gle".

On procede de la méme maniére pour Yo, ce qui termine la preuve de (ii). Pour
montrer (iii), on utilise les estimations 3 et 4 démontrées dans le lemme 2.2 dans
[6]. Ainsi on obtient :

|VC {f. 9} (z>|5 < |<V§f($),JV<9(:C)>\ +| ng x), Jvcg ‘ﬁ
< C|VEf(@)]4 1TV eg(@)ls, + CIVf (@)l TVE(

C

E[[f]]ﬁ’ﬂ[[gﬂff’ﬁ*
¢
"o (= )

Il reste & démontrer (iv). On commence par calculer la dérivée seconde du crochet

)‘m

L1 Lol

de Poisson :
Velf g} (@) = (VEf(2), JVeg(x)) + (VEf(x), JVEg(x))
+(VEf (@), IVEg()) + (Ve f(x), TVig(a)
=11+ T+ T3+ Ty
Pour I'1, on sait que qu O, (Ya) = Mg. De plus, z + V2 ¢f(z) est holomorphe :

alors V{f(z) € L(Ys, Mp) pour tout z € O (Y,). D’apres le lemme 3.2, on a
donc :

1] < IVEF @) £vama [TV g(@) |

1
< VW), 1IVeg(@)la
= el “(M Ve )] 1Veg (@)l

AT

13 (p = p')
[T Tals Pt

IN

1
T opp? (=)
On procéde de méme pour I'y. Il reste a étudier I's et I's. Les deux cas se traitent

de la méme facon. Regardons par exemple I's. En utilisant la premiere estimation
démontrée dans le lemme 2.2 dans [6], on obtient :

T3] < CVEf(2)|, [Vig(a)|,,

C (0% «
< Fﬂfﬂu’ﬁﬂgﬂu’m
c
< f a,f g .+
uu’Q(u—u)[[ L Lol
Ceci termine la preuve de lemme. O
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Soit g une fonction de classe C! sur O, (Y,). On note ®, le flot hamiltonien de
g at=1, c’est-a-dire :
¢ =¢(1) = 4(C0) = 25 (o),

avec

¢=1iJV¢g(¢) et ¢(0) = Go.
Corollaire 3.3. Soient f € T*#(u), g € TP+ (u) et 0 <y’ < p tels que :

1
[gl"* < Zp(un—p).
Alors @4 : O (Ya) — O, (Ya) et fod, € TP (u'). De plus on a :
(31) [f o @I < C'IfI".

La constante C' dépend de o et B tandis que C' est une constante absolue.

Preuve. Montrons d’abord que ®, est bien défini et que @, : O, (Ya) = Ou(Ya).
Soit :

t = sup{t > 0| {(a) définie pour 0 < a <t et |[{(a)lla < p}.
Montrons que ¢t > 1. On sait que :

((a) = Go +i/a JVeg(C(s))ds.

0
Or g € T*P*+(u), donc pour tout ¢ € O, (Y,) on a :

[gle?t 1

IVeg(Olla < . < Gle—u).

Il s’ensuit, pour a = 1, que :
a
IS(@)la < lIGolla + 7 (1w = )
a
S+ Gl—w)<p

On déduit que ¢ > 1, que P, est bien défini et que @, : O (Ya) — Ou(Ya).
Montrons & présent que f o ®, € TA ('), ainsi que I'estimation (3.1). Rappelons
que pour f et g holomorphes, on a :

fo®y =1+ 150} + 5 ({f.0).0} + 5 ({70} 0} 0 + .

1
n>0

avec PgOf:f, Pglf:{f,g} et P;f:{{fvg}ag}"'

Grace au Lemme 3.1 on a :

En utilisant I’hypothese faite sur g, on obtient que f o ®, est une série convergente.
Donc fo®, € T*#(u') et on obtient I'estimation (3.1). O

On définit le tore réel de dimension finie :

(32) T, ={C=((&.ns), SEZL)| & =1ls, |Cal* =vpasia € A, & =0sise€ L},
avec v > 0 petit et p = (pa,a € A) le vecteur parametre appartenant au domaine
D =[1,2]".

Ce tore de dimension n = Card(.A) est invariant pour 1’équation d’onde linéaire.
Notre but est de mettre I’Hamiltonien Hy 4+ P sous forme normale a laquelle on
appliquera le théoreme KAM 4.1. Cette forme normale sera définie sur des tores

construits sur I’espace Y, et voisins du tore réel T},.
16
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Au voisinage du tore T),, on passe des variables ({,,a € A) aux variables action-

angle définies par :
ga =V Iaewav Na = V Iae_iea, ac A

On passe donc des variables (§,7n) au variables (I,0,£,n) avec I = (I,,a € A),
0= (0a,€ A), £ = (&, € L) et n = (1a,a € L). Le nouveau vecteur variable est dit
réelsiI=1,0=0,et&=1.

A présent, on définit un voisinage torique complexe du tore réel T}, par :

(3.3)

T, = S0 m0) = { (10,60 T = vpl < vy, [Tmb] < o, | CEla < '/}
avec [ = (Io,a € A), 0 = (64, € A), (© = (¢, € £).

Lemme 3.4. Supposons que g est holomorphe réelle sur S' x J avec J un voisinage
de lorigine de R. Soit a > 0 et v > 0 petit. Alors il existe o* > 0 et u* > 0 tels que
la perturbation P est bien définie et analytique sur T,(v, o, u,a) pour 0 < o < o* et
0 < pu < p*. Les parametres o* et u* dépendent de la non-linéarité g, de l’ensemble
admissible A, de v et de a.

Remarque 3.5.
- On peut fizer a titre d’ezemple o* = 1 et déterminer explicitement p*.
- Pour v petit, on a :

SP(Va O—huva) - Oa (05 ,LL*)

Preuve. La non-linéarité (1.2) est holomorphe réelle sur S! x J, avec J un voisinage
de T'origine de R. Supposons que I = [-M, M| avec M > 0. On peut étendre g de
maniere holomorphe sur S' x I¢, avec I¢ de la forme :

Ic = {u € C||Re(u)| < M, [Im(u)] < K}.
Rappelons que
_ Y bee t s Eésoé + mso s
s€Z
_ Z §a90a+77a50 a Zfscszrns@ s

acA
On veut avoir un controéle sur ces deux sommes. Pour la premiere, on a :

< 57 el + Inal

Z faQOa + 77a80 a

acA acA
<2 Z /Iae|lm(9a)| < CA|I|1/26|Im(9)
acA

avec C' 4 une constante qui dépend de A. Regardons a présent la deuxieme somme.
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a :

65905 + 775 Z |§s| + |775|
> o < C@)¢o.
seL seEL 22

Ainsi, on a :
[w(Q)] < C(@)[[Clla + CalT] 2O,
< C(@)[[Cl|a + Call = wp| 2™ O O (wp) /2O,
On veut que, si (I,6,() appartient & T,(v, 0, i, o), alors u(¢)(z) € Ic pour tout
x € St. Ceci est vrai si on pose :
Cla) i+ Cav' 2 pe 4+ Cav/2v?e? < min(M, K).
17
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On peut poser a titre d’exemple ¢* = 1, ce qui nous donne que :
min(M, K) — C4v/2v' /e
V1/2(C(a) + Cu)

*

I

O

A présent on s’intéresse A la perturbation P, afin de déterminer si elle appartient
a la bonne classe de fonctions hamiltoniennes. Rappelons que :

PQ) = [ Gl u(O@)ds,
avec g = 0,G et g(z,u) = 4u® + O(u?).

Lemme 3.6. Supposons que (x,u) — g(x,u) est réelle holomorphe sur un voisinage
de S* x J, avec J est un voisinage de zero dans R. Alors pour tout oo > 0 il existe
w* >0 tel que pour 0 < pu < p* la perturbation

P:0,(Y,) —C
(= P(C)
appartient & T2 ().

Preuve. Rappelons d’abord que pour z € S' on a :

Es0s() + M50 s ()
u(z) = = u(C)(x).
2T

Remarquons que, grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz et au fait que a > 0, il
existe une constante C, qui ne dépend que de a, telle que pour ¢ € O, (Y,), on a :

[u(@)(2)] < CallClla < Cap
Pour montrer que P € T2(u), il suffit de montrer que :
VPEY*NLyy et VP eM,p.

On commence par définir pour a > 0 I’espace suivant :
Zo={v=(vs€C, s€Z) | (Jvs|(s)*), € *(Z)}.

Pour v € Z,, on définit la transformée de Fourier F(v) de v, donnée par u(z) =
F(v) := Y vse?®. On définit aussi I'espace de Sobolev discret par :

HY(SY) = {u lu(e) =Y als)e™ | (lals)l(s)*), € € (Z)} :

SEZ
Si o € N alors
HO(SY) = {u|u($) =3 a(s)et| (8/0‘\15(3))5 c (Z)} .
SEZL

Ainsi on a 'équivalence suivante :

(3.4) u€ H*(S') <= (u(s)), € Za.
— Pour montrer que V(P € Y,, il suffit de montrer par exemple que %—Ig € Zy.
On a,
oP 1
— () = — 0uG (z,u(C)(x)) vs(x)dx.
5O =5 [ 0.6 @ u0@) e
Or (x,u) — g(z,u) est réelle holomorphe sur un voisinage de S x .J, donc
= Ouf (z,u(¢)(x)) € H*(S'). On déduit de I’équivalence (3.4) que %_1; €
Lo

18
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— Montrons & présent que V2P € M /2. Rappelons d’abord que :

9P
V2P|, /9 = sup (s)'/%(s')1/2 )
| |1/2 s,s’£Z< > < > aCSaCS/
On a
o*pP 1
€Ly = oA/2)1/2 [ 526'(90,u(g“)(m))gos(x)gosr(x)dx.
Donc :

*p _ 1 RG(s+5)  RG(s—s)
G 2A2N2\02G(—s+ ') 02G(-s—s') )

ce qui nous donne :

< Q.

32G(s)

|V2P|1/2 = sup
SEZ

— Il reste a montrer que VP € Ly /3. On rappelle que pour 8 < aonaV, C Lg.
Or VP e 5/1 C L1/2.
(]

A présent, on est en mesure de donner le changement de variable symplectique qui
met ’hamiltonien (1.5) sous forme normale qui satisfait les hypothéses du théoréme
KAM 4.1.

Soit 0 < u < p* et 0 <o <o avec u* et 0 données par le Lemme 3.2.

Théoreme 3.7. Soit A un ensemble admissible. Il existe un Borélien U C [1,2] de
mesure de Lebesgue nulle tel que pour tout m € ([1,2] \U) il existe vy qui dépend
de A, m et g tel que :
(i) Pour 0 < v < vy, a > 1/2 et p € D il existe un changement de variable
symplectique réel holomorphe

v, 0% (%, %) = T, (v, 0,1, ),

qui transforme la forme symplectique —id§ N dn sur T,(v, o, p, «) en :
— vy drg Ndf, —iv Y dE A ds.
acA seLl
(i) Pour ¢ > %, le changement de variable ®, s’étend de maniére holomorphe

sur le domaine complexe

DC{pGCA|

pjg‘gc, 1§j§Card(A)}.

1l transforme I’Hamiltonien perturbé H = Hs + P en une forme normale
donnée par :

(35) VﬁlHo\IIP :Q(p) 'TJFZAa(P)faﬁa+f(T797§ap)a
a€Ll

pour tout p € D,.. Le vecteur fréquence interne ) et les fréquences externes
Aa, a € L, sont données par (3.22) et (3.23). De plus elles sont linéaires en
p et vérifient :

(3.6) 2(p) —w(p)] < Cv,  [Aalp) = Aa(p)] < Cvlal ™,

pour tout p € D.. La constante C' est strictement positive et dépend de l’en-
semble admissible A.
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(iii) La perturbation f est réelle holomorphe en p sur D.. De plus elle appartient
a ToV2(D, Z,5) et vérifie :
[154% < Crt+y)vat,
2120

1/2
71545 < L+ 2.
avec C1 une constante qui dépend de l’ensemble admissible A, de la masse m

et de la non-linéarité g.

Remarque 3.8. Dans (iii) on a besoin d’estimer la dérivée de la perturbation f
par rapport au parametre p. Ceci est possible grace a l’estimation de Cauchy. On a
donc on a besoin d’étendre U, sur D. de maniére holomorphe, (voir 3.6).

Tout le reste de cette section sera dédié a la preuve du théoréme suivant :

3.2. Résonance. On considere la partie quartique H, de ’'Hamiltonien H dans les
variables complexes. Elle est définie par :

Hy = Hy + Py,
avec
Hy =Y " A&ams,
SEZ
et

(& +n-i)(& + 77 )&k +1-1)(& +n-1)
Py = C(i, j, k,1) )
' (1, jkzl)GZ V Ai >\ Ak

ou C(i, j, k,1) est une constante définie par :

= sii+j+k+1=0
) 7 e . . — 2m ’
On définit le sous ensemble suivant de Z* :
J = {(i,5,k, 1) € Z*i + 5 =k +1}.

Donc

P, = 1 Z (& +m-i)(& +777j)(§k+77,k)(§l+777l)-
T ijkles A/ NN NN

On peut décomposer Py en trois parties Py = P{ + P} + P? avec :

=L 3 §i&i8k&1 + Uiy
(”kl e VAN AR

_ 1 3 &i&i&km + ninmkée

2 Ther VAN ’

2 3 &i&inem
P; A (m%;l)ej\/m-
Pour (i, 5, k,1) € Z* on définit les petits diviseurs
Qo(i, 7,k ) =Xi + X+ Ap + A,
(i, 4,k D) =X+ X+ X — A,
Qa(i, 4, k1) = Xi +Xj — A — A

Définition 3.9. Un mondme &E&;Em ou nin;nk& est dit résonant si Q1 (2,7, k,1) =
0. Dans ce cas, on note Ry = {(i,7,k,1) € Z* | Q1(4,5,k,1) = 0}. Un monoéme
&&mem est dit résonant si Q2(3, j, k, 1) = 0. Dans ce cas, on note Re = {(4, j, k,1) €
Z* | Qa(i, j, k1) = 0}. Soit R la réunion de Ry et Ro.
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On définit aussi
T2 ={(i,4, k,1) € T | #{i, 4, k, [} N A > 2},
et
J5 =T\ Jo = {(i,4.k,1) € T | #{i.j. b, 1y N L > 3)

Lemme 3.10. Il existe un Borélien U C [1,2] de mesure de Lebesgue pleine tel,
que pour tout m €U on a :
(7’) 7—\)‘1 = @,
(ii) Ra € {(G, .k, 1) € Z4 | {Jil, 31} = {1kl i1},
(i) il existe une constante y(m) > 0 telle que pour tout (i,7,k,1) € Jo \ R, on
a:
|Ql(iaja kvl)lv |92(iaja kvl)l > ’Y(m)

Preuve. On commence par prouver les assertions (i) et (ii). On fixe (4, j, k, 1) € Z*.
Définissons pour § = +1 la fonction :

Fm) = Vi +m+ /P +m+ 5VE +m— V2 m.

La fonction f est analytique sur [1,2], et prolongeable en une fonction multivaluée
sur C. Si j = k =1 =0, alors —i? est un point de branchement pour f. Les points
de branchements de f sont donc —i2, —52, —k? et —I2.

Sid =1 alors f n’est pas identiquement nulle sur [1, 2], et elle admet un nombre
fini de zéros. Ainsi, il existe un Borélien U, de [1, 2] de mesure de Lebesgue pleine,
tel que pour tout m € U, on a Ry = ).

Maintenant, pour 0 = —1, si f |[1,9j= 0 alors f =0, et on a forcément {i%,5%} =
{k?,1}. Si f n’est pas identiquement nulle sur [1,2] alors f admet un nombre fini
de zéros. Il existe donc un Borélien Us, de [1,2] de mesure de Lebesgue pleine, tel
que pour tout m € Us, on a Ra C {(i,,k, 1) € Z* | {|i|, 5]} = {Ik|,|1]}}-

Il reste a prouver la derniere assertion. On commencera par controler {25. D’apres
la Proposition 2.10, pour & > 0, il existe un ouvert C,, de [1,2] tel que

mes(C) < CK",

avec 7 > 0 dépendant de Card(A) et C' dépendant de ’ensemble admissible A
lui-méme. Pour tout m € ([1,2]\ Cx) et tout (¢, j,k,1) € T2\ R, on a:

|QQ(%J’]€7Z>| > K.

On sait que, si &’ < &, alors C,r C C,. Donc C := 0 N 1C,€ est un Borélien, et on a :
<K<

mes(C) = 0.
De plus, pour tout m € Us = ([1,2]\ C) = 0<U<1([1’ 2]\ Cx), il existe une constante

~v(m) telle que pour tout (4, j, k,1) € T2\ R, on a :

|92(iaj7 ka l)' > V(m)
On procede de la méme fagon pour controler (4,7, k,l) mais en utilisant la
Proposition 2.8 au lieu d’utiliser la Proposition 2.10. Finalement, on pose U =

Uy NUs NUs N Uy, avec Uy le Borélien de mesure de Lebesgue pleine obtenu apres
le controle de Q4 (7, 7, k,1). O

3.3. Procédure de Birkhoff. Pour un a > 0 on rappelle la définition de ’espace
suivant :
Lo = {v =(vs €C, s€Z)| (Jus|(s)¥), € 2 (Z)} .
On munit Z, de la norme :
ol = [ P(s)>*,  (s) = maz(]s],1).

SEZ
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On note par v*y le produit de convolution dans ¢%(Z) défini par (vkw); = Y. vw.
itj=1
On rappelle le Lemme 2 énoncé dans [12] .

Lemme 3.11. Soient v et w dans Z, avec o > % Le produit de convolution v x w
est alors dans Z,, et on a :

(3.7) v wlla < Cla)lv]lallwla,
avec C' une constante qui ne dépend que de .

Preuve. Soient v,w € Z,. On a :

o w2 = 32| 3 v,
s€Z it+j=s
= s)2e (s)” <i>a<j>av_w_
= SGZZ< > iJr]Z:S <i>o‘<j>a <S>O‘ i Wj
2 iﬂZ_S<<z'><j>) 2 el
Or
<S> 2a <Z> + <_7> 2« . 1 ) ) )
iﬂzs(@m) SZ( o) < 2 gt g < 0@
Donc

loxwlZ < C@)? Y7 D7 (0 osl* () uy

SEZ i+j=s
< s () s
i,JEL
= C(a)?|lvll3]lw]a-
(I

On consideére 'espace de phase Y,, muni de la structure symplectique —i _ d&j; A
dng. Pour oo > 1/2, Y, est une algébre pour le produit de convolution.

Lemme 3.12. Soient a > 1/2. Soit P* un polynéme homogéne réel sur Yo, de
degré 4, construit sur J. On suppose que P* est de la forme :

4
PO = Z Z a3 gy s ja&in -+ &inMipga -+ - Mias
(41.J2,743,J4)€T 1<r<4

avec |a’; | < M pour tout (j1,j2,j3,74) € J. Alors on a :

J1:J2,73,J4
IVP|o < Cla, M)IC]lG-

En particulier pour t < 1, le flot %, engendré par le champ de vecteur Hamiltonien
Xps =iJVP?* est bien défini, réel et analytique sur la boule :

O5(Ya) = {C € Yall[Clla <6 =0(M)}.
De plus, pour tout ¢ € O5(Yy),

195, (¢) = ¢lla < CM)|CI3-
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4
Preuve. On rappelle que X pa est de la forme i (g%’;) Puisque |a}, ; . .| <M,
on a: !
oP
am <M Z |€z€]§k| + |€z€]77k| + |§z77]77k| + |77177]77k|

(i,4,k, 1) €T
Or

Z |6€5€k] = (ExERE)1F (ExEXE) 1 (ExExE) 1+ (ExEX )i+ (ExEXE) 1+ (ExEXEN,
(i,5,k,1)€T

ot € est défini par & = (g})jez avec 5]- = {_;. En utilisant le Lemme 3.11, on
obtient :

5. -

<l>2a 8_P4 ’

leZ (97]1
sc< ) (€ % €% EN2 + 1€ % Ex 12 + 1€ % nxnll + 75 n]|2)
< Cla, M) (JENS + IEN& Mm% + HENZ IS + 1)
< Ca, M) (J€)12 + In112)* = Cla, M)|CIS.

De la méme facon, on montre que :

ort |
1% | < ct i
Ainsi, on obtient :
orPt|I>  |lort|?
VP, = (H H < Cla, M)|ICI13
Ce qui conclut la preuve du lemme. 0

Lemme 3.13. Soit D~ ['opérateur borné de Y, donné par :
= diag {/\ 125, s € Z}

On définit Q*(¢) := PY(D~(¢)), avec P* le polynéme défini dans le Lemme 5.12.
Alors Vg@4 € My, et on a :

V2Q%], , < Cla, M)
Preuve. On rappelle que

4
P (C) = Z Z a‘jl 72,73, ]4 gjrnjr+1 e 77j47

(J1,J2,73,J4) €T 1<r<4d

avec |af, .. . .| < M pour tout (ji,je,js,ja) € J. On a donc
Q= > > AJI’)J\Z’J;\’“)\ g S o Mja
(J1,72,J8,44) €T 1<r<4 J17%92 703
On a aussi
82Q4
V204, 5 = sup (s)/2(s)1/2
| ¢ |1/2 s,8’ €Z< > < > aCsaCs’
Pour tous s et s’ dans Z, on a :
82 4
(24 |t < | A
o0

aCs aCs’
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avec A une matrice réelle carrée de taille 2, dont les coefficients sont des polynomes
homogenes de Y, de degré 2, de la forme :

E E : \/7 (a'lgjd(k)gjd(l) + a2§]a‘(k) Njeay + a377ja(k)77ja(1))
Jo (k) Mo (l)

JET kl=1

avec j = (Jo(1)> Jo(2)s Jo(3)s Jo(a)) O 0 est une permutation appartenant au groupe
de permutation S({1,2,3,4}). Par le Lemme 3.11 on a :

[P*(¢)] < Clan M),

et donc
IV2Ql1/2 < Clor, M)[C]I2.

Remarque 3.14. On rappelle que Py = PY + P} + P? avec

po_ 1 Z &&i&R& + minimem
ﬂ.(i,j,k,l)ej w/)\z)\j)\k)\l
1 T §i&i&em + nimyme

W(i,j,k,*l)ej 1/)\i)\j)\k)\l
3 & mkm
== > ==
AT 5 S peg VAR
Les coefficients de chaque monome sont majorés pas 3/4xw. En appliquant les lemmes

3.12 et 3.13, on obtient que la partie quartique Py de la perturbation P est dans
TV2(u) pour a > 1/2 et ¢ € O, (Yay).

)
I

Soit U C [1,2] le Borélien de mesure de Lebesgue pleine construit dans le
Lemme 3.10. Pour tout m € U, on veut construire un changement de variable
symplectique réel holomorphe au voisinage de l'origine de Y, qui transforme la
partie quartique de 'hamiltonien H en une forme normale de Birkhoff d’ordre 5.
Cette transformation exhibe de la partie quartique de la perturbation P les termes
intégrables ainsi que les termes d’ordre au moins 3 dans la direction de £ =7\ A.

Proposition 3.15. Pour tout m € U, il existe un changement de variable symplec-
tique T réel holomorphe défini sur Os(m)(Ya) pour un certain §(m) et o > 1/2. Ce
changement de variable vérifie :

(3.8) [7(¢) = Clla < CM)ICIZ, V¢ € Osmy (Ya).

11 transforme Uhamiltonien H = Ho + P = Hy + Py + R5 en :

(39) HOT:(H2+P)OT:H2+Z4+Q4+R6+R5OT,
avec

Zy— 3 3 &k

mw o >\Z>\j
(2,5,k,1)ET2NR 4

)

et Qu = Q471 + Q4,2 avec

Ouy = 1 Z &i&i&m + ik
) 27 (jmRDeTs 1/)\i>\j)\k>\l

3 616 Nk
Qo= l Y Glmm
47r (g DeTs Aij )\k)\l

Le polynome Z, contient des termes intégrables alors que Q4 est cubique ou quar-
tique dans la direction de L. De plus, Z4, Q4, Re et Rs o1 sont réels holomorphes
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sur Os(m) (Y,). Les restes Rs o7 et Rg sont respectivement d’ordre 5 et 6 au voi-
sinage de lorigine de Y,. De plus, pour tout 0 < p < d(m), Zy, Q4, Rs o7 et Rg
sont dans T2 () et vérifient :

(3.10) [Z4]21 2 + [Qa]3/? < Cu?,
(3.11) [Re]o'/? < O,
(3.12) [R5 o 7]2/2 < CWP,

avec C' une constante strictement positive qui dépend de la masse m, de la non-
linéarité g et de l’ensemble admissible A.

Rappelons que le crochet de Poisson associé & la forme symplectique —i Y d&g A
SEZL
dns est donné par :

af 9g  Of Og

pour f,g € CH(Zy X Z4).
Lemme 3.16. Soit P un polynome homogéne de degré 4 défini par :
PEn) = > =a.s"",
loe|+18]=4
avec & = £1E52ELREN . On a alors :
{Ho, PY(&m) =i > aasQmin(lal,5) (@ )€,
o] +|B]=4
Preuve. On démontre le lemme précédent en utilisant ’expression de 'hamiltonien

Hj, du crochet de Poisson et des fréquences Q,(«, ) pour 0 < p < 2. O

Preuve de la Proposition 3.15. On chercher a construire un changement de variable
symplectique 7 réel holomorphe défini au voisinage de 1'origine de Y, avec a > 1/2
qui transforme ’hamiltonien H en une forme normale de Birkhoff a I’ordre 5. Pour
ce faire, on utilise une méthode classique : 7 sera le flot induit par un Hamiltonien
x4 &t =1. En effet, 7 = <I>§(4 avec @’;4 le flot induit par y4 a instant ¢. On ramene
notre probléme a la recherche d'un Hamiltonien y4 qui sera solution d’une certaine
équation homologique.
Grace a la formule de Taylor, on a :

(H2+P4+R5)OT:(H2+P4)OT+R5OT
= Hy + Py + {Haz, x4} + {Ps, xa}

1
Jr/ (1—t){{Ha + Py, xa},xa} 0 @} ,dt + Rs o T.
0

On veut que :
(Hg+P4+R5)OT:H2+Z4+Q4+R6+R5OT.

Donc, en posant
1
Bo = Puoxid+ [ Q=0+ Puoad ool i
0

il suffit que x4 vérifie ’équation homologique suivante :

(3.13) {HQ,X4} =74+ Q4 — Py
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D’apres le Lemme 3.16, il suffit de prendre x4 de la forme :
X4 = é Z in'fjékgl - niﬁjﬁénz

ii—tnes W05 R DVAA NN

L Z &i&i&m — ninymeée

2T (irj,— ) €T Ql(i,j, k, l)\ / )\1)\j>\k)\l

+ 3i Z &Mk

4m (g kD) eTa\Rs Qo (i, 7,k 1)/ NN AN

D’apres le Lemme 3.10, il existe un Borélien U C [1, 2] de mesure de Lebesgue pleine
tel que pour tout m € U, il existe une constante strictement positive v(m) > 0 qui
minore |Q(4,7,k,0)| et |Q2(4, 7, k,1)|. De plus, Qo(7,7,k,1) > 4. Ainsi x4 est un
polyndéme homogene de degré 4 construit sur J, avec des coefficients bornés. Il
s’ensuit que le champ de vecteur Hamiltonien X, est réel holomorphe sur Y,. De
plus, d’apres le Lemme 3.12, pour tout m € U et o > 1/2, il existe C(a,m) > 0
tels que :

1Xxalla < Cla,m)|C]I3-

Ainsi il existe §(m) > 0 tel que 7 est un changement de variable symplectique
holomorphe réel défini sur O, (Y )
En utilisant le Lemme 3.16, on a

{Ha, xa} == —

8 (i,j,—k,—1)ET )‘i)‘j)‘k)\l
1 Z §i&iSkm + ninineé
27T(i,j,—k,1>ej2 Aidj Ak A

3y SEm
4W(i,j,k,l>e72\7z2 Aidj ARl

1 Z &i&i&RE + mini e

Donc
(Hy 4+ Py)oT = Ho + Zs + Q4 + R,

avec Zy, (04 définis comme dans la proposition. On voit directement qu’ils sont deux
polyndémes homogenes de degrés 4 réels a coefficients bornés. Donc, en appliquant
les lemmes 3.11 et 3.12, on obtient pour a > 1/2 et 0 < p < §(m), que ces

Regardons a présent les propriétés des restes Rg et Rs o 7. Commengons par
Rg. Par construction, Rg est un Hamiltonien holomorphe d’ordre 6 au voisinage de
Porigine de Y,. On rappelle que

R61H077H27Z47Q47R5OT.

Le membre de droite est réel et donc Rg ’est aussi. Démontrons que Rg est dans
T2(u) avec 0 < pu < 6(m).

On commence d’abord par démontrer que y4 € 7®/?% (). On remarque que,
pour tout ¢ € Z tel que (4,7, k,1) € J,on a:

£ 3/2
(@) <C(A,m), ¢=0,1,2.

|QL(i7ja kv l)| \ )\’L)\])\k)\l B

En utilisant cette estimation et la méme méthode que dans la preuve du Lemme 3.12,
on obtient que V¢xa € L%+.

Il reste & montrer que Vg X4 € /\/l% - Les premiers termes de x4 sont construits sur
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J. Pour tout 7,j € Z, on a
()2 G) 21+ li] = 131D
Qo(i, 7, k, 1)/ ANiNj Akl

Les termes suivants de x4 sont construis sur [J>. En appliquant la Proposition 2.8
on obtient donc :

@M 2 Q1] 151D

Q. (1, 7,k D)/ NN AN
En utilisant ces deux derniéres estimations et la méme méthode que dans la preuve
du Lemme 3.13, on obtient que sz4 e M 14 Ceci nous permet de montrer que

Xa € TOV2H () pour @ > 1/2 et 0 < p < §(m).
D’apres le Lemme 3.1 on a {T%V/2(5(m)), T2+ (5(m))} € T*1/2(36(m)). Donc
{Py, x4} € T*2(16(m)) et pour 0 < p < 16(m), on a :

[{Ps, x4} ][22 < Cu2 [P P [xa] 12 < Oul.

<1

<C'(m,A), 1=1,2.

Gréce a Péquation homologique (3.13), on a :
1
{Ha+ Py, x4} = Z4+ Q4 — Py + {Py, x4} € Ta’1/2(§5(m))-

En appliquant encore une fois le Lemme 3.1, on obtient pour 0 < p < ié(m) :
1
4
Puisque x4 € T%Y?+(5(m)) et comme [[x4ﬂff"1/2+ < Cu*, le Corollaire 3.3 donne :

{{H2 =+ P47X4} 7X4} € T(l-,l/Q( 6(m)) et [[{{HQ + P47X4} ) X4}]]371/2 < CM6

T2 (0(m)) o B, € TV (25(m)).

Ainsi, Rg € T*/2(p) et vérifie estimation (3.11) pour 0 < p < 18(m).
A présent, on s’intéresse au reste Rs o 7. Rappelons que R; = P — Py, donc
Rs5 est réel holomorphe d’ordre 5 au voisinage de 'origine de Y, et appartient a

T1/2(5(m)). Encore une fois, grace au Corollaire 3.3, on obtient que Rso 7 €
T2(15(m)), done Rs o1 € TY/2(p) et vérifie pour 0 < pu < 5(m)

[Rs o 7)o/ < [P — P2 /? < Cub.
On termine la preuve en remplagant £6(m) par &(m). O

Lemme 3.17. Pour m € U et « > 1/2, le changement de variable T défini dans la
Proposition 3.15 vérifie :

T (Tp(y, %, g, a)) CZo(v,o,p, ),
pour 0 <o <1,0<pu<1etv<4p 2 76%(m).
Preuve. Pour m € U C [1,2] et o > 1/2, le changement de variable 7 vérifie :
I7(Q) = Clla < CM)ICIR,  YE € Os(my(Ya)-
Rappelons que :

T, 0) = {(1.0,6,m) | 11— vp| < v, |Tmb] < 0,5 | < v"/2u}.

Posons ¢ = 7(¢). Alors, pour v < 4~ 2e~76%(m), on a :

35 3
2 2

(3.14) 1€ = Clla < C'(m)p’e
27
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ot C’(m) est une constante, multiple de C'(m). Montrons en utilisant cette estima-
tion que :

o
T (TP(Vv 3 g, Oé)) CT,(v,0,p, ).
— Sur £, on a:
F 3 3
1Clla < 1I¢lla + C'(m)pBe v <
— Pour tout a € A, on a :
Iy = vpal < 1o — vpa| + |Io — L]

1 r
< ZV,U/Q + |€a77a - ganal

1 . i
<ZV,U2+|§a||77a*77a|+|77a||§a*§a|-
a), on a
g 1
Inal < (5 u+\[) v
En vertu de 'inégalité (3.14), on a :

Eal < (5 u+f) v

35

> & 38 3
|77a - 77(1| + |€a _€a| < Cl(m),u3e 2 2,

Donc on a bien

Comme ¢ € T,(v

23
52527

C'(mu’e

m|>-A
o
vl

|I~ —vpa| <wp’.
— Tl reste & vérifier que |Im(8,)| < o pour tout a € A. D'une part, on a :

|€al = ‘\/faeiéa < /fae”m(éa)‘ < V%(u+ \/§)e|lm(9~a)|'

D’autre part, grace a 1’inégalité (3.14) on a:

35

| < (5 u+f>e2w+c’( Jles vt
Ainsi
elTm(@)] < pt2v2 o5 4 O s
2n+v2) p+2

et on obtient que |Im(0)| < o.

O

3.4. Forme normale sur les ensembles admissibles. On rappelle que 'hamil-
tonien Z, est donné par :

&&iMem
Z4 = 3/471' B Z T)\j,
(4,4, k,1) ET2NR2
avec
Jo = {(Za]7k7l) eJ | #{Za]7k7l} nA > 2}

On remarque que Z4 contient des termes intégrables formés par les monomes de la
forme &;€;mimi = 1;1;, qui dépendent seulement des actions définies par I, = .7y,
avec n € Z. Notons ces termes Z; et Z; = Z, — Z; . Un simple calcul nous donne :

3 4 — 39,
(3.15) zZi==> > ﬁlvkmk.
leA kez U7k
On s’intéresse a présent & Z; . Ona Z;, = >. Z;" avecr = # ({4,4,k, [} N A).
0<r<4

Par définition de Jo, on a Z;° = Z; ' = 0.
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Lemme 3.18. Supposons que A est admissible. Alors, pour tout m € U,
zZ;t=o.

Preuve. Posons F = {(i,j,k,1) € JaNRa N .A}. On a alors, pour (i,7,k,1) € F et
meU,

* 1+ j =k+ 1 d’apres la définition de 7,

* {|i], |1} = {|k|, |I|} d’apres le Lemme 3.10,

* {i,7} # {|k|,|l|} d’apres la définition de A,
1l s’ensuit que F = et que Z; * = 0. O

Lemme 3.19. Supposons que A est admissible. Alors pour tout m € U
Z;%=0.

Preuve. Supposons qu’il existe (i,7,k,1) € Jo N Ry tel que #{i,j,k, 1} N A = 3.
Sans perte de généralité supposons que i, j,k € A et | € L. Grace au Lemme 3.10,
on a |i| = |k| ou |j| = |k|. De plus, et puisque A est un ensemble admissible, on
ai = k ou j = k. Supposons par exemple que i = k. Puisque i +j = k+1[, on a
j=letl e A, cequiquicontredit le fait que A est admissible. Donc Z;B =0. O

Lemme 3.20. Supposons que A est admissible. Alors, pour tout m € U,
Z;%=0.

Preuve. Posons X = {(4,7,k,1) € JoNRa | #{i,j,k, [} NA=2}.

* Supposons que i, ] € Aet que k,l € L. Alors, par le Lemme 3.10,on a i = —k
et j = —loui = —let j = —k. Sans perte de généralité supposons que i = —k
et j = —1.Or (i,5,k, 1) € J,donci+j=k+1=—k—1et donci=—j.
Ceci est absurde puisque A est un ensemble admissible. Le cas ou k,[ € A et
1,7 € L se traite exactement de la méme maniere.

* Supposons maintenant que 7,1l € A et que j, k € L. D’apres le Lemme 3.10, on
aura alors soit |i| = |k| et ] = |I] oui =l et || = |k|. Etudions d’abord le cas
oui=1et|j| =|k|. La condition i+ j = k -+ nous donne j = k. Le mondme
&&n;m; serait donc dans Z; , ce qui est absurde. Regardons maintenant le
cas ou |i| = |k| et |j] = |I|. Puisque A est admissible, on a i = —k et [ = —j.
Puisque i +j =k + 1, on a alors i = [ et j = k, ce qui nous ramene au cas
précédent. Le cas ou k,l € A et i,j € L se traite exactement de la méme
maniere. De méme on traite le cas ou i,k € A et j,1 € L.

Ainsi on déduit que X = ) et donc Z; 2 =0 O

3.5. Passage aux variables action-angle. Comme dans (3.3), on passe des va-
riables (£,7) au variables (I,0,¢5), avec I = (I,a € A), 0 = (0,,€ A) et
¢* = (¢s, € £). On rappelle que pour a € A, I et 0 sont donnés par :

€a = \/Eewaa Ta = \/Ee_wa-

Dans ces nouvelles variables, la forme symplectique —id¢ A dn devient :

(3.16) = dI, Adfy — iy dés Adns.
acA seLl
De plus I est d’ordre 2, 6 est d’ordre zéro, et £ et n sont d’ordre 1.
En vertu de (3.15) et des lemmes 3.18-3.20, ’hamiltonien 3.9 devient :

3 4-38,

3 1
o = aIa e 71[11 )\s slls - —1 slls
oT E w +47r Y 1Ly + E &sn +7r E A 18§57
ac A l,ae A seL leA, seL

+ Q4+ R507+ Rg
La premiere ligne contient les termes intégrables. La deuxieme ligne contient :

— (4, qui est d’ordre 4 et au moin d’ordre 3 dans la direction de L;
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— Rg, qui provient de la forme normale de Birkhoff et qui est d’ordre 6;

— Rj o, qui provient du terme d’ordre 5 de la non linéarité (1.2).

L’hamiltonien H o7 dépend des variables (I ,0,¢ 5). Pour la suite, on va omettre
le multi-indice £ : ¢¥ sera donc noté par (.

3.6. Re-scaling des variables. Notre but est d’étudier I’hamiltonien H;. Pour
cela, on va ré-échelonner les variables (I,0,£,n) moyennant le changement de va-
riable :

(3.17) Xp o (7. 0,67) — (1,6,&,m),
avec :
I =vp+vi, 6=0,
E=PE, g=v'l

ona: - -
w0 (3:5) 2 % (5. 500).
Dans ces nouvelles variables, la forme symplectique (3.16) devient :
(3.18) — vy dig Ndl, —iv Y dE A di.
acA seLl
Posons :

U= p=TOXp-
Le changement de variables x, est linéaire en p. On peut donc étendre ® de maniere
holomorphe sur :

DC{pGCA|

pjg‘gc, 1§j§Card(A)}.

Pour alléger les notations on va omettre le tilde. Dans ces variables ré-échelonnées
I’hamiltonien H devient & une constante prés :

3 4 — 304,
Ho\Il—waara+u2 Zi’plm
acA 2w a, leA Ao

=+ VZA Ests + VA= Z A )\ P1€sMs

seL

SEC

3 4 — 36,.
+V2E Z ﬁl'lTlTaJr Z N )\ T1€sMs

ale A ZGA
seL

+(Qa+ R5 07 + Re) 0 xp-
En divisant par v, on peut réécrire I'hamiltonien suivant sous la forme :
(3.19) v H oW = hy + f,

ot hg = ho(r,&,m; p,v) contient tous les termes linéaires en r, quadratiques en &, 7
et indépendants de la variable angle §. La nouvelle perturbation f contient tous les
termes restants et dépend notamment de la variable angle. Elle est donnée par :
(3 20)

4—304, 3 1 1
f=v T, +V— —1i€sns +V + Rs 07+ Rg) o Xp.
4 ;A oy ﬂ-lez_A)\l)\s 1§57 (Q4 5 6) © Xp

seLl
On peut écrire le nouvel hamiltonien h sous la forme suivante
(3'21) ho=Q-r+ Z Aaana,

ael
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avec Q = (Qk)kea, et

3 1 4 — 30, 1
3.22 Q=0 = = = = Z oY
(3.22) k= Q(p,v) = wp + vy Wk+V27r>\k leEA NP
(3.23) Aa:Aa(p,u):)\a—i—u;\ =\ +V E

pour tout p € D.. On remarque que pour les frequences internes, on a :

5 34— 361 2
3.24 =N M} Ml = .
( ) Wk ;4 LPLs k 27{' )\k)\l

M est une matrice inversible puisque :

det M = ( ) <H)\ >4n— 3)(=3)""', n=Card(A).

leA

Rappelons que p € [1,2]A et que A C {a € Z¢ | |a] £ N}. On a alors, pour tout
p € DC)

PL

3 4 -3 1|3
< ) A <
[Q2p) —w(p)| < v o E Y pifs et [Aalp) = Aa(p)| < vlal™ N

leA

IGA

Ceci prouve les inégalités (3.6) et termine la preuve des points (i) et (ii) du Théo-
réme 3.7.

En rappelant que ¢ = ({4)acr, la partie quadratique de notre Hamiltonien est
donnée par la matrice infinie :

Alp,v) :diag(( ?\a(p,y) 3“(’)’”) ) aec).

On peut donc écrire 'hamiltonien h sous la forme :

HA.)C.0).

h:Q(p,I/)T+2

Le spectre de A est
a(A) = {£A.(p,v), a€ L}

L’opérateur Hamiltonien est

; — i —ilq (p7 V) 0
zJA(p,,u)—dlag(( 0 iha(p,v) ), aeﬁ).
Le spectre de I'opérateur hamiltonien est donné par
Y(iJA) = {+ila(p,v), a € L}.

Etudions & présent la perturbation (3.20). En vertu de la Proposition 3.15, la
perturbation f est réelle holomorphe et appartlent a Tt/ Q(D, £). En utilisant
les estimations (3.10)-(3.12), on a pour z = (r,6,() € 0* (%, 4) :

|f| < Cwpt,
IVeflla < Cvp?,
IVefliya < Cup®,
|ng|1/2 < Cwp?,

avec C' une constante qui dépend de I’ensemble admissible A, de la masse m et de
la non-linéarité g. On obtient ainsi :

1115747 < Cvp.
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Regardons & présent f7. Rappelons d’abord que :

fT = f(970’07p)+va(9’070’p)T+ <V<f(970’07p)7§> + %<vgcf(970’07p)<7c>'

On cherche les termes de (3.20) qui peuvent contribuer & f7. Clairement les deux
premiers termes ne contribuent pas & f7. Le troisieme terme Q4 est construit sur
Js et donc ne contribue pas dans f. Regardons & présent Rj o 7. D’apres 3.15,
Ry5 o 7 est d’ordre 5. De plus R o 7 dépend de la variable action I, d’ordre 2, de
I’angle 0 et de & et n, qui sont tous d’ordre 1 chacun . Donc R5 o 7 peut contenir
des termes du type :

- I5/2 qui contribueront & f(6,0,0, p) et V,.f(6,0,0, p);

- I?¢ ou I*n qui contribueront & V¢ f(6,0,0, p) ou V,, £(6,0,0,p);

- I32¢n, 13/2¢¢, I3/?nn qui contribueront & Vgnf((?, 0,0,p),VZ:f(6,0,0,p) ou

vz, [(6,0,0,p).

Et donc Rs o 7o x, contribue a fT. De méme pour Rg o Xp- On déduit que :

T < O

Pour terminer la preuve du point (iii) du Théoréme 3.7, il faut étudier la dérivée en p
de la perturbation f, ainsi que son jet. Rappelons que, d’apres (3.20), la dépendance
de la perturbation f en p provient du changement de variable x, via la relation
I = vp+v7. On peut donc étendre f de maniere holomorphe sur D, avec les mémes
estimations. En appliquant I’estimation de Cauchy sur ce ce domaine on obtient :

1/2 - 1/2 1/2 - 1/2
10,015 < T ALy 10,715 < 1S
Donc 9, f et 9,f7 vérifient les mémes estimations que f et f7.
3.7. Passage aux variables réelles. Dans la forme normale (3.5), la partie qua-
dratique est exprimée en variables complexes. Cependant le théoreme KAM est

énoncé en variables réelles. Afin d’y remédier on considere le changement de va-
riable symplectique suivant :

Y(r,6,¢) = (.6,0),
avec ( = (p,q) = (CVS = (ps,qs), S € E). Les variables p et ¢ sont définies par :

gs = %(ps +iQS); Ns = %(ps - iQS)-

Sous les hypotheses du Théoréme 3.7, posons ¥, = \i/p o Y. Ce changement de
variable est réel holomorphe et vérifie :

v,: 0 (2 g) — T,(v, 0,1, ).
Le changement de variableW , transforme la forme symplectique —id& Adn en —dr A
df — dp A dq. Dans les nouvelles variables la forme normale (3.5) devient :

h(?‘,@,é;p) = HoV,
1 }
= Qp)r+5 ) AWl +a7) + [0, p)
(3.25) ;
= T+22 )G, ) + £(r,0,¢:p),

avec

Alp,v) diag(( ga(p’”) ia(p,u) ) ae.c).

Dans ces nouvelles variables, la perturbation f vérifie les mémes estimations que
celle énoncées au troisieme point du Théoreme 3.7.
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4. THEOREME KAM POUR L’EQUATION DES ONDES

4.1. Hypotheéses et énoncé du théoreme KAM. Dans cette section on rappelle
un théoreme KAM et on adapte les notations pour I’équation des ondes non-linéaire
cubique sur le cercle.

Considérons un Hamiltonien réel h, sous forme normale qui dépend d’un para-
metre p, donné par :

(4.1) h(r,p,q;p) = Qp) -7+ % > Aalp) (P2 +42) s
acl

avec :

— p € D un compact de RP;

— Q:D — R" le vecteur fréquence interne de classe C' ;

— L un ensemble quelconque de Z;

— pour tout a € £, A, est une fréquence externe de classe C' sur D.
Les fréquences internes 2 et les fréquences externes A vérifient certaines hypotheses
qui seront énoncées dans le paragraphe suivant. Pour la suite, on fixe deux para-
metres 0 < §p < § < 1, A~ un ensemble fini de £, et L =L\ A™.

Hypotheése A1l : Condition de séparation. On suppose que, pour tout p € D,
on a :

* pour tout a € L,

(4.2) Aa(p) > cola);
* pour tout a, b € £ avec |a| # |b], on a
(4.3) [Aa(p) = As(p)| = cx llal — [b]]-

Hypothése A2 : Condition de non résonance. Supposons que pour toute
fonction Q' € CH(D,R") qui vérifie

|2 — Q/|cl(7)) < do,

pour tout k € Z™ il existe un vecteur unitaire zp € RP et pour tout a, b € L tel que
la| > |b] on a :

*
k- Q(p) >4, VpeD
ou bien
D,k -Q(p),21) =5 Vpe D

avec k #£ 0

*
k- Q' (p) £ Aa(p)| = (a), YpeD
ou bien
(Op(k - (p) £ Aa(p)),21) =26 Yp€eD
*
k- Q' (p) + Malp) + Mo(p)| = 6((a) + (b)), VpeED
ou bien
(Op(k - Y (p) + Aalp) + Ab(p)), 28) 26 Vp €D
*
k- Q' (p) + Aalp) — Au(p)| = 6(1 + [la] — [bI]), VpeD
ou bien

(Op(k - (p) + Malp) — Aylp)), 1) > 8 VpeD
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Hypotheése A3 : deuxiéme condition de Melnikov. On suppose que les
fréquences internes et externes vérifient la deuxieme condition de Melnikov. C’est-
a-dire pour toute fonction Q' € C*(D,R") qui vérifie

|2 — Q/|C1(D) < do,

on a :
pour tout 0 < k < 6 et N > 1 il existe un fermé D’ C D qui vérifie
(4.4) mes(D\D') < C(67 k)" NY;

pour 7, ¢ > 0, pour tout p € D', pour tout 0 < |k| < N et pour tout a,b € L avec
la] # |b| on a :

(4.5) 2 (p) - k + Ma(p) = Mu(p)] = K(1 + [la] — [b]]).

A présent, on est en mesure d’énoncer notre théoreme KAM :

Théoréme 4.1. Soit h un Hamiltonien défini comme dans (4.1) qui vérifie les
hypotheses A1, A2 et A3 avec § et dy fixés pour tout p € D. Fizons o, > 0 et
0 < o,p < 1. Il existe alors un o qui dépend de o, B,0,n, p, |wolc1(py et |Aolg,c1(p)

tel que, si on a 9]f € ToB(D, o, 1) pour j = 0,1, si [fT]27% = ¢ < 06 et si

o,u,D
[[fﬂgfg vérifie pour 0 <7 <1

L1205 = O™,

alors il existe un Borélien D' C D avec mes(D\D') < ce” tel que pour tout p € D' :
— il existe un changement de variable symplectique analytique :

— il existe un vecteur fréquence interne &(p) € R", une matrice A € Mg et une
perturbation f € TP(D',0/2,11/2) tels que :

(hy £ 0@ =0(p) -7+ 3 (¢ AW + F0,7 ),

ou A: L x L — Maya(R) est une matrice de Mg infinie réelle symétrique
diagonale par bloc, c¢’est-a-dire A{Z]] =0 si [a] # [b]. De plus O,.f = ch‘ =
8§<f = 0 pour r = ( = 0. D’autre part le changement de variable ® =

(®g, @, B¢) est proche de lidentité, et pour tout v € O%(5,5) et tout p € D',
on a:

(4.6) |® — Id||, < CeY/.
De plus pour tout p € D' on a :
(4.7) [A(p) = Ao(p))lo < Ce,  |w(p) = w(p)ler(p) < Ce,

avec C' est une constante qui dépend de €.

4.2. Vérifications des hypothéses du théoreme KAM.

4.2.1. Non résonance. Dans ce paragraphe, on vérifie que la forme normale réelle
(3.25) satisfait les hypotheses du Théoréme 4.1. On commence par vérifier les hy-
potheses de séparation Al, puis les hypotheses de non résonances A2 et enfin la
deuxieme condition de Melnikov A3. On commence par vérifier les hypotheses de
séparation Al.
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Lemme 4.2. Pour tout p € D, pour tousa ,be L, on a :
(1) Aa(p) = (a);
. 1
(@) [Aa(p) = As(p)| 2 g llal = [l avec|a] # [b].

Preuve. Rappelons que, pour a € L, les fréquences externes sont données par :

31 C
Ao(p) = Ao +v—— L =Ny +v—.
T Aa )\l )\a

leA

L’estimation (i) est alors immédiate. Pour (i7), on remarque que, pour v petit, on
a:

1 1 Cv 1
Cv|l———|= Aa — M| < = [Aa — M|,
VIN T Ty e A= g e
ainsi on obtient
1 1
Ao — Ayl > =| Ao — Xo| > =|]a| — |b]],
| o = 5 ol = gllal =18
ce qui conclut la preuve du lemme. O

A présent on va vérifier en trois étapes les hypotheses de non résonance A2. On
commence tout d’abord par rappeler des résultats obtenus dans les Propositions 2.8
et 2.10. Pour x = v*/2, On obtient le lemme suivant :

Lemme 4.3. pour v > 0 petit, |k| < v~ et (a,b) € L? on a :

|w - k| > 2012,

sauf quand k est Dy résonant.

lw -k + Xa| > 20Y%(a),

sauf quand (k,a) est Dy résonant.

ok Aa + o] = 2012 ((a) + (0)),

sauf quand (k,a,b) est Dy résonant.

w -k + Xa — | > 201 2(1 + [a] — |b])),
avec |a| # |b| et (k,a,b) n'est pas D3 résonant.
Remarque 4.4. Dans le lemme précédent, on a appliqué les Propositions 2.8 et
2.10 avec k = v'/2, N = v~ et m € [1,2] \ C. On sait que la mesure de Lebesque
de C vérifie :
mes (C) < Ck™N*,

1
ou 7= O(=) et L = O(n?). Avec ce choiz de paramétres, pour que la mesure de
n

1
Lebesgue de C reste petite, il faut que v < O(—g)
n

Maintenant, on va démontrer les hypothéses de non résonance A2 pour des k
petits. Rappelons que les fréquences internes sont données par :

Q=w+vMp,

ot M est la matrice donnée par (3.24). M est symétrique inversible, donc on peut
poser Cq = || M.
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Lemme 4.5. Pour v > 0 petit, k € Z"™ tel que |k| < v™7, (a,b) € L2, posons
0o = %ley. Alors pour toute fonction ' € CH(D,R™) qui vérifie

|Q — Q/|C1(D) < 50,

et pour tout p € D, on a :

|Q/ . k| 2 1/1/2,

sauf quand k est Dy résonant.

Q- k+ Ay| > 23(a),

sauf quand (k,a) est D1 résonant.

|k + Ao + Ap| > 3 ((a) + (b)),

sauf quand (k,a,b) est Dy résonant.

|k + Aa — Aol = 0P (1 + [Jal = b)),
avec |a| # |b] et (k,a,b) n’est pas D3 résonant.

Preuve. Soit k € Z" tel que |k| < v~ pour v > 0 petit. Commencons par démontrer
la premiere inégalité. Tout d’abord, on a :

10 —w| < -+ [Q—w| < %C’;lqucy < Cv.
On a donc, pour tout a € A
1Y — w| < Cv{a).
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a pour tout (a,b) € L :
1k —w-k| < CviTY <2
Q- k—w- k| < v a).
Ik —w- k| < V2 ((a) + (B).
Q- k—w- k| <21+ lal = [bll), o] # (b,
Pour terminer la preuve du premier cas, on utilise le fait que :
1 k| > jw- k| — |k —w- k| > 22— 2 =2
Regardons maintenant la deuxieme inégalité. Remarquons que, pour a € £, on a :
e — Adl < 0a).
Alors
[ k4 Ay > Q- k+ Aa| — [N — A4
>w-k+No| = |k —w- k| — |Aa — Al
> 21/1/2(a) — 1/1/2(a) —cv{a) > 1/2/3(a).
Etudions & présent la troisiéme estimation. Pour (a,b) € £2, on a :
1k Aa+ Ay >k + Ao+ M| — [Aa — Ap| — [Ny — Ay
>lw-k+Xa+ X = | k—w-k| —|Aa — Aa| — [Xp — Ap]
> (2012 =2 —2ew)((a) + (b)) = v*2({a) + (b))
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11 reste & démontrer la derniére estimation des petits diviseurs. Grace a (3.23), on
remarque, que pour tout (a,b) € £ tel que |a| # |b], on a :
Ao — Ao — (A = o) v [N =AY
|lal + [b|
v—-o———I|la| — |b
pESw WL
< ev(1 4+ [la] — [bl]).

el

Ceci nous donne que :
| k4 Ay —Ap| >k + o — M| — [Aa — Ap — (Ao — No)]
Slw-k4+ X =N = |k —w- k| — |Aa— Ay — (Mo — M)
> (2012 =M% — &) (1 + [lal = [bll) = v (1 + [la] — [b]]).
Ce qui conclut la preuve. 0
Ainsi on a vérifié les hypotheses de non résonance pour |k| < v=7 | §y = %C;lz/

et & = v2/3. Pour k grand, c’est-d-dire |k| > v~7, on montre les conditions de
séparation A2 sur les dérivées en p des petits diviseurs. Plus précisément on a :

Lemme 4.6. Pour v > 0 petit, k € Z"™ tel que |k| > v=7, (a,b) € L2, posons
0o = %Czly. Alors pour toute fonction ' € CH(D,R™) qui vérifie
|Q — Qllcl(D) < 50,

il existe un vecteur unitaire zy tel que pour tout p € D on a :

() [0p(k - (p)), 24)] = CV1 7 > v,

(i1) [0k - ' (p) £ Aalp)),24)| > v pour tout a € £,

(i41) [ (k - ' (p) + Na(p) + Ao(p)), 21)| = v pour tout (a,b) € L2,

(i) [0, - (p) + Aalp) — My(p))s 21} = v pour tout (a,b) € £2.
a constante C' dépend de l’ensemble admissible A.

Preuve. Commencons par prouver (i). Remarquons tout d’abord que :

(0p (k.Y (p), 21) = (0p(k-Q2(p)), 2k) + (0 (k- (p)) — k-(p)), 2k)-
Or
(@0 (k2 (0)) ~ kp)), 20)] < 3 KICT v
Rappelons que la matrice M est symétrique et que |k| > v~7. En choisissant z;, =
Mk on obtient :

IR

ME

|<ap(k‘-Ql(p)),zk>| >V k,m

(M >\ O,k ()) — E.Qp)), 20

1
=v|MEk| - 5|1<;|c;1y
1
>v (C,Zl - §CZI> k|
> 10—1 1=y >
= 5 A 1% = V.

Intéressons nous maintenant & (¢é). Pour a, l € £, on a :

|00 Ma(p)| =

Sy

'Scy.
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Donc, pour le méme vecteur z; unitaire que précédemment, on obtient :

(0 (k- ' (p) £ Aalp)), z)| Z Dp(k - X (p), 2| — 10p(Aa(p))] | 21]

1
> 50211/177 —cdv >

En appliquant le méme principe pour (iii) et (iv), on obtient :

(0o (k- 2 (p) + Aalp) £ As(p)), zk)| = [(Op(k - X (0)), 2k)| — |0, (Aal(p))] 24|

—[0p(As(p))| 2]
1
> 50;111/177 —2dv > .

O

Pour terminer la vérification des conditions de non résonance, il reste a regarder
lez cas ou (k, a) est Dy résonant et (k,a,b) est Dy ou D3 résonant.

Lemme 4.7. Soient k € Z" et (a,b) € L?. Posons &y = iuéA, avec C 4 est
une constante qui dépend de l’ensemble admissible A. Alors pour toute fonction
O € CHD,R™) qui vérifie

12— Q/|cl(7)) < do,
et pour tout p € D on a :

1 -k + Ay| > Cavla),

si (k,a) est Dy résonant;

Q- k + Ag + Ap| > Cav((a) + (b)),

si(k,a,b) est Dy résonant;

|k + Ay — Ap| > Cav(1 + [|a] — [b]]),
avec |a| # |b| et (k,a,b) est D3 résonant.
Preuve. Pour a € A, rappelons que, d’apreés (3.22) et (3.23),
3 1 <2304
—p

Supposons que (k,a) est Dy résonant. On obtient donc
Q k4 Ay = (Q, — Q) — v(@q — M)

Remarquons qu’il existe une constante C7, qui dépend de I'ensemble admissible A,
telle que :

- o
~a_)\a 2_
@0~ Jal 2 1
1 Cy . L~ .
Pour 50 S §I/W = 51/01, on a :
[eX k+A|>cui—1(§u
al| Z 1 Aa 2 1
~ 1 -
2011/<a>—5011/
> 1¢10(a)
= 1va
38



KAM POUR L’EQUATION DES ONDES NON LINEAIRE SUR LE CERCLE

Etudions & présent le cas oil (k,a,b) est Dy résonant. Remarquons qu'’il existe une
constante Cy, qui dépend de I’ensemble admissible A tel que pour tout (a,b) € A2,
on a :

~ 1 1

|(a}a_)\a)+( )\b |>02( )\_)
> Ca((a) + (b)),
avec Cy = G Donc si (k,a,b) est Dy résonant et si §y < 1VC' alors
> max(A)? +2° o ? 0=y

on obtient :
k4 Ay + Ay = [( — Q) k= (@0 — Aa) + (@ — N))|
> (@0 — Aa) + (@ — Ap)| — 2| — Q)

1~
> SCon((a) + (b))

Il reste & regarder le dernier petit diviseur dans le cas ou (k, a,b) est D3 résonant.
On remarque qu’il existe une constante C3, qui dépend de ’ensemble admissible A,

telle que pour tout (a,b) € A% on a :
1 1

)\a )\b
> C5(1 + [[al = [b]]),

|(‘Da - 5‘a) - (‘:Jb - 5\b)| > CS

C3

8(max(A)2 +2)
alors on obtient :

1k + Ay — Ay = |E- (2 — Q) — (@0 — Aa) — (@6 — M)
> v|(@a = Xa) = (@ = Ao)| = 2| — Q|

_ 1 -
avec C3 1= Donc, si (k,a,b) est D3 résonant et si g < ZI/CQ,,

1 -~
2 5Csv(1+ [la] = [b])).
On termine la preuve en choisissant C 4 = %min(él, Cy,Cs). O

Vérifions maintenant la seconde condition de Melnikov. Rappelons que n =

Card(A).

Lemme 4.8. BUG Pour § =v ,00 <0, 7=z ett=n+ 5 Jr 5, la deuzxiéme
condition de Melnikov est vérifiée.

Preuve. Soient v > 0 petit et N > 0. Si N < v~7, alors, d’apres le Lemme 4.5, la
deuxieme condition de Melnikov est vérifiée pour tout p € D. Si N > v~ 7 alors
d’apres le Lemme 4.5 pour |k| < v~7 la deuxiéme condition de Melnikov est vérifiée
pour tout p € D. Supposons a présent que |k| > v~7, alors d’apres le Lemme 4.6 il
existe un vecteur unitaire zj tel que :

[(0p(k - ' (p) + Aalp) — Ab(p)), 2zi)| = v.
Pour 0 < k < v, posons
J(k,a,b) = {peD[|(p) k+Aalp) — Ao(p)| < K}.
On a
mes J(k,a,b) < Crv?
avec C une constante qui dépend de la taille de D. Pour un entier relatif p et k € Z™,
on pose

)

W(k,p)={peD||Q k+p| <53},
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on a alors d’apres (i) du Lemme 4.6
mes W (k,p) < Cr'/3v71,
avec C est une constante qui dépend de la taille de D. Posons
W={peD|| k+p|<5s3}.
Remarquons que le fait que |-k +p| < 5&'/3 avec |k| < N, nous donne que
Ip| < C|k| < CN. Donc

mes (W) < Z Z W(k,p) < CN"H1g1/3,-1
kezZ™ p€eZl
[E|SN |p|<CN
Pour a € £, rappelons que A, (p) = Ao +vC(p)\; L. Pour v petit et pour tout p € D,
ona:

C(p)

A — =
8a(p) = o .

Aa(p) = lal +v

m Clp)|_ 2
= < —.
‘Aaﬂaﬁ” e | Tl

Si|a| > |b| > k=3, on a:
4
[Aa(p) — Ao(p) — (la] = [b])] < ol

Pour tout p € D\ W et si |a| > |b] > k=% on obtient :
|k - (p) + Aalp) = Mo(p)l = [k - Q' (p) + (la] = [b])] = [Aa(p) = As(p) = (laf — [B])]

> 5rl/3 _ 4xl/3 = k1/3,

< 4K1/3.

Il reste & regarder les cas ol |a| < x71/3 ou |b] < xk™1/3, et oul il existe k € Z" tel
que :

k- Q' (p) + Aalp) — Ao(p)| < 1,
avec v~ 7 < |k| < N. On obtient ainsi ||a| — |b|| < C'N. Posons :

Q= {(a,b) € 2% | min(lal, b)) < x~*/% et |[a| — bl| < CN }.
On a:
Card (Q) < ONk~=%/3,

Posons

D'=D\W J (J(k,a,Db))).
|k|<N

(a,b)eQ
Pour tout p € D' on a :
k- Y (p) + Aalp) — Ap(p)| = k.
De plus,

mes (D\ D) <mes(W)+ > > mesJ(k,a,b)

keZ™ (a,b)eQ
|k|<N

< ON" T Y31 L ON" Nk 2/3kp1
< Ny~ h13,
Or N > v~7. Ce qui donne
mes (D\ D) < CN”+1+2/37V72/3(HV71)1/3.
A présent il reste & montrer que pour tout p € D' on a :

9 (p) -k + Aa(p) — AZ(()/))I > #(1+ |a| —[b]])-
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Etablissons cette estimation suivant I'ordre de grandeur de la différence de ||a|—b||.
Supposons en premier lieu que ||la| — |b]| > 16|’ - k|. On obtient, en utilisant la
deuxieme condition de séparation du Lemme 4.2, que :

9 (p) - k+ Aa(p) = As(p)] = [Aa — Ap| — Q- K|

Y]

1 1

- _ > _
1gllal = 1bll 2 55 (1 + [laf — [b]])
R(1 A+ [laf = ol)),

Y

pourogngéettou‘cpel}
Supposons, dans un deuxiéme temps, que ||a| — |b]] < 16|Q"- k| < 16C4N. Alors,
pour tout p € D', 0 < |k| < N et a,b € L avec |a| # |b|, on a :

Q ktAy— Ay >— (1 —1b
9k Ao = Aol 2 ey (L lal = b)
> R(1+ |a] — [b]),

avec
1/2
mes (D \ D') < CN"H3/2+2/37 (/%V_7/5) .

Ce qui termine la vérification des hypotheses faites sur les fréquences.

4.2.2. Application du Théoréme 4.1. En vertu des lemmes 4.2-4.8, les conditions de
séparation, de non résonance et la deuxiéme condition de Melnikov sont vérifiées
pour § = v et §y < . D’apres le Théoreme 3.7, on a pour 0 < 4 <1 :

(4.8) 7105 < 2002,
212

De plus, on a :
3/2
Y,k Tho,1/2,k
s =0 ((Ur13es) ).

Or, pour appliquer le Théoreme 4.1, il faut que :

g <o=0v""

et
-
[[f]]glg -0 (([[fT]]i’lﬁ/Qj’;) ) , avec T € ]0,1].
M PR
Ces deux dernieres conditions sont bien vérifiées. On peut donc appliquer le Théo-
reme 4.1.

5. PREUVE DU THEOREME 1.3

A présent, on a tous les outils nécessaires pour démontrer le Théoréeme 1.3. Pour
meU et pe (D\D'), on pose :
II,=VY,0®,=70x,0T0o®,,
avec
— 7 est le changement de variable de Birkhoff construit dans la Proposition 3.15.
— X, est le res-caling construit dans 3.17;
— 7T est le passage vers les variables réelles ;
— &, est le changement de variable construit dans le théoreme KAM 4.1.
On a donc que II, est un changement de variable symplectique réel holomorphe
o op
I, : 0¢ (Z’ Z) = Tp(v, 0,1, @),
qui transforme I'hamiltonien perturbé (1.5) en :

Holl, =w/(p) 7+ 5(C AR + f(6.7.C: )
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ou A : L x L — Mayx2(R) est une matrice infinie dans Mg réelle symétrique
diagonale par bloc c’est-a-dire A{Z]] = 0 si [a] # [b]. De plus 9, f = 8<f = 8§<f =0
pour r = ¢ = 0. D’aprés (3.24) et (4.7), les fréquences internes sont données par :
W' =w+vMp+ OW?).
Pour ce qui suit on pose I = vp et D = [v,2v]™. Ainsi, pour m € U, il existe un
Borélien D' C [v, 2v]" tel que :
mes ([v,2v]" \ D’) <7,
avec v strictement positif et dépendant de n. Pour X = (6,r,¢), on note [X], =
1/2
( 3 |Ta€2w”|> +[[¢|la- Soit X € T x{I} x{0}. Alors x,0Y(X) € T,(v, [X]a, ),

acA
et on a :

dista(x, 0 T(X), X) < 20Y/2[X], < 4°/2.
Gréce & (3.8), on obtient
dista (70 x, 0 T(X), X) < 42 + dista(x, 0 T(X), X) < 505/2,
11 s’ensuit, grace a (4.6) et (4.8), que
dist, (T1,(X), X) < Cv*/®,

avec C' une constante absolue. Pour m € ([1,2]\U) et I € D’ posons(0,1,¢) =

II-1(X); et soit :
—if, i0q
/ ) +ePap_g(x)
u Z \/_w’1/4 ’

acA

Alors la fonction
tsu(d+tw' I, z)

est solution quasi-périodique de I’équation des ondes (1.1). Posons (1.9 = (£1,6,71,0)

avec
(fl,é)a:\/zemaa (n1,60), \/_e Wa  gsige A,
(€r0), = (n19), =0, siseL.
On a alors :
sup | u(fo, 1,-) = urm(fo) [lmo < [Tp(X) = Crolla < OV,
0T
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