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Résumé – Le cadre très général de cette étude est la compréhension des mécanismes 
thermomécaniques mis en jeux au cours de la déformation anélastique d’un matériau métallique ou 
polymère sous sollicitations mécaniques imposées pendant un essai de traction par exemple, en 
statique ou en fatigue. Le couplage fort entre la mécanique et la thermique dans ce type de problème 
conduit à essayer de développer des lois de comportement thermomécaniques dans un cadre 
thermodynamique complet. Il semble aussi intéressant d’appliquer finement ce type de méthode pour 
caractériser et comprendre les  phénomènes thermomécaniques mis en jeux au cours de 
l’endommagement de matériaux composites (matrice/fibres) en sollicitations monotones ou cycliques. 
Ce couplage a permis  également, depuis plusieurs décennies, d’utiliser l’imagerie thermique comme 
diagnostic spatio-temporel de phénomènes thermomécaniques précurseurs ou conséquences de 
comportements mécaniques plus ou moins connus et de phénomènes d’endommagements pouvant 
mener à la rupture. Ainsi, lorsqu’une caméra infrarouge observe une éprouvette sollicitée 
mécaniquement, le problème inverse posé au thermicien consiste alors à convertir, à chaque instant, la 
cartographie de températures mesurées en cartographie de sources de chaleur. Les évolutions spatio-
temporelles des sources identifiées aident alors le mécanicien, par exemple, à discriminer différents 
mécanismes à l’origine des sources de chaleur constatées.  

Une des difficultés du problème inverse de reconstruction de sources spatio-temporelles est le 
caractère local et la variation spatio-temporelle plus ou moins brusque de ces sources, ces 
comportements sont notamment attendus dans le cas des matériaux composites. C’est dans ce contexte 
d’estimation de sources volumiques localisées que se situe cette étude, pour des échantillons en petite 
déformation ne nécessitant pas la prise en compte du terme d’advection dans le modèle thermique 
utilisé.  

Le caractère mal posé de ce problème inverse est ici appréhendé à l’aide d’une méthode spectrale 
régularisée. La méthode spectrale proposée est basée sur une décomposition spectrale différente pour 
l’espace et le temps, et régularisée (avec choix de paramètres optimaux de régularisation) par 
troncature spectrale et pondération de type Lanczos afin de diminuer les phénomènes de Gibbs 
apparaissant dans les cas de reconstruction de sources continues par morceaux.  

Des résultats seront présentés à l’aide de mesures instationnaires (en 1D spatial) simulées bruitées, 
dans le cas de sources localisées (mobiles ou non) de différentes régularités (continues dérivables et 
continues par morceaux). 
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1. Introduction 
Le cadre très général de cette étude est la compréhension des mécanismes 

thermomécaniques mis en jeux au cours de la déformation anélastique d’un matériau 
métallique ou polymère sous sollicitations mécaniques imposées pendant un essai de traction 
par exemple, en statique ou en fatigue. Le couplage fort entre la mécanique et la thermique 
dans ce type de problème conduit à essayer de développer des lois de comportement 
thermomécaniques dans un cadre thermodynamique complet. Il semble aussi intéressant 
d’appliquer finement ce type de méthode pour caractériser et comprendre les  phénomènes 
thermomécaniques mis en jeux au cours de l’endommagement de matériaux composites 
(matrice/fibres) en sollicitations monotones ou cycliques. Ce couplage a permis  également, 
depuis plusieurs décennies, d’utiliser l’imagerie thermique comme diagnostic spatio-temporel 
de phénomènes thermomécaniques précurseurs ou conséquences de comportements 
mécaniques plus ou moins connus et de phénomènes d’endommagements pouvant mener à la 
rupture. Ainsi, lorsqu’une caméra infrarouge observe une éprouvette sollicitée 
mécaniquement, le problème inverse posé au thermicien consiste alors à convertir, à chaque 
instant, la cartographie de températures mesurées en cartographie de sources de chaleur. Les 
évolutions spatio-temporelles des sources identifiées aident alors le mécanicien, par exemple, 
à discriminer différents mécanismes à l’origine des sources de chaleur constatées.  

Une des difficultés du problème inverse (mal posé) de reconstruction de sources spatio-
temporelles est le caractère local et la variation spatio-temporelle plus ou moins brusque de 
ces sources, comportements notamment attendus dans le cas des matériaux composites. 
Plusieurs méthodes de régularisation peuvent alors être employées et/ou combinées : pré-
filtrage des données (mollification) [1,2] ; recherche de quasi-solutions par projection et 
seuillage dans une base de Fourier [2,3,4], dans une base modale [5], dans une base 
d’ondelettes [6], dans une base de modes de branches [7]. Un constat général est fait par ces 
divers auteurs, le problème inverse considéré (estimation de source) est mal posé et les 
paramètres de régularisation sont délicats à choisir, rendant ainsi le problème d’inversion 
difficile à résoudre. Ainsi, les études précédentes montrent qu’il est possible d’obtenir des 
erreurs relatives allant de 3% à 50% en fonction des types de sources simulées et des 
méthodes de régularisation utilisées.  

C’est dans ce contexte d’estimation de sources volumiques localisées que se situe cette 
étude, pour des échantillons en petite déformation ne nécessitant pas la prise en compte du 
terme d’advection dans le modèle thermique utilisé. Le caractère mal posé de ce problème 
inverse est ici appréhendé à l’aide d’une méthode spectrale régularisée (avec détermination 
des paramètres optimaux de régularisation). La méthode spectrale proposée est basée sur une 
décomposition spectrale différente pour l’espace (base en sinus) et le temps (base en cosinus), 
et régularisée par filtrage spectral (ou pondération spectrale) de type Féjer ou Lanczos afin de 
diminuer les phénomènes de Gibbs apparaissant dans les cas de reconstruction de sources 
continues par morceaux. Un point intéressant de la méthode proposée réside dans la 
compression de données induisant un faible temps de calcul, et une estimation du champ de 
sources par calcul direct (pas d’inversion) avec détermination des paramètres optimaux de 
régularisation. Dans une première partie, le problème général ainsi qu’une simplification de 
ce dernier sera présentée. Puis, dans une seconde partie, la présentation de la méthode 
d’estimation/régularisation proposée sera présentée. Enfin, des résultats d’estimation spatio-
temporelle (sans à priori sur la forme de la source) seront présentés à l’aide de mesures 
instationnaires (en 1D spatial) simulées bruitées (avec un niveau de bruit de l’ordre de celui 
constaté expérimentalement, correspondant à 1% du maximum du champ de température), 



dans le cas de sources localisées (mobiles ou non) de différentes régularités (continues 
dérivables et continues par morceaux).  

2. Problème général et modélisation simplifiée 

2.1. Présentation du problème 
Une vue schématique de l’échantillon lors d’un essai de traction (ou de fatigue) est donné 

Figure 1, et une vue schématique de la zone d’étude (de l’échantillon) filmée par la caméra 
infrarouge est donnée Figure 2. 

 
Figure 1 : Vue schématique de l’échantillon 

dans une machine de traction 

 
Figure 2 : Vue schématique de la zone de 

mesure 

Afin de simplifier la résolution du problème, on supposera en premières approximations 
être dans le cadre des petites déformations (pas d’advection, dimensions géométriques fixes), 
et que la zone d’étude « vue » par la caméra infrarouge est de forme parallélépipédique de 
dimensions { }, ,x y zL L L . La température extérieure extT  ainsi que les propriétés thermiques 
(dans la gamme de température de l’expérience) seront supposées constantes. Les conditions 
aux limites, matérialisées par les lignes (resp. bandes) vertes sur la Figure 1 (resp. Figure 2),  
seront supposées uniformes dans l’épaisseur (au sens de l’approximation locale de l’ailette), 
et notés ( )

0
,xT y t  (en 0x = ) et ( ),

LxT y t  (en xx L= ). Notons que cela peut être réalisé si la 
source est localisée et que le temps caractéristique de diffusion suivant l’épaisseur est 
suffisamment faible par rapport à celui dans le plan. 

De plus, afin d’alléger la présentation de la méthode, on supposera que les pertes avec 
l’extérieur sont prises en compte à l’aide d’un coefficient d’échange global unique, constant et 
uniforme, noté h  ; que l’épaisseur zL  de l’échantillon est suffisamment faible pour que les 
températures soient peu différentes en « face avant » ( 0z = ) et en « face arrière » ( zz L= ), 
tel que ( ) ( ), , 0, , , ,zT x y z t T x y z L t= » = , et que les échanges latéraux en 0y =  et yy L=  
puissent être négligés. Ainsi, les flux échangés avec l’extérieur par la « face avant » et la « 
face arrière » de l’échantillon seront notés indifféremment ( ) ( )( ), , , ,z z extx y t h T x y t Tj º - , tels 

que ( ) ( )( ) ( )( ), , , , 0, , , ,z ext z extx y t h T x y t T h T x y L t Tj = - » - . Par ailleurs, on posera 

( ) ( )) , , , , , , extT x y z t T x y z t T= - , et le champ de température sera moyenné suivant les axes 
( )Oy  et ( )Oz . Enfin, on notera τ  la durée de l’expérience. 
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2.2. Modélisation du problème 

En notant ( ), , ,g x y z t  le terme source de chaleur (en [𝐾𝐾 ⋅ 𝑠𝑠−1], correspondant à une 
puissance volumique divisée par la capacité thermique volumique 𝜌𝜌𝜌𝜌), le problème illustré 
par la Figure 2 peut être modélisé par : 
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Afin d’alléger la résolution du problème (1), ce dernier va être moyenné suivant les 
directions ( )Oy  et ( )Oz . On ne s’intéressera donc qu’à la forme (« moyenne ») spatio-

temporelle de la source suivant ( )Ox . Ainsi, en posant ( ) ( )) )
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devient : 
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Rappelons que dans le problème (2), les températures (supposées uniformes suivant (Oz)) 
( )) ,zT x t  (température en face avant), ainsi que les conditions aux limites ( )

0xT t  et ( )
LxT t , sont 

mesurées par la caméra infrarouge, et constituent donc des données du problème. 

De plus, notons que bien que le problème (1) ait été moyenné suivant les directions (Oy) et 
(Oz) afin de simplifier la présentation de la méthode d’estimation proposée, la méthode de 
résolution (par transformations intégrales) présentée dans la section 3 est applicable au 
système (1), avec ou sans conditions aux limites homogènes en 0y =  et yy L= . 

3. Résolution du problème dans l’espace transformé 
Afin de pouvoir résoudre le problème (2) (estimation de la source ( ),g x t ), une 

transformation Fourier-Sinus-Finie en espace, et une transformation Fourier-Cosinus-Finie en 
temps (transformations intégrales adaptées au problème (2)) vont être appliquées au système 
d’équation (2). En notant : /n xn Lα π=  ( *n∀ ∈ ) ; /k kβ π τ=  ( k∀ ∈ ) ;  
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les harmoniques spatio-temporels ( ),sc
n knkg α β

  de la source sont déterminés dans l’espace 
transformé, par : 
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Notons, qu’en l’absence d’une connaissance précise du coefficient d’échange global H, ce 
dernier peut être pris en compte en tant que paramètre à estimer. Cependant, dans le cas 
particulier d’une expérience réalisée sous vide et dans le cadre des petites déformations 
(impliquant expérimentalement de faibles élévations de température du matériau), les 
échanges avec l’extérieur peuvent être négligés en première approximation, ce qui a pour 
conséquence de faire « disparaitre » (ou négliger) le terme ,2 sc

z nkHT  dans l’expression (3). 
Ainsi, afin de simplifier la présentation de la méthode d’estimation de la source, nous nous 
placerons dans ce dernier cas. 

Tous les termes du membre de droite de (3) étant connus, on en déduit la forme spatio-
temporelle de la source ( ),g x t , par (où p.p signifie presque partout) : 
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Dans le cas d’une source continue, la série de Fourier (4) converge uniformément. 
Néanmoins, dans le cas d’une source continue par morceaux (et à variations bornées) la 
convergence n’est plus uniforme, mais ponctuelle (convergence uniforme vers la régularisée 
de ( ),g x t ), et dans le cas (pratique) où la série (4) est tronquée à un nombre fini 
d’harmoniques, il y a présence d’oscillations au voisinage des points de discontinuités 
(phénomène de Gibbs). Afin de remédier à ce problème de divergence, il est possible de 
régulariser le problème en utilisant un principe de sommation par pondération d’harmoniques, 
défini par (notons que (5) est équivalent à (4) lorsque m=0) : 
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Une première solution consiste à utiliser 1 1
1 1

m
m
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, ce qui revient à 

réaliser une sommation ( ),1C  de Cesàro (moyenne arithmétique des sommes partielles, 
également appelée « somme de Féjer »), néanmoins cette dernière a pour conséquence de 
sous-estimer l’amplitude de la source (induit donc un biais), et implique également un temps 
de montée relativement lent au voisinage des discontinuités. Il est alors possible de remédier 
partiellement à ces inconvénients (amélioration du temps de montée, et réduction du biais) en 

utilisant une pondération de type Lanczos définie par 1 1sinc sinc
m

m
nk

n k

n k
N N
p p

s
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. Notons 

que le temps de montée étant d’autant meilleur que N/m est grand (N représentant Nn ou Nk), 
pour les estimations nous choisirons 1 /m k=  ( *k Î  ),  ce qui correspond à une adaptation 
de la pondération de Lanczos classique, pour laquelle m doit être un entier. 

Le problème de reconstruction (5) étant mal posé, il reste alors à choisir le triplet optimal 
( ), ,n k opt
N N m  de paramètres, défini par :  
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avec pour contrainte supplémentaire, (bruit)J Var³  afin de limiter l’explication du bruit.  

4. Validation numérique 
Afin de valider les méthodes d’estimation proposées, une expérience numérique 1D 

instationnaire est simulée à l’aide du code d'éléments finis FlexPDE©. Les paramètres de 
simulations choisis sont : échantillon de longueur Lx=40mm, de conductivité 𝑎𝑎𝑥𝑥 = 5.10−6 𝑚𝑚2 ⋅
𝑠𝑠−1, et de capacité calorifique 𝜌𝜌𝜌𝜌 = 1,5.106 𝐽𝐽 ⋅ 𝑚𝑚−3 ⋅ 𝐾𝐾−1. Deux cas limites de sources centrées 
suivant (Ox) seront également simulés : l’une de forme gaussienne (fonction de classe ¥C ) et 
mobile (Figure 3), et l’autre en forme de créneau (fonction de classe 0

mC ) et statique 
(Figure 4). De plus, afin de vérifier la consistance et la robustesse de la méthode, l’estimation 
de la source sera réalisée dans le cas d’un champ de température non bruité, et bruité 
(normalement distribué et d’écart-type égal à 1% du maximum du champ de température, 
correspondant à un niveau de bruit équivalent à celui observé expérimentalement sur la 
caméra infrarouge). Pour chacun des cas, le triplet ( ), ,n k opt

N N m  sera estimé à l’aide de (6). 

Simulations non bruitées : Elles permettent de constater la consistance de la méthode 
d’estimation,  notamment dans le cas d’une source discontinue. Les courbes simulées et 
estimées des champs de température et de sources étant indiscernables dans le cas de la source 
gaussienne (erreur absolue maximum inférieure à 3 14.10 K s.. × ), seules celles correspondant 
à la source créneau sont représentées (pour 250h kN N= = ) : Figure 5 pour la méthode 
spectrale (équation (5) avec m=0) et Figure 6 pour la méthode de Lanczos (équation (5) avec 
m=1). En comparant les figures 5 et 6, on observe que la méthode de pondération de Lanczos 
a permis de régulariser l’estimation (forte diminution du phénomène de Gibbs, réduisant 
l’erreur absolue maximale de 9% à 1,1% ). 

Simulations Bruitées : Les profils de température simulés bruités et estimés par méthode 
spectrale sont donnés respectivement Figure 7 pour le cas de la source gaussienne mobile 
(Figure3) et Figure 8 pour celui de la source créneau (Figure 4). Le triplet optimal dans le cas 
de la source gaussienne est ( ) ( ), , 14,14, 0n k opt

N N m =  (impliquant donc l’utilisation de la 

méthode spectrale non pondérée). Les profils (Figure 9) de la source simulée et estimée sont 
presque indiscernables, car l’erreur absolue maximale est globalement inférieure à 

3 15.10 K s.. ×  (cf. Figure 11). Dans le cas de la source créneau, le triplet optimal est 
( ) ( ), , 79,79,1n k opt
N N m =  (impliquant donc l’utilisation de la méthode de pondération de 

Lanczos). Le résultat de l’estimation de la source dans le cas de la méthode spectrale (avec 
donc ( ) ( ), , 79,79, 0n k opt

N N m = ) est donné Figure 10, alors que celui obtenu avec la 

méthode de pondération de Lanczos est donné Figure 12. En comparant les Figures 8 et 10, on 
observe que par méthode spectrale (non pondérée), une « bonne » estimation du champ de 
température n’implique pas nécessairement une bonne estimation du champ de source (dû au 
caractère mal posé du problème).  De plus, en comparant les Figures 10 et 12, on remarque 
l’effet régularisant  de la méthode de pondération de Lanczos, impliquant une erreur 
stochastique plus faible (erreur absolue maximale de l’ordre de 2 16.10 .K s..   en dehors des 
discontinuités), dont la contrepartie est un temps de montée plus grand. 



 
Figure 3 : Source gaussienne mobile simulée. 

 
Figure 4 : Source créneau statique simulée. 

 
Figure 5 : Source simulée (créneau) et estimée par 
Méthode Spectrale : Sans bruit 

 
Figure 6 : Source simulée (créneau) et estimée par 
pondération de Lanczos : Sans bruit 

 
Figure 7 : Profils de température simulés bruités et 
estimés par Méthode Spectrale : source gaussienne  

 
Figure 8 : Profils de température simulés bruités et 
estimés par Méthode Spectrale : source créneau 

 
Figure 9 : Source simulée et estimée par Méthode 
Spectrale : Source gaussienne & bruit 

 
Figure 10 : Source simulée et estimée par Méthode 
Spectrale : Source créneau & bruit 

0.040.0350.030.0250.02

x [m]

0.0150.010.0050
0

10t [s]

20

30

1

0.5

0

40

S
o

u
rc

e 
[K

.s
-1

]

0.04
0.03

0.02

x [m]
0.01

00

10t [s]

20

30

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

40

S
o

u
rc

e
 [

K
.s

-1
]

x [m]

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04

S
o

u
rc

e 
[K

.s
-1

]

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

x [m]

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04

S
o

u
rc

e 
[K

.s
-1

]

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

x [m]

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04

T
em

p
er

at
u

re
 [

K
]

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

x [m]

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04

T
em

p
er

at
u

re
 [

K
]

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

x [m]

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04

S
o

u
rc

e 
[K

.s
-1

]

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x [m]

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04

S
o

u
rc

e 
[K

.s
-1

]

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4



 
Figure 11 : Erreur absolue : Méthode Spectrale, 
Source gaussienne & bruit 

 
Figure 12 : Source simulée et estimée par Méthode 
de Lanczos : Source créneau & bruit 

5. Conclusion 
Dans ce papier, une méthode d’estimation de sources basée sur des transformées intégrales 

et une reconstruction par une méthode spectrale doublement régularisée (troncature spectrale 
associé à une pondération d’harmoniques) a été présentée. La méthode proposée permet de 
prendre en compte des conditions aux limites non homogènes en utilisant les informations 
mesurées par la caméra infrarouge. De plus, une méthode permettant de définir une notion de 
paramètres optimaux (nombres d’harmoniques et poids de la pondération) basée sur une 
méthode de moindres carrées, a également été présentée. La méthode d’estimation a été 
appliquée à des mesures simulées bruitées et non bruitées pour deux cas limites de sources 1D 
transitoires : l’une de forme gaussienne mobile en espace, et l’autre en forme de créneau 
spatio-temporel (statique en espace). Dans le cas de la source gaussienne, la source simulée 
(avec champ de température bruité ou non) et estimée sont indiscernables (erreur absolue 
maximale de l’ordre de 3 15.10 K s.. × ). Enfin, dans le cas de la source créneau, les résultats 
obtenus sont également encourageants, avec une erreur absolue maximale de l’ordre de 

2 16.10 K s.. ×  (en dehors des discontinuités). 
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