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Influence de la non-convexit́e des particules sur le
comportement en cisaillement des milieux granulaires.

B. SAINT -CYRa,b , C. VOIVRET a , J.-Y DELENNEa , F. RADJAI a , ET P. SORNAY b

a. LMGC,CNRS-Université Montpellier 2, Place Eug̀ene Bataillon 34095 Montpellier cedex, France
b. Commissariat̀a l’Energie Atomique, DEN/DEC/SPUA/LCU, 13108 St Paul lez Durance, France

Résuḿe :
Dans cet article nouśetudions l’effet de la forme non-convexe des particules, sur la résistance au cisaillement et la
texture de milieux granulaires̀a l’aide d’une mod́elisation bidimensionnelle. Les particules sont constituées par des
trimères rigides, composés de trois disques sécants de m̂eme diam̀etre positionńesà 120 degŕes les uns des autres. La
non-convexit́e est fonction du diam̀etre des disques et de leur interpéńetration.
Des simulations de compactage isostatique et de cisaillement sont réaliśeesà l’aide de la ḿethode de dynamique des
contacts sur deśechantillons de 5000 trim̀eres pŕesentant diff́erents degŕes de non-convexité. La forme des trim̀eres
entrâıne la pŕesence de différents types de contacts (simples, doubles et triples).
Nous observons sans ambiguı̈té que la ŕesistance au cisaillement augmente avec la non-convexité puis atteint une asymp-
tote. Ce comportement est dû à la compensation de la diminution de l’anisotropie de contacts par l’augmentation de
l’anisotropie des forces normales.
Nous montronśegalement que les contacts doubles et triples supportent les efforts les plus importants bien qu’ils soient
peu nombreux par rapport aux contacts simples.

Mots clefs : milieux granulaires, non-convexit́e, méthode de dynamique des contacts, compaction

1 Introduction
De nombreux travaux de simulations numériques réalisés dans l’objectif de mieux comprendre la rhéologie et
la microstructure des milieux granulaires se sont développés autour de matériaux modèles présentant des parti-
cules sphériques ou polyédriques (circulaires et polygonales en 2D). Dans ces travaux, les particules modélisés
sont de formes diverses mais convexes.
Nous pouvons citer par exemple les polyèdres qui caractérisent les particules de ballast ferroviaire ou le kaolin
aplati de l’argile. Cependant, dans la nature ou bien encore dans certains procédés industriels, les particules
présentent des formes non-convexes comme par exemple certaines poudres ayant subi lors de leur synthèse
une étape de calcination. Or, la forme des particules est un des paramètres majeurs qui contrôle le comporte-
ment des milieux granulaires. Par exemple, l’angularité des particules polyédriques augmente la résistance au
cisaillement comme dans certains géomatériaux tandis que la sphéricité favorise une meilleure coulabilité [1].
L’objet de ce travail est l’étude numérique du comportement quasi-statique de milieux granulaires composés de
particules non-convexes. Les simulations numériques sont menées par une méthode de type éléments discrets
s’appuyant sur la méthode de la dynamique des contacts.
La notion de non-convexité est très liée à la notion d’échelle, selon que nous la considérons comme une
déviation par rapport à la sphéricité (concavité) ou par rapport à une surface parfaitement régulière (rugosité).
Par exemple, dans les poudres d’UO2, servant à la fabrication du combustible nucléaire, les particules sont
constituées d’agrégats rigides composés de cristallites de forme d’ovoide [2]. Ces agrégats présentent des
concavités provenant du préfrittage qui s’est produit entre les cristallites lors de la synthèse de la poudre.
Pour notre modélisation en 2D et afin de pouvoir faire varier la non-convexité de manière continue, les agrégats
sont représentés sous forme de trimères formés par trois disques sécants de même diamètre et positionnés à
120 degrés comme le montre la figure 1. Ces trimères isométriques constituent une morphologie non-convexe
facilement quantifiable à partir de forme convexe (disque) de taille égale et pour laquelle un paramètre de
non-convexité peut être défini (cf.§2). Ce paramètre est fonction de la distance d’interpénétration entre les
disques et de leurs diamètres. Dans notre modèle numérique les trimères constituent des particules rigides. Les
empilements sont formés de 5000 trimères compactés de manière isotrope puis sont soumis à des essais de
cisaillement. Lors de ces essais nous réalisons une analyse systématique de la rhéologie (cf.§3) ainsi que de la
microstructure et du réseau de forces (cf.§4) en fonction de la non-convexité.
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FIGURE 1 – Géométrie d’un trimère régulier et visualisation de la profondeur de concavité∆R

FIGURE 2 – Différents types de contacts entre deux trimères : (a) simple, (b) double simple, (c) double, (d)
triple

2 Protocole nuḿerique
La non-convexité d’un trimère régulier composé de trois disques de rayonr peut être quantifiée par le ratio
entre le rayonR de son cercle circonscrit sur le rayonR′ de son cercle inscrit (cf. figure 1). La différence
∆R = R − R′ représente la profondeur de concavité du trimère, qui par définition correspond à un écart
orienté vers l’intérieur de la courbure du cercle circonscrit. Par conséquent, le paramètre de non-convexité est
défini par le rapport

η =
∆R

R
(1)

Nous pouvons également exprimerη en fonction de la distanced entre le centre des disques constituants un
trimère et leur rayonr. Le paramètre de non-convexitéη varie deη = 0 qui correspond à un trimère dont les
disques sont totalement interpénétrés (d = 0) à η ≈ 0, 73 correspondant à trois disques tangents deux à deux
(d = 2r). Cette définition est similaire à celle du coefficient de sphéricité défini par Riley pour la caractérisation
de la morphologie de fines coupes de roches [3].
Nous avons employé la méthode de la dynamique des contacts, pour simuler des échantillons de 5000 trimères
c’est-à-dire 15000 disques [4, 5]. Les trimères considérés comme des corps rigides interagissent entre eux
suivant des lois de contact (la loi de frottement de Coulomb et la condition d’inpénétrabilité de Signorini). La
forme des particules modèles permet d’avoir plusieurs contacts (jusqu’à 3) entre deux trimères (cf. figure 2).

FIGURE 3 – Contrainte normaliséeq/p en fonction de la déformation cumuléeεq, pour deux valeurs deη.
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FIGURE 4 – La contrainte de cisaillement en fonction deη, au pic(q/p)+ et à l’état stationnaire(q/p)∗ ajustée
par l’expression théorique correspondante. Les anisotropies des orientations des contactsa∗c , des forces nor-
malesa∗n et des forces tangentiellesa∗t à l’état critique.

Le rayon du cercle circonscritR peut être considéré comme une longueur de référence pour chaque trimère.
Dans l’optique d’éviter toute forme d’organisation cristalline dans les compacts surtout pour de faibles valeurs
deη, nous considérons une polydispersité caractérisée par un choix deR dans l’intervalle[Rmin, Rmax] avec
Rmax = 3Rmin et une distribution des tailles de particules uniforme par fraction volumique.
Les échantillons sont densifiés en compression isotrope pour laquelle deux parois perpendiculaires sont fixes
et les deux parois opposées se déplacent sous l’effet de la contrainte appliquéep. La gravitég et les coefficients
de frottementµ etµw respectivement pour les particules et pour les parois sont fixés à zéro dans le but d’obtenir
des compacts homogènes, denses et isotropes. Ainsi, sept compacts de 5000 trimères sont préparés pour sept
valeurs deη prises entre 0 et 0,6. Ces compacts sont ensuite soumis à des essais de cisaillement par compression
biaxiale. Une vitesse verticalevy est alors imposée sur la paroi du haut tout en maintenant une pression de
confinement sur la paroi de droite. Le taux de déformation

ε̇yy =
vy

H
(2)

où H désigne la hauteur de la boı̂te de cisaillement est faible afin d’assurer un régime de sollicitation quasi-
statique. Lors de ces essais le coefficient de frottement entre les particules est pris égal à 0,3 pour évaluer les
angles de friction internes tandis que le frottement entre les particules et les parois est maintenu égal à 0 afin
de diminuer les effets de bord (effets d’arche).

3 Comportement macroscopique

Le tenseur des contraintesσαβ est calculé à partir du produit dyadique des forces de contacts~f c et des vecteurs
branches~ℓc reliant les centres des particules en contact [4, 6] :

σαβ = nc〈f
c
αℓc

β〉c (3)

oùnc est le nombre de contactsc par unité de volume et〈. . .〉c désigne la moyenne sur l’ensemble des contacts
c à l’intérieur de l’élément de volume considéré. Par suite, nous considérons la contrainte normaliséeq/p avec
q = (σ1 − σ2)/2 et p = (σ1 + σ2)/2, où σ1 et σ2 désignent les contraintes principales. De même, nous
considérons la déformation cumuléeεq = ε1 − ε2, où ε1, ε2 sont les déformations principales définies par
ε1(t) =

∫ t

0
vy(t

′)/H(t′) dt′ etε2(t) =
∫ t

0
vx(t′)/L(t′) dt′. Sur la figure 3,q/p est tracé en fonction deεq pour

deux valeurs du paramètre de non-convexitéη. La forte augmentation observée sur la figure 3 pourεq ≃ 0
est la conséquence d’une part du caractère rigide des particules et d’autre part de la densité initiale élevée des
compacts. Pour les deux valeurs deη, la contrainte de cisaillement passe par un maximum dénommé pic par
la suite, avant de s’adoucir vers un plateau plastique (état critique en mécanique des sols). Nous voyons que
les courbes correspondant àη = 0 et η = 0, 5 restent parallèles indépendamment du niveau de déformation.
La figure 4 montre l’évolution deq/p à l’état de pic et à l’état critique en fonction deη. Le pic du déviateur
de contrainte normaliséq/p augmente avecη, tandis qu’à l’état critique la non-convexitéη influe légèrement
surq/p à partir deη = 0, 4. De plus nous observons que la prédiction numérique basée sur les anisotropies de
forces et de texture résultant du développement de Fourier des distributions angulaires des forces normales et
tangentielles, est en accord avec les résultats de simulation numérique [7].
La figure 5 montre que la compacité aux états initiauxρinit et critiquesρcrit en fonction de la non-convexité
η présente la même évolution. Dans un premier temps la compacité croit lorsqueη croit, puis décroit lorsque
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FIGURE 5 – Les compacités aux états initiaux et critiques en fonction deη.
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FIGURE 6 – Proportions de chaque type de contacts en fonction deη dans l’état critique.

η ' 0, 2 dans l’état initial et lorsqueη ' 0, 3 dans l’état critique. Pourη = 0, 6 la valeur de la compacité est
proche de celle obtenue pour les disques parfaits (η = 0). Le faible écart entre ces valeurs est dû à un effet
géométrique de l’empilement des particules. En effet, pourη = 0, 6 l’interpénétration entre les trois disques
de chaque trimère est si faible que la configuration de l’empilement est similaire à celle d’un empilement de
disques. Par conséquent, les compacités sont sensiblement égales pour ces deux cas extrêmes. Dans l’état initial
la compacité maximale est obtenue pourη = 0, 2 avec une valeur de 0,92. Il est intéressant de noter que la
contrainte de cisaillement (cf. figure 4) n’évolue pas de la même manière que la compacité en fonction deη.

4 Réseau de forces de contacts
L’effet majeur de la présence de concavités est la possibilité d’avoir plusieurs contacts entre deux particules.
Quatre types différents de contacts peuvent exister entre deux trimères, (cf. figure 2) : (a) les contactssimples,
(b) les contactsdouble-simplesdéfinis comme deux contacts simples entre deux paires de disques appartenant
à un trimère, (c) les contactsdoublesdéfinis comme un contact entre un disque appartenant à un trimère
et deux disques d’un autre trimère et (d) les contactstriples constitués d’un contact simple et d’un contact
double. Nous avons reporté sur la figure 6 la proportion de chaque type de contact en fonction deη dans l’état
critique. Lorsqueη croit, la proportion des contacts simples diminue alors que celle des différents contacts
multiples augmente. La figure 7 montre les nombres de coordinations aux états initiaux (Zinit) et critique
(Zcrit) en fonction deη. La coordinance évolue de manière non-linéaire comme la contrainte de cisaillement à
ces mêmes états (cf. figure 3). Hormis la forte discontinuité obtenue dans le passage deη = 0 à η = 0.1 dans
l’état critique un maximum est atteint pour0.2 < η < 0.3. La différence entreZcrit etZinit résulte du fait que
la dilatance dépend de la forme des particules.
Les contacts multiples ne participent pas au transfert de couples. De ce fait, le blocage doit être essentiellement
dû au frottement. Dans l’optique de mieux appréhender le rôle des contacts multiples vis-à-vis de la trans-
mission des forces et de l’équilibre statique de l’empilement, nous considérons les forces radiales normalisées
par la force radiale moyenne. Ces forces sont tracées sur la figure 8 par type de contacts et en fonction de
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FIGURE 7 – Nombre de coordination dans l’état critiqueZinit et dans l’état initialZcrit en fonction deη.
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FIGURE 8 – Forces radiales moyennes normalisées pour chaque type de contact entre trimères en fonction deη
dans l’état critique.

η. Les forces radiales résultent de la projection des forces de contacts locales (normales et tangentielles) qui
existent entre les disques composant les trimères sur le vecteur branche reliant le centre de deux trimères. Nous
constatons que les contacts triples qui sont inférieurs en nombre aux contacts simples, supportent une charge
moyenne plus importante. La contribution des contacts doubles et double-simples est identique et plus élevée
que celle des contacts simples. Il ressort de ces observations, que c’est la présence de contacts doubles et/ou
triples dans le cas de particules non-convexes qui modifie le comportement mécanique des empilements.
La figure 9 présente les forces normales pourη = 0, 1 et η = 0, 5. Nous observons que les contacts doubles
augmentent nettement la connectivité du réseau pourη = 0, 5. Leur rôle peut être comparé à des contacts de
type face-face qui, dans les empilements de polygônes, supportent la plus grande partie des forces normales
[1].
En général, la résistance au cisaillement d’un milieu granulaire reflète sa capacité à développer des anisotropies
de forces et de texture [8]. La quantitéac caractérise l’anisotropie de texture du milieu. Par un développement
de Fourier du second ordre nous avons :

Pc(θ) =
1

π
{1 + ac cos 2(θ − θc)} (4)

où Pc(θ) est la distribution angulaire des normales aux contacts etθc est la direction privilégiée de celles-ci.
Par ailleurs, les anisotropiesan et at des distributions angulaires des forces normales et tangentielles sont
respectivement définies par [7] :

〈fn〉(θ) = 〈f〉{1 + an cos 2(θ − θn)} (5)
〈ft〉(θ) = 〈f〉at sin 2(θ − θt) (6)

où 〈f〉 est la force moyenne etθn et θt sont respectivement les directions principales des forces normales et
tangentielles. En combinant ces développements de Fourier dans l’expression du tenseur de contrainteσαβ et
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FIGURE 9 – Image d’une partie des échantillons pourη = 0.1 (a) andη = 0.5 (b). L’épaisseur des traits est
proportionnelle aux forces normales.

en supposant l’indépendance des vecteurs branches par rapport aux forces de contacts, nous pouvons montrer
que [7]

q

p
≃

1

2
(ac + an + at) (7)

Les valeurs moyennes des anisotropiesa∗c , a∗n et a∗t dans l’état critique sont reportées sur la figure 4 de
même que la valeur de(q/p)∗ prédite par la relation (7). Cette relation 7 est vérifiée au travers des résultats
numériques. L’anisotropie de texturea∗c augmente pourη < 0, 2, puis décroit lentement. Cette décroissance
de a∗c s’accompagne d’une croissance dea∗t tandis quea∗n devient a peu près constant pourη > 0, 3. Ces
différentes évolutions des anisotropies et la relation (7) sont compatibles avec le fait que(q/p)∗ soit quasi
constante à partir deη > 0, 3. En d’autres termes lorsque la non-convexité augmente, les anisotropies de forces
et de texture évoluent en sens inverse.

5 Conclusion
En résumé, nous avons appliqué la méthode de dynamique des contacts à la simulation de grands échantillons
de trimères non-convexes. Un paramètre adimensionné est proposé dans le but de quantifier la non-convexité
de la forme des particules, et d’en étudier l’effet sur la résistance au cisaillement, la compacité, la texture
et le réseau de forces. Nos résultats montrent que la résistance au cisaillement augmente avec le degré de
non-convexité. Dans l’état critique, la diminution de l’anisotropie des orientations de contacts compensée es-
sentiellement par l’augmentation des anisotropies de forces tangentielles, conduit a une valeur quasi constante
de la contrainte déviatorique normalisée(q/p)∗ par rapport àη. Ce dernier point peut être interprété comme
une conséquence de la présence de contacts multiples.
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