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SUR LA TORSION DE FROBENIUS DE LA
CATEGORIE DES MODULES INSTABLES

pAR TuE CUONG NGUYEN

RiSUME. — Un des phénoménes marquants dans la catégorie Py des foncteurs po-
lynomiaux stricts est 'injectivité des morphismes induits par la torsion de Frobenius
entre groupes d’extensions des foncteurs. Dans [Cuol4a], lauteur démontre que le
foncteur de Hai, allant de la catégorie P, vers la catégorie des modules instable U, est
pleinement fidele. Cela fait de la catégorie P4 une sous-catégorie pleine de la catégo-
rie U. La torsion de Frobenius s’étend a toute la catégorie U, mais n’y est pas aussi
bien comprise. Cet article étudie la torsion de Frobenius, soit dans ce cas le foncteur
double @, et ses effets sur les groupes d’extension des modules instables. On donne des
calculs explicites de nombreux groupes d’extensions des modules instables, et permet
de confirmer, dans de nombreux cas, 'injectivité des morphismes entre des groupes
d’extensions induits par la torsion de Frobenius dans la catégorie U. Ces résultats sont
obtenus en étudiant la résolution injective minimale du module instable libre F'(1).
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ABSTRACT (On the Frobenius twist in the category of unstable modules)

In the category P4 of strict polynomial functors, the morphisms between extension
groups induced by the Frobenius twist are injective. In [Cuol4a], the category Py
is proved to be a full sub-category of the category U of unstable modules via Hai’s
functor. The Frobenius twist is extended to the category U but remains mysterious
there. This article aims to study the Frobenius twist ® of the category U and its effects
on the extension groups of unstable modules. We compute explicitly several extension
groups and show that in these cases, the morphisms induced by the Frobenius twist are
injective. These results are obtained by constructing the minimal injective resolution
of the free unstable module F(1).
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1. Introduction

Soit k un corps de caractéristique p > 0, et soit V un k—espace vectoriel. On

note F' pour ’homomorphisme de Frobenius « — xP. La torsion de Frobenius de
V, notée V1 est le k—espace vectoriel, qui comme groupe abélien, s’identifie

a V mais, dont la multiplication par les scalaires est donnée par

v = NPo.
Etant donné un GL,(k)—module M, sa torsion de Frobenius M) est le

GL, (k)—module induit par 'homomorphisme de Frobenius

GL,(k) 5> GL, (k).

Un théoreme d’Andersen [And80, Jan87] montre que la torsion de Fro-

benius induit des monomorphismes entre des groupes d’extensions des

GL,(k)—modules :

EXt*GLn(]k) (M,N) — EthLn(k) (M(l)’ N(U) )
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Selon Friedlander et Suslin [FS97, corollaire 3.13], les groupes d’extensions des
GL, (k)—modules se calculent comme ceux des foncteurs polynomiaux stricts.
On a aussi une torsion de Frobenius

(-
:Pd E— :de
dans la catégorie P := @ ., Pq des foncteurs polynomiaux stricts, et celle-
ci induit donc des monomorphismes sur les groupes d’extensions. Ce résultat
est crucial dans [FFSS99] pour démontrer que les groupes d’extensions des
foncteurs polynomiaux stricts se stabilisent par rapport aux itérés de la torsion
de Frobenius.

Soit F la catégorie des foncteurs de la catégorie des IF,—espaces vectoriels
de dimension finie vers la catégorie des IF,—espaces vectoriels. Il n’y a pas de
torsion de Frobenius non-triviale dans &. Le foncteur oubli P — J se factorise a
travers de la catégorie U des modules instables [Hail0], via un foncteur exact :

m:P—-U

La restriction mgq de ce foncteur sur Py est pleinement fidele [Cuolda]. Il y a
sur U un avatar de la torsion de Frobenius : le foncteur double ®. Nguyen D.
H. Hai [Hail0] montre que :

Bing(F) 2 g (F(U) .

Il est donc naturel de se poser la question de I’injectivité de la torsion de Frobe-
nius sur les groupes d’extensions des modules instables. Celle-ci ne peut avoir
lieu en toute généralité, ne serait ce qu’a cause des modules instables nilpotents.
Des contre-exemples seront donnés avec des modules instables Nil—fermés
aussi.

Cependant des calculs effectués, a ’aide du module instable F'(1) = m4 (1), I
désignant le foncteur d’inclusion, sur le systeme

-+ = Bxty (P"F (1), @"F(1)) — Bxty ("t F(1), @" T F(1)) — -
montrent qu’il subsiste des propriétés intéressantes :

THEOREME 8.5. — Pour i < 49 oui = 2" —2° +¢ avec 0 < t < 254+ 2 et
n > 5, il y a des monomorphismes

Exti (P"F(1),®"F(1)) — Ext}, (2" F(1), 2" F(1))
pour tout 7.

Pour effectuer ces calculs, on a besoin d’étudier la résolution injective (mini-
male de préférence) de F(1). On la désigne par (I",")"=" . Nous ne la connais-
sons pas, mais nous pouvons dire beaucoup de choses a ce propos.

Rappelons les objets injectifs de la catégorie U. On désigne par J(n) 'enve-
loppe injective de la cohomologie réduite H (S8™;F3) du sphere S™. Les J(n)
sont injectifs, caractérisés par Homy (M, J(n)) = (Ml)* . Soit V un 2—groupe
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abélien élémentaire, la cohomologie de ’espace classifiant BV, que l'on note
H*V (on note H'V pour la cohomologie réduite), est injectif dans la catégo-
rie U d’apres un résultat de Miller dans sa preuve de la conjecture de Sul-
livan [Mil84]. Les travaux de Franjou, Lannes et Schwartz, [LS89, théoréme
3.1],[FLS94, théoreme 7.3] permettent de démontrer :

COROLLAIRE 4.6. — Pour tout r € N, le module I" se décompose en somme
directe R" @& N" ou R" est un facteur direct d’une certaine somme directe
@D, H" (BV,;Fa) et N” est une somme directe finie de modules de Brown-
Gitler.

Puisque le groupe Homy (J(n), H*V) est trivial, la suite (N7, 8" |yr) =" est

un sous-complexe de la résolution injective minimale de F(1). Le calcul de la
cohomologie de ce sous-complexe dépend de la cohomologie de MacLane des
corps finis [FLS94].
PROPOSITION 3.7. — Soit r = 28(21 + 1), alors :
F1)
Hr+1 N® 0% ne) 2 — 7
Soient & > [ > 2. On observe que si ¢ est un entier tel que ¢t < 2' alors
H*2 (N, 0%|ye) 2 HF2 72 (N®, 0%y
Cette périodicité particuliere de la cohomologie H* (N*®, 0% ys) se reléve au
complexe (N®, 0% y+)"=°.

THEOREME 5.1 . — Sous un méme hypothése sur k,l et t, il y a des isomor-

phismes :
Nt+2‘ ~ Nt+2’“—2l

Afin d’énoncer le résultat sur le sous-complexe (N°®,9°|ne) de la résolution
injective minimale de F(1), posons :

k
J(ni,...,ng) = @J(nk),
i=1
et
n—3
b (@167 )@ B st -r)
i=1 1<i<n—2
0<j<i—2
THEOREME 8.4. — Pourn > 6, on a :
k 2™ — 32 2™ — 31 2™ — 30 2™ — 29 2™ — 28

NF 0 J(16) J(15,14,12) | J(14,12,11,8) | J(13,10,5)
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k 2" —27 [ 2" —26 281125 2" — 24 2P=123
NF [l J(12,4,3) | J(11,6,3) J(10,2) J(9) J(8)
k 2" — 22 2" — 21 2™ — 20 2" — 19 2" — 18
NF J(7,6) J(6,4) J(5) J(4) J(3)
k 2" —17 | 2" 16 2" — 15 2" — 14 2" — 13
N* J(2) 0 J(8) J(7,6) J(6,4)
k 2" — 12 2" — 11 2" — 10 2" —9 2" — 8
NF J(5) J(4) J(3) J(2) 0
k =7 2" — 6 P =F 2" — 4 =8
NF J(4) J(3) J(2) 0 J(2)
2 2" —2 2" —1 2" 2" +1
NF 0 J(1) 0 Jemh
k 2" +2 2" +3
NE gt —1,277t —2,... 2" —2n79) J(2"?) @ Aanys

On observe que dans la zone ol on peut expliciter N*, les modules de Brown-
Gitler du type J(2") sont répartis de la maniére suivante : chaque module N2/+1
contient un seul facteur de ce type et les modules N2 n’en contiennent aucun.
Cette particularité implique :

PROPOSITION 4.2. — Soit | un entier. Si il existe un entier n; tel que

N2 = g2 & @ T (27 (2t + 1))

et que N?' ne contient aucun facteur direct de type J(2") alors on a :

. . ~ 0 sik < ni,
Exti; ((I) F(l),F(l)) = {IE‘Q st k> ny.

De plus, les morphismes
Ext;{ (®"F(1), F(1)) — Exty (PFT1F(1), F(1))

sont injectifs.

Plan de P’article. — Dans la section 2 on rappelle des généralités sur les
modules instables injectifs. La section 3 justifie I'’étude de la résolution injec-
tive minimale de F(1). On y calcule 'homologie de la partie réduite de cette
résolution en utilisant la cohomologie de MacLane de Fo. On étudie la partie
nilpotente de cette résolution dans la section 4. La proposition 3.7 permet de
montrer que chaque terme de cette partie est somme directe finie de modules
de Brown-Gitler. On décrit un phénomene de périodicité de la partie nilpotente
dans la section 5. Le théoreme 5.1 est y démontré. La section 6 est consacrée
a une étude des extensions de la partie nilpotente par la partie réduite. Cela
est crucial pour démontrer le théoréme 8.4. Les cas particuliers de la partie
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nilpotente sont calculés dans la section 7. La derniere section a pour but de
calculer les groupes d’extensions des modules instables et étudier 'effet de la
torsion de Frobenius sur eux. Une conjecture a ce propos est donnée a la fin de
I’article.

Remerciements. — Ce travail fait partie de ma theése de doctorat effectuée
a I'Université Paris 13 sous la direction de Lionel Schwartz. Je tiens a remer-
cier Professeur Lionel Schwartz pour sa générosité, son soutien constant, ses
précieux conseils, sa patience et ses exigences qui m’ont toujours apporté au-
tant humainement que scientifiquement. Mes remerciements vont également a
Vincent Franjou. Ses remarques m’ont permis d’envisager ce travail sous un
autre angle. J'aimerais profiter de cette occasion pour remercier les membres
du VIASM pour leurs hospitalité pendant ma visite & Hanoi ou 'article a été
baptisé.

2. Modules instables injectifs

La lettre p désigne un nombre premier. Dans le cadre de cet article, nous
nous intéressons au cas p = 2.
L’algébre de Steenrod. — L’algebre de Steenrod Ay est une algebre graduée
associative engendrée par les Sq* de degré k > 0 soumis aux relations d’Adem

et S¢° = 1. Serre introduit les notions d’admissible et d’exces [Ser53] pour les
opérations de Steenrod. Le mondéme

Sqht ... Sqim

est admissible si i > 2ig4q pour 2 < k < m et i, > 1. L’exceés de cette
opération est défini par :
e(Sq™t ... 8q"™) i=iy — iy — - — i

L’ensemble des monémes admissibles et Sq° forment une base additive de 1’al-
gebre de Steenrod. Milnor [Mil58] montre que As a un co-produit naturel qui
fait d’elle une algebre de Hopf et incorpore l'involution de Thom comme la
conjugaison.

Les Sq2’c sont indécomposables et on désigne par A(n) la sous-algebre de
Ay engendrée par les Sq?',i < 2". Les A(n) sont finis d’aprés [Ada58, section
5]. En fait, toute sous-algebre, engendrée par un ensemble fini d’opérations de

Steenrod, est finie. Il existe un ensemble minimal de relations définissant As,
concernant seuls les Sq" [Wal60].

SquSqu = ququQi modulo A(i — 1), si0<j <i—2,
SquSqu = S’qQFlSquS’qQF1 + S’qziflSqQFlngi modulo A(i — 1).
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Pour n > k, on désigne par Q le produit

ok+1

SqQkSq ..S¢.

L’ensemble des mondmes Qp°Qp" ... Q)" ou (ny,k;) sont en ordre lexicogra-
phique

(nj, kj) < (nj—1,k;j—1) pour tout 1 < j <4,
forme la base de Wall de l'algebre de Steenrod [Wal60].

Modules instables. — Un As—module M est dit instable si I’action de S¢* sur
un élément homogene x de degré n est triviale des que k > n. La catégorie des
modules instables est désignée par U.

On désigne par | — | le degré d’un élément. Soit Sq, l'opération qui, a un
élément homogeéne = d’un module instable, associe élément Sql®!. La torsion
de Frobenius dans U est un endofoncteur ® qui, & un module instable M associe
le module ®M, concentré en degrés pairs et (®M)>" = M™. Posant

Ay @M — M
®x — Sqqz

alors un module instable M est dit réduit si A\ys est injectif. Il est dit nilpotent
si pour chaque élément = € M, il existe un entier n, tel que

Sqp=z = 0.

On désigne par Nil la sous catégorie des modules nilpotents.

Notons J(n) 'enveloppe injective de la cohomologie réduite H' (S™; Fs) du
sphere S™. Les J(n) sont injectifs, caractérisés par Homy (M, J(n)) = (M™)*.
Ces modules sont finis et donc nilpotents. Dualement, il y a des F'(n), insta-
blement et librement engendré par 2, de degré n. Les F(n) sont projectifs,
caractérisés par Homy (F'(n), M) = M"™. Le module F (1) s’injecte dans la co-
homologie

H*Z/2 = Fa[u]
donc le générateur de F(1) est souvent désigné par u au lieu de 1.

Carlsson et Miller ont observé que la cohomologie modulo p d’un p—groupe
abélien élémentaire est injective dans U [Car83, Mil84]. Lannes et Zarati ont
démontré que le produit tensoriel d’un tel module avec un module de Brown-
Gitler reste injectif [LZ86] et cela donne :

THEOREME 2.1 ([LS89, théoréme 3.1]). — Chaque module injectif indécompo-
sable de la catégories U est un produit tensoriel L& J(n) entre un facteur direct
indécomposable de (H* BZ/p)®? et un module de Brown-Gitler. Un module in-
stable injectif est la somme directe des modules de ces types.

Ce théoreme signifie qu'un module instable injectif se décompose en somme
directe entre un module réduit et un module nilpotent. Pour chaque n, on
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désigne par z,, le seul générateur de (J(2"))". Les modules de Brown-Gitler
ont explicités par Miller :

THEOREME 2.2 ([Mil84, théoréme 6.1]). — Pour p = 2, il y a un isomor-
phisme d’algébres bi-graduées :

@J(n) = Folzn,n >0, ||z.]] = (1,2™)].
n>0

L’action de l’algébre de Steenrod est définie par Sq'x, = x2_, et par la formule

de Cartan :
m

Sq™(wy) = > S¢'()Sq™ 'y

=0

3. La relation avec la cohomologie de MacLane des corps finis

Dans cette section, on justifie I’étude de la résolution injective minimale de
F(1). Chaque terme de cette résolution se décompose en somme directe entre
un module nilpotent et I'un qui est réduit. La partie nilpotente de la résolution
est un sous-complexe. On va se servir de la cohomologie de MacLane de Fy
pour calculer 'homologie du complexe quotient de la résolution par la partie
nilpotente.

3.1. La réduction du travail. — Posons :
__F@)

" OrF(1)

De maniére récursive, on définit pour k > 2 :

M=o ® (M) 1 @M — M.

Un module instable M est dit connexe si il est nul en degré 0.

PROPOSITION 3.1. — Soient M un module instable connexe et r un nombre
entier. Alors le morphisme /\%(1) induit un isomorphisme

Ext}, (®"M, d"F(1)) = Extl, ("M, F(1)). (1)
De plus
orar)” o ()\}(1))* - (A;f(ll))* o Ext}, (®,®). 2)

Démonstration. — L’isomorphisme (1) se résulte des remarques suivantes :
1. les groupes Exti (®" M, H,) sont triviaux;
2. le module H, s’insere dans la suite exacte

0—-®"F(1) - F(1) - H, — 0.



SUR LA TORSION DE FROBENIUS DE LA CATEGORIE U 9

L’identité (2) se découle de ce que le morphisme Exty (Agrar, "F(1)) se fac-
torise & travers Exty (®T+1M, )\@rF(l)) via Exty (D, ). O

A Taide de la proposition 3.1, on se ramene & étudier la résolution injective
minimale du module F(1) et les morphismes (A(I)n—lp(l))*.

COROLLAIRE 3.2. — Soit M un module instable connezxe. Il existe un isomor-
phisme entre les co-limites :

colim, Exty, (®" M, F (1)) & colim, Exty ("M, d"F(1)).

De plus les Exty (®,®) sont des monomorphismes si et seulement si (Agn—137)"
les sont.

On désigne par (I*,0°) la résolution injective minimale de F'(1). Chaque
module I7 se scinde en somme directe R7 N7 : R7 est réduit et N7 est nilpotent
[LS89, théoréme 3.1]. Puisque Homy (Ni,Ri'*‘l) est nul pour tout i > 0, les

morphismes restreints 0° |y« font de la suite (N7, 9"|y-) =" un sous-complexe
de la résolution injective minimale de F'(1). Désormais 9|1 : N — N1 est
noté par 9. On peut exprimer les différentielles 0’ sous forme matricielle :

ol Wt 1 ! 141 I+1
Cor) PN e R o NG R (3)

Désigne par <i>~ 'adjoint a droite du foncteur ®. Comme les R’ sont injectifs
réduits, alors PR* = R* [Sch94, théoréme 6.3.4]. On a des isomorphismes :
Homy (®"F(1),I™) = Homy (®"F (1), N™ & R™)
> ("N @ (R™)! .
Par conséquent, il suffit de considérer la partie (N®,9%) et seul le degré 1 de la

partie (R®,0r) pour calculer les groupes Exty (®"F (1), F(1)).

3.2. La cohomologie de la partie réduite. — Dans cette sous-section,
on relie ’homologie du complexe (R®,0r). D’aprés [HLS93, 1.7] le foncteur
f: U — F, admet un adjoint a droite que 'on note m. En particulier, f om
est équivalent au endo-foncteur idg,, .

NOTATION 1. — On note £ le foncteur composé m o f. Il est appelé foncteur
de localisation loin de Nil.

Un module instable M est dit Nil—fermé si Exti (N, M) est nul pour tout
module nilpotent N et pour i =0, 1.

ProposITION 3.3 ([HLS93, 1.7]). — Le module £(M) est Nil—fermé pour tout
module instable M. De plus si M est Nil—fermé, M = £(M).

Puisque les modules injectifs réduits sont Nil—fermés, alors
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COROLLAIRE 3.4. — On a une identification des complezes :
(I°,0%) = (R*,07).
L’homologie du complexe (R®,0r) est isomorphe au dérivé £*(F(1)).

La description de £*(F(1)) que 'on donne dans la suite est une récolte des
travaux présentés dans [FLS94] (voir aussi [Sch03)]).

THEOREME 3.5. — Etant donnés M dans U et F dans F.,, il existe une suite
spectrale du premier quadrant
Extl, (M, 0 (m(F))) = Ext5 (f(M), F). (4)
Démonstration. — On consideére la paire des foncteurs
u by B,y

Le foncteur f est exact. Puisque le foncteur m est exact a gauche, le foncteur
{ Test aussi. Dans la mesure ou m et f préservent l'injectivité des objets, il en
est de méme pour £. On déduit de la suite spectrale de Grothendieck associée
a la paire {¢, Homy (M, —)} qu’il y a une suite spectrale du premier quadrant
convergeant vers

R (Homy (M, £(-))) = R™ (Hom (f(M), f(-)))
= Exty' (f(M), f(-))
dont la deuxieme page est
R (Homy (M, —)) (R7 (¢)) = Exty, (M, ¢(-)).
En lappliquant au module m(F') on obtient la suite spectrale
Ey’ = Exty (M, ¢/(m(F))) = Ext? (f(M),F)
d’ot le résultat. O

Puisque F'(k) est projectif, la suite spectrale (4) pour (F(k),F) € U x F,
s’effondre et donne :

COROLLAIRE 3.6. — Il y a un isomorphisme :

0 (m(F))* = Ext} (T*, F).

On note I le foncteur d’inclusion V' — V, et T'* le foncteur qui, & un espace
vectoriel V', associe le groupe des invariants (V®k)6k ol le groupe symétrique

~

&, agit par permutations sur V®*. Rappelons que m(I) = F(1). La proposition
suivant décrit la structure de As—module de £*(F(1)).
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PROPOSITION 3.7. — Soit i =2"(2k+1). Il y a un isomorphisme de modules
instable :

£
PnF(1)

1

C'(F(1))

Démonstration. — L’action de S¢’ sur M™ se détermine par 'action de S¢* :
F(n+1i) = F(n) sur Homy (F(n), M). Il suit de [FLS94, théoréme 6.6] qu’il y
a des isomorphismes
; ; Fo sik =2%et 2571
7 k ~ [ k _ 2 B
F(m(I))* = Extly (T%, 1) { sk =
Alors en tant qu’espaces vectoriels gradués :

CY(F(1)) @f;l()l) sii=2"(2k+1).

1

A cause de 'écart de degrés, la seule opération agissant non-trivialement sur
) k
(ﬁl(F(l)))2 est Sg2". A travers la suite spectrale

Homy (F(k),¢'(F(1))) = Extly (T*,1),
cette opération devient
) X I (quk o) ] .
Extl; (r2 ,1) — N Bt (r2 ,1)

et est donc non-triviale suivant [FLS94, proposition 6.2]. Ce morphisme est en
fait induit par le Verchiebung T'2""" — T2, dual au morphisme de Frobenius
52" g2t (voir [Hail0]). Il s’ensuit que si i = 2"(2k + 1)

F(1)
o F(1)

12

C'(F(1)

en tant que modules instables. O
En particulier, d’apres [FLS94, théoréme 7.3] :

THEOREME 3.8. — Le produit de Yoneda fait de Ext% (I,1) est une Fo—algébre
n+1
commutative. Elle est engendrée par les classes e, € ExtZ ' (I,I) et admet la

présentation suivante

]F2 [60761,...,€n,...]
(e2,n e N) ’

Exts (1,1)

(€2,n € N) désignant l'idéal engendré par les puissances 2—iémes.

n?
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Contre-ezemples. — On aimerait que le morphisme Exty (,®) soit injectif
en général. Cependant :

CONTRE-EXEMPLE 1. — Il existe un entier i tel que le morphisme Ext] (®, ®)
Exty (®'(F(1) ® F(1)), ®(F(1))) — Extf (@7 (F(1) ® F(1)), " (F(1)))
n’est pas injectif.
On va maintenant justifier ce contre-exemple. Dans un premier temps, on
montre que
colim, Exty (®"(F (1) ® F(1)), F(1)) = 0.
Par contre, dans un deuxieme temps on vérifie que
Exty (F(1) ® F(1), F(1)) & F,.
Alors il existe i tel que ()\<I>i(F(1)®F(1)))* n’est pas injectif. Au cas contraire :
Fy C colim, Exty (2" (F(1) ® F(1)), F(1)),
ce qui contredit la trivialité de colim, Exty (" (F(1) ® F(1)), F(1)).
Selon [HLS93, CS15], on sait calculer colim,Exty ("M, F(1)) :
THEOREME 3.9. — Soit n un entier. Le morphisme
Exty (P"M, F(1)) — Exty (f(M),I),
naturel en M, induit un isomorphisme
colim,, Exty ("M, F(1)) = Exty (f(M),I)
naturel en M.
De plus, d’aprés [FLS94]
Exty (f(F(1)® F(1)),]) =Ext: (I®I,I) =0,
alors :
colim, Exty (2" (F (1) ® F(1)), F(1)) = 0.
Les groupes Exty (®"(F (1) ® F(1)), F(1)) doivent étre nuls si on suppose que
(Aan-1(r(y@r(1)) est injectif. Cependant :
LEMME 3.10. — On a un isomorphisme
Exty (F(1) ® F(1), F(1)) = F,.
Démonstration. — On désigne par A? la 2—iéme puissance extérieure. Il résulte
de la résolution injective minimale de A?(F (1)) [Cuoldb, corollaire 1.1.4.17]
qu’on a un isomorphisme :
Exty (A*(F(1)),F(1)) & F,.
Le lemme découle de la suite exacte longue associée a la suite exacte courte
0— F(2) = F(1) ® F(1) = A*(F(1)) — 0.
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O

L’exercice suivant donne un contre-exemple concernant les modules nilpo-
tents.

CONTRE-EXEMPLE 2. — Le morphisme
Ext (SF2, F(1)) — Ext} (X%F,, ®F(1))

n’est pas injectif.

4. Sur la résolution injective minimale de F(1)

D’apres la section 2, on désigne par (I*,0°) = (N*® @ R*®,0°) la résolution
injective minimale de F(1), R® et N* désignant la partie réduite et la partie
nilpotente respectivement. Les morphismes 9" s’écrivent sous forme matricielle :

/A
(an wl) . Nl EBRl N NH—I @Rl-‘rl. (5)
0 0,
La minimalité de la résolution signifie que I° est 'enveloppe injective de F(1),

I' est celle du quotient I°/F(1) et I7 est I'enveloppe injective du conoyau
Coker (8772) pour j > 2.

4.1. La partie réduite de la résolution. — Ce paragraphe est consacré
pour étudier la partie (R®,0?) de la résolution injective minimale de F'(1). En
particulier, chaque module R’ sera calculé en degré 1.

L’enveloppe injective de F(1) est I:I*Z/ 2. Nous allons montrer que RF
contient un seul facteur direct isomorphe a H'Z /2 si k est pair et n’en contient
aucun sinon. Pour ce fait, remarquons que d’une part f(F(1)) = I est simple
dans F et d’autre part, f préserve la minimalité des résolution. Alors le nombre
de facteurs isomorphes a ﬁ*Z/Q de RF, est la dimension sur Homg (7, 1) du
groupe Ext’ (I,1). Il découle du théoréme 3.8 que :

PROPOSITION 4.1. — Chaque R* contient un seul facteur direct isomorphe d
H*Z/2 st k est pair, et n’en contient aucun sinon.

A part ICI*Z/ 2 et Fo, les autres modules instables injectifs indécomposables
sont 1—connexes [Sch94, section 4.4]. Alors les R?*+! sont 1—connexes et

(R?)' =,

Par abus de notation on note u le seul générateur de degré 1 de R?*. L’exacti-
tude de la résolution injective de F'(1) implique que 92! (u) est trivial alors que
w?(u) ne l'est pas. Il en découle que chaque terme N2*! contient un facteur
direct J(2™) tel que

Wi (u) = xp,.
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Dans le reste de cet article, on va montrer que dans plusieurs cas intéressants,
le terme N2+ contient un seul facteur direct de type J(2™) alors que N2 n’en
contient aucun et cela est suffisant pour calculer le groupe Ext? (®” F (1), F(1)).
En effet, on va montrer que dans ces cas :

PROPOSITION 4.2. — Soit | un entier. Si il existe un entier n; tel que

N2 = J@2m) o @) T (27 (2t + 1))

et que N* ne contient aucun facteur direct de type J(2") alors on a :

e (@4F0) FO) = { g, S0
De plus, les morphismes

Ext;{ (®"F(1), F(1)) — Exty (RFT1F(1), F(1))
sont injectifs.

Démonstration. — Puisque N2!*1 contient une seule copie de .J (2™), alors si
k § np .
n ~J k
Homy (®FF(1), N**1) = Homy (®FF(1),J (2™)) = (27 _;).
Parce que d’une part

olloga 1]—1

CUR1)) 2 (02, . .., u lu e 12)
et d’autre part, 92 (u2") = zi’jik alors le morphisme

H2l (Ro) N H2l+1 (N.)

est un isomorphisme Fy — Fs. Il découle de la suite exacte longue associée a
la suite exacte courte des complexes

0+ N*—I*"-5 R —0
que

Extif (8*F(1), F(1)) = 0.
Si k> n; + 1, il résulte de la trivialité de Homq( ((I)kF(l), N21+1) que

Exty ™ (FF(1), F(1)) =20
et que

1
Ext (" F(1), F(1)) = (£2(F(1))) = F,.

De plus, parce que

(EkF(l) 20 ~ q)kF(l) 21 2l | ~
Homu ((I)IC‘HP’(UPI :Homu W,N @R =0
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alors Extyl (®FF(1)/®F1F (1), F(1)) est trivial et
Exti{ (®FF(1), F(1)) — Exty (2FT1F(1), F(1))
est injectif. O

4.2. La partie nilpotente de la résolution. — Puisque d’une part, les
H" (R*,9?) sont finies et d’autre part
HY (R, 07) = HMH(N®,07),

alors les HF 1 (N*,0%) sont finies. Dans ce paragraphe, on va montrer que les
modules N' sont aussi finis.

Remarquons que si un module instable est nilpotent ou réduit, il en est de
méme pour son enveloppe injective. Un module instable peut se calculer comme
Iextension d’'un module réduit par le plus grand sous-module nilpotent. Le
lemme suivant explique comment on forme ’enveloppe injective de I’extension
a partir de la partie nilpotente et celle qui est réduite. La vérification de ce
lemme est simple et est laissée aux lecteurs.

LEMME 4.3. — Etant donné une suite exacte courte
0—-N—-M-—>R—QO0,

N désignant un module nilpotent et R désignant un module réduit, l’enveloppe
injective de M est la somme directe de l’enveloppe injective de R et celle de N.

Alors, pour déterminer N7 il faut calculer les sous-modules nilpotents les
plus grands des Coker (8J ’2). On se place dans une situation générale des
catégories abéliennes. La proposition suivante est classique et est laissée aux
lecteurs.

PROPOSITION 4.4. — Soient C une catégorie abélienne et (Ij, (’9j)j20 une suite

eracte dans C. On désigne par (Nj,ﬁﬁ;)ﬁo un sous-complexe de cette suite.
. > . . > .

On note (Rj,aﬁ)J_O le compleze quotient (IJ/NJ)J_O. Alors, le noyau M7 du

composé

Ri+1

Coker (87) — Coker (7)) — ————
(0 = Coler 00 e (017

s’insére dans une suite exacte :
0 — H’ (R*,07) — Coker (07) — M7 — H/*' (R*,97) — 0.
Cette proposition applique & la résolution injective minimale de F'(1).

PROPOSITION 4.5. — Le noyau .47 du composé
RitH!

Coker (87) — Coker (97) — ————
) coen 0 = L
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s’insére dans une suite eracte :
0 — ¢ (F(1)) — Coker (82) — .47 — ¢/T' (F(1)) — 0.

De plus, N7*2 est I’enveloppe injective de 7.
Démonstration. — La proposition résulte des trois points suivants :

1. le lemme 4.3;

2. les RIT! /Ker (9971) sont réduits ;

3. les ¢ (F(1)) et Coker (0%) sont nilpotents.

O

Comme F(1) est réduit, I° I'est aussi et il suit que N° = 0. Alors, par une
récurrence simple on obtient :

COROLLAIRE 4.6. — Dans la résolution injective minimale de F(1), les N*
sont finis.

Si M est un module instable fini, on désigne par d(M) le plus grand degré
tel que M™ ne soit pas trivial. Pour exemple, d(J(n)) = n. Le lemme suivant
mesure les d(N?).

LEMME 4.7. — Sin>k+12> 2 alors :

m [[2n—2[2n—1]2n] 2n 41 [2n—2F_1[2n—2F [ 2n —2F 11
N™ 0 J) [o[J(@ J(2) 0 J (2F°1)

Si | est un entier tel que 25=1 —1 >1> 2, alors :

k—1_
d (NZ”—Q"H) — okl 11 et (N?”—Z’“H)2 o,

2k—1
gk—1_ 1 | t,-:=2"—22+11+i
2k7172 i T‘i::2n72k_273+7;
| ;=20 =277 344
2,671_3; ! s +1

gi:=2"Ftt — 744

totitats TOTr1T2r3r4T5T6  S0515283 4904919293949596
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Démonstration. — 1l résulte des corollaires 3.7 et 4.6 que
m 0 1 2 3 4 5
N™ 0 0 0 J(1) 0 J(2)

17

Supposons que le lemme est vrai pour tout n < g— 1. On vérifie le cas n = q.
Par hypothese de récurrence,

m |[29—4(29-3|29—-2|29—-1 (29| 2941
N™ 0 J(2) 0 J(1) |0 J(2‘1_1)
Parce que, d’une part,
. Coker (92")
a () =a| =)
2*(F(1))
et d’autre part la suite
N2q+1 N N2q+2 — N2‘1+3
est exacte en degré 29 — 1 alors
q q 2971 -1
R e (i > .

De maniére analogue on obtient des égalités pour 2 <t < 2771 — 1 :

a(N2H) =27 det (N2

2971 _¢41
[ad

= TFy.

q q—1_ PN .
Le noyau .2 +2 3 s’insére dans la suite exacte courte :

Il découle (voir [Cuol4b]) de la résolution projective minimale de XFy que

0 — X2Fy — .22+ =3 5 J(1) — 0.

Ext? 2" 1 (SFy, F(1)) = 0.

Alors N2+27"=1 pe contient aucune copie de J(1) et donc

N29H20 1 J(2).

Une récurrence simple sur s tel que ¢ > s > 2 montre que :

N2 (9)

d (NQQ+1_25+7-) _ 25—1 —_r + 1 et (N241+1_25+,’_

)

quﬂ—zs ~

0) N2Q+1_25+1 o J(2$—1)’

)25*1—r+1

= ]FZa

pour 2 < 7 < 2571 — 1.1l en découle que N2 =2 >~ ( et done N2*""'—1 =~ J(1).
Le lemme en résulte.

O
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Comme une conséquence du lemme 4.7, .#%#*! est une extension triviale
de H*2(R* 9®) par Coker (O2F1) si k est de la forme 2™ — 2™ — 1. On
montre en fait qu’elles sont les seules extensions triviales. Avant de détailler
cette classification des extensions dans la section 5, on étudie un phénomeéne
de périodicité de la partie nilpotente de la résolution injective de F(1).

5. Un phénomeéne de périodicité

On rappelle que Ext? (I,I) est engendrée par e, € Ex@”“ (I,I) en tant

qualgebre (voir le théoréme 3.8).
NOTATION 2. — Soient deux entiers n > k > 2. On désigne :
e(n, k) =ep—oen_3...€p.
Le cup-produit avec e(n, k) induit un isomorphisme [FLS94, proposition 7.2]

(n k) n_ok+1

Ext§ (I, 1) —" Ext? (I1,1). (6)
On désigne par v € Homg (I f (RO)) le morphisme qui représente 1'unité
1 et par § € Homg (I,f (RQn_QHl

(f(R*), f(0*)) est une résolution injective dans F du foncteur I, I'isomorphisme
(6) signifie que § se factorise & travers v via un morphisme

) celui qui représente e(n, k). Puisque

Y0 f(R?) = F(R® 2T,
Gréace a 'exactitude de la suite
I fRY) = f(RY) = oo J(RY) =

et & I'injectivité des foncteurs f(R'), on obtient un morphisme de complexes :

ve: f(RY) = f (R2"'72’“+1+.>

tel que les morphismes induits en cohomologie sont les cup-produits avec
e(n, k). On rappelle que le foncteur f : U — F admet un adjoint & droite qu’on
désigne par m. Puisque les modules R* sont Nil—fermés, alors

(m(’)/o)) : R' — Ro+2"i_2k

est un morphisme de complexes. Désignons par o' le morphisme m(v;). Alors
pour0§t§2k_1—1,ona
a2k+2t(u) =u

. K
et donc le morphisme a2 12¢

URR(E(1)) S 2722 (R(1)).

induit un isomorphisme
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THEOREME 5.1 (Périodicité). — Etant donnén >k >2 on a :
///2"—2"4-1:—2 o ///2"4-75—27
N2' -2t o N2’“+t,
pour tout 0 <t < ok _ 1.
Démonstration. — 11 suit du lemme 4.7 que N2"=2" ot N2" sont triviaux. Alors
Coker (8?) = Coker (82k)
Coker (82 -2 ) = Coker (82n_2k) .

. n_ok .. e . . k k n__ok . .
Puisque I2"~2"*1! est injectif, il existe 82 1 : 1?2 +1 — 12" =2"+1 qui fait com-
muter le diagramme

I — 5 Coker (a?k—1)<—> 12"+1 (7)
I

4
12" 5 Coker (82n*2k*1)(—> 224
Parce que, d’'une part
N2~ g (21@71) ~ N2t -2
et d’autre part
k n k
0% (u) =xp_1 = 0% 7% (u)

alors la restriction de ﬂzkH sur N2'+1 est un automorphisme de J (2’“’1).

Puisque les I7 sont injectifs, le diagramme (7) montre qu’il existe un morphisme

de complexes :
ﬁ2k+o . ]2’°+. N 12"—2’€+..

k A
Supposons que 3% ** entraine

n_ok_ g ko,
2 2t 27
2" —2F 4t A Ar2F 4t
N =N ,

pour tout 1 < ¢t < m < 2¥~1 — 1. On passe au cas t = m. Par hypothese de
récurrence, ﬁ2k+m induit un diagramme commutatif

£2k+m—2( F(1))— Coker (82 +m— 2) 2 m=2 g2t me L(F(1))

! | | H

57 C—>Coker(8o‘ 2)4>,///a e e (

ous = 27l—2k+m. On peut conclure la récurrence et le théoreme en découle. [
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6. Sur les extensions .#2k+1

Le coeur de cette section est le théoreme suivant :

THEOREME 6.1. — Les extensions A2 11 sont triviales si et seulement si k
est de la forme 2™ — 2™ — 1, ot n > m.

Afin de démontrer ce théoréme, on introduit ci-dessous une interprétation
de la non-trivialité de l’extension .#*.

PROPOSITION 6.2. — Soit k =2"(2m + 1) — 1, > 1. Alors l’extension
F(1)
k 1 k
/A EXtu ((‘W(l), Coker (871))

n’est pas triviale si et seulement si l'une des deux conditions équivalentes sui-
vantes est satisfaite :

1. Délément wFt! (uQT) n’est pas nul ;

2. il existe v dans R* tel que OF (v) = u® et que 9% (v) —u?" n’est pas trivial.
Démonstration. — Le module R**! est 1—connexe et

(Rk+1)1 ~ (ﬁ*Z/2)l =~ ().
Donc il résulte de l'exactitude de la résolution {I®,9°} de F(1) que Nk+2
contient un facteur direct J(2™e) tel que
W (u) = x4,
Parce que (**1(F(1)) = H, alors
wk+1(uzr_1) = Sq2r_2Sq2T_3 . Sq e,

Il suit que mq > r — 1 et Uextension .#* n’est pas triviale si et seulement si
cette inégalité est stricte. C’est équivalent & dire que w1 (u2?") n’est pas nul.
En d’autres termes, u?" n’est pas un cobord. Par ailleurs (voir le corollaire 3.7),

la suite i ) )
(Rk)2 - (Rk+1)2 N (Rk+2)2

est exacte donc il existe v € (R’“)2 tel que 9%(v) = w?". 1l en résulte que

Ok (v) # u?". Alors, la trivialité de I'extension .#* est équivalente & la non-
trivialité de 0% (v) — u?". O

DEFINITION 6.3. — Soit k = 27(21+1) — 1. L’extension .#* est dite Sq' —non-
triviale si il existe v € R* tel que Sq* (9% (v) —u®") # 0 et que 9% (v) = u?".

On constate que la Sq¢' —non-trivialité entraine la non-trivialité des exten-
sions. Alors le théoréeme 6.1 se découle du lemme suivant.
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LEMME 6.4. — Si A**! est Sq* —non-triviale pour tout k < 2™ n’étant pas
de la forme 2™ — 2! — 1 ou m > I, alors il en est de méme pour M ***' ou
k < 27tY nétant pas de la forme 2™ — 2 — 1 oum > I.

Démonstration du théoréme principal. — Le théoreme 6.1 est démon-
tré par récurrence. La preuve sera divisée en deux étapes. D’apres le lemme
4.7, le théoréme 6.1 est vrai pour k < 2. On peut donc établir 'argument de
récurrence.

Dans un premier temps, on démontre que si .#2 0 <t <21 — 2 nlest
pas Sq!—triviale pour n > r alors il en est de méme pour .#2" —2'+t,

Puisque si ¢ est de la forme 2" —2F—1, k < r—1, I'extension .#> t* est triviale
alors dans un deuxiéme temps, on montre que HETHT YL gy Sq'—non
triviale pour 1 < r < n.

Premiére partie de la preuve. — Soit ¢ = 2"71(2s+1) —1 < 2"72 — 1. On se
place dans une situation similaire que celle de la preuve du théoréme 5.1. Alors
il existe un morphisme de complexes

B. . [2n+0 N 12"+2n_1+0

tel que pour j < 272
5% (u) = u.
On va montrer que la Sq'—non-trivialité de .#2"+2" ' +2¢+1 entraine la
Sq' —non-trivialité de .#?"+24+1,
Supposons que .22 +2" 7 +24+1 pest pas Sql —triviale. On va montrer que
u? € I?"1T24+2 pest pas un cobord. On suppose par I'absurde qu’il I'est. Alors
il existe 2 € R%" 124+ tel que

82n+2q+1(l‘) — uQr.
Il en résulte que
W2 = 52"+2q+2 (u2’“> _ g2+ 24 (52"+2q+1(x)>
ce qui contredit la non-trivialité de .#2" 2" +24+1_ Soit » € R2"+2a+1 te] que
¥ 2t (1) =%

Un tel z existe a cause de 'exactitude de la suite

r

(R2”+2q+1)2r . (Rz"+2q+2)2r . <R2"+2q+3)2 '
Notant m := 2" 4+ 2"~ il s’ensuit que :

oL (g (g)) =,

52"+2q+2 (Sql (82"+2q+1(x) _ uT)) — 5" (8m+2q+1 (ﬂ2"+2q+1 (x)) B UQT) .

Il en découle que .22 2941 est Sq' —non-triviale.
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Par hypothése de récurrence de la Sg'—non-trivialité de .#2"+2"  +2a+1
pour ¢ < 272 — 1, les .#?" 24+ ne sont pas Sq'—triviales si ¢ < 2772 — 1
n’étant pas de la forme 2772 —2F — 1.k <n —2.

Suite de la preuve. — Soient ¢ < n — 1 et u2" € R2"*+2"'=2" 11 découle du

corollaire A.4 qu’il existe une (qu — u2"71_1) —suite (voir la définition A.1)

{m € R¥"+2"T 21 | Gghy, £0,0 < < 2n7h - 20 - 2} .

Comme
on on-— 1 o on— 1
0 (u ) =x5

alors
9" (uanl*l) =S¢ vgn-1_94_o + x%nil_Qxl.
Il découle de
83"71"’1 (Jc%n_lfle) = scgn_Ll

que
on_1 1 ogn—1_3
8 (’U2n—1_2q_2) = Sq ’U2n—1_2q_3 + xo xIq.
De maniere similaire, on obtient :

2 —1

2n4on—l 99 a 24
0 + ( +£E0 xI1.

Vo) =u

1l résulte que 22" +2" " =21 et Sq' —non-triviale.
Le lemme 6.4 permet de conclure le théoréeme 6.1 par récurrence.

7. Les cas particuliers

Le théoréme 5.1 permet de concentrer au calcul de N2 +m pour m < 2F-1,
Dans le cadre de cet article, on peut effectuer les calculs pour 1 < m < 4.

7.1. Les N2*+2. — Tes modules N2"*+2 sont calculés 4 l'aide du lemme
suivant dont la preuve est laissée aux lecteurs :

LEMME 7.1. — La suite
N2y 2te2
fournit les deux premiers termes de la résolution injective minimale de Hy.
On rappelle que la somme directe @nZO J(n) est isomorphe a 'algebre :
Folzi|i > 0,2; € J(29)'

Un morphisme de modules de Brown-Gitler J(n) — J(m) est déterminé par

une opération de Steenrod 6 de degré n —m. Ce morphisme est désigné par ef.
k

La détermination de N2 +2 se réalise dans la proposition suivante :
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PROPOSITION 7.2. — Il y a un isomorphisme :
k-3

N2H2 @J(qu —29).

1=0

Le morphisme 8,21k+1 se présente sous forme matricielle :
_ant
(OSql,OSq2,...,oSq2k 3) .

Démonstration. — On rappelle que la base de Wall de I’algeébre de Steenrod
comporte que les produits de S¢?". Puisque J (2F=1) est cocyclique, alors pour
un élément 2 € J(2#71) il existe un monome Sq¢?"' S¢>"* ... S¢*"* tel que

S S L S e = x(z)’ﬁl
Par l'instabilité, n; > k — 2 et les seuls mondmes contenant S’qzkf2 sont
Sq qukfs...SqQkﬁ,Q <1<k

Les éléments de J(2F~1) correspondant & ces opérations forment un sous mo-
dule isomorphe & Hy. Alors le composé

t
(oSq1 ,oqu,...,oSq2k_3>

2k—2

B
w

Hy, — J(2F 1) J(2F1 — 2%

Il
=)

est trivial. Puisque les J(m) sont co-libres, le quotient J(2*~!)/H, s’injecte
dans @f;g J(2F=1 — 29). Le lemme en découle. O

7.2. Les N2"+3 k > 2. — Le module N2"+3 est I'enveloppe injective de
2+ qui s’insére dans la suite exacte courte :

0 — Coker (azfﬂ) P M 2(P(1)) —— 0.

PROPOSITION 7.3. — Soit k > 2. L’extension
Ny alni= Exth (Hl, Coker (8Zk+1>)

est non-triviale et ’enveloppe injective de Coker (@%k“) est celle de M2 +1.

Démonstration. — La non-trivialité de .#2°+! se résulte du théoréme 6.1.
k k
On note Iy 'enveloppe injective de Coker (62 ‘H) et I; celle de .#Z% *1. On

constate que Iy C I;. La suite exacte courte
0 — Coker <8§Lk+1) = ¥ S H 50

montre que I; C Iy @ H;. Puisque 'extension est non-triviale, cette inclusion
n’est pas stricte. On en déduit que Iy = 1. O
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COROLLAIRE 7.4. — La suite

on _ok g on _ok 4o
871, 8TI.

N2”72’“+1 N2”72’””+2 N2"72’“+3

fournit les trois premiers termes de la résolution injective minimale de Hy.

7.3. Les N2k+4,k: > 3. — Rappelons que N2"+4 st I’enveloppe injective
de Ker (31 45) qui se calcule de la suite exacte courte :
k
0 — J(1) — Coker (8)2 T — Ker (35 5) — 0.

2k 49
-

Comme J(1) est injectif, N2k+4EBJ(1) est ’enveloppe injective de Coker ()
Alors :

PROPOSITION 7.5. — Il existe un morphisme N2" 3 — N2+4 & J(1) tel que
la suite suivante
' 62k+1 82k+2 . .
0— Hy —» N2+ 2 N22 D) 28y N2 g 1)

fournit les quatre premiers termes de la résolution injective minimale de Hy.

8. Torsion de Frobenius

Dans cette section, on calcule les premiers termes de la résolution injective
minimale de Hy afin de compléter le résultat principal sur la partie nilpotente
de la résolution injective minimale de F'(1). Cette information permet d’étudier
leffet de la torsion de Frobenius sur certains groupes d’extensions de modules
instables.

8.1. Résolution injective minimale de Hy. — La proposition 7.2 fournit
les deux premiers termes de la résolution injective minimale de Hy :

w

t
(oSql,oSqQ,...,oSq2k73) k—

0— Hy — J (2871 J (2871 —2%)

I
=3

1

On désigne par J§ le troisiéme terme de la résolution injective minimale de Hy,

et par 9% la deuxieme différentielle. Cette sous-section est consacrée a calculer
les J¥ et O.

Selon [Wal60], pour 0 < j < i — 2 ou j = ¢, il existe les opérations de

0
Steenrod m;j ou 1l <t < telles que

i
i j i—t
Sq Sq27: E Sq? mf_’j.
t=1

Alors :
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LEMME 8.1. — On a :
k-2
Jy = (@J (28" - zi)> Bl p s -2-2)
i=1 1<i<k—2
0<j<i—2

et 05 restreint au J(2871 — 27) vers J(2F71 — 2" — 2™) est emp L.

Démonstration. — Soient deux entiers n,m tels que 0 < m <n—-2 <k —5.
On désigne par x ’élément

ng71_2n_27n c J(2k71)

Alors
S S x =S¢ S ©
_ m%k—l
Il suit que
k—3\1 k—1_on+l_om on k—1_on+l_om on
(OSql,OSq2,...,oSq2 ) (z) = xf 2 2 4ol 2 22

Siye @f;g J (2"“‘1 — Zi) on désigne par ¢ son image dans

ooay b
Coker <(oSq1,oSq2,...,oSq2 3) > .

Alors
2k—1_9n+l_9m on  9k—1_ontl_9m on
Zg x$" =g x5,
k—1_9on+4+1_9m n .. .
On montre que x(z) 2 2 22" est non-trivial. Supposons par 'absurde qu’il

est trivial. Alors il existe z € J(281) tel que

t | ok—l_gntl_gm on

(.Sql, oS¢, ..., .Sq‘l’"’?’) (2) = 22 o2 (8)

Il suit que
(Sq2" S¢*" + S¢*" ngn) (2) = m(Q)FI
D’apres [Wal60]
S¢*"S¢*" +5¢%" S € An—1)

ce qui contredit 1'égalité (8). De méme maniére,

2k—1_2n+1_2n+2
g 22" 23" n<k-3

ne sont pas triviaux. Puisque la base de Wall de ’algébre de Steenrod ne com-
porte que les produits de SqQI, alors pour tout élément v de

k—3 t
Coker <(OSq1, 0Sq?, ..., 05¢ ) )
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il existe une opération de Steenrod 6 telle que v appartient au sous module
M engendré par

k—1_ontl_om F—1_ontl_ont2 o
{x% 2 2 x%n,xg 2 2 mf"x%",OSmSn—QSk—5}.

Alors JJ est I’enveloppe injective de M et on conclut le lemme. O
8.1.1. Les cas particuliers. — Le lemme suivant détaille les N pour i < 24.
PROPOSITION 8.2. — On a

k 1 2 3 4

NF 0 0 J(1) 0

k 5 6 7 8

NF J(2) 0 J(1) 0

k 9 10 11 12

NF J(4) J(3) J(2) 0

k 13 14 15 16

NF J(2) 0 J(1) 0

k 17 18 19 20

NF J(8) J(7) & J(6) JO6)®dJ(4) | J(5)

T eSq?

0k || (o50".050)" | (amtis o) | (e5a7.0) | e5q'

k 21 22 23 24

NF J(4) J(3) J(2) 0

or 5q! eSq! 0 0
Démonstration. — Les N* et 0¥ pour k < 20 sont calculés graces a la sous

section 8.1 et au lemme 4.7. Puisque .18 2 Coker (§) ot

()
5= 18(F(1)) — Coker | J(7) & J(6) * (S0°5a) o5a J(6) & J(4)

donc .18 = °F, alors N20 =2 J(5).

Parce que, d’une part, Coker (8%9) =~ Y4F, et d’autre part .#1° est une
extension non-triviale dans Exty (¢2°(F(1)), Coker (91%)) alors .41 = H. 1l
en découle que N?! est isomorphe a J(4).

De maniére similaire on obtient N22 = J(3), N2 = J(2) et N?* = 0. O

Fixons :
J(na,... ng) =PI ().

De maniere analogue, on obtient
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ProrosITION 8.3. — On a
k 33 34 35
N* J(16) J(15,14,12) J(14,12,11,8)
eSql 0 0
65 <:§Z;) ’quqiql .qu 01 ( :zZi .soqz .Soq1 g >
05t -;‘i‘é’l .Sq47§iSq5’1 :234 05453 054521 05442 0543
k 36 37
N* J(13,10,5) J(12,4,3)
eSql esql 0 o0

ok (.sq&?’l esq®1l 0 (-Sq6 0 0>
05¢6:21 05gH2:1 0542 0 eSq' o0

k 38 39 40

NF J(11,6,3) J(10,2) J(9)

o || (*90.8m) (s5".)

k 41 42 43

NE J(8) J(7,6) J(6,4)

o || (ssaese®)’ (sl te) (+s0".0)

k 44 45 46

NE J(5) J(4) J(3)

a* Sqt eSqt eSqt

k 47 48 49

NE J(2) J(8)

ok 0 0

On peut donc formuler le résultat principal sur la résolution injective mini-

male de F(1).

THEOREME 8.4. — Pourn >6 on a :

k 2" — 32 2" — 31 2™ — 30 2" — 29 2™ — 28
N 0 J(16) J(15,14,12) | J(14,12,11,8) | J(13,10,5)
k 2" —27 | 2" —26 2" — 25 2" — 24 2" — 23
N® [l J(12,4,3) | J(11,6,3) J(10,2) J(9) J(8)
k 2" — 22 2" — 21 2" — 20 2" — 19 2" — 18
NF J(7,6) J(6,4) J(5) J(4) J(3)
k 2" —17 | 2" —16 2" — 15 2" — 14 2" — 13
NF J(2) 0 J(8) J(7,6) J(6,4)
k 2" — 12 2" — 11 2" — 10 2" — 9 2" — 8
N* J(5) J(4) J(3) J(2) 0

k =7 2" — 6 2B 2" — 4 2" —3
NF J(4) J(3) J(2) 0 J(2)
k 2" — 2 27 —1 DR 2"+ 1
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NF 0 [ J) ] 0 J2"
k 2" +2 2" +3
NE gt —1,277t —2,...,2"" 1 — 2779 J(2"?) @ Aanyg

Agn g désignant

n—3
<@ J(2n 7t - 2@')) bl p 7@t -2-2)
i=1 1<i<n—2
0<j<i—2
La proposition 4.2 permet de conclure :

THEOREME 8.5. — Pour i < 49 oui = 2" —2° +¢ avec 0 < t < 254+ 2 et
n > 5, il y a des monomorphismes

Exti (P"F(1),®"F(1)) — Ext}, (2" F(1), 2" F(1))
pour tout r.

NOTATION 3. — Soient d un entier pair et 2™ 4+ --- 4+ 2™ son expression
2—adique. On note :
v(d) =1+ ng, — k.

Le théoréme suivant est un corollaire du théoréme 8.5.

THEOREME 8.6. — Pourd <49 ou D = 2" — 25 + ¢t quec 0 < t < 2542 et
n>>5,ona:

0 si2/d,
Extd (B"F(1),®"F(1)) =< 0 si2|d et < v(d),
Fy sinon.
THEOREME 8.7. — Soit d un entier pair, on a :

Fy C Ext{, (" F(1), ®"F(1)) si > v(d).
De plus si v > v(d) le morphisme
Exty (" F(1),®"F(1)) — Ext% (I, 1)
est non-trivial.

Démonstration. — Le cas de d = 2™ a été calculé a I'aide du lemme 4.2. En
effet BExt? (®7F(1),®"F(1)) = Fy pour tout r tel que r > n. On raisonne
par récurrence sur la longueur 2—adique de d. On suppose que le théoreme
est vérifié pour d dont a(d) < k. On passe au cas de a(d) = k. On note
d=2Mm42" 4 ... 42" oul < n; < ng < ... < ng. On désigne par
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dy la somme 2™ 4 .- 4 2" Pour r > v(d) le diagramme suivant est donc

commutatif :

di (&7 —0ny d r—1
Exty/ (®"F(1), F(1)) ——— Exty (<I> F(l),F(l))

—€ny

Ext® (I,1) Ext% (I, 1)

0y, désignant le générateur du groupe Ext%(nl (fl)’”*lF(l)7 ‘IV’F(l)). Par hypo-
these de récurrence, le composé

Ext® (@7 F(1), F(1)) — Bxt® (1, 1) —% Bxtd (I, 1)

est non-trivial. On en déduit que Fy C Extf, (®@71F(1),F(1)) et que le mor-
phisme
Ext{ (®"F(1), F(1)) — Ext® (I,1)

est non-trivial. O

On peut donc conjecturer :

CONJECTURE 8.8. — Soit d un entier, on a :
0 si2 fd,
Extd (B"F(1),®"F(1)) =< 0 si2|d et r < v(d),
Fy sinon.

De plus, il y a des monomorphismes
Ext{ (®"F(1),®"F(1)) — Ext{ (2" F(1),®" ' F(1))

pour tout r.

Appendice A

Sur P’acyclicité des modules instables injectifs réduits

Rappelons que le carré de I'opération de Bockstein Sq' est trivial. Soit M
un module instable, alors (M*,S¢") est un complexe. Le module M est dit
Sq'—acyclique si (M*®, Sq') est acyclique. D’apres [LZ86], les modules injectifs
réduits connexes sont Sq'—acycliques.

DEFINITION A.1. — Soient z un élément de (Rm)k et t > 1 un nombre entier.

k+t

On dit que  admet une t—iéme Sq'—pré-image y € (R™"71)""" si il existe

des éléments
{rie R"7H0<i<t—1,5¢"z; #0}
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tels que
-1
" (xg) =
ot Hy) = Sq'wia,
O (1y_i1) = Sq' 0,0 <P <t — 2.
Une telle suite (xg,1,...,2:—1) est appelée une (z — y)—suite.
y
k4t +
k+t—1
k+t—2
k+1
k+0
Rmftfl Rmft Rm7t+1 Rm72 R'rr‘Lfl R‘"L g
On note :

-1

po,m () = (6:%1) (z),
Pem (T) = {y |y est une t — iéme Sq! — pré-image de x} ,t> 1.

LEMME A.2. — Soit n un entier et notant v®> € H Z/2 C R2"~2. Si

il existe une (u2 — x) —suite (xo,x1,...,x4-1), alors il existe y tel que
(xo,21,...,24—1,2) est une (u2 — y) —suite.
Démonstration. — 11 suffit de démontrer que Sq'a n’est pas trivial. On suppose

par I’absurde qu’il est trivial. Alors il existe yo € R2"~t=3 tel que
S quo =x.
Il suit que
Sqt (8,2.n7t73(y0) - xt_1> =0.
Une simple récurrence montre qu’il existe :

i c R2n7t73+i}

{y()vyh e Y1

tels que
Sql <837L7t73+i(yi) _ xt—l—i) =0.
En particulier

Sq* (92"~ (yr1) — w0) = 0.

n_ayl .
donc (R2 _3) n’est pas trivial d’oui la contradiction. Le lemme s’en résulte. [



SUR LA TORSION DE FROBENIUS DE LA CATEGORIE U 31

Le lemme A.2 permet de construire une chaine précise connectant les élé-
ments u? € R?" ~2 et u? ~1 € R,

LEMME A.3. — [l existe une (u2 — u2n_1) —suite
{xi e RT3 0 <i< 2" — 4 Sqtw; # o}
telle que pour 2 <t <n—1,
Sqtao_3 = u?'

Démonstration. — On résout par récurrence sur n. Le cas n = 1 est trivial.
Supposons que le lemme est vrai pour n < ¢, on montre qu’il est vrai pour
n = g+ 1. Le produit de Yoneda [FLS94, proposition 7.2]

ExtS (I, 1) =< Ext? (1,1)
induit un morphisme de complexes :
Yo 1 f(R®) = F(R™H?).
Soit m 'adjoint & droite de f [HLS93]. Il y a un morphisme de complexes :
m(ys) : R® — R**?",
Par la propriété du produit de Yoneda [FLS94], pour tout I <27 —1,
m(yz)(u) = u.

Par hypothése de récurrence, il existe une (u2 —u —suite

2471)
{xi € R 3|1 <i < 27— 3,9¢"a; # 0}
telle que :
Sqtag_g = u2t_1,2 <t<gq.
Gréace au lemme A.2, il suffit de démontrer que pour 1 < i <27 — 3,
Sq'm(vi) (w2a—3-:) # 0.
On raisonne par récurrence sur ¢. Parce que (RQQH_?’) ' est trivial, la

Sq' —acyclicité de R2"7'=3 montre que Sqtm(yga_3)(zo) n'est pas trivial.
Supposons que pour 1 <t < i< 29— 3,

Sqtm(vi) (waa_3—i) # 0.
On passe au cas i = t. Si Sqg'm(vy;) (v20_3_¢) est trivial alors il existe
{ze R 1<j<a -4}
tels que
Sq'zj11 = m(vj41) (T20-3-5-1) = 7 (z).
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En particulier, on a

+1_
Sqlzgq_g = m(’}/gq_g) (l‘o) — 8?1 4 (22q+1_4) .

Il en résulte que

u? = 02" 73 (m(y20s) (20))

=0 (02 (200 0)
=0

d’ou la contradiction. O

. t n .
COROLLAIRE A.4. — Il existe une (u2 — u? _1> —suite

telle que

[Ada58]

[And80]

[Carg3]
[CS15]
[Cuol4al

[Cuol4b)

[FFSS99]

[FLS94]

{mi e RFTIHT21-i g <y<om ot Sgly, o+ 0}
Sqtagr o1 = qu,t <k<n-1
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