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Résumé — Le modéle de source ponctuelle est couramment utilisé pour le traitement d’antenne, néanmoins, certaines applications
physiques comme, par exemple, 'imagerie aéro-acoustique [1], n’obéissent pas & cette hypothése, car la dispersion angulaire de la
source n’est pas négligeable. Dans cet article, nous proposons une expression approchée de la borne de Cramér-Rao (BCR) dans
le cas d’une source dispersée. En outre, nous montrons que la composante d’inter-corrélation de la direction d’arrivée (DDA) et
du paramétre de dispersion angulaire de la source peut étre réduite, voire annulée par des géométries particuliéres du réseau de
capteurs. Les résultats de simulations numériques sont en adéquation avec les résultats théoriques.

Abstract — In array signal processing the signals impinging on the array are often assumed to come from point sources. However,
in some applications, for example, in aero-acoustic imaging [1], the angular dispersion is no longer negligible and a model for
distributed sources could be more appropriate. In this paper, focusing on the distributed source model, we derive an approximated
expression of the Cramér-Rao bound in the case of one distributed source. In addition, we find that the component of the inter-
correlation of the direction of arrival and the angular dispersion parameter of the source can be canceled by some particular
geometries of the antenna array. The simulation results validate the theoretical results.

1 Introduction

nous introduisons le modéle du signal de sources dispersées.

Dans la section 3, nous présentons les expressions approchées

En traitement d’antennes, les méthodes d’estimation dela DDA e ]a BOR et l'analyse de la géométrie d’antenne. Les simula-

sont majoritairement développées en supposant que les sources tions dans la section 4 valident nos résultats théoriques, et les

émettrices sont ponctuelles. Cependant, la dispersion angu-

bornes sont comparées avec les performances de DSPE.
laire de la source n’est pas négligeable dans certaines applica-
tions [1], et peut occasionner une perte de performances sur
les algorithmes de localisation de sources [2]. Le modeéle de 2 Modéle du Signal
sources spatialement dispersées peut donc étre plus approprié.

Des estimateurs tenant compte de la dispersion angulaire Dans le cas général de [4], ¢ sources cohérentes (sources CD)
de la source ont été développés, par exemple, [3], ou le "Dis-
tributed Signal Parameter Estimator" (DSPE) [4]. Le DSPE

est basé sur MUSIC et les performances peuvent atteindre la

4 bande étroite et situées en champ lointain, propagent des
signaux vers un réseau de M capteurs. Les sources sont car-

actérisées par des DDA 61,02, ...,0, et la position du m!*™®

BCR quand le rapport signal sur bruit (RSB) est suffisant. capteur est donnée par les coordonnées polaires p,, et am.

s s PP
Dans la littérature, I'impact de la géométrie d’antenne sur Sans perte de généralité, nous supposons que les sources et

la BCR a été étudiée dans le cas de sources ponctuelles [7] [8]. .o capteurs sont dans le méme plan, comme indiqué dans

En particulier, il a été montré que, méme si 'antenne linéaire

la Figure la. Les q sources et les M signaux regus par le

uniforme (ALU) est plus facile & paramétrer, des géomeétries réseau de capteurs a l'instant ¢ sont donnés respectivement par

s(t) = [s1(t),...,54(D)]T et y(t) = [w1(t),...,ym ()]7, avec:

sur la BCR dans le cas d’une source dispersée. Nous proposons y(t) = C()s(t) + n(t), (1)

différentes peuvent conduire & de meilleures performances.
Dans cet article, nous étudions l'effet de la géométrie d’antenne
une expression approchée au second d’ordre pour ’estimation

conjointe angle/dispersion. Ensuite, nous étudions I'influence ot n(t) € CM*1 représente le bruit additif Gaussien complexe,

de la géométrie sur le terme croisé de la BCR entre la DDA et
la dispersion angulaire en fonction des positions des capteurs,
nous montrons qu’il peut étre annulé pour des géométries par-
ticuliéres.

L’organisation du papier est la suivante. Dans la section 2

C(0) = [cn, (61),...,cn,(05)] € CM*9 est la matrice des g
vecteurs directionnels étendus cp, (0) définis dans [4] par:

ch,; (0:) = [

(VB

a(0; + ¢)hi(¢)do, (2)

INE



oui=1...q,et a(fh) est le vecteur directionnel pour une source
ponctuelle, qui est donné par:

a(ez) _ |:efj27rpTl cos(t9ifo¢1)7 o e*j27-rpTM Cos(eifaM)jI T , (3)

olt A est la longueur d’onde, et []7 est I'opérateur de trans-
position. La fonction h(¢) est introduite pour modéliser la
distribution angulaire (par exemple, h(¢) peut suivre une dis-
tribution uniforme ou une distribution Gaussienne), et elle est
paramétrée par une dispersion angulaire A qui est omise dans

la notation.
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F1c. 1: Illustration de ’antenne

3 La borne de Cramér-Rao

La BCR est une borne inférieure pour les performances op-
timales des estimateurs non-biaisés. La matrice de BCR est
donnée par l'inverse de la matrice d’information de Fisher
(MIF), dont les composantes sont déterminées par un vecteur
de parameétres @y qui spécifient la loi de y(¢). Sous I’hypothése
de modéle inconditionnel ou stochastique (MS) [5] (c’est & dire
que les signaux s(t) sont supposés aléatoires). @y est donné
par [01,...,0q,A1,.. ,agq,ag],oflafl,...
présentent les puissances des signaux, et ag représente la puis-

LA 0, , 02, Te-
sance du bruit. Ici, nous considérons le cas particulier ou il
y a une seule source. Il est bien connu que, pour les sources
ponctuelles, la puissance des signaux s(t) et celle du bruit n(t)
sont découplées des paramétres des signaux et de la géométrie
du réseau de capteurs. En ce qui concerne des sources disper-
sées, des simulations numériques montrent que, avec une petite
dispersion angulaire (par exemple, A = 10° pour une source
de dispersion rectangulaire), un résultat similaire peut étre
obtenu. Par conséquent, sans perte de généralité, nous sup-
posons que o2 et o7 sont connus, et le vecteur des paramétres
d’intérét devient ® = [0, A].

L’expression analytique de la BCR est déja donnée dans [6]
pour des sources ponctuelles. Cependant, cette expression
n’est plus correcte pour les sources dispersées. Dans cette sec-
tion, nous calculons, & I'aide d’une approximation d’ordre 2 sur
la dispersion angulaire, une expression théorique de la BCR
pour une source. Ensuite, 'impact de la géométrie du réseau
de capteurs sur le terme croisé de 0 et A est analysé.

3.1 Expressions approchées de la BCR dans
le cas d’une source dispersée

Il a été proposé dans [5] que, sous la condition MS, les com-
posantes de la MIF sont données par:
_10R(D) _10R(D)
R(®) " ———=
0P, (®) 0P;
(4)

Fi; = [(BCR)™'],, = Ntr |R(®)

ol N est le nombre d’échantillons des données recues sur ’antenne

a différents instants, R(®) = F [yyH ] est la matrice de covari-
ance des signaux regus par les capteurs, E [], tr[] et {-}* sont
respectivement les opérateurs de valeur moyenne, de trace de
matrice et de trans-conjugaison. On a:

R(®) = o2¢(®)c(®)” + o7l (5)
L’inverse de R(®) est calculé suivant:
ot

T o2oE(e(@) (@) + o
Les dérivées de R(®) par rapport & 6 et A sont données

R(®) ' = (®)c(®)” 4 0, %1, (6)

respectivement par:

OR(®) de(®)

0 = 202 Real{ 20 c(®)7}, (7)
et: OR(D) ) 9c(®)
IA = 205 Real{ A c(®)"}. (8)

En supposant que la dispersion angulaire de la source est as-
sez petite et symétriquement distribuée, le vecteur directionnel
peut étre approximé au second ordre ! en la dispersion A par:

c(6) ~ [ [a(6) + 0a(6) + 50%5(0)| n(oyas

= a(0) + 3ota(0), ©)

ott o7 2 [ $*h(¢)dg, a(0) = 229 et 5(6) = LaD),

En introduisant (6), (7) et (8) dans (4), en tenant compte
de I'approximation en (9), et en gardant les termes au second
ordre en A, les composantes de la MIF sont données par:

Fi1 £ Fyo =nfos,
Fi2 £ Fya :%Oanfm,
Fy1 £ Fro =Fya,
Fao 2 Fan :iaianA, (10)

oll oa & f¢28§—(§’)d¢, et les autres notations:
_ 2Ngt
02(02(M + o2 Real{a" a}) + 02)’
foo =Ma"a —|a"a|® + o7 Real{aaM + a”aa" a—

aa(afa+aa)},

foa =Real{Ma"a — a"aa" 4},

faa =Ma"a + Real{a”aa"a}

2Mo2Real{a" a}?

- . 11
o2 + 02(M + 02 Real{a a}) (11)

n

1% A T'ordre 1 on trouverait que c() ~ a()



On déduit de ces résultats bornes inférieures approchées au
second ordre en A pour la variance d’erreur d’esti-mation de 6
et de A sont données respectivement par:

. fan
‘B(jRee__ﬂ[fbeﬁAA‘*|fbA|ﬂ7 (12)
_ 4 foo
BCRas T oin  feefan — |foal?’ (13)
BCRya = 2 —fGA (14)

oan  feofan — |foal?’

3.2 Optimisation de la géométrie
d’antenne d’aprés la BCR

Nous remarquons que le terme croisé en 6 et A, soit fya obtenu
dans la sous-section précédente, est plus simple & analyser que
les autres termes de la BCR. Dans cette sous section, nous
proposons de développer ’expression de foa en fonction des
positions des capteurs, pour montrer ensuite 'impact de la
géométrie du réseau de capteur sur foa. En effet en optimisant
la géométrie de maniére a réduire (ou annuler) le terme foa,
on obtient un modéle ou 'estimation de la DDA est découplé
du paramétre de dispersion. Il sera donc aisé de développer
des estimateurs robustes & la dispersion des sources.

ieme

Pour le m capteur, nous introduisons les notations suiv-

antes concernant les positions des capteurs:

Om = 271’1)7m cos(0 — am),
Pm = —ZWPTW sin(0 — am),
Pm = 727rp7m cos(f — am). (15)

En prenant compte des notations en (15), le terme croisé

foa devient:
foa=M*[E3-2-3+i@+2- )],  (16)
ol ﬁ est Iopérateur de la valeur moyenne sur ’ensemble des
-~ 1M
capteurs (ex: ¢ = 57> 1 Pm).
3.2.1 Antenne circulaire

Inspirés par (16), nous constatons que pour une antenne cir-
culaire uniforme (ACU) avec un nombre pair d’éléments symé-

. N _ _ (m—1) . .
triques, oll pm = p, et ay, = 27— avec M pair, nous avons:

@ = ——2777 Z sin( =0, (17)

car sin(f0 — ., ) = —sin(0 —« ), pour 1 <m < & et d'une

m+%
maniére snnllalre:
— (2 2

%)
¢ ¢=

i

M
Z sin(f — am) cos(f — am) = 0. (18)
m=t sln(29 20am)

Ceci conduit & foa = 0. Ce résultat montre qu’avec une
telle géométrie, la borne sur 6 et la borne sur A peuvent étre

découplées, quelle que soit la dispersion de la source.

3.2.2 Antenne en forme de V

Le réseau d’antenne en forme de V (AV) est un autre type de
géométrie qui a été largement étudié, dans le cas des sources
ponctuelles. Il a été prouvé dans [8] que, quand l’angle d’ouverture
d’antenne est fixé & une valeur spécifique, une AV avec n’importe
quelle taille peut avoir un comportement isotrope pour la BCR.
Ici, nous nous intéressons au cas de source dispersée.
Supposons que, sans perte de généralité, les deux branches
identiques sont symétriques par rapport & ’axe de y, sans cap-
teur placé a l'origine, comme représenté dans la figure 1b, et
que la distance entre deux capteurs est fixée a d. Les coordon-
nées des capteurs peuvent étre exprimées séparément comme

suit:
_ md, 1<m<% (19)
pm = (m—2)d, X <m<M '
et:
«, 1<m<%
m = 20
@ {77—(17 %éméM (20)

En tenant compte de la géométrie en forme de V, fya est
donnée par:

Joa =
M?(M + 2)sin 6 cos 0
96

[(4+4M) cos®> a + (2 — M) sin® o .
(21)

Nous pouvons remarquer que, pour que fga soit nulle, ’angle

d’ouverture doit satisfaire a:

AM + 4

tan® v = — = 22

s (22)
Nous pouvons constater que, dans le cas des sources dispersées,
il est possible de trouver une valeur spécifique pour l’angle
d’ouverture de I'antenne en V, qui ne dépend que du nombre de
capteurs, et qui conduit au découplage entre les performances
en 6 et en A.

4 Reésultats numériques

Dans cette section, nous validons les résultats théoriques par
des simulations numériques. Dans toutes les simulations, la
source uniformément distribuée avec A = 10° est considérée.
Le nombre d’échantillons est N = 1000. Pour ACU, M = 20
capteurs qui sont uniformément distribués sur un cercle avec le
diamétre 5A. Pour AV, 10 capteurs sont placés identiquement
sur les deux branches, espacés de A\/4. a = 0 correspond au
cas particulier d’'une antenne linéaire (AL).

Tout d’abord, nous comparons les performances de DSPE
dans [4] et BCR en fonction du RSB sur la Figure 2 pour la
ACU. DSPE et un estimateur basé sur MUSIC bidimension-
nel pour l'estimation conjointe de 6 et A en supposant connue
la fonction h(g).

cutées pour DSPE. Nous pouvons remarquer la validation de la

1000 réalisations de Monte Carlo sont exé-

BCR approximée, et 'approximation fonctionne mieux pour la



. —BCR o —BCR
107 Q‘ ---BCRy eq(12) W 0\\ ---BCRygeq(12)
\ -0 DSPE O DSPE

0 10 20 30 - 0
RSBdB RSBdB
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(a) EQM de DSPE et la BCR(b) EQM DSPE et la BCR sur
sur A en fonction de RSB A en fonction de RSB avec
avec ACU ACU

Fic. 2: EQM de DSPE et la BCR en fonction de RSB

borne de 6 que pour A. En plus, comme nous pouvions nous
y attendre, l'erreur quadratique moyenne (EQM) de 6 et A
peuvent atteindre la borne a partir d’un certain RSB.

La figure 3 représente ’évaluation du terme croisé entre 6
et A de la BCR respectivement pour une AL et pour une AV,
avec RSB = 30dB. lg|BCRga| et Vinter-covariance de 0 et
A sont représentés respectivement sur la figure 3b et la figure
3c en fonction de 0 et de angle d’ouverture du réseau de cap-
teur, soit 8 = m— 2« pour une AV. B,,:, correspond a la valeur
de B pour laquelle Fya s’annule en dépit de € pour une AV.
Par contre, pour une AL, la borne du terme croisé augmente
avec la valeur de 0. D’aprés (22), avec une telle configura-
tion d’antenne, Bmin ~ 49.7° ce qui est en adéquation avec le
résultat de la simulation.

5 Conclusion

Dans cet article, nous avons étudié ’expression approchée de
la BCR sous condition MS, pour les paramétres concernant la
DDA et la dispersion angulaire des signaux en présence d’une
source dispersée. En plus, nous montrons que, avec certaines
géométries particuliéres du réseau de capteurs, il est possible
d’annuler le découplage entre la borne inférieure de la DDA et
celle de la dispersion angulaire de la source. Les résultats de
simulations sont en adéquation avec les résultats théoriques, et
nous motive & aller plus loin pour le cas de plusieurs sources.
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