INTEGRALE DE FEYNMAN ET C°-STRUCTURES EN
PHYSIQUE

JONOT JEAN LOUIS

ABSTRACT. Dans la premiére partie, on approfondit le travail de C.M. DeWitt
sur l'intégrale de chemin de Feynman et on étend les méthodes aux fibrés
banachiques ou hilbertiens. On définit la notion d’intégrale de Feynman sur
les fibrés vectoriels.

Dans les parties suivantes, on part du postulat que toutes les structures
de classe C'™° ne sont pas observables physiquement. Si on veut étudier la
ligne d’univers d’une particule, on ne peut le faire que si cette ligne a des
?irrégularités”. On est amené a décrire ces irrégularités en utilisant la no-
tion de dérivation non entiére ou fractionnaire. On propose dans cette partie
un lien entre la masse d’une particule et 'ordre de dérivation fractionnaire
aux irrégularités de la ligne d’univers. La masse mesure, en un certain sens,
lirrégularité de sa trajectoire.

1. INTEGRALE DE FEYNMAN ET PRINCIPE DE MOINDRE ACTION

Si A est une mesure sur un espace vectoriel X qui est d’Hausdorff et localement
convexe, de dual DX, alors la transformée de Fourier de A est la fonction complexe
définie sur DX par

fA(xD):/Xexp(fi (xp,xz))d\ (x),

ounz e X, xzp € DX et

(xp,x) = 2p ().

Soit
L:X—Y

une application linéaire continue entre deux espaces vectoriels topologiques locale-
ment convexes et d’Hausdorff. Pour la transposée T°L du dual de Y dans le dual
de X

L :DY —» DX

on peut écrire
("L (yp),x) = (yp, L (x)), yp €DY, v € X
et
Tr _
Notons Az, 'image de la mesure A par 'application linéaire L,

AL (B)=A(L7"(B)),BCY
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alors
FA =F o™ L (1.1)
carsiyp e DY ety €Y,

FAoT' L (yp) = /X exp (—i ("L (yp) ,x)) dA (z)

_ /X exp (—i (yp, L (x))) dA ()
:/Yexp(—i (yp,y))dAL (y)

En particulier, pour une forme linéaire continue L sur X,
L:X—>R

on a si

T7=(L,z) = L (x)

FAr (1g) = FAo™ L (1g) = FA(L) = / exp (—i7T)dA (1), (1.2)
R
1R est 'application identique de R.

Pour tout sous-espace fermé V' de codimension finie, si
my: X = X/V
est la projection canonique sur espace quotient X/V, Ty est un isomorphisme
de D(X/V) sur
Ve={zp € DX : (zp,z) =0,V € V}
et pour yp € D (X/V)
FAny (yp) = /x/v exp (=i (yp,y)) dAry, (y) = FAo™ 7wy (yp)
=F\(zp), zp € V° C DX.
On note F (X), Pensemble des sous-espaces vectoriels fermés V' de X tels que
codimV < +o0,
alors
DX = Uyerx)V*
ce qui permet de définir la transformée de Fourier par une famille de transformées

de Fourier sur des espaces vectoriels de dimension finie.

Definition 1. Une pseudo-mesure p sur X est une famille {MV}VE}‘(X) telle que,

wy soient des mesures o-additives sur X/V qui satisfont & la condition de com-
patibilité suivante. Si W C V, uy est la mesure image de pw par Uapplication

VW
py (B) = pw (A), A= myy, (B)
ou Twy est la projection canonique
VW - X/W — X/V
vérifiant

Ty =Tyw OTTw -
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Remark 1. Si la famille {,uV}V€}-(X) est une famille de mesure finies telles que
pv (X/V) = p(X),
ne dépend pas de V', on dit que la pseudo-mesure est finie de masse pu (X).
La transformée de Fourier d’une pseudo-mesure p est définie par
Fu(zp) = Fuv o ("my) ™ (wp), Yap € VO
Lemma 1. Sixp € Vo NW?° alors
Fuep) = Fuy o (Trv) ™ (@p) = Fuw o (Trw) ™ (@p),

done, Fu est bien définie et on a
Fu(zp) = / exp (—i (xp, x)) duy () = / exp (—it) dpy, (t).
X/V R

pour tout xp € V°.

Proof. De la relation 1.2, on déduit
| ew (i o)) duy ()= [ e (-it)duv,, (0
XV R
et si W =W NV, de larelation 1.1, on a

Fuy = Fuw oTr mvw et Fuw = Fuw oTr TWW,

Fuy o (Mnv) " (ap) = Fuw o™ mywo (Mrv) ' (ap)
= Fuw (C7w) "~ (2p), 2p € VO C WP
car . .
Trywo (Tmy)  (zp) = (Mmw)  (zp)
de fagon analogue

Fpw o (Mrw)

- 1
(zp) = Fuw o mww o (Mmw)  (zp)
= Fuw o (Trﬂ'w)i (.TD), xp € W C W°
et . .
Fpyvo (Try)  (zp) = Fuw o (Maw)  (zp) sizp € VONWC.
O

Theorem 1. Si Q est une forme quadratique positive sur DX, il existe une unique
pseudo-mesure finie p sur X telle que

Fu(xp) = exp (%Q (zp)) , Vap € DX.

Proof. Cette preuve est développée dans [2]. O

Soit C ’espace vectoriel des chemins
’y:T: [to,tl] — R
tels que
7 (to) =7 (t1) =0,
C est un espace vectoriel d’Hausdorff et localement connexe pour la norme uniforme.
Le dual de C, noté M, est I'espace vectoriel des mesures bornées sur 7.
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Theorem 2. L’intégrale de chemin de Feynman [5] d’une particule de masse m, a
un degré de liberté, évoluant dans un potentiel V, est donnée par

foow () vaw) i) du (V).

to

ou w est une pseudo-mesure dont la transformée de Fourier est

Ful = e (~30 ) = (=5 [ inf (0.5 du) ()
2 2 T
pour toute mesure pu € M.

Proof. Ce résultat a été démontré dans [2]. O

Le propagateur K ((z1,%1), (zo,t0)) permet de déterminer 'amplitude de prob-
abilité de trouver la particule z; € R a l'instant t; si elle se trouvait localisée en zq
a instant tg avec t; > to. Si 7 est un chemin fixé tel que

7 (to) = xo et ¥ (t1) = 1
on a le théoreme suivant.

Theorem 3. Le calcul du propagateur dans le cas d’un degré de liberté est

i ~ 1 ~
K ((z1,t1), (w0, t0)) = Vmexp (ﬁso (7)) /CGXP (ﬁsmt (¥ +7)) dw (),
S est laction qui se scinde sous la forme
S=5,+Sint

ou S, est l'action d’une particule de masse m et S;ne est linteraction dans le po-
tentiel V définie par

Sint (7) = / 1 V(v (t))dt.

to

Proof. La preuve est donnée dans Particle [2]. O

2. INTEGRALE DE FEYNMAN SUR LES FIBRES

Dans ce qui suit
(= (E,m0Q,¢)

est un fibré Banachique ou Hilbertien [4] et [6], de fibre £ sur I'univers €, qui est
une variété de dimension dim €2 > 4. Le fibré dual de ¢ est noté (p, si o et op sont
des sections de, respectivement, ¢ et (p on pose

op ®0 (w) =o0p (w) (0 (w)), Yw € Q.

Soit A une mesure finie sur I" (¢), 'espace vectoriel des sections de ¢, on définit
la transformée de Fourier en fibre de A\ par

FA(op) (w) = /F(() exp (—iop ® o (w)) dA (o),

c’est une section du fibré trivial

(2 xC™(¢p),pr1,?)
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ol C* ({p) est l'espace vectoriel des applications C*°, dans le sens de Banach,
de T (¢p) & valeurs dans C. On pose 6, 0, et ,, les C-applications comme
applications de variétés de Banach définies par

0:T)xQ—=E(Q),0(0,w)=0c(w),

O : T(¢) = Eu (€), 0u (0) = 0 (w)
et
0y : Q= E,(Q), 0, (w) =0 (w).
Pour une mesure A sur I' (¢), on note A (w) la mesure image de X par 6, alors
FAp) @) = [ exp(-ifop (@) u) dA(w) ()
B, (¢)
par changement de variable, avec les notations précédentes

FA(op) (w) = FA(w) (op (w)), op (w) € E, ((p) - (2.1)

Remark 2. Dans l’équation 2.1, le membre de gauche représente la transformée
de Fourier en fibre de la mesure A et le membre de droite la transformée de
Fourier de la mesure image A (w) sur E,, (¢).

La transformée de Fourier d’une mesure finie X de T' (¢) est définie plus haut par

FA(op) = /F(g) exp (—i (op,0))dA (o), op € DT ({)

ot DT (€) est lespace dual de T (¢).
Soit L un morphisme de fibrés de { dans &
L € Hom (¢,¢),
L induit un morphisme d’espaces vectoriel de ' (¢) dans T (¢) défini par
L(o¢) =L®o¢ avec LR o¢ (w) =L (w) (o¢ (w)), Yw € Q,
et soit Lp le morphisme d’espaces vectoriels de T' (§p) dans T' (¢p), défini par
Lp (0¢r,) = 0ep 0 L avee (0¢y, 0 L) (W) = 0¢p, (W) o L (w), Yw € Q
alors
Lp (0ep) @ o¢ (W) =0y, @ L (0¢) (W), Yw € Q.
Notons Az, I'image de la mesure A\ par 'application linéaire L,
A (B) = ALV (B)), BT ()
alors
FAr =FAoLp.
Si L = op € T'(¢p) alors L s’identifie & un élément de Hom ({, &), on £ est le
fibré trivial
E=(OxK,pr,Q), K=RouC,
le morphisme induit £ = op est un morphisme de 'espace des sections de ¢ dans
I’espace des sections de & qui est I'espace des fonctions d’ondes de 1'univers. Les
sections du dual £p s’identifient aux sections de &. A la forme linéaire

oep (W) H{w} x K = {w} x K, 0¢,, (w) (k) = ag,, (W) k ol ap (w),k €K

on associe la section

Q- 0O0xK w— (w,aggD (w))
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L’application Lp est définie par
Lp (0ep) (W) = 0ep (W) 0 L (W) = ag, (W) X L (w)
et
FAe (1) =FroLp(1)=FA(L)
ou 1 est définie par
1 (w) = Idguy k-
La mesure \,,, est une mesure sur les ondes de l'univers qui vérifie

FA(op) (@) = / exp (—id () Do (9)

C=()

= / exp (—iop ® o (w)) d\ (o), Yw € Q.
1N(9)

On note S (¢), Pensemble des sous-fibrés fermés de ¢ de codimension finie. Si
¢ € §(¢), la fibre & de ¢ est un sous-espace vectoriel fermé de £ de codimension
finie. On définit le fibré quotient (/s, de fibre £/&. dont les cartes de trivialisation
sont données par

pu g (U) = U x E[E, pu (x) = (n(x),p (2)),
si U est un ouvert de trivialisation de ( et
pu:n H(U) = UxE, pu(x) = (r(x),q(z))

est l'isomorphisme de trivialisation on a, p () = 7c o q (z) ol ¢ est la projection
canonique 7¢ : &€ = £/&.. On note L le morphisme de fibré induit par .,

Lo:(—,si& CE&;

alors la projection m¢, : £/E; — £/&, vérifiant m. = 7., o 7, induit un morphisme
de fibré noté L., : (/7 — (/s pour lequel

Le=LcoL,.
Les morphismes L. et L., induisent des morphismes d’espaces vectoriels
Lo:T(Q) =D (C/s) et Lo :T(¢/r) = T (¢/e)
vérifiant L. = L o L, les applications

Lep :T((¢/¢)p) = T (Cp) et Loprp : T((¢/<)p) = T((¢/T)p) (2.2)

vérifient
Lo =Lrp0oLrper-
On pose
I'(p)’={opeTl((p):op®c:Q—>K, op®c=0sicel ()}
alors Lo, : T'((¢/s)p) = T' (¢p) est un isomorphisme sur I' (¢p)°, on note
Loy T () =T ((¢/)p),

I’application réciproque.
Si F () est I'ensemble des sous-fibrés fermés de ¢ de codimension finie alors

T (¢p) = Ucer)T (D)’
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une pseudo-mesure u sur I'(¢) est une famille {pc} . F(¢) telle que pic sont des
mesures og-additives sur I" () qui satisfont & la condition de compatibilité si & C &,
1 est la mesure image de p. par 'application L.,

He (B) = Hr (A)’ A= ‘C;ql (B)
ou L. est la projection canonique

Lo :T(¢/7) =T (¢/s)
vérifiant
Lr=LrcoLs,
si les mesures p¢ sont finies et de masse p (¢), on dit que la pseudo-mesure est finie.
La transformée de Fourier en fibre d'une pseudo-mesure p est définie par

Fp(op) (W) =Fuco L} (op) (w), Vop €T (5)° et w € Q.
Lemma 2. Siop €' (¢p)° NT (7p)° alors
Fulop) (w) = Fpuco L} (op) (W) = Fur 0 L3} (0p) (w), Yw €
done, Fu est bien définie et on a

Fu(op) (@) = / o (ion 0 () du (0)

= / exp (=i (w)) dpe,  (¢), Vw € Qetop €T (5)°.
c=(Q)

A partir d'un fibré vectoriel ¢ on définit deux fibrés, I'un est le fibré des formes
quadratiques de ¢, noté Q (¢) et Pautre est le fibré des mesures de ¢, noté M (¢). Si
U est une carte de trivialisation de ¢, on note y ¢ I'isomorphisme de trivialisation

9U,C : 7T<_1 (U) — U x F(C), 9U,C (u) = (7T< (u),pc (u))

alors les fibrés Q (¢) et M ({) ont pour fibres respectives FQ (¢) et FM ({) ou
FQ (¢) est 'espace vectoriel des formes quadratiques sur F ({) et FM (¢) est 'espace
vectoriel des pseudo-mesures finies sur F (¢). Les applications de trivialisation sont
respectivement

Ou.0() : To(e) (U) = U xFQ(Q), bu,0() (@) = (o) (4) Pore) (4)
ol
Po() (9) = qo b5
et
Oumc) : Trae) (U) = U x FM(C), Gy pmac) (1) = (Taace) (W) s P (1))
ou
Pam(c) (1) = pobyy.

Si g est une forme quadratique sur E,, (¢) alors pgo(¢) (¢) est la forme quadratique
sur F ({)
-1
Po() (9) = a0 0y¢ |ea(0)
et si v est une pseudo-mesure finie sur £, (¢) alors paq(c) (1) est la pseudo-mesure
image sur F (()
-1
PMm(¢) (n) =po 9U,< |Ew(<) :
Les sections de Q (¢) sont les sections de formes quadratiques, si toutes les formes
quadratiques sont positives, la section est une section positive. Les sections de
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M (¢) sont les sections de pseudo-mesures, si sur chaque fibre la pseudo-mesure est
finie, on dit que la section est finie.

Lemma 3. Soit Q une section positive de Q ((p), il existe une section finie de
pseudo-mesures p de M (€) telle que

Fu(w) (op (w)) = exp (—%Q (w) (op (w))) , Vop €T ({p) et Vw € Q.

ot Q (w) est la forme quadratique induite par Q sur la fibre E, (¢p).
Proof. Pour chaque w € Q, la forme quadratique positive Q (w) de
E, (¢p) = DE. (C)

permet de définir une pseudo-mesure finie u (w) sur E,, (¢) telle que

Fu(w) (o ) = exp (- 5Q(w) (0 () ) . ¥op € T (o)

par le théoreme de Madame C.Morette DeWitt et p est une section de M (¢). O

Lemma 4. Soit ;1 une pseudo-mesure finie de T' (), il existe une section finie [
de M (Q) telle que la transformée de Fourier en fibre

Fulon) (@) = [ exp(-ion @ a (@) du(o)
IN(9)
vérifie
Fu(op) (w)=Fp(w)(op (w)), Vw e Q et op €T ((p).
Proof. L’application canonique

Hw:F(C)_)Ew(anw(U):U(W)

permet de construire pour toute pseudo-mesure finie p de T' () une section finie &
de M (¢), ou i (w) est la pseudo-mesure image de p par 6,,. On a par 2.1

Fu(op) (w)=Fi(w) (op (w)), Vw e Qet op € T (Cp).
(|

Definition 2. Une section positive Q de Q ((p) est stable s’il existe une pseudo-
mesure finie u de T ({) pour laquelle la section i image de p vérifie

Fii (w) (op (w)) = exp (—%Q (w) (op (w))) ,Vop €T (¢p) et Vw € Q.

Theorem 4. Si Q est une section positive stable de Q ((p) alors il existe une
pseudo-mesure finie (1 de T (C) telle que

Fulow) @) = exp (~3Q@) (0 @)) . Vop € T (o).

Un potentiel V sur un fibré ¢ est une C*°-application de lespace total E () a
valeurs dans R
V:E(K) =R,

Iinteraction d’une section o, avec un potentiel V), est définie par

Sint (0) = /Q V(o (t))dv(t) (2.3)
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ol v est une mesure de Lebesgue sur I'univers (2. L’intégrale de Feynman sur les
sections d’un fibré de potentiel V, est donnée par

/F(o o (%Smt (0)> o (o).

w est une pseudo-mesure dont la transformée de Fourier en fibre est

Fuon) = exp (-3 (o))

ot Q est une section positive stable de Q ({p). On dit que la pseudo-mesure, ainsi
définie, est une pseudo-mesure gaussienne en fibre de covariance Q. Pour une
sous-variété V de Q, de dimension 0, on pose

Iv(Q)={rel():7(v)=0, € E,({),YwveV}

et
W =A{w, € E, ((),Vv e V}.

Definition 3. On appelle propagateur de Feynman pour la section positive stable
Q sur Ty (¢) de Q(¢p), la quantité

kv =o(0) [ e (s 0+ (o),

r

ot w est la pseudo-mesure sur 'y (¢) de transformée de Fourier en fibre

Fulop) =exp (~5Q00) ) Yoo € T (Go).

o est une section fizée vérifiant
ow)=w, veV (2.4)

et Uapplication ¢ est une C°°-application au sens de Banach sur les sections a
valeurs dans C

6:T(Q) R, 0() =10 (@) exp (§50(0))

So est laction et Uinteraction Sint, relatif a un potentiel V, est définie par 2.3.

Remark 3. Pour les sections de chemins, a un degré de liberté, |¢ (o)| est constant
et vaut \/m, m est la masse de la particule.

Le propagateur de Feynman des sections quantifie les sections de (. Ce prop-

agateur mesure, en un certain sens, la ”pseudo-probabilité” de trouver des

sections de ¢ pour lesquelles le systéme d’équations 2.4 est vérifié lorsque ’on munit
le fibré ¢, d’un potentiel V, d’une section positive stable Q de Q ((p).
3. LES CHAMPS DE L’UNIVERS {2
Le fibré considéré ¢ est le fibré tangent
C=TQmQR"), n>4
et on note (p le fibré dual

Cp = (TQ,mQR").
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On se fixe une métrique riemannienne g, g est une section de Q (¢) définie posi-
tive. Cette métrique induit un isomorphisme de dualité de ¢ dans (p, défini par

D:I'(¢) =T (¢p),
D(X)(w) = Xp (w) : By (€) = R,
Xp (w) (u) = g (w) (X (w),u).
Soit Q la section des formes quadratiques de Q ({p) définie par
Q () (Xp (@) = g () (X @), X (@), X (@) = D1 (Xp) (w).

Sur chaque fibre DT, (2, la forme bilinéaire Q (w) induit, en dimension finie sur
la fibre, une mesure gaussienne [ (w). Si Q est positive et stable la section i ainsi
définie est la mesure image sur chaque fibre, d’'une mesure u sur I’espace des champs
I'(92). Fixons une sous-variété V' d’événements de 'univers Q, dimV = 0, et une
famille W = {X, : v € V'} telle que

X, €T ,Q,YVveV
il existe un champ X tel que
Xw)=X,,YweV, (3.1)
il suffit de prendre pour chaque v € V, des cartes U, de v, deux a deux disjointes
et des C'*°-applications 6, telles que
supp 8, C U, et 0, (v) =1, Yo eV

alors

X = Z 0y X, (3.2)
veV
est un champ qui vérifie les équations 3.1. On peut définir le propagateur de
Feynman

K(V,W>=¢<x>/

exp (lSmt (X + X)) dw (X),
Ty (Q) h

ol w est la pseudo-mesure sur I'y (2) de transformée de Fourier en fibre

Fulom) =exp (~5Q(00) ) Yop < T (Go).

X est un champ vérifiant 3.2 et I'application ¢ est une C'*°-application au sens de
Banach sur les sections a valeurs dans C

1
6:T(0) > R 0(X) = o (0l exp 150 (X) )
Sp est Paction et S;; est interaction relatif a un potentiel V. Si
|¢(X)|:1et/ dw=1
I'v(Q)
alors |IC(V, W)] est indépendant du choix de ¢ (X), c’est la probabilité de trouver
un champ X € T'(Q) vérifiant les équations 3.1.

Remark 4. Sila famille d’événements V' est discréte avec des points d’accumulation,
une condition nécessaire pour l’existence d’un champ X pour lequel les équations
3.2 soient vérifiées est donnée par

lim Xy =Xy, stvg €V.

vV, vEV
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4. LES C“-STRUCTURES

On s’intéresse aux lignes d’univers des particules. Une ligne d’univers de {2 est
une sous-variété topologique + de dimension 1 telle qu’il existe une sous-variété N,
de v de dimension 0 pour laquelle chaque composante connexe de

NN,

est une sous-variété de classe C°°. La sous-variété N, forme les noeuds de la ligne
d’univers. Si on fait I’hypotheése qu’une ligne d’univers ne peut-étre observable
qu'aux événements N, peut-on mesurer les irrégularités aux noeuds? Et peut-
on décrire la ligne d’univers a partir de ses noeuds. Dans un premier temps, on
étudie la ligne d’univers aux noeuds et ensuite on détermine en un certain sens la
probabilité de touver une ligne d’univers ayant des noeuds fixés. Commencons par
I'espace le plus élémentaire des fonctions numériques, continues sur un intervalle
ouvert I C R noté
C(I,R),
une fonction est dite a-dérivable en a € I si les deux limites existent et sont égales,
o Je ) —f@ L f@) = fa=h)
im ~——~ = lim —"————~
h—0+ ho h—0+ he

on note f(®) (a) cette limite [3].

, pour a € [0, 1],

Lemma 5. Si f est a-dérivable en a, alors pour tout B, o« < B < 1, f est 5-
dérivable en a et %) (a) = 0.

On note
a(a) =inf {8 €[0,1[: f est S-dérivable en a },
si f*(%) (a) existe, ce nombre est le nombre dérivé de f en a. Une application f
est a-dérivable sur I si elle a un nombre dérivé f(®) en chaque point a € I. Cette
dérivée s’écrit f(),

Remark 5. « est une fonction de I d valeurs dans [0, 1].

Definition 4. Pour a > 0, une fonction f est a-dérivable sur I si f est de classe
C", n = [a], telle que ™) est (o — [a])-dérivable sur I.

La formule de dérivation des compositions se transforme, si g est S-dérivable et
f est a-dérivable alors g o f est y-dérivable, ou

v(a) = (Bo f(a))ala)

(go f)(v) — (g(B) ° f) (f(a))ﬁof_

On peut définir de nouvelles classes de fonctions entre les classes C° (I,R) et
C! (I,R), ce sont les classes des fonctions a-dérivables C (I, R) pour lesquelles on
a les inclusions

C(I,R) c C°(I,R) c C®(I,R) c C°(I,R) pour a < f.
L’holomorphie non entiere est définie par, si z = |z| €’ arg(2) € C, ot

arg (z) = Arg (2) + 2km et Arg(z) € |-, 7]

et

est 'argument principal de z, on définit les puissances d’ordre « € [0, 1] par

o a ja(Arg(z)+2km
23 = |z|* efe(Are(®) ),
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la dérivée d’indice k, d’ordre o de f : C — C au point z est la limite, si elle existe
de

i fz+h)—f(2)
h—0 hg

que ’on note f,ga) (2). Sl existe un indice k pour lequel f,ga) (2) existe, alors

2iam

{ f,ga) (z)}k est une suite géométrique de raison e , cyclique si a € Q et de
>1

méme module.

Remark 6. Si f est une fonction monotone sur l'intervalle ouvert I alors l’ordre
de dérivation « de f vérifie a =1 p.p.

Definition 5. Une fonction numérique est fractale sur un intervalle ouvert I si
pour tout intervalle J C I, la restriction

Jr:J =R, fr=f1s

n’est pas monotone.

On définit la notion de C*-structure sur les variétés de Banach, il suffit de définir
la notion de C*-différentiabilité pour une application

fiUCE—F

ou F et F sont des espaces de Banach. Si f n’est pas dérivable au sens de Banach
enx € U C F, on dit que f est a-dérivable en z s'il existe une application linéaire
continue L : £ — F

o M @4 B) = f (@) = L(h%)

IA|—0 |h|*

h
:0,h”‘:|h|amsih7éoEeto%:oE

sous cette hypothese, L est notée
L=DWrf (z).

On peut élargir la notion de dérivation aux échelles de comparaison. Une échelle
de comparaison est une famille de fonctions £, = {¢}, non équivalentes & la fonction
identiquement nulle et définies sur un voisinage ouvert I tel que

0 € Adh(I),

sauf peut-étre en 0, vérifiant les propriétés suivantes. La famille &, est une famille
totalement ordonnée pour la relation d’ordre <. L’ordre de dérivation de f, le long
de {p}, est le

o flat+h) = f)
sup {w €led:, lim o () - O} ‘

On rappelle que ¢ < 1), si et seulement si, ¢ = ¥ ou @ (h) he o(¢(h)). La
—0

dérivée le long de {¢} est

b L@~ S @)
h—0,hel P (h)

=/ (),

si cette limite existe, ol ¢ est I'ordre de dérivation de f le long de {¢}.
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Remark 7. On peut définir la notion de C¥-structure sur les variétés de Banach,
pour i appartenant a une échelle de comparaison &,, il suffit de définir la notion
de C¥ -différentiabilité pour une application

f:UCE—F

ou FE et F sont des espaces de Banach. L’application f est y-dérivable en x s’il
exriste une application linéaire continue L : E — F

|f (@+h) = f(z) = L ()]

im =0, h¥ h|) —sih og et 0% =o
2 D I

|l
(4.1)

sous cette hypothese, L est notée
L=DWf (z).

La plus petite fonction ¢ € &, vérifiant 4.1, pour la relation d’ordre X, est l’ordre
de dérivation de f en x relativement a &,.

Soit {t,} et {ay,} deux suites de ]0; 1[, on pose
a(t):{ 1s1't7étn

a, sit=t,

Si
oo
D
n=0
est une série absolument convergente, on note
f:[0,1] =R, f(t Zant—t
ol

0 sit=0

f est a-dérivable sur [0, 1]. Les fonctions de Weierstrass, définies par

= Z A" cos (a"x)
n=0

avec 0 < A < leta > 0. Sida > 1, W n’a pas de dérivée finie en aucun

to‘:{ il exp (alog (|t])) sit #0

point. Si W est a-dérivable au point z, o € ]0; 1], alors o = figggig, puisque pour
— _ log(W)
A= —Toeta) < 1,

W (z+h) =W (z) = O (|h[]")
et
W (z+h) =W (z) # o(|h]")
lordre de dérivation de W en x est a. La fonction de Riemann, définie par

o0
1
E—mnx
n?

n=1
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n’est pas dérivable si £ est irrationnel, elle est dérivable en m et R'(7) = —

L’exponentielle de Mittag-Leffer, définie par

1
3

“+o0 k
z
E = _—
o (2) kZ:O T'(1+ak)

est a-différentiable pour 0 < a <let z€ Cet on a
(Ba (1) = ~Ea (1).

Definition 6. Si f est une fonction continue sur [a,b], Uintégrale de Riemann-
Liouville au point x € [a,b] est définie par

L(fa) @) =5 [ @0 f (1) .

On rappelle que

+oo
I'() :/0 to e tdt = £ (t* (1) (1)

ou L est l'opérateur de Laplace. La dérivée de Riemann-Liouville

D* (£.0) (@) = 4 (L (11 - ) ) = e (| gt

et v < 1.
La dérivée fractionnaire locale d droite et a gauche de f en y € [a,b] est, respec-
tivement,

d2f(y) = lim D*(f - f(y),y) (v)

Ty~
et
dif(y) = lim D*(f = f(y),y)(z).
Ty
Proposition 1. Si f est différentiable en y, limo_1 d3 f (y) = f' (y).
Pour toute constante C € R, d% (C) = 0.

Theorem 5. Soit f une fonction continue sur [a,b], a < 1

I A L)
:tf(y)_l—‘(1+ )ml—>yi (i(y—.%'))a .

En particulier, si f est a-dérivable eny € [a,b], les dérivées fractionnaires, a gauche
et a droite de y, sont égales a d3.f (y) =T (1 4+ ) f(@) (y).

Proof. On peut consulter [1] pour une preuve. (I

On a

dif<y>=ﬁ£% 4 ( yz Mdt)

On peut exprimer, lorsqu’elle existe, la dérivée d’ordre o de f al’aide d’opérations
standards.

et
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5. TRAJECTOIRE QUANTIQUE DANS UN BANACH

SiyeC™(I,B)ety ¢ C" 1 (I,B), olt Best un espace de Banach et I un intervalle
ouvert de R, on dit que 4™ est a-dérivable en t € I, si les limites suivantes existent
et sont égales

o AR =™ () L A (@) =9 (k)
h—0+ he h—0+ he

,pour € [0,1] (5.1)

on note v+ (t) cette limite. L'ordre de dérivation de v(™) en t est défini par
a(t) = inf {a € [0,1[: 4™ est a-dérivable en t } .
On dit qu’'une trajectoire v d’un espace de Banach est a-dérivable en ¢ si
vyec(1,B), v ¢clt(1,B)
et @ — [a] = inf {6 € 10,1] : 41 est B-dérivable en ¢ } ,

ou [a] est la partie entiere de «. Les chemins v de classe C* (I, B) sont les chemins
a-dérivables en t pour tout ¢ € I.

Remark 8. Pour une trajectoire v € C" (I, B), v ¢ C"*1 (I, B), le nombre
a(t) = inf {a € [0,1[: 4™ est a-dérivable en t }
est la fonction d’irrégularité de ™.

Definition 7. Une trajectoire fractale v de B est un chemin continu de B,
tel que la fonction d’irrégularité restreinte a tout intervalle J C I, notée
ay est différente de 1 presque partout. On dit que vy est quantique si

I={tel:at) <1}
est discret. Les points 7 (t) pour t € T sont les noeuds de la trajectoire.

On suppose B est muni d’une base de Schauder {e,}
écrire tout chemin continu v (¢) sous la forme

nen dans cette base on peut

Y =D A (t)en.
n=0

Si y est une trajectoire fractale alors toutes les fonctions coordonnées sont frac-
tales. Si v est quantique, toutes les coordonnées sont quantiques.

Claim 1. Peut-on donner une interprétation géométrique de la masse? Si la tra-
jectoire v d’une particule est a-dérivable sur I ot a est une fonction numérique sur
I, d valeurs dans [0, 1], on peut interpréter la masse m de la particule aux noeuds
comme une fonction qui mesure l'irrégularité de ~v. On pose

m="V(a).
Problem 1. La fonction VU est une fonction décroissante de
¥ :[0,1[—]0,1],

plus la masse est élevée, plus elle interagit avec les autres particules et plus sa
trajectoire est irréguliére. On prend pour ¥ aux noeuds de la trajectoire,

U(t)y=1—al(t) siteZ.
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En dehors des noeuds la notion de masse n’existe plus, la particule devient
énergie. Dans le cas général, la masse mesure Uirrégularité de ™, ot ~ est une
trajectoire de classe C™. Dans le cas d’une trajectoire de classe C*°, la masse
m = 0.

L’univers visible est formé par les noeuds des lignes d’univers ). On munit cet
univers d’une pseudo-métrique g vérifiant 1’équation relativiste d’Einstein

. 1 881G
Ricy — §ng = c—4TW + Agpu.

Une ”entropie” ® est une C*°-application
:Q—-R

qui mesure le désordre dans I'univers. L’évolution de I'univers n’est plus décrit par
le temps, qui est une notion locale définie a ’aide de champs chronologiques, mais
par son entropie. On définit le graphe orienté

G=6(22,9)
les sommets du graphe sont les noeuds des lignes d’univers de chaque particule.
Notons Ng, 'ensemble des sommets du graphe, un arc joint le sommet wy au
sommet wy si

(0] (WO) <o (wl)
et il existe une géodésique de la pseudo-métrique g joignant les sommets wy et
w1. On pondere les arcs pour minimaliser I'entropie de la fagon suivante. Soit ~y
un C*°-chemin de 'événement wy & wy alors ® oy € C = C> (I, R), on définit le
propagateur de Feynman pour ’entropie ® par

K (wo, w1) = /75 exp <%3 (@ o'y)> /Cexp <%sim (@ o+ T)) dw (7),

ol my est la masse de la particule en I’événement wy, v est une géodésique joingnant
les événements wy et wy, 'action S de la particule se scinde sous la forme

S= So + Sint

avec S, (P o) est Paction de la particule le long du chemin v et S;p: o @ est
Iinteraction dans un potentiel V définit par

1
S o®(1) = [ V(@)
0
La pseudo-mesure w est définie par sa transformée de Fourier
Fu () = exp <3W (u)) e (=g [ i) du(s)).
2 2 [011]2
pour toute mesure p € M.

Remark 9. S;,;: est une interaction définie sur les chemins C = C* (I,R) si la
condition

B (y0) = B (1)) = / Y (0 (1)) dt = / Y (3 (1)) dt, (5.2)

une entropie qui vérifie 5.2 est une V-entropie. Si ® =V alors

S0V () = / Y (y (1)) dt
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et linteraction s’écrit
Sint (1) = /1 7(t)dt, V1 € C.
Dans cette situation, on peut décr;re le propagateur de Feynman de facon in-
trinseque. L’action S de la particule sur 'univers 2 se scinde sous la forme
S =So + Sint

avec Sq est laction de la particule dans univers ), S;n: est linteraction définie
par

Sint (7) :/o V(v (t))dt,

sty est une géodésique de g on a

Clann) = vimgesn (18, 0) [ (5 [ Gor0+r@nar) avi).

et w est la pseudo-mesure définie par

Fw (p) = exp (% /[0 i inf (¢,s) dp (t) du (s)) .

On peut, maintenant, définir la pondération sur 'arc (wp,w1) du graphe quan-

tique G (2, D, g) par
pond (wo, w1) = |Kg (wo, w1)],
le principe de moindre action s’énonce ainsi:

”Pour une particule de masse my qui se situe en I’événement wy, la
probabilité de la localisée en w; est pond (wp,w;). La ligne d’univers est
un chemin fini ou infini du graphe pour lequel entre deux sommets
consécutifs wy et wy, on a

pond (wp,w1) = inf {pond (wp, w) : (wo,w) € A(G)}

ou A (G) est ’ensemble des arcs de G”.

6. LES CHAMPS DU GRAPHE QUANTIQUE

En chaque sommet w € Ng du graphe quantique G, on définit un champ de la
fagon suivante. Siw est un sommet de G, soit (U, ¢) une carte en w, pour un chemin
quantique y passant par w, 'application

e oy IR, g oy (0) =0

est a-dérivable dans le sens de 5.1 pour 0 < a < 1. Le vecteur tangent

Dy ('y(a) (0)) € 1,0

-t 0) —p ' oy (—h)
@ (0) = i _ Y010 ¢ oy (=h)
7 (0) = lim, ha i, o

Supposons qu’en chaque sommet du graphe quantique G, on se fixe un champ
défini précédemment, on note W cette famille. On peut définir le propagateur de
Feynman

/C(g,w>:¢<X>/

exp <lsim (X + X)) dw (X)
v (Q) h
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ol w est la pseudo-mesure sur I'g () de transformée de Fourier en fibre

Fuw(d) = exp (—%Q (d)) Vd e T (TQ),
d est une section de 1-forme et X est un champ vérifiant
X (w) =X, € T,Q, (6.1)

pour tous les sommets w € Ng du graphe quantique et 'application ¢ est une
C°-application au sens de Banach sur les sections a valeurs dans C

6:T (1) 5 R 0(X) = 0 (X) exp (10 (X))

Sy est Vaction et S;,; est Uinteraction relatif au potentiel V' défini précédemment.
La probabilité de trouver un champ vérifiant 6.1 est |[K (G, W)].

7. CONCLUSION

L’univers est observable qu’en ses irrégularités. On est amené a décrire les lignes
d’univers des particules comme les chemins d'un graphe dont les sommets sont les
événements observables. La notion de dérivation fractale ou fractionnaire permet
de mesurer l'irrégularité et de faire ’hypothese d’une interprétation géométrique de
la masse. Entre deux observations, on définit le propagateur de Feynman qui donne
la probabilité de présence de la particule-énergie. On a une dualité entre énergie
et matiere. La matiere est I'univers observable et entre deux événements I’énergie
produite oscille le long d’une géodésique définie par une métrique d’Einstein, cette
oscillation est décrite pas le propagateur de Feynman. Le propagateur de Feynman
sur les champs permet de donner la probabilité de I'existence d’un champ unitaire
défini aux noeuds par les dérivations fractales décrites par les lignes d’univers.
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