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Nous étudions la concavité de la relation de dispersion ¢ — wq des excitations bosoniques d’un gaz
tridimensionnel de fermions de spin 1/2 telle que décrite par I’ Approximation de la Phase Aléatoire
(RPA). Dans la limite des faibles nombres d’onde ¢ nous obtenons le spectre analytiquement jusqu’a
Pordre 5 en ¢q. Au voisinage de ¢ = 0, un changement de concavité entre une branche concave dans
la limite BCS et convexe dans la limite CBE se produit en A/u ~ 0,869 (1/(kra) ~ —0,144), ot
a est la longueur de diffusion entre fermions de spins opposés, kr le nombre d’onde de Fermi et A
le gap d’apres la théorie BCS, et u le potentiel chimique. En ce point, la branche est concave du
fait d’un terme d’ordre 5 négatif. Ces résultats sont complétés par une étude numérique qui montre
Iévolution dans tout le plan (g, A) de la frontiere entre la zone ol ¢ — wq est concave et celle ol

q — wq est convexe.

PACS numbers: 03.75.Kk, 67.85.Lm, 47.37.+q
I. INTRODUCTION

Les gaz d’atomes froids permettent d’explorer le
probleme & N corps avec une grande flexibilité dans le
choix de ses parametres microscopiques. En particulier,
dans les gaz de fermions de spin 1/2, on peut ajuster
expérimentalement la force des interactions entre les par-
ticules grace a des résonances de Feshbach. Cette liberté,
unique dans les systémes fermioniques, a permis aux
expériences d’atomes froids [1-9] d’étudier comment I'on
passe continiment d’un superfluide de paires de Cooper
dans le régime dit de Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS)
a un superfluide de dimeres quasi-bosoniques dans le
régime de Condensation de Bose-Einstein (CBE). L’autre
avantage des gaz d’atomes froids est de permettre une
description théorique simple des interactions, qui ont
lieu dans un régime dilué et de basse énergie. Pour un
gaz de fermions dans deux états de spin T et |, on
montre ainsi que les seules interactions significatives a
basse température et faible densité ont lieu dans 'onde
s, entre fermions de spins opposés, et se caractérisent
par un unique parametre appelé longueur de diffusion et
noté a. Ce cadre théorique avantageux autorise des études
entierement analytiques de propriétés expérimentalement
accessibles du gaz en interaction, dans lesquelles cet ar-
ticle s’inscrit.

A température nulle, notre gaz tridimensionnel
de fermions spatialement homogene non polarisé est
entierement apparié, et son spectre d’excitation se com-
pose de deux branches : une branche fermionique d’ex-
citation des degrés de liberté internes des paires de fer-
mions T} et une branche bosonique d’excitation de leur
centre de masse, branche qui devient phononique dans
la limite des grandes longueurs d’onde. Cette derniere
branche est aussi dite collective car elle met en jeu un
grand nombre de modes fermioniques d’excitation in-
terne des paires. La branche fermionique est décrite a
Pordre le plus bas par la théorie BCS; la branche bo-
sonique, elle, est abordée par différentes approches :

I’Approximation de la Phase Aléatoire (Random Phase
Approximation, RPA) d’Anderson HE], une approxima-
tion gaussienne de l'action dans un cadre d’intégrale
de chemin ﬂﬂ, @], une approche par les fonctions
de Green associée a une approximation diagramma-
tique HE], et une linéarisation des équations variation-
nelles BCS dépendant du temps [14]. Ces différentes
théories, toutes approchées, convergent pour donner le
méme spectre d’excitation bosonique, décrit par la méme
équation implicite.

La concavité de ce spectre a été étudiée dans la limite
BCS [11] et de maniére qualitative dans la zone de raccor-
dement CBE-BCS [13, 19, [16]. Tl manque donc une étude
quantitative exhaustive, et c¢’est ce qui fait 'objet de cet
article. En particulier, nous obtenons analytiquement le
spectre jusqu’a 'ordre 5 en le nombre d’onde ¢ du centre
de masse des paires et nous en déduisons la concavité de
la branche d’excitation sur un voisinage de ¢ = 0 dans
toute la zone de raccordement CBE-BCS.

L’intérét physique de notre étude est de déterminer
quels processus d’amortissement des modes collectifs do-
minent a basse température. Si la branche est convexe
sur un voisinage de ¢ = 0 alors ce sont les processus
d’interaction entre phonons 2phonons <> 1phonon de
Beliaev-Landau ﬂﬂ, @] qui dominent, tandis que si elle
est concave ce sont les processus 2 phonons <+ 2 phonons
de Landau-Khalatnikov ﬂﬁ] En effet, on montre & partir
de la conservation de I’énergie et de la quantité de mou-
vement des trois excitations mises en jeu que les pro-
cessus Beliaev-Landau sont interdits pour une branche
d’excitation concave. A basse température, la branche
fermionique, dont le spectre possede une bande inter-
dite, ne participe pas a ’amortissement des modes collec-
tifs, sa contribution étant exponentiellement réduite m]
En outre, la connaissance quantitative du parametre de
concavité v permet de prédire le taux d’amortissement
des phonons par les processus 2phonons <> 1phonon
dans le cas convexe au-dela de I’hydrodynamique quan-
tique [16], ou 2 phonons ¢+ 2 phonons dans le cas concave
ou linteraction effective prédite par I’hydrodynamique



quantique fait intervenir des processus 2phonons <>
1 phonon virtuels et dépend de ~ ﬂﬁ] La connaissance
de v donne enfin acces au coefficient de diffusion de la
phase du condensat de paires, processus fondamental qui
limite le temps de cohérence intrinseque du gaz ﬂﬂ]

II. EQUATION DE LA RPA SUR LE SPECTRE
D’EXCITATION

L’équation de la RPA donnant implicitement 1’énergie
hwq des excitations collectives en fonction du vecteur

d’onde q s’écrit :

Lot (way @) (waq, q) = P2 [ (wqu )P (1)

Les quantités I, traduisent le caractere collectif des
modes bosoniques; ce sont des intégrales sur le vec-
teur d’onde relatif k des paires, fonctions de wg via le
dénominateur de leur intégrande :
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Nous avons introduit ici les amplitudes Uy et Vi et les
énergies propres €x des modes propres de la théorie BCS
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ol m est la masse d'un fermion. Les deux parametres
naturels de la théorie BCS, qui nous serviront aussi a
exprimer I'énergie Awg, sont le potentiel chimique p du
gaz, commun aux deux états de spin, et le gap A, largeur
de la bande interdite dans le spectre BCS des excitations
fermioniques lorsque pu est positif. Ils peuvent a loisir étre
échangés avec la longueur de diffusion a et la densité
totale du gaz p en inversant les deux relations m, ] :

e [ () ®
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En pratique, plutdt que la densité, on utilise souvent le
nombre d’onde de Fermi kr défini par p = k3. /(672).

III. ETUDE NUMERIQUE GLOBALE DE LA
CONCAVITE

La figure [[ synthétise les résultats sur la concavité de
la branche bosonique obtenus par résolution numérique
de I'équation de dispersion (IJ). Plusieurs domaines se
dégagent en fonction de la valeur de A/p, ou il on
préfere, de 1/(kpa). (i) Lorsque la longueur de diffusion
est négative a < 0, autrement dit pour A/p < 1,162
(pointillé inférieur), le domaine d’existence des solutions
de I’équation en fonction de g est compact et simple-
ment commexe(ﬂ%]7 de la forme [0, gsup]. La relation de
dispersion est entierement concave pour A/u < 0,869,
puis, lorsque 0,869 < A/u < 1,162, elle est d’abord
convexe aux faibles ¢ puis concave. Entre ces deux zones
elle présente donc un point d’inflexion dont nous calcu-
lons analytiquement la position ¢ina(A/p) aux faibles ¢
(voir le tireté et Iéquation 29) de la section [V]). (i7)
De lautre coté de la résonance (a > 0), et jusqu’a
A/ = 1,729 (pointillé supérieur), le domaine d’exis-
tence des solutions de I’équation (I]) se sépare en deux
composantes connexes [0, gsup] €t [¢int, +00[ ﬂﬁ] Tan-
dis que la branche est toujours convexe dans la seconde
composante [ginf, +00[, d’'intéressantes variations appa-
raissent dans la premiere composante [0, gsup) : dans le
sens des ¢ croissants, la branche est convexe puis concave
pour 1,162 < A/u < 1,22, convexe puis concave puis
a nouveau convexe pour 1,22 < A/u < 1,710 et enfin
entierement convexe pour 1,710 < A/u < 1,729. (iii)
Lorsque A/pu est supérieur & 1,729, ou est négatif, les
deux composantes du domaine d’existence se rejoignent,
si bien qu’une solution & I’équation (] existe pour tout



q ﬂﬁ] La branche est alors entierement convexe.

Toutes ces valeurs numériques sont prédites par la
RPA ou la théorie BCS, donc sont approchées. La
valeur de A/p a la limite unitaire est la seule que
'on puisse a ce jour comparer aux expériences : les
résultats expérimentaux A ~ 0, 44h2k% /(2m) [24] et p ~
0,376/%k%./(2m) [§] conduisent & A/p ~ 1,17, remarqua-
blement proche de la prédiction de la théorie BCS A/ ~
1,162. Rappelons aussi que le spectre de la RPA est issu
d’un traitement linéarisé des fluctuations quantiques du
champ de paires, qui néglige les interactions entre les
quasi-particules bosoniques. Dans la réalité, ces interac-
tions vont donner lieu & un déplacement des énergies
propres hwgq; elles vont aussi faire apparaitre, méme
a température nulle, une partie imaginaire dans wq,
décrivant la durée de vie finie des excitations, lorsque la
concavité de la relation de dispersion permet d’avoir des
processus de Beliaev 1phonon — 2 phonons résonnants

[16).
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FIGURE 1: Concavité locale de la branche bosonique g — wq
selon les valeurs de A/p et du nombre d’onde ¢ mesuré en
unités de k, = (2mpu)'/?/h. Les valeurs de 1/(kra) corres-
pondant & celles de A/p sont indiquées sur le bord droit
du graphe. Les points rouges correspondent a une branche
localement concave, les points orange a une branche locale-
ment convexe. La ligne épaisse en trait plein délimite le do-
maine d’existence des solutions de I’équation de dispersion
(. La ligne tiretée est une prédiction analytique & faible ¢
(cf- Péquation ([Z9) de la section [[V]) de la frontiere entre les
zones rouge et orange, lieu des points d’inflexion de la courbe
g — wq représenté par un trait fin. L’ordonnée A/u = 0,869
du point ou cette ligne rejoint I'axe ¢ = 0 et 'ordonnée
A/p = 1,710 au-dela de laquelle la zone de concavité disparait
sont indiquées par des fleches. Enfin les deux lignes pointillées,
dont les ordonnées sont elles aussi indiquées par des fleches,
encadrent U'intervalle des valeurs de A/p ou 1/(kra) sur lequel
le domaine d’existence en ¢ de la solution de I’équation ()
n’est pas simplement connexe. La ligne pointillée inférieure
correspond a la limite unitaire, ou la longueur de diffusion
diverge |a| — 4oc.
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IV. ETUDE ANALYTIQUE DE LA CONCAVITE
DANS LA LIMITE DES GRANDES LONGUEURS
D’ONDE

La relation de dispersion peut étre obtenue analytique-
ment dans la limite des grandes longueurs d’onde ¢ — 0.
Pour cela nous développons ’énergie propre du mode col-
lectif jusqu’a l'ordre 5 en ¢ :

o\ 2 ho \ 4 o\ ©
8 \'mc 16 \ ' mc mc
(10)
A Tordre le plus bas, comme pour tout systéeme super-

fluide, I’énergie est phononique avec une vitesse du son ¢
donnée par la formule hydrodynamique

me* = p On
o),

ou la dérivée est prise a longueur de diffusion a fixée
comme le suggere la notation. Appliquée a ’équation
d’état approchée (@), 'expression hydrodynamique (II))
permet d’obtenir la vitesse du son prédite par la RPA,
comme I’a établi la référence ﬂﬁ] par développement de
la solution wq de I'équation (I0)) au premier ordre en g.
Nous en proposons ici une expression explicite sous forme
d’une fraction rationnelle

me? 2(xy +1) (12)

oo 3yA+1)

hwg o heq

(11)

en les variables

A <8A)
r=— et y=\(— .
Iz o ),

La variable y s’exprime a son tour en fonction de x grace
a la relation
w?(u?—z™h)

h%k%/(2m)— +o00
I S e (e o251

= T (14)
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qui s’obtient en dérivant I’équation () par rapport a
© a longueur de diffusion a fixée et en exprimant les
vecteurs d’onde en unités de ka = (2mA)Y/2/h pour
faire apparaitre la variable d’intégration u sans dimen-
sion. Les intégrales apparaissant au numérateur et au
dénominateur du troisieme membre de (I4]) peuvent s’ex-
primer en termes d’intégrales elliptiques completes de
premiere et deuxieme espece ﬂﬂ] Notons qu’a la limite
unitaire y = x, puisque A et p sont proportionnels par
invariance d’échelle.

Pour obtenir 'expression (I2)) de la vitesse du son adi-
mensionnée, nous dérivons 1’équation d’état (@) par rap-
port a p a a fixé et exprimons toutes les intégrales utiles
en fonction de z et y a l'aide de ([I4]) et de la relation

d®k_ AP 400 u?

f (27r)3¥ _ fO du_[(uzixf1)2+1]3/2 _ 3$/2
+oo w2—g—1 1+

f e (1 ) T

(15)



qui se démontre en intégrant par parties le dénominateur
du second membre, u? étant la fonction & intégrer.

Pour obtenir les coefficients sans dimension 7y et 1 des
ordres supérieurs en ¢ de fwqg dans I'équation (), on
ne peut s’appuyer sur des expressions thermodynamiques
connues et on n’échappe donc pas au développement la-
borieux de I’équation ({I) en puissances de g. Le résultat
peut s’écrire tout de méme sous la forme de fractions
rationnelles en x et y :

Z?:o Pz(y>$z
13522 (22 + 1) (y2 + 1)°
= 2 6 .4 (.2 2" (17)
1020600 (y2 + 1)° 2* (22 + 1)

2909908
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Nous avons obtenu les expressions analytiques (@) et
(@) par développement limité des intégrales Iy (wq, q),
I__(wq,q) et I1_(wq,q) apres remplacement de fiwg par
le développement (I0). Nous réutilisons a chaque ordre
les résultats des ordres inférieurs : la valeur ([I2) de ¢
pour obtenir v, puis celles de ¢ et de v [IG) pour obtenir
1. Au cours du calcul, nous rencontrons des intégrales
avec des puissances élevées de ¢ (ou [(u? —z~1)2 4 1]1/2
apres adimensionnement) au dénominateur; leur calcul
par intégrations par partie répétées est expliqué dans
l’annexe [Al

Nous représentons sur la figure [ les coefficients v et n
en fonction de 1/(kra), variable que nous avons préférée
ici & A/u. Commentons brievement leurs comportements
asymptotiques dans les limites CBE 1/(kpa) — 400 et
BCS 1/(kpa) — —oo ainsi que leurs valeurs remarquables
dans les régimes intermédiaires.

a. Limite CBE Dans la limite CBE, kra — 0T, le
systéme est assimilable a un gaz de bosons de masse 2m
en interaction faible, de potentiel chimique

1B = 2/t — Egim, (20)

olt Egqim = —h?/(ma?) est 'énergie interne d'un dimere
ﬂﬁ, @] On sait alors que la relation de dispersion des
excitations bosoniques est convexe et se réduit a celle

Les polynomes P;(y) et Q;(y) qui apparaissent aux
numérateurs ordonnés par puissances croissantes de x des
expressions de v et de n valent :

= —4(13y* + 16y> + 8)

= 4y (13y" + 41y* + 8)

5095 — 21y* — 252y% — 61 (18)
= 2y (y* +32y° + 71)

= 35y% + 56y* — 13y — 54

<
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(y) = 16 (7745y® + 19528y° + 20304y" + 8384y> + 1088)

(y) = 32y (2857y® + 67y° — 3186y" — 7920y — 2624)

(y) = —8(12882y"" + 28061y® — 26936y° + 7221y" — 24496y — 5232)

(y) = —8y (8456y'"° — 9859y® + 9977y° + 145295y" + 3523y + 23720)

4(y) = —17500y'2 — 247996y'0 — 1249743y° — 1341332y° 4 337202y" — 694392y* + 18321 (19)
(y) = —4y (25564y"" + 36027y° — 66984y° + 92206y" + 387932y* — 56121)

(y) = —2(12250y"* + 115637y"" + 558246y° + 1071518y° + 589478y" — 248499y> + 53082)

(y) = —4y (12957y"% + 33764y® — 41904y° — 173106y" — 96189y + 53406)

(y) = —8575y"% — 4454490 — 149742y® — 36064415 — 477615y — 27075632 — 20412.

des excitations de Bogolioubov au potentiel chimique pup
lorsque ¢ = o(1/a) ﬂﬁ] :

1202 [ h2a2 1/2
ﬁwo}?og:[ : ( 1 +2u3)} : (21)

4m 4m

auquel cas la vitesse du son est telle que 2mc? = pp. Les
coefficients v et 1 devraient donc admettre les limites
suivantes :

1

et — _—
1 pator 128

! 22
7 szw 4 (22)
C’est bien ce que donnent les équations (@) et (I7) prises
4 la limite CBE, c’est-a-dire avec x = O(kra)®/? — 0~
m] et, comme le montre 'équation (I4)) apres le change-
ment de variable u = v/|z|'/?, avec y ~ —4/x.

b. Limite BCS Quand krpa — 07, le bord inférieur
du continuum & deux excitations fermioniques (& nombre
d’onde total ¢ < gsup fixé) devient exponentiellement
faible et contraint la branche d’excitation bosonique, qui
ne peut pénétrer dans ce continuum, a se courber vers
le bas ﬂﬁ, @] Cette courbure se produit sur une échelle
de nombre d’onde ¢, telle que ficg. = A, c’est-a-dire telle
que le terme dominant dans le développement (I0) soit
de 'ordre de A. Physiquement, ceci signifie que les modes
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FIGURE 2: Dans I'approximation de la RPA, coefficients adi-
mensionnés v et 1 des termes ¢> et ¢° de la relation de disper-
sion des excitations bosoniques pour ¢ — 0, voir ’équation
(@), en fonction de l'inverse 1/(kra) de la force des interac-
tions. Dans la limite CBE, ils admettent une limite finie, qui
correspond a la relation de dispersion de Bogolioubov, voir
les équations ([ZI22) et les panneaux (a) et (c¢). Dans la li-
mite BCS, ils divergent; il vaut alors mieux adimensionner
le nombre d’onde g par A/(hc), ce qui revient & considérer
les quantités yA%/(m?ct) et nA*/(m*c®), qui admettent une
limite finie, voir les panneaux (b) et (d). Entre ces deux li-
mites, v et n s’annulent en changeant de signe, respective-
ment en 1/(kra) ~ —0,144 et 1/(kra) ~ —0, 389, et ils sont
respectivement faiblement positif (v ~ 0, 0838) et faiblement
négatif (n ~ —0,0354) a la limite unitaire. La valeur de n
importe particulierement au point ou 7 s’annule ; en ce point,
n =~ —0,0428, donc la relation de dispersion de la RPA est
concave sur un voisinage de ¢ = 0.

collectifs sont affectés par la structure interne des paires
des que leur longueur d’onde devient de ’ordre de la taille
des paires dans D'espace réel ~ h2kp /(mA) [11], quantité
qui est effectivement d’ordre 1/¢g. puisque ¢ x hkp/m
dans cette limite.

Ceci explique qualitativement pourquoi la relation de
dispersion est concave aux faibles valeurs de ¢ et de
A/p sur la figure [[I et donc pourquoi v < 0 dans la
limite BCS. Plus quantitativement, on s’attend a ce que

I'énergie adimensionnée fuwq/A devienne une fonction
universelle de ¢/q. = heq/A lorsque krpa — 07, auquel
cas tous les termes entre crochets dans 1'équation (0]
sont du méme ordre de grandeur en ¢ = ¢., c’est-a-dire
|v(hge/mc)?| = 1, |n(hq./mc)?| =~ 1. En prenant la limite
x — 0 et y — 0 dans les équations (I6]) et (), c’est bien
ce que l'on obtient :

8 [mc?\> : 136 [mc?\*

T krasro- 15( A ) N raro- 1575( A ) ’

23)

le premier résultat reproduisant celui de la référence N(_]__lﬂ

c. Régimes intermédiaires Dans la zone de raccor-

dement entre CBE et BCS, v est une fonction croissante

de 1/(kpa) et s’annule en changeant de signe pour la
valeur 2o de A/p qui suit :

20 ~ 0, 868567. (24)

Ceci correspond a 1/(kpa) ~ —0,144292 et confirme le
résultat numérique de la figure [ ainsi que celui de la
référence [16]. La RPA prédit donc que la limite unitaire
se situe du coté ou la relation de dispersion est convexe
sur un voisinage de ¢ =0 :

~  0,083769 25
Y oo (25)

Le coefficient i change lui aussi de signe, pour une valeur
21 de A/u donnée par

z1 ~0,566411, (26)

ce qui correspond & 1/(kpa) ~ —0,389027. 11 est négatif
tant a la limite unitaire

~  —0,035416 27
T ey O : (27)

qu’au point ot v s’annule :
n(zo)~ — 0,042794. (28)

En ce point, le signe de 1 nous importe particulierement
car il détermine la concavité de la relation de dispersion
au voisinage de ¢ = 0.

d. Lieu des points d’inflezion Les coefficients ~ et
n permettent finalement de donner un équivalent aux
faibles ¢ de la frontiere entre les zones rouge et orange
de la figure[I], autrement dit de I'ensemble des valeurs de
(q/ky, A/u) pour lesquelles la dérivée seconde d?wq/dg?
s’annule. En prenant pour wq le développement (I0) et en
développant les coefficients v(z) et n(x) autour de x =
respectivement a 'ordre un et a ordre zéro en x — x,
on obtient I’équation
O 39" (wo) mc? -
k/’ﬁ x:x0+ 10n(z0) 1 (x — ) ~ 2,015858(x — x¢).

(29)
Ceci conduit & la courbe noire tiretée de la figure Il qui
rejoint 'axe ¢ = 0 avec une tangente horizontale.



En revanche, la frontiére entre les zones rouge et orange
de la figure[lrejoint le bord du domaine d’existence de la
branche d’excitation collective avec une tangente oblique
car la dérivée troisieme de ¢ — wq au point de contact
(ol ¢ = gsup) ne s’annule pas, au contraire de ce qui se
passe en g = 0.

V. CONCLUSION

Pour un gaz spatialement homogene de fermions de
spin 1/2 non polarisé et & température nulle, nous avons
obtenu I'énergie propre fuwg de la branche d’excitation
bosonique prédite par la RPA jusqu’a l'ordre 5 en le
nombre d’onde ¢ au voisinage de ¢ = 0, avec des co-
efficients qui sont des fractions rationnelles en A/p et
(0A/Op)q, la seconde variable pouvant étre analytique-
ment reliée a la premiere via ’équation d’état de la
théorie BCS. Ceci nous permet de montrer analytique-
ment que la relation de dispersion ¢ — wq est concave
sur un voisinage de ¢ = 0 lorsque 1/(kpa) est compris
entre —oo et une valeur proche de —0, 144, point ou la
premiere correction a 1’énergie phononique est quintique
et faiblement négative. Pour —0,144 < 1/(kpra) < 0,157
la branche est convexe sur voisinage de ¢ = 0 mais rede-
vient concave lorsque ¢ augmente (et le demeure jusqu’a
la valeur maximale accessible de ¢ si 1/(kpa) < 0,022, si-
non elle redevient convexe). Au-dela de 1/(kra) = 0,157,
elle est entierement convexe sur son domaine d’existence.

Nos résultats sur la concavité au voisinage de ¢ =
0 peuvent étre testés expérimentalement dans un gaz
d’atomes fermioniques froids piégé dans un potentiel a
fond plat ﬂﬂ] en mesurant des effets dissipatifs, comme le
taux d’amortissement des excitations collectives a basse
température, des effets dispersifs, comme ’étalement au
cours de sa propagation dans le gaz d’un paquet d’ondes
sonores créé par une impulsion lumineuse E, Iﬁ], ou en
accédant directement a la relation de dispersion a basse
température via le facteur de structure dynamique du gaz
de fermions par excitation de Bragg a un vecteur d’onde
q bien défini [29-31).

Couplés a des équations cinétiques sur les nombres
d’occupation des modes collectifs, nos résultats ouvrent
aussi la voie a une détermination analytique du coeffi-
cient de diffusion de phase a basse température, donc de
la limite intrinseque fondamentale au temps de cohérence
du condensat de paires dans un gaz de fermions de taille
finie [14].

Annexe A: Expression d’intégrales en termes des
variables z et y

Dans le développement de I (wq,q), I-—(wq,q) et
I+ (wq,q) & faible g, et apres adimensionnement des vec-
teurs d’onde par ka comme dans 1'équation (4], nous

rencontrons des intégrales de la forme

3 +oo 2p+2
I, — -4 / du (A1)
’ 2m%p Jo €u
k3 +oo 2p+2 w
Jnp = —2 / dut S (A2)
1 2m%p Jo €y
avecn € 2N* + 1, p e N,
1
Eu = ul—— (A3)
x
€ = VE+1 (A4)

et la densité totale p du gaz est donnée par I’équation ().
L’intégrale donnant I,, , est convergente pour n —p > 2,
tandis que celle donnant J,, ,, I’est pour n —p > 3. Les
intégrales que nous rencontrons dont l'intégrande n’est
pas fonction uniquement du module de k se ramenent
facilement & (Al ou (A2)) par intégration angulaire :

/d3kf(k:) <5217;' q>2p -

47 2g2\? [T 9 h2E2\7?
1+2p<m) /0 dkkf(k:)<m) (A5)

ou f(k) est une fonction arbitraire du module de k.

Etablissons d’abord les quatre relations de récurrence
suivantes :

n—3 2p+1

Ip, = —ILh0o,— —————Jn_9,— A

sP n—2 2,p 2(” _ 2) J 2,p—1 ( 6)
2p+1
Jnpy = ———IL_9p_ AT
sP 2(n o 2) 2,p—1 ( )
1, e

Lnp = Jnp-1+ %1 (A8)
Jo, = Tzl g I A9
np — T Ftln2p-1—Inp-1, ( )

avec la condition 1 < p < n—4 dans la premiere relation,
1 < p<n-—3dansla deuxieme, 1 < p < n — 2 dans la
troisieme et 1 < p < n — 3 dans la derniere. Pour établir
la relation ([AG]), on intégre par parties I'intégrale

k3 Foo y2p+2¢2
2 dy—2
0

2m2p en

— dn—-2p — In,pa

(A10)

en dérivant la fonction u — u?PT1€,. Pour établir la re-
lation (A7), on intégre par parties l'intégrale définissant
Jy.p dans I'équation ([A2)), en dérivant la fonction u
u?PT1. Dans les deux cas, on note que la fonction u
u&,/e€? admet comme primitive u — —[2(n — 2)e? 2|71
Enfin, on écrit simplement u??*2 = u??(¢, + 2~ 1) dans
I'intégrande de ([AI) pour obtenir ([AR), et u?’*2¢, =
u?P(e2 —1+271¢,) dans l'intégrande de (A2) pour obte-
nir ([(A9). Cette procédure généralise celle de la référence

[11).

Montrons ensuite par récurrence que les relations

(AQATIAR[AQ) permettent d’exprimer I, , et J,, en



fonction de I et Js3 o, pour tout n impair > 3 et pour
tout p positif dans le domaine d’existence des intégrales.
Soit un tel n. Supposons que ’on connaisse tous les I, p,
0<p<n-—2, ettousles J,,, 0 <p<n-—3. Alors ()
Ini21 et Jyi21 s'en déduisent grace a (AQ) et (A7), (i)
on obtient grace a (A9)) et ([AS) le systeme de Cramer sur
Inyo0 et Juyop:

(A1)
(A12)

-1
T Jng2,0 — Ing20 = Jng21 — Inpo

—1
Jnt20+ 2 Ingo0 = Ingo

que 'on résout, (i44) on utilise (AR) et (AJ) pour accéder
aux valeurs de I,,12,p et Jy 42, pour p > 2. On initialise
la récurrence a n = 3, en exprimant I3; en fonction de

1310 et J370 gréce a m)

On relie enfin Isg et J30 a x et y grace aux rela-
tions ([4) et [IE) données dans le corps de Particle, qui
s’écrivent avec les notations de cette annexe sous la forme
Yy = Jgﬁo/]gﬁo et 1370 = 3:6/[2(1 + .CC’IJ)]
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