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Conlusion

Les mathématiques sont-elles toujours le meilleur outil

théorique pour étudier l'histoire des mathématiques ?

Qu'est-e que aluler ave un instrument de alul ?

En quoi les instruments de alul di�èrent-ils les uns des

autres ?

aspet matériel : boulier, abaque, surfae à aluler hinoise,

tables de logarithmes, règle à alul, alul sur papier de

l'éole primaire française... ;

une pédagogie, un ensemble d'opérations et d'algorithmes :

addition sur l'abaque, multipliation sur la règle à alul,

systèmes d'équations linéaires sur papier ou sur la surfae à

aluler (pivot de Gauss)... ;

ertaines limitations internes : pas d'addition sur la règle à

alul ou les tables de logarithmes, pas de systèmes

d'équations linéaires à trois inonnues sur le boulier.

D'où viennent es limitations ? Et omment savoir e que

permet de aluler un instrument de alul donné ?
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Thèses :

nos onnaissanes arithmétiques peuvent nous abuser sur

l'usage des instruments de alul ;

ertains onepts de l'informatique et de l'informatique

théorique (strutures de données, urry�ation, sémantique des

langages de programmation) peuvent être de meilleurs guides

pour dérire la pratique des instruments de alul.
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Comment artiuler les onepts arithmétiques (le onept de

nombre, les propriétés des opérations) à la pratique des

instruments ?

Dé�nition

Représentatibilité : un onept arithmétique est représentable sur

un instrument donné s'il peut y être montré par des ates onrets.

Exemple : l'assoiativité de l'addition est représentable sur un

instrument si l'ajout de  à a+ b suit la même proédure que

l'ajout de b +  à a.

Remarque : la représentabilité n'a rien de subjetif ; 'est une

représentation objetive sur l'instrument. Par exemple, on ne

se demande pas omment les Chinois se représentaient les

nombres et les opérations, mais omment ils les représentaient

sur l'instrument. Notre question n'est pas une noble question

ontologique, mais purement bureauratique.

Les onepts arithmétiques sont-ils toujours représentés munis de

toutes les propriétés que nous leur onnaissons ?
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Deux sortes de soures :

A posteriori (histoire des mathématiques) :

Cheng Dawei 程大位 (1533�1606), Suanfa Tongzong 算法統

宗 (1592) : dernière grande ompilation des mathématiques

hinoises avant le mélange ave les mathématiques

oidentales (Matteo Rii).

Mais les textes ne montrent pas les limites théoriques des

instruments : seulement des exemples de e qui est à leur

portée.

A priori (informatique) :

Turing, �On Computable Numbers� (1936) ;

Lambek, �How to Program an In�nite Abaus� (1961).

Mais es onepts oultent l'aspet pratique de l'instrument :

les limites de l'outil, de la main humaine, de la mémoire de

l'utilisateur, les méthodes pédagogiques...
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Nous allons don dérire la pratique historique d'un instrument de

alul omme s'il s'agissait d'un langage de programmation :

strutures de données : quels sont les objets manipulés ?

(registres, listes, tableaux...)

style de programmation : quelle est la nature des algorithmes ?

(programmation fontionnelle, impérative, orientée objet...)
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Qu'est-e qu'un boulier ?

Compter sur un boulier

Strutures de données du boulier

La représentation des nombres

Qu'est-e qu'être un nombre sur un instrument de alul ?

les instruments de alul font un hoix parmi les propriétés des

nombres ;

les nombres sont odés sur l'instrument au moyen de

strutures de données (registre, liste, tableau...) ;

es strutures de données sont munies de fontions natives

(ériture, e�aement, ajout, retrait, déplaement...), qui

déident de la manière dont les nombres seront ultérieurement

manipulés ;

nous foaliserons notre attention sur le boulier.
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Qu'est-e qu'un boulier ?

Compter sur un boulier

Strutures de données du boulier

Qu'est-e qu'un boulier ?

Il existe di�érentes sortes de bouliers :

1. Le suanpan 算盤 hinois :

environ 13 tringles identiques ;

2 boules quinaires et 5 boules unaires par tringle ;

notation déimale positionnelle, puis déomposition modulo 5 ;

notation � semi-�ottante �.
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2. Le soroban 算盤 japonais :

de 13 à 21 tringles identiques ;

1 boule quinaire et 4 boules unaires par tringle ;

notation déimale positionnelle, puis déomposition modulo 5 ;

notation � semi-�ottante �.
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3. Le shoty (ñ÷¼òû) russe :

7 tringles non uniformes ;

10 boules unaires par tringle standard (sans boule quinaire) ;

tringles à quatre boules (quarts de rouble ou de kopeks) ;

notation déimale positionnelle, sans déomposition modulo 5 ;

notation absolue (à ause des tringles à quatre boules).
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4. Boulier français :

une dizaine de tringles identiques ;

10 boules unaires par tringle ;

notation déimale positionnelle, sans déomposition modulo 5 ;

notation semi-�ottante.
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Compter sur un boulier

Strutures de données du boulier

Les types de boulier

5. L'abaque romain portatif :

1 boule quinaire et 4 boules unaires par olonne ;

les unités sont quelquefois �xées (I, X, C, M...).

notation déimale positionnelle, ave déomposition modulo 5 ;

notation absolue.
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Compter sur un boulier

Strutures de données du boulier

Classi�ation des bouliers :

Modulo 10 Modulo 5

Notation absolue shoty abaque romain portatif

Notation semi-�ottante � boulier � suanpan / soroban

La représentation des nombres di�ère selon les bouliers ;

haque type de boulier séletionne les propriétés qu'il

permettra de manipuler.

La représentation des nombres a une in�uene sur la

représentation des opérations et sur la représentabilité de leurs

propriétés.

Examinons plus préisément le boulier hinois.
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Qu'est-e qu'un boulier ?

Compter sur un boulier

Strutures de données du boulier

Compter sur un boulier

Voyons d'abord omment les nombres sont odés sur un suanpan :

Le boulier est un instrument fondamentalement additif (par oppo-

sition à la table de logarithmes et à la règle à alul, qui sont des

instruments nativement multipliatifs).
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Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Qu'est-e qu'un boulier ?

Compter sur un boulier

Strutures de données du boulier

Strutures de données du boulier

Quelle sont les strutures de données du boulier ? Registre,

liste, tableau, pile ?

Exemple de la surfae à aluler omme tableau de nombres :

5 4 3

7 6 5

8 7 9

17 8 8
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Qu'est-e qu'un boulier ?

Compter sur un boulier

Strutures de données du boulier

Strutures de données du boulier

Généralement, on ne représente qu'un seul nombre, par exemple

123 456 789 :

Baptiste Mélès Computing Tools and Arithmetial Properties



Introdution

Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Qu'est-e qu'un boulier ?

Compter sur un boulier

Strutures de données du boulier

Strutures de données du boulier

Il est parfois utile de représenter deux nombres, typiquement pour

aluler le plus grand dénominateur ommun :
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Compter sur un boulier

Strutures de données du boulier

Strutures de données du boulier

On peut également (rarement) représenter trois nombres, par

exemple pour la division � eulidienne � (diviseur, quotient,

dividende/reste). Par exemple, 91 = 49× 1+ 42 :

Mais il faut faire attention au télesopage des nombres ! La

seule façon de l'éviter absolument est de n'érire qu'un seul

nombre.
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Quelle est don la struture de données du boulier ?

1

La struture de données du boulier hinois onsiste en un

registre, ou en une très ourte liste de nombres (grande

di�érene ave la surfae à aluler).

2

L'espae est très limité sur le boulier hinois (ontrairement au

boulier japonais) : on peut di�ilement érire plus d'un grand

nombre. Ce sera un grand problème, ar la plupart de nos

opérations arithmétiques est binaire.

3

Comment sont don e�etuées sur le boulier les opérations que

nous savons binaires (addition, soustration, multipliation,

division) ? Étudions le style de programmation du boulier.
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Addition et soustration

Multipliation et division

Curry�ation et programmation fontionnelle
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Addition sans retenue

Commençons par une addition sans retenue : 12+ 81.

1

Remise à zéro du boulier :
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Codage du premier nombre :
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Ajout du seond nombre :
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4

Leture du résultat :

Théorème

12+ 81 = 93.
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4

Leture du résultat :

Théorème

93+ 234 = 327.
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Soustration

Pour la soustration, l'algorithme est le même, mais à l'envers.
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Introdution

Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Addition et soustration

Multipliation et division

Curry�ation et programmation fontionnelle

Propriétés des opérations

Multipliation

Calulons 235× 14.
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Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Addition et soustration

Multipliation et division

Curry�ation et programmation fontionnelle

Propriétés des opérations

Multipliation

Calulons 235× 14.

Baptiste Mélès Computing Tools and Arithmetial Properties



Introdution

Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Addition et soustration

Multipliation et division

Curry�ation et programmation fontionnelle

Propriétés des opérations

Multipliation

Calulons 235× 14.

ar 2× 1 = 2
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Introdution

Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Addition et soustration

Multipliation et division

Curry�ation et programmation fontionnelle

Propriétés des opérations

Multipliation

Calulons 235× 14.

ar 2× 4 = 8
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Introdution

Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Addition et soustration

Multipliation et division

Curry�ation et programmation fontionnelle

Propriétés des opérations

Multipliation

Calulons 235× 14.

ar 3× 1 = 3
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Introdution

Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Addition et soustration

Multipliation et division

Curry�ation et programmation fontionnelle

Propriétés des opérations

Multipliation

Calulons 235× 14.

ar 3× 4 = 12
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Introdution

Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Addition et soustration

Multipliation et division

Curry�ation et programmation fontionnelle

Propriétés des opérations

Multipliation

Calulons 235× 14.

ar 5× 1 = 5
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Introdution

Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Addition et soustration

Multipliation et division

Curry�ation et programmation fontionnelle

Propriétés des opérations

Multipliation

Calulons 235× 14.

ar 5× 4 = 20
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Introdution

Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Addition et soustration

Multipliation et division

Curry�ation et programmation fontionnelle

Propriétés des opérations

Multipliation

Calulons 235× 14.

Théorème

235× 14 = 3290.
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Introdution

Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Addition et soustration

Multipliation et division

Curry�ation et programmation fontionnelle

Propriétés des opérations

Division

Pour la division, il existe deux méthodes :

diviseur quelonque : utilisation à l'envers de la table de

multipliation ;

diviseur à un hi�re : une transformation progressive du

dividende, à l'aide d'une table de division.
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Introdution

Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Addition et soustration

Multipliation et division

Curry�ation et programmation fontionnelle

Propriétés des opérations

Division

Pour la division, il existe deux méthodes :

diviseur quelonque : utilisation à l'envers de la table de

multipliation ;

diviseur à un hi�re : une transformation progressive du

dividende, à l'aide d'une table de division.
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Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Addition et soustration

Multipliation et division

Curry�ation et programmation fontionnelle

Propriétés des opérations

Division

Pour la division, il existe deux méthodes :

diviseur quelonque : utilisation à l'envers de la table de

multipliation ;

diviseur à un hi�re : une transformation progressive du

dividende, à l'aide d'une table de division.
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Introdution

Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Addition et soustration

Multipliation et division

Curry�ation et programmation fontionnelle

Propriétés des opérations

Opérations unaires

Qu'observons-nous ?

À haque étape du alul, il y a un et un seul nombre sur le

boulier.

Addition, multipliation et. sont don e�etuées omme s'il

s'agissait d'opérations unaires.

Comment est-e possible ? Comment peut-on transformer une

opération binaire en une opération unaire ?
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Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Addition et soustration

Multipliation et division

Curry�ation et programmation fontionnelle

Propriétés des opérations

Opérations unaires

Qu'observons-nous ?

À haque étape du alul, il y a un et un seul nombre sur le

boulier.

Addition, multipliation et. sont don e�etuées omme s'il

s'agissait d'opérations unaires.

Comment est-e possible ? Comment peut-on transformer une

opération binaire en une opération unaire ?
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Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Addition et soustration

Multipliation et division

Curry�ation et programmation fontionnelle

Propriétés des opérations

Opérations unaires

Qu'observons-nous ?

À haque étape du alul, il y a un et un seul nombre sur le

boulier.

Addition, multipliation et. sont don e�etuées omme s'il

s'agissait d'opérations unaires.

Comment est-e possible ? Comment peut-on transformer une

opération binaire en une opération unaire ?
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Introdution

Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Addition et soustration

Multipliation et division

Curry�ation et programmation fontionnelle

Propriétés des opérations

Curry�ation

Dé�nition

Curry�ation (Shön�nkel, Curry) = transformation d'une fontion

n-aire en une omposition de fontions unaires (à ondition que la

valeur d'une fontion puisse elle-même être une fontion).
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Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Addition et soustration

Multipliation et division

Curry�ation et programmation fontionnelle

Propriétés des opérations

Curry�ation

Dé�nition

Curry�ation (Shön�nkel, Curry) = transformation d'une fontion

n-ire en une omposition de fontions unaires (à ondition que la

valeur d'une fontion puisse elle-même être une fontion).

Exemple

Sans urry�ation Après urry�ation

12

##G
GGGGGGG

(12, 81)
+

//
93

81

;;wwwwwwww

81

urry�ed+

��
12

+81

//
93
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Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Addition et soustration

Multipliation et division

Curry�ation et programmation fontionnelle

Propriétés des opérations

Curry�ation

La urry�ation a ainsi été mise en pratique sur des instruments de

alul bien avant d'être théorisée par Shön�nkel et Curry.
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Introdution

Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Addition et soustration

Multipliation et division

Curry�ation et programmation fontionnelle

Propriétés des opérations

Curry�ation

Lorsque nous alulons 12+ 81 sur le boulier :

les opérandes jouent des r�les asymétriques :

12 est un � nombre �, un objet passif, représenté en tant que

tel sur l'instrument ;

81 fait partie d'une fontion : il est transformé en ates de ma

main. Il est invisible sur le boulier. On ne voit que ses e�ets.

On distingue failement un addende et un additeur, e qui

n'est pas le as quand on alule sur papier l'opération

1 2

+ 8 1
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Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Addition et soustration

Multipliation et division

Curry�ation et programmation fontionnelle

Propriétés des opérations

Curry�ation

Lorsque nous alulons 12+ 81 sur le boulier :

les opérandes jouent des r�les asymétriques :

12 est un � nombre �, un objet passif, représenté en tant que

tel sur l'instrument ;

81 fait partie d'une fontion : il est transformé en ates de ma

main. Il est invisible sur le boulier. On ne voit que ses e�ets.

On distingue failement un addende et un additeur, e qui

n'est pas le as quand on alule sur papier l'opération

1 2

+ 8 1
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Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Addition et soustration

Multipliation et division

Curry�ation et programmation fontionnelle

Propriétés des opérations

Curry�ation

Lorsque nous alulons 12+ 81 sur le boulier :

les opérandes jouent des r�les asymétriques :

12 est un � nombre �, un objet passif, représenté en tant que

tel sur l'instrument ;

81 fait partie d'une fontion : il est transformé en ates de ma

main. Il est invisible sur le boulier. On ne voit que ses e�ets.

On distingue failement un addende et un additeur, e qui

n'est pas le as quand on alule sur papier l'opération

1 2

+ 8 1
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Introdution

Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Addition et soustration

Multipliation et division

Curry�ation et programmation fontionnelle

Propriétés des opérations

Le résultat du alul n'oupe pas une plae à part sur l'espae

de l'instrument : il résulte de la transformation même du

nombre de départ.

Il n'y a pas d'� assignation de variable � (ontrairement à la

surfae à aluler, f. Karine Chemla 2004).

Le style de alul du boulier est purement fontionnel (f. Lisp,

Haskell...) : pas d'assignation de variable ; les algorithmes sont

des ompositions de fontions.

Par opposition, le style de programmation de la surfae à

aluler est impératif : assignation de variable ; les algorithmes

sont des suites d'instrutions (Chemla 2004).
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Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Addition et soustration

Multipliation et division

Curry�ation et programmation fontionnelle

Propriétés des opérations

Le résultat du alul n'oupe pas une plae à part sur l'espae

de l'instrument : il résulte de la transformation même du

nombre de départ.

Il n'y a pas d'� assignation de variable � (ontrairement à la

surfae à aluler, f. Karine Chemla 2004).

Le style de alul du boulier est purement fontionnel (f. Lisp,

Haskell...) : pas d'assignation de variable ; les algorithmes sont

des ompositions de fontions.

Par opposition, le style de programmation de la surfae à

aluler est impératif : assignation de variable ; les algorithmes

sont des suites d'instrutions (Chemla 2004).
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Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Addition et soustration

Multipliation et division

Curry�ation et programmation fontionnelle

Propriétés des opérations

Le résultat du alul n'oupe pas une plae à part sur l'espae

de l'instrument : il résulte de la transformation même du

nombre de départ.

Il n'y a pas d'� assignation de variable � (ontrairement à la

surfae à aluler, f. Karine Chemla 2004).

Le style de alul du boulier est purement fontionnel (f. Lisp,

Haskell...) : pas d'assignation de variable ; les algorithmes sont

des ompositions de fontions.

Par opposition, le style de programmation de la surfae à

aluler est impératif : assignation de variable ; les algorithmes

sont des suites d'instrutions (Chemla 2004).
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Introdution

Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Addition et soustration

Multipliation et division

Curry�ation et programmation fontionnelle

Propriétés des opérations

Le résultat du alul n'oupe pas une plae à part sur l'espae

de l'instrument : il résulte de la transformation même du

nombre de départ.

Il n'y a pas d'� assignation de variable � (ontrairement à la

surfae à aluler, f. Karine Chemla 2004).

Le style de alul du boulier est purement fontionnel (f. Lisp,

Haskell...) : pas d'assignation de variable ; les algorithmes sont

des ompositions de fontions.

Par opposition, le style de programmation de la surfae à

aluler est impératif : assignation de variable ; les algorithmes

sont des suites d'instrutions (Chemla 2004).
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Introdution

Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Addition et soustration

Multipliation et division

Curry�ation et programmation fontionnelle

Propriétés des opérations

Conséquenes alulatoires

Quelles sont les onséquenes pour l'e�etuation des aluls au

boulier ?
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Introdution

Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Addition et soustration

Multipliation et division

Curry�ation et programmation fontionnelle

Propriétés des opérations

Conséquenes alulatoires

Comme il n'y a pas d'assignation de variable, les résultats

intermédiaires ne peuvent pas être mémorisés. Par onséquene,

ertaines opérations ne sont pas possibles, de par leur arbre

syntaxique même.

Calul possible Erreur de syntaxe

((a + b)× ) + d

(a + b)× 

a + b

a

b



d

d + ((a + b)× )

d

(a + b)× 

a + b

a

b
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Introdution

Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Addition et soustration

Multipliation et division

Curry�ation et programmation fontionnelle

Propriétés des opérations

Conséquenes alulatoires

(a + b) +  est représentable,

a + (b + ) n'est pas représentable.

Calul possible Erreur de syntaxe

(a + b) + 

a+ b

a

b



a + (b + )

a

b + 

b



L'assoiativité de l'addition n'est pas représentable sur le

boulier (f. les alulatries de ollège).
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Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Addition et soustration

Multipliation et division

Curry�ation et programmation fontionnelle

Propriétés des opérations

Conséquenes alulatoires

(a + b) +  est représentable,

a + (b + ) n'est pas représentable.

Calul possible Erreur de syntaxe

(a + b) + 

a+ b

a

b



a + (b + )

a

b + 

b



L'assoiativité de l'addition n'est pas représentable sur le

boulier (f. les alulatries de ollège).
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Introdution

Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Addition et soustration

Multipliation et division

Curry�ation et programmation fontionnelle

Propriétés des opérations

Computational onsequenes

(a + b)×  est représentable,

(a × ) + (b × ) n'est pas représentable.

Calul possible Erreur de syntaxe

((a + b)× 

a + b

a

b



(a × ) + (b × )

a × 

a 

b × 

b



La distributivité de la multipliation par rapport à l'addition

n'est pas représentable sur le boulier.
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Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Addition et soustration

Multipliation et division

Curry�ation et programmation fontionnelle

Propriétés des opérations

Computational onsequenes

(a + b)×  est représentable,

(a × ) + (b × ) n'est pas représentable.

Calul possible Erreur de syntaxe

((a + b)× 

a + b

a

b



(a × ) + (b × )

a × 

a 

b × 

b



La distributivité de la multipliation par rapport à l'addition

n'est pas représentable sur le boulier.
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Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Addition et soustration

Multipliation et division

Curry�ation et programmation fontionnelle

Propriétés des opérations

Conséquenes alulatoires

Peut-être peut-on au moins sauver la ommutativité de l'addition ?
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Introdution

Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Sémantique dénotationnelle de Fibonai

Sémantique opérationnelle de Cheng Dawei

Les extensions d'instruments

Question de sémantique : omment les opérations sont-elles

interprétées ?

Question de pédagogie : omment sont-elles enseignées ? Nous

allons étudier la sémantique induite par les pédagogies.
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Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Sémantique dénotationnelle de Fibonai

Sémantique opérationnelle de Cheng Dawei

Les extensions d'instruments

Question de sémantique : omment les opérations sont-elles

interprétées ?

Question de pédagogie : omment sont-elles enseignées ? Nous

allons étudier la sémantique induite par les pédagogies.
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Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Sémantique dénotationnelle de Fibonai

Sémantique opérationnelle de Cheng Dawei

Les extensions d'instruments

L'addition ommutative de Fibonai
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Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Sémantique dénotationnelle de Fibonai

Sémantique opérationnelle de Cheng Dawei

Les extensions d'instruments

L'addition ommutative de Fibonai

Table d'additions triangulaire :

+ 1 2 3 · · ·

1 2

2 3 4

3 4 5 6

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Théorème

3+ 2 = 2+ 3. L'addition de nombres à un hi�re est ommutative.
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Introdution

Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Sémantique dénotationnelle de Fibonai

Sémantique opérationnelle de Cheng Dawei

Les extensions d'instruments

Comparons maintenant 14+ 27 et 27+ 14.

14+ 27 : 27+ 14 :

1 4

+ 2 7

2 7

+ 1 4
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Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Sémantique dénotationnelle de Fibonai

Sémantique opérationnelle de Cheng Dawei

Les extensions d'instruments

Comparons 14+ 27 et 27+ 14.

14+ 27 : 27+ 14 :

1

1 4

+ 2 7

1

1

2 7

+ 1 4

1
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Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Sémantique dénotationnelle de Fibonai

Sémantique opérationnelle de Cheng Dawei

Les extensions d'instruments

Comparons 14+ 27 et 27+ 14.

14+ 27 : 27+ 14 :

1

1 4

+ 2 7

4 1

1

2 7

+ 1 4

4 1

Théorème

14+ 27 = 41 = 27+ 14 (et pour les mêmes raisons).
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Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Sémantique dénotationnelle de Fibonai

Sémantique opérationnelle de Cheng Dawei

Les extensions d'instruments

L'addition au boulier hez Cheng Dawei

Cheng Dawei, Suanfa Tongzong, h. 1 :

Texte hinois Instrutions Opération

下五除三 desends (une boule de) inq 4+ 2 = 4+ 5− 3

(et) �te trois (boules unaires)

下五除一 desends (une boule de) inq 2+ 4 = 2+ 5− 1

(et) �te une (boule unaire)

Théorème

2+ 4 6= 4+ 2.
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Introdution

Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Sémantique dénotationnelle de Fibonai

Sémantique opérationnelle de Cheng Dawei

Les extensions d'instruments

Texte hinois Instrutions Opération

下五除一 desends (une boule de) inq 2+ 4 = 2+ 5− 1

(et) �te une (boule unaire)

下五除一 desends (une boule de) inq 3+ 4 = 3+ 5− 1

(et) �te une (boule unaire)

Théorème

2+ 4 = 3+ 4.
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Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Sémantique dénotationnelle de Fibonai

Sémantique opérationnelle de Cheng Dawei

Les extensions d'instruments

L'addition au boulier hez Cheng Dawei

Comparons 14+ 27 et 27+ 14.

14+ 27 : 27+ 14 :

Remise à zéro du boulier : Remise à zéro du boulier :
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Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Sémantique dénotationnelle de Fibonai

Sémantique opérationnelle de Cheng Dawei

Les extensions d'instruments

L'addition au boulier hez Cheng Dawei

Comparons 14+ 27 et 27+ 14.

14+ 27 : 27+ 14 :

Codage du premier nombre : Codage du premier nombre :
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Conlusion

Sémantique dénotationnelle de Fibonai

Sémantique opérationnelle de Cheng Dawei

Les extensions d'instruments

L'addition au boulier hez Cheng Dawei

Comparons 14+ 27 et 27+ 14.

14+ 27 : 27+ 14 :

Codage du premier nombre : Codage du premier nombre :
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Strutures de données

Style de programmation

Sémantiques pédagogiques

Conlusion

Sémantique dénotationnelle de Fibonai
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Les extensions d'instruments

L'addition au boulier hez Cheng Dawei

Comparons 14+ 27 et 27+ 14.

14+ 27 : 27+ 14 :

Ajout du seond nombre : Ajout du seond nombre :

Théorème

14+ 27 = 41 = 27+ 14 (mais pour des raisons di�érentes).
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Les extensions d'instruments

L'addition au boulier hez Cheng Dawei

L'addition sur le boulier est :

dénotationellement ommutative (le résultat est identique),

mais opérationellement non ommutative (les opérations sont

di�érentes).
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Les extensions d'instruments

L'addition au boulier hez Cheng Dawei

Peut-on seulement parler d'une table d'additions hez

Cheng Dawei ?
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L'addition au boulier hez Cheng Dawei

123456789

+123456789

+123456789

+123456789

+123456789

+123456789

+123456789

+123456789

+123456789

1111111101

On n'a pas de table d'additions ! Seulement un exerie d'addition.

Est-il au moins exhaustif ?
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Les extensions d'instruments

L'addition au boulier hez Cheng Dawei

La � table d'additions � de Cheng Dawei n'est même pas

omplète :

+ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 1 3 1 1 3 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 1 1 1 1

3 1 2 1 2 2 1 1

4 1 2 1 1 1 1 1 1

5 2 2 1 1

6 1 1 1 1 1 1 1

7 1 1 2 1 1 2 2 1 1

8 1 1 1 1 1 1

9 1 1 1 1 1 1
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L'addition au boulier hez Cheng Dawei

Même à ommutativité près, ette � table � n'est pas omplète :

+ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 1 3 1 1 3 1 1 1

1 1 2 1 2 1 1 2 2 1

2 1 3 1 1 1 2 2

3 2 2 3 4 1 1

4 1 1 2 1 2 2

5 2 3 2 2

6 1 2 1 1

7 2 1 2

8 1 1

9 1
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Sémantique dénotationnelle de Fibonai

Sémantique opérationnelle de Cheng Dawei

Les extensions d'instruments

Cette � table � n'enseigne pas la liste de toutes les additions

possibles, mais seulement l'ensemble des tehniques

élémentaires.

C'est une pédagogie opérationnelle : on n'enseigne pas des

résultats mais des méthodes. Un élève peut ne pas savoir

ombien font 3+ 8, mais il doit savoir omment le aluler.
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Les extensions d'instruments

Peut-on dépasser les limites d'un instrument ?

Pour ela, il faut utiliser des extensions d'outils (f. les

automates à pile, les mahines de Turing à orale...) :

la mémoire humaine : des permutations mentales permettent

de retrouver la ommutativité et l'assoiativité ;

des outils extérieurs : Cheng Dawei (hapitre 11) permet la

résolution de systèmes d'équations linéaires à n inonnues par

pivot de Gauss en utilisant un support extérieur (surfae à

aluler, papier...).
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En résumé, sur le boulier hinois,

tous les � nombres � ne sont pas des � objets � : ertains

sont des ates ;

ni l'addition ni la multipliation n'apparaissent omme des

opérations binaires ;

plusieurs propriétés arithmétiques élémentaires (assoiativité,

ommutativité, distributivité) ne sont pas représentables ;

l'addition ne néessite pas la onnaissane d'une table ;

tout ei rompt ave e que l'on pourrait attendre d'un point

de vue arithmétique.
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On peut en onlure les hoses suivantes :

1

L'arithmétique n'est pas toujours un guide �able pour dérire

les pratiques mathématiques, ar elle peut nous onduire à

négliger les ontraintes liées à la représentation des nombres et

des opérations, et à attribuer trop de propriétés aux opérations.

L'arithmétique est parfois un outil théorique trop puissant.

2

Les outils de l'informatique théorique, qui servent

généralement à déouvrir des onnaissanes théoriques pour le

futur, peuvent également être utilisés pour dérire les pratiques

mathématiques du passé.

3

À e titre, ertains onepts de l'informatique mériteraient

d'être intégrés dans la boîte à outils de l'historien des

mathématiques intéressé par les pratiques.
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