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Premiere partie

L’approche classique de
I’équation de DIRAC et de
ses solutions
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Introduction

Ce mémoire retrace un ensemble de réflexions sur le formalisme qui décrit la mécanique
quantique dans son état d’avancement en ce début de XXIéme siécle. Les premiers chapitres
sont consacrés a la reprise des concepts physiques qui accompagnent la théorie. Il est fait
abstraction de certains concepts mathématiques forts utiles dans la synthese de la théorie, mais
pas nécessaires pour la compréhension physique des phénomenes. Les chapitres suivants sont
entierement consacrés a la mise en ceuvre d’un travail approfondi sur les solutions sous forme
de modes stationnaires de I’équation de DIRAC.

Un siécle de recherches, a la fois théoriques et expérimentales ont permis d’affiner
considérablement la connaissance de la physique des particules. Si les moyens expérimentaux
conduisent régulicrement a des avancées significatives dans 1’observation et la mesure des
phénomeénes, le cadre théorique semble figé depuis plusieurs dizaines d’années, et sans
perspectives convaincantes sur une évolution prochaine.

Ce cadre théorique se heurte a une difficulté qui semble insurmontable : les particules
se comportent a la fois sous la forme d’une onde, et sous la forme d’un corpuscule de matiere.
Devant I’impossibilité de rendre compte de ce phénomene, la théorie en est réduite a traiter les
observations expérimentales d’un point de vue statistique et probabiliste. Elle y réussit de
maniére remarquable, mais au prix d’une complexité mathématique qui est rendue nécessaire
pour pallier au fait que la physique sous jacente aux phénomeénes observées ne nous est pas
connue avec suffisamment de précision pour la mettre en avant et alléger le formalisme
mathématique.

Pour avancer dans une réflexion qui permette de rendre compte physiquement de la
dualité onde-corpuscule, il faut développer des éléments qui, tout en étant en parfaite cohérence
avec ’ensemble des formalismes existants, sont en rupture avec la vision probabiliste de cette
partie de la physique. Ceci ne peut étre realise que par une approche déterministe permettant de
préciser comment la matiére évolue entre ses aspects ondulatoires et ses aspects corpusculaires.

Le travail présenté dans ce document s’appuie sur un ensemble de solutions exactes,
mais inédites a ce jour, de I’équation de DIRAC. Cette approche garantit donc, de maniére
intrinseéque, la cohérence avec I’ensemble des propriétés théoriques construites autour de cette
équation. Elle conduit, in fine, a une description déterministe, et non plus probabiliste, de la
dualité onde-corpuscule.

| — Une approche énergétique
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Dans les équations d’ondes classiques, la dimension de la grandeur qui se propage sous
la forme d’une onde est en général fixée par le second membre. On peut illustrer cette remarque
par un exemple pris en électromagnétisme, concernant les potentiels vecteurs et scalaire :

. o2A -

vz-A—'%Ho-? —HoJ (I-1)

~ 02

VZ.(p—eo.;,to.at—j):—gﬂ (1-2)
0

Dans I’équation d’onde de Schrodinger ou de Klein-Gordon, la fonction solution y est
une grandeur sans information sur sa dimension, car elle est présente dans le second membre
de I’équation :

in2 ) =T vey)+E (1-3)
P v om \ pV

2 2.2
V(y) —C—lz%(w) =Ty (I-4)

ce qui signifie que la solution v traduit la fonction de propagation de 1’onde. La grandeur
propagée peut donc étre choisie en fonction de considérations physiques.

Le fait que la fonction y soit complexe, associée a une vision probabiliste de la
mécanique quantique, ont conduit a donner a la quantité yy~ la signification d’une densité
volumique de probabilité, impliquant une normalisation sur tout volume ou la particule se
trouve avec certitude :

.”J‘ yydv=1 (1-5)

Si on se place dans une vision déterministe des phénomenes, il n’y a plus de densité de
probabilité. La grandeur physique qui se propage peut étre considérée comme une énergie, et
la cohérence avec la vision probabiliste suggére de donner a la quantité yy~ la signification
d’une densité volumique d’énergie. La condition de normalisation se traduit alors en exprimant
que I’intégration sur le volume V ou s’étend la particule doit donner I’énergie totale E de la
particule :

J:U yydv=E (1-6)

Les fonctions d’ondes issues de la théorie probabiliste et de la théorie déterministe sont
donc proportionnelles dans un rapport egal a racine carrée de E.

La fonction d’onde y devient homogene a la racine carrée d’une énergie. Et puisqu’il
existe des énergies négatives, en particulier dans les antiparticules, le nombre complexe

j=+/—1 apparait de maniere naturelle et avec une signification physique claire dans les

solutions de 1’équation de Dirac qui decrivent a la fois des particules d’énergies positives et des
particules d’énergies négatives.
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| -1 Les différents types d’énergie

En relativité restreinte, les quadri-vecteurs sont identifiés comme des grandeurs
physiques invariantes par changement de référentiel. Il s’ensuit que leur pseudo-norme est
constante, et ne dépend pas du référentiel dans laquelle elle est évaluée.

Pour une masse m évoluant a la vitesse v, le quadri-vecteur impulsion-énergie
s’exprime de la maniere suivante :

d_x
dt mv, P,
dy
_ & mv, p, .
P= dz - sz - pz ( i )
o E E
dt = =
E c c
c

Dans cette expression, E désigne 1’énergie totale de la particule de masse m, animée
d’une vitesse v, et donc liée a la masse au repos par la relation :

m=_o (1-8)
V2
s

La pseudo-norme au carré du quadri-vecteur impulsion énergie s’écrit :

2 2 2 2
(md—xj +(md—yj +(m%j —(E] =cte (1-9)
dt dt dt c
soit encore :

E2 - p2c?2=cte (1-10)

ou p désigne le module de I’impulsion :

SRR R R EEIEC S
dt dt dt dt dt dt

On détermine la constante en écrivant que, suivant la relation d’Einstein, 1’énergie totale
d’une particule de masse m est aussi égale a :

(I-12)


http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr/

http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr

ou mo désigne la masse au repos.
On en déduit la valeur de la constante :

2 2
m,c* m,v >
E?—p’c?=| = vl °V2 ¢’ = (mocz) (1-13)
- -

et enfin I’expression de la conservation de 1’énergie en relativité restreinte :
2
E? = (pc)’ +(m,c?) (1-14)

Nous admettrons comme un postulat découlant de I’expression ci-dessus, qu’au sein
d’une particule de masse m et évoluant a la vitesse v, il ne peut exister que trois formes
particulieres d’énergie :

- Une forme d’énergie représentant 1’énergie totale E, dont nous justifierons par la
suite ’appellation d’énergie ondulatoire

- Une forme d’énergie représentant 1’énergie impulsionnelle : pc

- Une forme d’énergie représentant son énergie de masse au repos : MoC?

Nous admettrons également que, dans le monde de I’infiniment petit, ces 3 formes
d’énergie sont distinctes, a I’'image de I’énergie €lectrique et magnétique en électromagnétisme,

ou de I’énergie potentielle et cinétique en mécanique.

| -2 I.’énergie stationnaire

Considérons une particule au repos, et qui donc ne possede pas d’énergie
impulsionnelle. On est amené a formuler I’hypothése que son €nergie de masse est localisée
dans une étendue spatiale finie. Cette énergie est constante dans le temps, et nous la qualifierons
donc de stationnaire. Puisque dans ce cas particulier il n’y a pas d’énergie impulsionnelle,
I’énergie totale, c’est a dire I’énergie ondulatoire, est égale a 1’énergie de masse.

Il convient alors de s’interroger sur ce que nous connaissons de la stationnarité de
I’énergie dans la physique des ondes en général. Cette stationnarité est une propriété des
systemes qui conservent I’onde prisonnieére dans une portion limitée de ’espace. Si nous
supposons le systéme sans perte, et si nous introduisons de 1’énergie ondulatoire dans ce
systeme, celle-ci est conservée dans le temps.

Le fait d’importance est que cette énergie ne reste jamais au repos dans la portion de
I’espace ou elle est confinée, mais s’installe en modes stationnaires qui comportent au minimum
deux types d’énergies qui s’échangent en général en quadrature dans le temps.

En mécanique, les ondes ne peuvent se propager que dans un milieu possédant une
certaine ¢lasticité, et I’échange se produit entre 1’énergie potentielle élastique et I’énergie
cinétique des élements en mouvement.

En ¢lectromagnétisme, 1’échange se fait entre 1’énergie électrique et 1’énergie
magnétique.
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Si nous revenons maintenant a la situation d’une particule au repos qui contient a la fois
de I’énergie ondulatoire et de I’énergie de masse, nous postulons que ces deux formes d’énergie
s’échangent dans la portion de I’espace ou elles sont confinées. Ce postulat découle directement
du comportement onde-corpuscule de la particule.

Si la particule est en mouvement, il apparait une troisieme forme d’énergie qui est
I’énergie impulsionnelle. Nous postulons que cette énergie va participer aux échanges avec les
deux précedentes dans une forme qui reste a déterminer, mais qui vérifie 1’équation de
conservation de I’énergie (I-14).

Dans la suite de ce document; nous ne nous interrogerons pas sur la maniere dont les
différents types d’énergie sont confinées dans une région de I’espace : la réponse a cette
question ne nous est pas connue. Mais nous allons montrer que si nous faisons 1’hypothése que
les différents types d’énergie s’échangent dans des modes stationnaires, cela conduit a une
physique quantique déterministe et cohérente avec la théorie probabiliste actuelle.
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L’équation de DIRAC

L’équation de DIRAC fait partie des quelques équations fondamentales de la physique
contemporaine. Elle a été obtenue dans le prolongement de deux autres équations tres
importantes de la mécanique quantique : 1’équation de SCHROEDINGER, et 1’équation de
KLEIN-GORDON. Elle a supplanté ces deux dernicres parce qu’elle décrit avec davantage de
précision la réalité des phénomeénes observés.

L’objectif de ce bref chapitre de présentation n’est pas de discuter de I’apport de cette
équation sur la physique quantique que le lecteur trouveras dans les ouvrages et sites relatifs a
ce sujet et sur lesquels nous reviendrons ultérieurement. Il s’agit juste dans un premier temps
de retracer la démarche qui conduit a I’équation DIRAC, et de souligner quelques difficultés
sur I’interprétation physique de sa solution.

| - L’équation de SCHROEDINGER

Tout phénomene physique linéaire y(X,y,z,t) qui se propage a la vitesse v dans un espace
a trois dimensions au fur et a mesure que le temps s’écoule peut étre décrit par une équation
d’onde :

1 3%w(x,y,2,t) _

VAy(X,Y,2,t) v e 0 (11-1)

Lorsqu’on traite un signal dont la variation temporelle est sinusoidale, on peut poser :
W(X’ Y.z, t) = (P(X1 Y, Z) EXP (ijo*)t) (I |'2)

et I’équation d’onde portant sur la quantité ¢ indépendante du temps devient :

2

Va(x,Y,2) +%<p(x,y, z)=0 (11-3)

Si on suit Louis De BROGLIE en postulant qu’on peut associer a toute particule de
masse m animée d’une vitesse v une onde de longueur d’onde A = h/mv ou h est la constante
de PLANCK, alors I’équation d’onde indépendante du temps attachée a la particule devient :

2

V2(X, Y, z)+%<p(x,y, 2) = V2p(X, Y, z)+(%j o(X,Y,2) =0 (11-4)
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D’autre part, dans le cadre de la mécanique classique, 1’énergie totale E de cette particule
correspond a la somme de son énergie cinetique Ec et de son énergie potentielle E,, ce qui
permet d’écrire :

E :%mVZ:E—E (11-5)

d’ou on déduit successivement :

mv=,/2miE—Epi (11-6)

h h

h=—= -7
mv }ZmiE—Epi (-1

Cette derni¢re relation reportée dans 1’équation d’onde (I-4) fournit I’équation de
SCHROEDINGER indépendante du temps :

VZo(X,Y, z)+2h—T(E—Ep)<p(x,y, 2)=0 avec # :Ln (11-8)

L’approche heuristique qui a été proposee pour obtenir cette relation peut étre complétée
pour faire apparaitre la dépendance temporelle.

Pour une onde localement plane et monochromatique s’¢loignant vers ’infini, nous
pouvons écrire la fonction d’onde d’une maniere générale sous la forme :

w(F, t) =y, exp [j(RF - mt)] avec j2=-1 (11-9)

Dans le monde quantique ou A = h/mv et ou I’énergie totale E est liée a la fréquence de
I’onde par la relation :

E:hVZLm:hco (I1-10)
21

on obtient par substitution :

w(F,t)=y, exp B (pr — Et)} avec p=mv (11-11)

En dérivant cette expression par rapport au temps, il en découle :

< (wlr.0)=-Ev, exp[gwf—eo}—gw(r,o (I1-12)

et en prenant le gradient de cette méme expression (11-11) :

10
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F(F, 1) = L pu(r 1 (11-13)

Des relations (11-12) et (11-13), on déduit les régles de quantification des équations de la
mécanique classique ou relativiste qui permettent d’obtenir les équations analogues dans le
domaine quantique :

i< () =Ev (11-14)

— jnv(y)=py (11-15)

Pour une particule dont I’énergie totale est donnée en mécanique classique par la somme
de I’énergie cinétique et de 1’énergie potentielle :

E-E+E =1m?+E =P +E (11-16)
on deduit aprés multiplication par la fonction d’onde v :

Ey = 2p_m“’ +Epy (11-17)

et enfin en utilisant les régles de quantification (I11-12) et (11-13) :

. — jhv 2
in & W) = (ﬁf(w + By = — 90 Vi) + By (11-18)

qui constitue 1I’équation de SCHRODINGER dépendante du temps.

Cette équation permet de retrouver les principales séries décrivant les raies d’émission
de I’atome d’hydrogene ainsi que d’autres parametres comme les rayons de 1’orbite de BOHR,
mais elle est en défaut lorsqu’on s’intéresse a des phénomeénes plus subtils comme les niveaux
de quantification fins de 1’énergie pour un atome d’hydrogeéne ou la prise en compte du spin de
1’¢lectron.

Il - L’équation de KLEIN-GORDON

Les insuffisances de I’équation de SCHROEDINGER sont attribuées au fait que les
regles de quantification ont été appliquées a un bilan énergétique effectué a 1’aide de la
mécanique classique.

La relativité restreinte introduit une relation dont la portée est beaucoup plus générale
puisqu’elle est invariante sous la transformation de LORENTZ :

E? = p°c® +mic* (11-19)

et on obtient immédiatement en appliquant les regles de quantification (I11-12) et (11-13) :

11
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2
— i’ %(w) = —h’c*V?(y) + micty (11-20)

qui constitue 1’équation de KLEIN-GORDON. On peut la présenter sous une forme qui fait
apparaitre 1’équation d’onde avec un second membre :

1 62 m2c?
VZ(W)—C—Z?(W)I ;2

v (11-21)

Un examen détaillé de ses solutions permet de montrer des insuffisances, en particulier
dans son impuissance a décrire le spin de 1’¢lectron qui est d’ordre 1/2 ainsi que certains niveaux
fins d’énergie de I’atome d’hydrogene.

111 - L’équation de DIRAC

Partant de I’équation de conservation relativiste de 1’énergie :
E® =p°c® +mic’ (11-22)

et appliquant les regles de quantification de la mécanique quantique :

0 0 0 0
E— jh— S —jh— 5 —jh— S —jh = 11-23
i P Py J P~ Py i Y P, J e (11-23)

on transforme 1’équation de KLEIN-GORDON sous la forme :

oY oY oY) oY
jh— =| - jic— +| — jac=— +| — jac=— +mac’ 11-24
() =(-ire 2 J e[ -ire l | o[-l hemit 2

Suivant le formalisme proposé par DIRAC, on recherche ensuite des coefficients o, tels
que I’équation ci-dessus soit vérifiée sous la forme d’une équation aux dérivées partielles du
premier ordre élevée au carre :

( i %jz(w) - {ocl(— jhcaix) 4 az(— jhc%} + as(— jhc%) + g (M, )T(\u) (11-25)

Si la relation ci-dessus est verifiée grace a la présence des coefficients ai, la solution
peut étre obtenue en résolvant I’équation obtenue en enlevant les carrés :

( i %)(w) - {al(— jhca%] + ocz(— jhc%j 4 a{— jhc%) 4 ao(mocz)}(\y) (11-26)

Il est impossible de trouver des a; réels ou complexes répondant aux conditions (11-25)
et (11-26), mais on peut trouver des matrices o qui satisfont aux conditions suivantes,
nécessaires et suffisantes pour passer de 1’équation (1I-24) a 1’équation (I11-25) :

12
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o’ =1 (11-27)

Ces matrices ne sont pas uniques, mais un choix simple est celui proposé par Dirac :

100 0
01 0 0
- 11-29
“Zlo 0 -1 0 (11-29)
00 0 -1

Les trois suivantes sont définies a partir des matrices de PAULI désigneée par oi :

M
o; = c, = c,=| . c, = (11-30)
o, O 10 j 0 0 -1

soit encore explicitement :

0 001 0 0 0 —j 0 0 1 O

0 010 0O 0 j O 0 0 0 -1
(Xl: (X,2= A a3:

0100 0 —-j 0 O 1 0 0 O

1 000 j 0 0 O 0 -1 0 O

(11-31)

La structure matricielle des coefficients o impose la recherche de la solution y sous la
forme d’un vecteur colonne :

Yo

y=| (11-32)
V2
VY3
Afin de mettre le systeme d’équations différentielles dans une forme telle que 1’énergie

de masse apparaisse en facteur avec la matrice identité, on multiplie 1’équation (II-26) par la
matrice og dont on sait que son carreé est égal a la matrice identité :

ao(jh g](‘“) - [“00‘1(_ jhe Gixj + aoaz(_ jhc %j + aoas(— jhc gj + (moc2 )}(w)
(11-33)

On pose ensuite :

Yo = Qg Y1 = OOy Yo = Ay V3 = 0ol (11-34)

13
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et on regroupe tous les termes aux dérivées partielles :

Mg]+v{c§j+v2(c%j+v{ca—azﬂ(w)= i () (11-35)

La matrice identité, implicite dans le terme de droite, sera omise dans la suite du
document.

Les matrices yi sont obtenues explicitement de la maniere suivante :

1 0
0 1 0 0
Yo = 0o 0 -1 (11-36)
0 0 0 -1
10 0 0)Y0o 0O 01 0 0 01
01 0 0|0 01O 0 0 1 0
710‘0“1{0 0 -1 0/0100[]0 -100 (11-37)
00 0 -1\1 0 0 O -1 0 0O
10 0 00 0O 0 —j 0 0 0 —j
01 0 O0Of0 O j O 0O 0 j O
Y2 =0ty = . = . (11-38)
00 -1 0f0 -5 0 O 0O j 0 O
[0 0O 0 -1 [j 0 0 O -3 00 O
10 0 0yYo 0 1 O 0O 01 O
01 0 0j0 0 0 -1 0 00 -1
To=%% =g 0 21 01 0 0 0| |-100 O (11-39)
00 0 -1\0 -1 0 O 0 10 O
La forme de ces matrices peut étre synthétisée en fonction des matrices de PAULI :
0 o]
Yi = [_ o Oj (11-40)
et on peut Vérifier la propriété suivante :
(Yo)z :11(Y1)2 :(Yz)z = (Vs)z =-1 (11-41)

En considérant désormais que la quantité y de 1’équation d’onde initiale se présente
sous la forme d’un vecteur colonne a 4 ¢léments, 1’écriture compléte du systeme matriciel est

donnée par :

14


http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr/

http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr

v, oY,
ot OX
¥, 100 O o, 0 0 01 o,
m\ylzl01ooﬁt+j001oax
h|¥,| c¢/0 0 -1 0|9, 0 -1 0 0f09Y,
N7 _1) ot -1 OX
, 00 0 o, 0 00 )
ot ox (11-42)
2% ov,
.| oY oz
0 00 -j)op 001 0) 5
[0 0 j O0fa | O 00 -1|7%
+ + +
1o j 0 0|dY, 12100 oo,
-j 00 0) o 0 10 0) 0z
’ o, ov,
oy 0z

soit encore, de maniére plus condensée, sous la forme d’un systeme aux dérivées partielles de

A . : . mc
4 équations, aprés avoir posé n = o ;

= j MW, +ja\|’3 +6\|J3 +ja\|/2
o(ct) ox oy 0z

Loy, L0y, Oy, .0y,
= —+ — —
Vis oy e Ty Va

. 0 .0 0 .0
W, =—j VY, 0OV, Wl_J Vo
o(ct) ox oy 0z

n, =—j oy, _j6Wo +8\|10 _l_ja‘lfl
o(ct) oX oy 0z

MY,

(11-43)

Ces équations montrent que les 4 quantités associées a I’onde de matiére \ interagissent,
sans qu’il soit possible de préciser de maniere claire et détaillée la nature physique de leur
interaction. La représentation en termes de spineurs fournit un cadre rigoureux sur lequel sont
fondés de multiples développements, mais la notion de spineur reste abstraite, malgré les efforts
importants de la communauté scientifique pour en donner des illustrations concretes.
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Les bi-spineurs de Dirac

Du chapitre précédent, nous avons conclu que les solutions de 1’équation de Dirac se
présentent sous la forme d’une grandeur a 4 composantes :

Y= (11-1)

Un examen attentif du systeme de Dirac :

= j oy, ja\lfs " Y, +ja\lf2
o(ct) ox oy 0z

oy, . Wz_a\Vz_-a\h
i e vV

. 0 .0 0 .0
W, =—j V, y VY, Wl_J Vo
o(ct) ox oy 0z

W, =—j oy, _ja\lfo +8\V0 +ja\|’1
o(ct) OX oy 0z

(11-2)

montre que ces solutions peuvent étre regroupées par 2 dans un comportement présentant des
analogies. Pour faire apparaitre ces analogies, il est opportun de présenter le systeme sous une
forme légérement différente :

0 .0 0 .0
oo oy, - j e - S Y
a(ct) ox oy oz
. 0 0 0 .0
j ¥ Vi _ =My, — \F " \F +j Vs
o(ct) oX oy 0z (11-3)
oy, Oy Oy L0y,
J =Ny, —| J
o(ct) oX oy 0z
j Y, - _ja\lfo " WY, +ja\lf1
a(ct) ox oy - az

Dés lors, si on pose :
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Yo

v = Vi =£(Pj avec (pz(%] et x:(\l’zJ (111-4)
Vs, X Y, Vs
Vs

9 o9
.8 (v, ve) | oz ox Gy(‘lfzJ
== =N -] (111-5)
6(ct)(\v1j (wl} 9,9 9 |\
oxX oy 0z
9 9.9
.o (v, v, | ez ox Gy(\lfo)
[ R Ch () £5 I (111-6)
8(Ct)[w3) (\Vsj 9.9 _9 \w
ox oy 0z

dans lesquels on peut montrer que les grandeurs a deux composantes ¢ et y se comportent
comme des objets mathématiques appelés spineurs.

Un allégement d’écriture est proposé en désignant par M la matrice :

RN __J_
_ oz ox "oy i
M = Ji jﬁ i) (1-7)
oxX oy 0z

Jm(@) =n(p)+M(x) e
P

J@(X) =-n(x)+ M(o)

soit encore :

sl
oct)lxy) (M —mAx

En I’absence d’hypothéses supplémentaires, il est impossible d’aller plus avant dans
I’écriture des relations croisées entre les deux spineurs.
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On peut par contre, rechercher des solutions particulieres dont la dépendance temporelle
est en exp(-jot) avec une énergie totale E =hw, soit donc une dépendance temporelle en

.E

Il est important de noter que le j qui apparait dans I’exponentielle n’a rien a voir avec la
représentation complexe d’une onde physique en cos(wt). Sa signification physique, déja
abordée dans le chapitre I, sera approfondie dans les chapitres suivants.

Apreés prise en compte de la dérivation par rapport au temps dans la relation (111-9), le
systeme couplé entre les spineurs se présente sous la forme :

S0

. mc
soit encore en tenant compte de n = 7 .

mc®  hcM
el |- 7 (111-11)
X AicM —me” \ %
Une écriture rigoureuse devrait faire apparaitre la matrice identité de dimension 2
multipliée par les termes en 1 pour la relation (II11-10) et les termes en mc2 pour la relation (111-

11). L’usage veut que lorsque cette matrice est implicite, car nécessaire pour la cohérence des
dimensions, elle ne soit pas nécessairement indiquée pour des allegements d’écriture.

| - Les spineurs pour une particule immobile

Il est possible de faire apparaitre les solutions a énergie positive qui décrivent les
particules de masse m, et les solutions a énergie négative qui décrivent les anti-particules de
méme masse. Pour cela, on traite le cas particulier de particules immobiles : si X, y, z sont fixes
et constants, alors les dérivées par rapport a X,y,et z sont nulles, et la matrice M est nulle. On
déduit de (111-11) :

E@ :(mg | —r:CJ@ (111-12)

soit encore :

2

¢)
—mc?(y)

E(p)=mc

E(x)

(11-13)

On identifie ainsi que 1’énergie associée au spineur ¢ est égale a son énergie de masse,
tandis que celle associée au spineur y est égale & son opposée, et représente donc 1’énergie
associée a I’anti-particule. On en déduit que le spineur ¢ est associ¢ a la particule, tandis que le
spineur y est associé a I’antiparticule. La solution a I’équation de Dirac, qui comporte les deux
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spineurs simultanément, permet donc de décrire a la fois le comportement de la particule, et
celui de son antiparticule.

De maniére trés générale, un spineurs ¢ quelconque peut étre décomposée sur la base
canonique de la maniére suivante :

1 0
ot

ou les deux spineurs indépendants de la base canonique sont associés aux deux états de spin

possible pour un électron. L’usage veut que le spineur (Oj soit associé a 1’état de spin dit « up »

(OJ
(1), et que le spineur 1 soit associé a 1’état de spin dit « down » (]).

De méme pour la particule a énergie négative, nous pouvons adopter la décomposition
suivante :

vl )
v.) o) L (111-15)

et identifier les deux états de spin décrits précédemment.

En rassemblant ces résultats partiels, on peut représenter quatre états distincts du bi-
spinneurs de Dirac dans le référentiel ou la particule est au repos :

Particule a énergie positive en spin « up »
Particule a energie positive en spin »down »

Particule & énergie négative en spin « up »

Particule a énergie négative en spin « down »

<
w
P O O O OoFr 0o OO0 o © © o
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Il - Les spineurs pour une particule en mouvement

Lorsque la particule est en mouvement, la matrice M n’est pas nulle, et nous devons
utiliser la relation (I11-11) rappelée pour mémoire :

E((p]:[mcz thzj((p] (111-16)
X AaicM —mc” \ x

Cette relation montre que les deux spineurs interagissent et qu’ils ne sont pas
indépendants I’un de I’autre. Cela a pour nécessaire conséquence que particule et antiparticule
forment un tout, et que I’une ne peut se déplacer sans que 1’autre soit associée a ce déplacement.

On obtient, en développant la relation matricielle (111-16) :

(111-17)

E(x) = eM(@) - me?(x)
soit encore
(E - mc® fp) = neM(x) (111-18)
(E -+ me? Jx) = reM(o)
soit encore :
((P): e 2 M(X)

E _hr:(; (111-19)
(X): E + mc2 M((P)

Ces relations indiquent que dans 1’hypothése particuliére ou nous situons, c’est a dire
dans I’hypothése ou les 4 éléments du bi-spineurs de Dirac ont une dépendance temporelle en

.E . . g
exp (— j% t), la connaissance d’un des spineurs permet d’en déduire I’autre.

Il est possible de développer un formalisme plus avancé des relations (I111-19) ci-dessus.
Il faut pour cela reprendre la matrice M et la décrire sur la base des matrices de PAULI rappelée
pour mémoire :

SRS R AR O
c, = c,=| . o, = (111-20)
10 ] 0 0 -1

On obtient ;
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“ ——j= )
o 0z ox "oy ___EO 1 QO -] 21 0 ]
M= o o | J(@x(l O}ray(j 0J+az(o —1D (-21)

On introduit par substitution aux dérivées partielles de (111-21) I’opérateur impulsion de
la mécanique quantique, dont les trois composantes sont explicitement :

.0 N .. d
b =-ih— b, =—1h5 b, =~ih— (1-22)

ce qui permet de présenter la matrice M sous la forme :

1], (01 (0 =)} . (1 O
M_%{px(l OJ+py[j 0j+pz(o _]} (1m-23)

I1 s’ensuit un abus d’écriture qui donnerait des sueurs froides a plus d’un enseignant de
mathématiques :

On désigne par :

01

10
[(_) _JJ (111-24)

] 0

1 0

0 -

un « vecteur » contenant les trois matrices de PAULLI, et par :

Q!
I

(111-25)

ol
Il
|

N

St

un « vecteur » qui représente 1’opérateur impulsion de la mécanique quantique.

Dés lors la relation exprimant la matrice M en (111-23) peut se mettre sous la forme
condensee suivante, en utilisant le formalisme habituel du produit scalaire entre deux vecteurs :

5
M=2P 11-26
> ( )
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On en déduit I’écriture condensée qui exprime la relation entre les deux spineurs qui
constituent la solution de DIRAC, dans I’hypothése d’une dépendance temporelle en

E

T E-mc (11-27)

(1)==2P_ (o)

E +mc?

Par substitution d’une relation dans 1’autre, par exemple la deuxiéme dans la premicre,
on obtient :

_ &pc  &pc . (Gpc) ]
(0)= E-mc? E+mc? (0)= E? —(mc? f @) (-2

En utilisant la propriété des matrices de PAULI dont le carré donne la matrice identité,
on obtient finalement :

(@)=*E;§%%£;3;(@) (111-29)

Cette relation ne sera vérifiee que si :

(Pe)’ = E2 - (me?f (111-30)
soit encore :
(Bc)’ +(me?f =E? (111-31)

Cette relation confirme la cohérence des solutions exprimées avec la conservation
relativiste de I’énergie, mais également avec la possibilité de solutions a énergies négatives de
la forme :

E = +(pc) +(me?f (111-32)
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IV

Le spin %5 de I’¢électron

La solution en termes de spineurs évoquée au chapitre précédent suggere qu’il y a au
sein de 1’électron quelque chose qui tourne, sans que 1’on sache précisément quoi. On va donc
s’intéresser dans ce chapitre a la cinématique de rotation, et tenter de la mettre en relation avec
la solution au systeme de DIRAC.

| — La notion de moment cinétique

Pour un point matériel de masse m, situé en M, et évoluant autour d’une origine O, le
moment cinétique, que 1’on désignera par L, s’exprime comme le moment par rapport a
I’origine O de la quantité de mouvement de la masse m :

L = OMAP = OMAMV (IV-1)
Il s’agit d’une quantité vectorielle qui est portée par I’axe de rotation.

Si on désigne par x,y,z, les composantes du vecteur position, et par px, py, Pz les
composantes du vecteur quantité de mouvement :

X Py
OM=|y p=|p, (IV-2)
z P,

on obtient les composantes du moment cinétique sous la forme :

I—x =Yp, _Zpy
Ly :pr _sz (IV-3)
L, =Xp, —Yyp,

Le passage a la mécanique quantique impose que l’on substitue aux quantités
« position » et « quantité de mouvement », des opérateurs « position » et « quantité de
mouvement », ce qui permet de définir les composantes de I’opérateur moment cinétique sous
la forme :
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L, =9p, —2p,
L, =2p, - Xp, (1V-4)
Lz = )’\(ﬁy - yf)x

ou la définition des opérateurs de position et de quantité de mouvement, appliqués a une
fonction d’onde v est rappelée ci-dessous :

. ., Oy . . Oy . .. Oy
— _jpt - _jp =t —_ip st

()= xy §(w)=yw 2(v)=2y

La description de 1’opérateur moment cinétique ci-dessus permet de traiter sans
probléme le moment cinétique orbital d’une particule de masse m qui tourne autour d’une
origine O, mais elle est en difficulté pour décrire le moment cinétique de spin. Il s’agit d’un
mouvement interne a la particule qui est mal connu et qu’on ne sait pas exprimer en fonction
des opérateurs de position et de quantité de mouvement.

Pour pallier a cette difficulté, il a fallu rechercher une propriété du moment cinétique
qui ne fasse pas intervenir les opérateurs position et quantité de mouvement, et qui contienne
des informations suffisantes pour qualifier la rotation.

Cette propriété est construite a partir d’une fonction appelée commutateur dont on peut
donner la définition suivante en mécanique quantique :

Si A et B sont deux opérateurs, le commutateur de A et B est défini par :
[A,.B]=AB-BA (IV-6)

A titre d’exemple, on peut monter que les opérateurs position et vitesse appliquées a une
fonction d’onde ne commutent pas, ce qui revient a dire que le commutateur de ces deux
opérateurs est différent de zéro :

[x,a%}(w)zx@“’—x}—a%(xw)zx(;ﬂx}w—x(%}—w (IV-7)

Si on construit les commutateurs des opérateurs de moment cinétique (IV-4), on constate
qu’ils possedent la propriété suivante :

[
E, L Jw)= (0,0, ~L,L, kw)= L, (v) (IV-8)
[ ]

La démonstration se fait directement & partir de la définition des opérateurs moment
cinétique (IV-4). Sur I’exemple de la premiére ligne de (IV-8), on obtient successivement :
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D )= i yY OV D () =—in] 2 ¥ OV i
L, ()= Jh(y 2 ZayJ C, 0 =-in{ 25 -x Y (1v-9)
D (L ))=—ntl Oy 0| OOV _ 0w i
Ly<LX(\y))_ h {z@x(y pe Zayj x@z(y e Zayj} (Iv-10)
(0 o)zl OOy oy of Oy i
Ly<LX(\u))_ h {Zyaxaz z oxy Xy pe; +X8y+xzazay} (Iv-11)

et en inversant 1’ordre des opérateurs :

< o( oy _oy) _o(.0 ij

L, (L = py—| 2L -x—F |-z 2+ —x—+ IV-12
X( y(W)) {yéz( OX azj ay( oxX oz ( )
L (I: (\u))z—h2 ya—w+yz 'y —yxazw—z2 o'y +Xz Oy (1V-13)
Y OX OX0z oz? Oyox ozoy

Par soustraction de (IV-13) avec (I\VV-11), on obtient le résultat présenté en (1\V-8) :

L (E, ()L, (5, (v)= —hz{yg—‘)'(’ _ x%‘"} —jil, (IV-14)

La propriété (IV-8) ne dépend plus des opérateurs position et quantité de mouvement.
Méme si I’image doit étre prise avec précautions, on a en quelque sorte construit un systéme a
trois équations et trois inconnues qui présente pour ces inconnues des propriétés analogues a
celles qui sont générées par les relations (IV-4) qui définissent le moment cinétique de la
mécanique quantique.

Il — L’opérateur de moment cinétique de spin

Le raisonnement du paragraphe précédent nous a permis de préciser les relations qui
définissent un opérateur de moment cinétique applicable a une fonction d’onde y. Cet opérateur
est défini a partir des relations de commutations rappelées pour mémoire :

IL.L, Jw)=(L,L, -L,L, fw)=ini,(y)
L0 Jw)= (L., - L,L, kw)= jnl, (v) (IV-15)
£, L Jw)= (8,8, -2, Ju)= AL, ()

Les solutions issues de la formulation de DIRAC apparaissent sous la forme de spineurs,
c’est a dire sous la forme d’un étre mathématique contenant deux fonctions d’ondes. Du
chapitre précédent, nous avons montré par exemple que la solution a énergie positive était
représentee par le spineur :
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@=£W°J (IV-16)
Y,

La question qui se pose est la suivante : comment peut-on généraliser les relations (V-
15) qui définissent 1’opérateur de moment cinétique applicable a une fonction d’onde, afin de
définir un opérateur de moment cinétique applicable a un spineur qui contient non pas une mais
deux fonctions d’ondes ?

En d’autres termes, si S désigne un tel opérateur, nous voulons pouvoir écrire :
[Sx ’ Sy :kq)) = (sty - Sysx X(P) = JhSz ((P)
5,8, J0)= (6.5, -5.5, ko) = n$, (o) (IV-17)

5.8 [V :(Axéy—éyéx(%}: jhéz[“/oj
) WV, Y, Y,

5.5,V =(Azéx—éxéz{“’°j= jhéy(\vo (IV-18)
) WV, W, 4
5,8, :(Ayéz—ézéy{"’(’j: jhéx[“’o]
) Vi WV, W,

Il apparait que les opérateurs S,,S,,S, ne peuvent plus étre définis comme des

opérateurs simples utilisés pour une seule fonction d’onde : ils doivent étre constitués par une
matrice 2X2 d’opérateurs et ces matrices doivent vérifier les relations caractéristiques des
opérateurs de moment cinétique :

(IV-19)

Les matrices de PAULLI, rappelées ci-dessous pour mémoire, sont de bonnes candidates

pour jouer ce réle :
0 —j 1 0
G, = i 0 G, = (IvV-20)

01
o, =
10 0 -

En les multipliant par la quantité h, le premier commutateur de (IV-19) s’écrit :
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A VR
Sl P
ol o S o 3

soit encore :

[ho,, 7o, = 2jh(ho,) (IV-22)

On ne retrouve pas exactement la relation de commutation exprimée en (I1V-19),
puisqu’il y a un facteur 2 qui intervient. Si on souhaite retrouver exactement la relation qui
définit les composantes d’un moment cinétique, il faut nécessairement introduire un facteur %2
dans les matrices de PAULI. C’est ce facteur qui va induire le spin 2 de I’électron.

En résumé, les composantes S,,S,,S, recherchée, et qui donc verifie (1V-19), sont les
suivantes :

. h h(O0 1
S,=—0,=—
2 21 0

~ h_ (0 —j
Sy = EGZ = E( . 0 j (IV'23)

A 1 0
SZ:EG3:E
2 2{0 -

Si nous avons bien avancé dans le formalisme qui permet de décrire le moment cinétique
de spin, nous nous sommes éloignés considérablement de sa signification physique. Le passage,
qui semble pourtant évident, des relations (IV-3) a (IV-4), est un passage ou les relations (IV-
3) ont un vrai sens physique, tandis que les relations (IV-4) n’en ont déja plus, car elles portent
sur des opérateurs. Leur généralisation aux spineurs accroit encore le niveau d’abstraction, et
I’¢loignement avec la représentation physique du moment cinétique que I’on se fait en
mécanique classique.

111 — L’interprétation de I’opérateur moment cinétique en terme de rotation

La description d’une rotation ne prend sens que si elle permet de préciser 1’angle de
rotation. On va donc s’attacher dans cette partie 8 montrer comment on peut exprimer cet angle
en fonction des éléments qui nous ont servi a caractériser cette rotation dans les paragraphes
précédents, et en particulier les composantes du moment cinétique.

Le probléme n’est pas simple, car il est nécessaire de caractériser non pas une rotation
classique dans un espace a trois dimensions, mais un opérateur de rotation qui agit sur une
fonction d’onde v dans un premier temps, puis sur un spineur ¢ a deux composantes dans un
second temps.
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Il convient tout d’abord établir la matrice d’une rotation d’angle 6 dans un espace
euclidien, dont I’axe est choisi arbitrairement dans la direction Oz. Cette rotation s’effectue
dans le plan xQOy, et nous représentons ci-dessous la rotation entre deux points M et M’ de

coordonnées M(x,y) et M’(x’,y’).

v

Figure (IV-1) : Rotation dans le plan xOy

La relation entre les coordonnées (x,y) et (x’,y’) peut s’établir géométriquement de la
maniére suivante :

x=r.cos(p)
y=r.sin(¢Q) (Iv-24)

X’ =r.cos(¢’) = r.cos(0+¢) = r.(cos(B)cos(®) - sin(B)sin(¢)) = x.cos(0) — y.sin(0)
y’ =r.sin(¢’) = r.sin(6+@) = r.(sin(0)cos(p) + cos(B)sin(p)) = x.sin(0) + y.cos(0)

(IV-25)
soit encore en écriture matricielle en trois dimensions :

X' cosO -sin® 0\ x
"I=[sin6 cos® Oy (IVv-26)

z 0 0 1)z

Pour une rotation d’angle opposé —0, la matrice s’obtient en changeant le signe du sinus :

X' cosO sin® 0)x
y'|=|—-sin® cos6 Oy (v-27)

z 0 0 1)z

Dans la description de I’opérateur rotation appliqué a une fonction donnée, si on assimile
la fonction a un objet pour s’en faire une représentation concrete, une rotation des axes vers la
droite peut étre considérée comme une rotation équivalente de 1’objet vers la gauche.
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Pour un opérateur de rotation d’angle 0, tout se passe comme si les coordonnées utilisées
par la fonction subissaient une rotation d’angle —6.

En tenant compte de ces éléments, on peut préciser ce qu’est I’opérateur rotation

appliqué a une fonction v, et nous adopterons la définition suivante, pour une rotation d’axe
Oz, d’angle 0 et appliquée a une fonction d’onde v :

R,ow(X.y.2)=y(X',y'2)) (IV-28)

Dans cette relation, conformément aux remarques précédentes, nous utilisons la
transformation de coordonnées (1V-21).

L’étape suivante consiste a établir le lien entre cet opérateur rotation, et 1’opérateur
moment cinétique L =(L,,L,,L,) quinous aservi a caractériser le mouvement de rotation en

(IV-4) en s’inspirant des relations (IV-3) issues de la mécanique classique. Ce lien va étre
formalisé, dans un premier temps, pour une rotation infinitésimale.

Partant de la définition de 1’opérateur rotation (IV-28) donnée ci-dessus :
R, oW(X,Y,2) = w(X.C080+Y.5in 6,~X.5in 0+ y.c0s 6, 2) (1V-29)

I’introduction des développements limités au premier ordre de sin(0) et cos(6) conduit a
I’opérateur de rotation infinitésimal d’angle 0 :

R, oW(X,Y,2) = y(X.+Y.30,~x.30 +V,2) (1V-30)

Faisant usage du développement limité au premier ordre d’une fonction de deux
variables x et y qui varient d’une quantité infinitésimale respectivement €égale a e et :

f(x+a,y+n):f(x,y)+safgxx’y)+naf(x’y) (IV-31)

oy

I’opérateur de rotation infinitésimal (IV-30) se met sous la forme :

fezmw(x,y,z)=w(x,y,z>+y(ae);ﬂx—x(66% (IV-32)

Il s’interpréte en fonction des opérateurs positions et impulsions rappelés pour mémoire
ci-dessous :

- . ) in®Y

%(y)=xy §(w)=yv 2(y)=2y

pour donner I’expression suivante :
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- 80 (n an
R, WX, Y,2)=vy(X,y,2) - J;(xpy — 9P, W(X,Y,2) (1V-34)

On y reconnait I’opérateur de moment cinétique (IV-4) :
L, =Xp, — VP, (1V-35)
D’ou I’expression de 1’opérateur de rotation infinitésimal d’axe Oz et d’angle 0,
appliqué a une fonction d’onde v, en fonction de 1’opérateur de moment cinétique :

. .50 ~ - .80 ¢
R, v (X,y,2) =y(X,y,2) - I~ L,w(x,y,z)= {I -l Lz}w(x, Y,2) (1V-36)

ou 1 désigne I’opérateur identité.
On en déduit I’expression intrinséque de 1’opérateur rotation infinitésimal :
(Iv-37)

. .~ .80 -
R, =I—1;LZ

Cette relation peut étre généralisée a une rotation d’angle quelconque 6 de plusieurs

manieres. Une des plus simples consiste a diviser cet angle par un nombre entier N qui tend
vers I’infini : on peut ainsi assimiler 1’angle infiniment petit 80 de la relation (IV-37) avec
I’angle 6/N.

R, =i (ioL]
z,ﬁ N h

On écrit ensuite que pour obtenir une rotation d’angle 6, il faut appliquer N fois la

(IV-38)

rotation infinitésimal d’angle 6/N :

N N
2 -[r {i_l(-ﬁr_zn (1V-39)
' z,ﬁ N h
Et on effectue pour terminer un passage a la limite :
N N
A . [~ 1(.0~
R,o=ImR ,| =lim I-—|j=L, (Iv-40)
' N— z,N N—o0 N h
Utilisant le résultat connu :
(Iv-41)

Iim(1+ %)N =exp(x)

N—oo
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on obtient finalement I’expression de I’opérateur rotation d’axe Oz et d’angle 0, en fonction de
I’opérateur moment cinétique I:Z :

R, =exp(j%f_zj (1V-42)

Il reste pour conclure ce chapitre, & généraliser cet opérateur a la rotation des spineurs
qui sont des fonctions d’ondes a deux dimensions.

11 a été montré supra que 1’opérateur L= (I:X , I:y, I:Z) doit étre remplace par un opérateur

matriciel S= (éx ,éy ,éz) capable d’agir sur des étres mathématiques a deux dimensions, et que

cet opérateur se déduit des matrices de PAULI suivant la relation (IV-23) rappelée pour
mémoire :

R f A0 1
x —A01 =7
2 211 0
~ R (0 —]j
vy =2 2(1' oj (IV-43)
N fi Aafl O
: = ~203=7
2 2\0 -

L’opérateur de rotation d’axe Oz et d’angle 0, capable d’agir sur un spineur, a donc la
forme suivante :

R,o = exp[j%ézj (1V-44)

soit encore :

R —ex| 10 (1V-45)
z,0 — Xp J2 0 _1

D’un point de vue pratique, on peut rarement mettre une exponentielle de matrice
quelconque sous la forme d’une matrice 2 X 2 dont on connait avec exactitude chacun des
termes. On peut malgré tout en obtenir une solution approchée en utilisant le développement en
série de la fonction exponentielle. Pour une matrice quelconque M, cela donne :

© Mk MZ MS
eXp(M):kZ_(;—!:].-FM-FF‘F?‘F.... (IV'46)

11 est toutefois possible d’expliciter la matrice de 1’opérateur de rotation autour des axes
principaux Ox, Oy, et Oz.

Opérateur de rotation autour de 1’axe Oz :
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La matrice de I’opérateur est diagonale, ce qui permet de donner la forme explicite de
I’exponentielle matricielle :

ol it S| L)

R,o =8| I- =

“ 20 -1 .0 0) .. (6
exp| — |— 0 cos| — [—jsin| —
Xp( ‘2j @ . @

(IV-47)

Opérateur de rotation autour de 1’axe Oy :

5 02 ) 00 —j))__(6(0 1 .
Ry,e_exp(J%Syj_exp{Jz[j OB_exp(z(_l OD (Iv-48)

La forme particuliere de la matrice 2 X 2 permet de montrer que le développement en
série de I’exponentielle fait apparaitre le développement en série des fonctions cos et sin dans
les termes de la matrice résultat suivant la relation :

A :( 0 XJ o0 (A) :[ cos(x) sin(x)} (IV-49)

-x 0 —sin(x) cos(x)

D’ou I’expression de I’opérateur de rotation autour de I’axe Oy :

[t =2
) o)

Opérateur de rotation autour de 1’axe OX :

R, =e ('eé j—e jof0 1 (IV-51)
U e e S P

Comme dans I’exemple précédent, la forme particuliére de la matrice 2 X 2 permet de
montrer que le développement en série de I’exponentielle fait apparaitre le développement en
série des fonctions hyperboliques cosh et sinh dans les termes de la matrice résultat suivant la
relation :

(0 x _(cosh(x)  sinh(x) ]
A_(x o) eXp(A)_(sinh(x) cosh(x)j (IV-52)

(IV-50)

D’ou I’expression de I’opérateur de rotation autour de 1’axe Ox :
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R, - lig) (i3] [eoo{3) ion[3)
) o)) oo

(IV-53)
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V

La covariance de I’équation de DIRAC

L’équation de DIRAC sur laquelle nous nous sommes appuyés pour établir le systeme
d’équations différentielles se présente sous la forme :

e A A T ] R T =

En adoptant la notation :
xXO=ct,xt=x,x’=y,x =z (V-2)

on peut condenser 1’écriture de (V-1) a I’aide de la régle de sommation sur les indices :

., 0 mgC
n 0 wy_ _
- x")=0 =0,1,2,3 V-3
(JY pVriai ]\If( ) H (V-3)

Il s’avere que cette équation est covariante, c’est a dire qu’elle garde la méme forme
lors d’un changement de référentiel tel qu’il est donné par la relativité restreinte. La
démonstration, un peu laborieuse, est reportée en annexe.

L’invariance des lois de la physique par changement de référentiel est probablement le
critere le plus sdr de la validité générale d’une loi physique. On peut le résumer de la maniére
suivante :

Soit un référentiel dans lequel 1’équation de DIRAC s’écrit sous la forme (V-3) ci-
dessus. Si nous changeons de référentiel, cela va induire un changement des coordonnées
spatiales et temporelles x* de chacun des points de 1’espace-temps qui vont devenir x’* ; et cela
va induire un changement dans la fonction d’onde y qui va devenir y’.

L’invariance des lois de la physique par changement de référentiel impose que
I’équation de DIRAC s’écrive, dans le référentiel (R’), sous la forme :

; 0 0 Wy ) —
(w“ ax,u—mhcjw (x*)=0 (V-4)

Une autre loi tres genérale de la physique est la loi de conservation locale. Elle exprime
le fait que lorsque qu’une grandeur physique évolue dans le temps et dans 1’espace, la
conservation de cette grandeur s’exprime au moyen d’une quadri divergence égale a 0. Un des

34


http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr/

http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr

exemples les plus connus concerne la conservation de la charge que I’on obtient a partir du

quadrivecteur densité de courant (pc, jx, Jy, Jz) Sous la forme :
- a' -

ope) , d , Ay, G _, (V-5)

act) ox oy oz

Il est possible de montrer qu’il existe une grandeur conservée par les solutions de
I’équation de DIRAC, et cette grandeur est appelée courant de DIRAC en référence a la relation
(V-5) ci-dessus.

Si on désigne par J cette grandeur, 1’écriture condensée d’une quadri divergence nulle
est la suivante :

0
ox*

J*=8J"=0 (V-6)

Quelques manipulations non triviales permettent de passer de 1I’équation de DIRAC a la
relation suivante :

a YTV s
— =0 V-7
= (wrv) (v-1)
dans laquelle :
10 0 O
_ T . » « 01 0 O .
W:(‘V ) Y’ :(\VO’Wl’W21W3 :(\VWWI’_WZ’_WB) (V-8)
0 0 -1 0
00 0 -1

On en déduit le quadri vecteur courant de DIRAC :
I =yy'y (V-9)
ou les y* représentent les matrices de DIRAC introduite dans le chapitre 11.

On en déduit les expressions explicites de chacune des composantes du quadri-vecteur
Jt qui représente les courants de DIRAC :

composante d’indice O :

10 0 0Yw, v,

0 . e A0 1 0 0wy B AV

P =" = v vi v v 00 -1 0 \vi_ = (ol wi v W: (V-10)
00 0 -1l Vs

17 = WoWo H W oW, oy, (V-11)
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composante d’indice 1 :

0 0 0 1Yy, Ve
a . s 0 0 1 0fwy e e o\ VY
Jl:\Vyl\V:(\Voa\Vli_\Vz'_\Va 0 -10 0 \V.j_ :(\VS’WZ’\VU\VO \Vi (V-12)
~1 0 0 o)y, v,
I = WaWo FWow Wi, oy, (V-13)
composante d’indice 2 :
0 00 iy, v,
- —_ * * * * O 0 O \II - * - * - * - * \V
JZZWYZW:(Wov\Vlv_Wzy_Wg . ! :(|W3,—|\|f2,|\|ll,—|\|fo ! (V-14)
0 1 0 0w, Y,
-1 0 0 0 Ay, Vs
I =iwaw — vy, +iviy, — vy, (V-15)
composante d’indice 3 :
0 01 0y, Vo
. _ * * * * 0 0 _1 \II * * * * \II
P = = (v, vl v 100 0 Wl = (5-vi vo-v; \vz (V-16)
0 10 0y, v,
P =wowe — v +wow, — iy, (V-17)

soit donc en résumé :

17 = WoWo H Wi oW, oy,
I = WaWo F VoW Wi, oy,
1= wawe — iwow, + v, — jwows (V-18)
P =wue — v +wow, — iy,

Les J* représentent les courants de densité de probabilité de présence de la particule.
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Deuxieme partie

L’approche énergétique de
I’équation de DIRAC et de
ses solutions en coordonneées
cartésiennes
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VI

_es modes stationnaires

On présente en général des solutions possibles a I’équation de DIRAC sous la forme
d’ondes planes du type :

wxy,z,1) = Aexp|jlt K7 )| (VI-1)

Cette relation est caractéristique d’une onde qui se propage a la pulsation ® et suivant
le vecteur d’onde k . Elle ne permet pas de décrire des échanges d’énergie tels que ceux que 1’on
peut mettre en évidence dans une cavité électromagnétique par exemple. Elle est également
sujette & question concernant le nombre j=+/—1 qui est présent et qui n’a rien a voir avec le
formalisme complexe habituel pour la description des ondes.

On peut penser mettre en évidences des modes stationnaires en sommant deux ou
plusieurs solutions propagatives, mais les solutions (V1-1) au systeme de DIRAC ne sont jamais
complétement explicitées, ce qui rend cette possibilité inopérante.

Il convient donc de formaliser une méthode de recherche de ces solutions au systéeme de
DIRAC rappelé pour mémoire :

W, = oy, +j8\|l3 +8W3 +j8‘lf2
o(ct) ox oy 0z
. 0 .0 0 .0

n, = \Vl_l_J Wz_Wz_J Vs

o(ct) ox oy 0z
_ Oy, Oy Oy, L0y,
We="5ey Tax Ty

i Ay, .0y, +6Wo +ja\|/1
o(ct) OX oy 0z

(VI-2)

ny; =

et nous formulons I’hypothése que toute fonction d’onde s’écrit comme une combinaison
linéaire de modes stationnaires susceptibles d’étre présents dans une cavité a trois dimensions :
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v, =18,5,S,8, +b,S,C,S, +¢,C,S,S, +d,C,C,S, +€,,S,C, +f,5,C,C, +9,C,S,C, +h,C,C,C, [C,
+{i5S,S,S, +§0S,C,S, +K,C,S,S, +1,C,C,S, +MS,S,C, +n,S,C C, +0,C,S,C, +p,C,C,C, 5,

v = f.5,8,S, +b,S,C S, +¢,C,S,S, +d,C,C,S, +€,S,5,C, +£S,C,C, +0,C,S,C, +h,C,C,C, |C,
+{i,S,8,8, +1.S,C,S, +k,C,S,S, +1,C,C,S, +m;S,S,C, +n;S,C,C, +0,C,S,C, +p,C,C,C, S,

v, = ,5,5,5, +b,5,C,S, +¢,C,S,S, +d,C,C,S, +€,5,5,C, +1,5,C,C, +9,C,S,C, +h,C,C,C, [C,
+{,5,5,5, +1,5,C,S, +k,C,S,S, +1,C,C,S, +m,S,S,C, +n,S,C C, +0,C,S,C, +p,C,C,C, 5,

v, = 18,8,8,S, +b,S,C,S, +¢,C,S,S, +d,C,C,S, +,5,5,C, +£.5,C,C, +0,C,S,C, +h,C,C,C, |C,

+{i,s,8,8, + jSSXCySXZ +ykz3cxsysxz +y |3Zcxcysxz +ym:sxsyéz y+ n 3sxcyxczy+ ggcxsycz +psC,C,C, S,
(VI-3)
Dans cette définition, la notation abrégée suivante a été utilisée :
Sx=sin(kxx)  Sy=sin(kyy) S;=sin(k;z)  St=sin (k;ct) (VI-4)
Cx=cos(kxx) Cy=cos(kyy) C;=cos(kzz) Ci=cos (k:ct) (VI-5)

Le vecteur d’onde est représenté par ses composantes kx, ky, K, tandis que pour une
notation homogene et en adéquation avec la relativité, le produit ot a été remplacé par
I’expression k.Ct, ce qui permet de mettre en evidence les deux quadri-vecteurs :

X Ky
y Ky
4-vecteur position : 4-vecteur onde : k (V1-6)
Z z
Q)
ct kt =

Les coefficients aj, b, ci, di, €i, fi, gi hi, 1i, ji, Ki, li, mi, ni, 0i pi , pour i=0,1,2,3, sont des
constantes réelles qui ponderent chacun des modes et vont servir d’inconnues dans la recherche
des fonctions d’ondes o, W1, y2, w3 solutions du systéme de DIRAC.

Cela conduit, pour chaque équation du systeme de DIRAC, a exprimer les dérivées
partielles des fonctions d’onde wo, w1, w2, w3 et a formuler un systeme homogene de 16
équations relatif aux coefficients aj, bj, ci, di, e, fi, gi hi, 1i, ji, ki, li, mi, ni, 0i pi. Le systeme global
obtenu sera donc un systéme homogene de 64 équations a 64 inconnues.

Les calculs sont un peu laborieux mais sans difficultés. Ils sont présentés dans leur
intégralité dans les lignes suivantes ou on rappelle avoir posé ki = w/c.

39


http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr/

http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr

oy, .0y, Oy, .0y,
+ + + - =0
act) Voax oy Ve Mo

. Oy .
Ja(cto) = —Jkl{aOSxSySZ +b,S,C,S, +¢,C,S,S, +d,C,C,S, +¢,S,S,C, +S,C,C, +g,C,S,C, +h,C,CC, S,

+ ik, 65,8,5, +165,C, S, +k,C,S,S, +1,C,C,S, +M;S,S,C, +n,S,C,C, +0,C,S,C, +p,C,C,C, IC,

Premiere équation du systeme de DIRAC : j

Oy, .
Jai): = ka {a3CxSySz

+ K, §i,C,S,8, +sC,C, S, —Kk,S

x~y“z

+b,C,C,S, —¢,S

s,S, -d,S,C.S

x¥yYz xyYz

+e,C,S,C

.S,C, +f,C,C,C, -9,5,5,C, —h,S,C,C, [C,

xZy>z x¥y~z

s,S,-1.5,C,S, +m,C,S,C

xOyz x~yz xyz+n3CCC_OSS

x~y>z

S,C, —pS,C,C,

xPy~z

%:ky{aﬁ C,S,-b,5,S,S, +¢,C,C,S, -d,C,S,S, +€,5,C C, -£,5,5,C, +9,C,C,C, -h,C,S,C, IC,

X z X z X z X z X z X z
ay y y y y y y

K, :5,C,S, - 55,5,S, +k:C,C,S, ~1,C,S,S, +m,S,C,C, —n,S,S,C, +0,C,C,C, -p;C,S,C, S,

x~y>z x¥y“z x~yYz x¥y>z xX2y>z x¥y~z x~y>z

s,s, -1,5,C,S, -9,C,S,S, -h,C,C,S, IC,

x“y>z XTy*Tz

s,C,+b,S.C,C,+c,C,S,C,+d,C,C.C,—e,S

x~yYz x~y>z x“y~z xXTy“Tz
+ ik, {i,5,8,C, +1,5,C,C, +k,C,S,C, +1,C,C,C, -m,S .C,S,

xPy >z xX<y~z
Mo =126S,S,S, +boS,C,S, +¢,C,S,S, +d,C,C,S, +€,5,5,C, +f,5,C,C, +9,C,S,C, +h,C,C,C, [C,

x2yYz xPyYz x~yYz x¥Py~z x~y~z

+1{iS,S,S, +§0S,C,S, +K,C,S,S, +1,C,C,S, +m,S,S,C, +n,S,C,C, +0,C,S,C, +p,C,C,C, 5,

Oy, .

= jk,a,S
Jaz Jz{Z
S.S, —n,S

5,8, C,S, -0,C,S,S, —p,C,C,S,

xPyYz

(VI-7)

On en déduit le systeme homogéne associé a la premiére équation du systeme de
DIRAC :

- k@, — JKky =K, Js = Jk,m, —mi; =0
= Jkby = jK, I3 + K ig = jk,n, —mj, =0

— JkCo + K, 15—k I3 — jk,0, —mk, =0

— jkdg + jK, js + K ks = Jk,p, =mly =0
— jk&y — jk, 05, =k n,y + jk,i, —mm, =0
— Jkfy — jk,ps +k,mg + jK, j, —mn, =0
- Jk g + Jk,m; —k,p; + Jk K, =m0, =0
= jkihy + Jk,ng + k05 + K, I, —mp, =0
JKiig = jk,Cq — kybs - jk,e,-ma, =0
Ik, — Jk,d; +k,a; — jk,f, —mb, =0
Jkiko + jk,a, - kyd3 —jk,g, —nc, =0
ko + jk by +k ¢y = jk,h, —md, =0
jkimy = jK, 95 - kyfs +jk,a,-me, =0
Jking = jk,hs + ke, + jk,b, —mf, =0
Jk.0 + k&5 =k hs + jk,c, —mg, =0 (VI-8)
Jkp, + Jk,f5 + kg, + jk,d, —mh, =0
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oy, -a\lfz_a\l’z_ja\l/

Deuxiéme équation du systéme de DIRAC : | +] 3
o(ct) ox oy 0z

. oy .
Ja(ctl) = —jkt{aleSySZ +b,S,CS, +¢,C,S,S, +d,C,C S, +eS,S C, +fS,C C,+9,C,S,C,+h,C,C.C,§S

+ ik, §i:,8,8, + 1S,C, S, +K,C,S,S, +1,C,C,S, +m,S,S,C, +n,S,C,C, +0,C,S,C, +p,C,C,C, |C,

-ny, =0

Oy .
J 6X2 = ka{aZCxSySz

+ K, §,C,S,8, +1,C,C,S, —k,S

x~yYz

+b,C,C,S, —¢,5,5,S, —d,S,C,S, +€,C,S,C, +f,C

C,C, -9,5,5,C, —h,S,C,C, [C,

x2y>z x¥y~z

5,8, -1,5,C,S, +m,C,S,C, +n,C,C,C, 0,5

S,C, —P,S,C,C,

x¥y™~z

C.S, -b,S

T
—gzz—ky{azsx /S, -b,8,8,8, +¢,C,C,S, -d,C,S,S, +e,5,C,C, -f,5,5,C, +9,C,C,C, -h,C,S,C, [C,

x¥y“z x~y~z x~¥y>z

-k, {i,5,C,S, - ,5,5,5, +k,C,C,S, -1,C,S,S, +m,S,C,C, -n,S,S,C, +0,C,C,C, -p,C,S,C, |5,

x~y~z

SN -k 1.5,5,C, +b,5,C,C, +¢,C,S,C, +d,C,C,C, — e,

oz xPy~z xX2y~z x¥y~z x~y~z
-k, {i:8,8,C, +1:5,C,C, +k,C,S,C, +1,C,C,C, -m,S,S.S, -n.S,C,S, —0,C,S,S, -p;C,C,S, |5,

ny; =n@.S,8,8, +b,S,C.S, +¢,C,S,S, +d,C,C,S, +e5,S,C, +.S,C,C, +9,C,S,C, +h,C,C,C, |C,
+nfi,S,S,S, +iiS,C,S, +k,C,S,S, +1,C,C,S, +mS,S,C, +n,S,.C C, +0,C,S,C, +p,C,C,C, 5,

s,s, -,5,C,S, —0.C,S,S, —h,C,C,S, [C,

x“y“z x~2y>z XTy“Tz

(VI-9)

On en déduit le systeme homogéne associé a la deuxieme équation du systeme
de DIRAC :

— jk.a, — jk, Kk, + Kk, + jk,m; —mi, =0
— jkiby = kI, =K, i, + jk,ng—mj, =0

— jk.C, + Jk,i, +k I, + jk,0, —mk, =0
—jkd, + K, j, =k Kk, + jk,p;—ml, =0
— jk.&; — jk,0, +k,n, — jk,i;—mm, =0
- jk.f, - jk,p, —k,m, - jk,j; —mn, =0
- jk.9, + Jk,m, +k p, - jk,k; =m0, =0
- jk;h, + jk,n, =k,0, — jK I, —mp, =0
Jki, - jk,c, +k,b, + jk,e;—ma, =0
jKj, — jk,d, =k a, + jk,f; —mb, =0
Jkik, +Jka, +k,d, +jk,g;—nc, =0
jk 1, +jk,b, =k c, + jk,h;—md, =0
jkm, - jk,g9, +k f, - jk,a,-me, =0
jkin, = jkh, —k e, — jk, b, —nmf, =0
jk0, + jk,e, +k h, —jk,c;—mg, =0 (VI-10)
jkp, + jk,f, -k g, - jk,d; —mh, =0

41


http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr/

http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr

Troisiéme équation du systtme de DIRAC : — j W, _ i vy _ vy i ¥, —ny, =0
o(ct) ox oy oz

i v,
o(ct)

-k {2,8,8,8, +b,5,C,S, +¢,C,S,S, +d,C,C,S, +€,5,5,C, +1,5,C,C, +9,C,S,C, +h,C,C,C, [C,

- jk {a,8,8,8, +b,S,C,S, +¢,C,S,S, +d,C,C.S, +e,5,5,C, +1,5,C,C, +9,C,S,C, +h,C,C,C, 5,

Oy .
—j axl = —ka{alCXSySZ +b,C,CS, -¢S,S,S, -dS,CS, +e,C,S C, +fC,CC,-g,SS,C,-hS,CC,IC,

xPy~z

y 4

-k §i:C,S,S, +i,C,C,S, -k;S,S,S, -1,S,C,S, +m,C,S,C, +n,C,.C C, -0,5,5,C, -p,S,C,C, 5,

oy
- ayl -k, {a,5,C,S, -bS,S,S, +¢,C,C,S, —d,.C,S.S,

+e5,C,C, -fS,5,C, +9,C,C,C, -h,C,S,C, IC,

x~y~z

y“z x~y>z x¥y~z x~y~z

-k, {i.S,C,S, - i.S,8,8, +k.C,C,S, -1,C,S,S, +m;S,C,C, —n,S,S,C, +0,C,C,C, -p,C,S,C, 5,

.0y, .
- =-jk,1a,S,S,C
Jaz J 2{0

xPy~z

+b,S,C,C

x~y~z

+¢,C,S,C

.5,C, +d,C,C,C, -€,5,5,S, -,5,C,S, -9,C,S,S, -h,C,C,S, IC,

c,C,-m,S

x2y~z

— ik, §i,S,S,C, +JsS,C,C

x~2y~z

+k,C,S,C, +1,C 5,5, —NS,C,S, —0,C,S,S, —p,C,C,S, 5,
Ny, =nfa,S,S,S, +b,S,C,S, +¢,C,S,S, +d,C,C S, +e,8,S,C, +f,5,C,C, +9,C,S,C, +h,C,C,C, IC,

+nfi,$,8,S, +,5,C,S, +k,C,S,S, +1,C,C,S, +m,S,S,C, +n,S,C C, +0,C,S,C, +p,C,C,C, 5,

(VI-11)

On en déduit le systeme homogeéne associé a la troisieme équation du systeme
de DIRAC :
jkea, + jk,k, + K j + jk,m; —ni, =0
jkib, +jk, 1, =k, i, + jk,ng —mj, =0
Jkic, = K, i, + Kl + jk,00 —mk, =0
jkid, =k, J, —k K, + Jk,pg —nl, =0
jke, + jk,0, +k,n; = jK,ig—mm, =0
Jkif, + Jkpy —kym; — jK,jo —mn, =0
kg, - jk,m; +k p, - jk,ky—no, =0
jkih, —jk,n, =k 0, = jk I, —mp, =0
— jkid, + jk, ¢, +K b, + jk,e,—na, =0
— Kk, + Jk,d; -k, + Kk, fy —nb, =0
- jkk, - jk,a, +k,d, + jk,g,—nc, =0
- jkd, = jk b, —=k,c, + jk,hy—nd, =0
- jkym, + jk,g, +k f, - jk,a, -ne, =0
— jkn, + jkhy, ke, — jk, by —nmf, =0
- jk,0, — jk,& +k h, —jk,co—mg, =0 (VI-12)
- Jkp, - jk,f, -k, 9, — jk,dy —nh, =0
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Quatriéme équation du systéme de DIRAC : — j Vs _ j Wy + W +j W _

o(ct) ox oy 0z

ny; =0

. Oy .
_Jé(cts) = jkt{agSXSySZ +b,S,C.S, +¢,C,S .S, +d,C.CS, +e,S,S C, +fS,C C,+9,C,S,C,+h,CCC,S,

- ik, {isS,8,S, +1:5,C,S, +ksC,S,S, +1,C,C,S, +m,S,S,C, +n,S,C,C, +0,C,S,C, +p,C,C,C, IC,

Oy .
- Jaixo = _ka {aOCxSySz

— ik, §i,C,S,S, +1,C,C,S, — koS

x~y>z

+b,C,C,S, —€,S

x~y>z

s,S, - 1,8

xPy¥z

s,8,-d,S,C,S

xPy“z x~2y>Yz

C,S, +m,C,S,C, +n,C,C,C, —0,5,5,C, —p,S,C,C, 5,

x~y>z x~y™~z XTy“Tz

+8,C,S,C

xPy~z

+f,C,C,C, —9,5,5,C, —h,S,C,C, [C,

xPy~z

x~yYz x¥yYz x~yYz x¥y>z x~y>z x~y>z

oy
ay" — K, {8,5,C,S, -b,S,S,S, +¢,C,C,S, ~d,C,S,S, +,5,C,C, —,5,5,C, +9,C,C,C, —h,C,S,C, [C,

s,8, +k,C,C.S, -1,C

xPyYz x~2yYz

+k, {i,S,C,S, - oS

y~z

$,S, +m,S,C,C, —n,S,S,C, +0,C,C,C, —p,C,S,C, 5,

x¥yYz Xx~y~z

j
+ ik, {i,8,8,C, +1:S,C,C

xX~y~z

+b,S.C,C

Xx~y~z

.S,C, +¢,C,S,C, +d,C,C,C, -&S,S,S, -f5,C,S, -0,C,S,S, -h,C,C,S, [C,

oy, .

= jk,a,S,S,C
az Jz{l
+k,C,S,C

,S,C, +1,C,.C,C,-msS
nvs =nf,S,S,S, +b,5,C,S, +¢,C,S,S, +d,C,C,S, +€,5,5,C, +£,5,C,C, +9,C,S,C, +h,C,C,C, [C,

+n{i:S,S,S, +1:5,C,S, +k,C,8,S, +1,C,C,S, +m;S,S,C, +n,S,C,C, +0,C,S,C, +p,C,C,C, 5,

S,S,-n,S

xPyYz

C,s, -0,C,S,S, -p.C,C,S, S,

x~2yYz

(VI-13)

On en déduit le systeme homogéne associé a la quatrieme équation du systéme
de DIRAC :

jkeas + jk ko =K, j, = jk,m; —mi; =0
Jkby + K, 1y + Kk iy = Jk,n, —mj; =0
Jkicy = jK,ig —k I, - jk,0, —nk, =0
Jkidy = JK, Jo + Kk Ko = jk,p, —ml; =0
Jk&s + jk,00 =k, ng + jK,i; —mm, =0
Jkfs + Jk,po +k,my + K, j, —mn; =0
jk9s — jk, My —k,po + jk k; =m0, =0
Jkihy = jk,ng +k,0, + jk, I, =mp; =0

— jKdg + jk,co —K by — jk,e, —ma; =0
— JKiJg + JK,do + K@, — K, f —nb; =0
- jkiky = jk,a, - kydo - jk,9,-mc; =0
— jk; = Jk, by +k ¢y — jk,h, —md, =0
- jkymy + jk, g, =K fy + jk,a, —ne; =0
— jkng + jk hy + ke, + jk,b, —nf, =0
- Jk,0; — jk,e, =k hy + jk,c;, —ng, =0 (VI-14)
- Jkp; — Jk, fo + kng +jk,d; =mh; =0
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Le systéeme complet de 64 équations relatif aux coefficients aj, bj, ¢i, di, e, fi, gi hi, ii, ji,
ki, li, mi, ni, 0i pi. pour i = 0,1,2,3 peut maintenant étre récapitulé sur 2 colonnes :

- jktao - jkxks - kij - jk
— jkby — jK,I5 + kyis - jk,n, —mj, =0

,m, —ni, =0
— Ko + JK, iy =K I3 = jk,0, —mk, =0
— Ko + JK, Js + K Ky = Jk p, =l =0
- jk&y — jk, 05 =k ng + jK,i, —mm, =0
= JKifo — JK,ps + KMy + JK,J, —mny =0
— kg, + Jk,ms —k,ps + jk k, =10, =0
— jkhg + Jk,ng +Kk,05 + jK 1, —mp, =0
jki, — jk,c5—k by —jk,e,—ma, =0
JKiJo = Jk,ds + ka5 — Jk,f, —mb, =0
Jkiko + jk,a; - kyds - Jk,9,-n¢c, =0
Jk gy +Jk, by +k ¢, - jk,h, —md, =0
jkmg - jk, 9, -k fy+jk,a, -me, =0
Jking = jkhy +k e, + jk,b, —mf, =0
Jk.0y + jk,&5 =k hs + jk,c, —mg, =0
jkipy + Jk,fs +k g5 + jk,d, —mh, =0

Jkea, + jk,k, +k j + jk,m; —ni, =0
Jkb, + jk, I =k i; + jk,ng —nj, =0
Jkic, = ki, +kl, + jk,00 —mk, =0
jkd, = jK, j, =k Kk, + jk,pg—ml, =0
jke, + jk,0, +kyn; — jk,ig—mm, =0
jkf, + jk,p, —k,m, = jk,j, —mn, =0
jki9, — Jk,m, +kp, — jk, Ky —mo, =0
jkih, = jkn, =k 0, - jk, I, =mp, =0

— jkid, + jk, ¢, +k b, + jk,e,—na, =0
— jKJ, + jk,d; =k, a, + jk,fy —nb, =0
- jkk, - Jk,a, +k,d, + jk,g,—nc, =0
- jkl, = jk,b, =k c, + jk,hg —md, =0
- jkm, + jk, 9, +k f, — jk,a, -me, =0
— jkin, + jk,h, =k e, - jk,b, —nf, =0
- k0, - jk. & +k h, - jk,c,—ng, =0
— jkp, = JK f, =k g, — jk,dy —mh, =0

- jk.a, — jkk, +K,j, + jk,m; —mi; =0
— kb, = jk, I, - kyiz +Jk,n; —mj; =0
— jk.C, + jK,i, +K I, + jk,0,—nk, =0
—Jkd; + JK, J, =K Ky + JK,ps —nl =0
- Jk& — jk,0, +k n, - jk,i;—mm, =0
- Jkify = JKp, —kym, = JK, s —mn; =0
- Jk9, + jk,m, +k,p, — jk,k; =mo, =0
- jk;h, + jk,n, —k,0, = jK I, —mp, =0
jkii; = jk,c, +k b, + jk,e; —ma, =0
Jkig = Jk,d, -k, + Kk f; —mb, =0
jkik, +jk,a, +k,d, + jk,g;-nc, =0
Jkl, +jk,b, k¢, + jk,h; —md,; =0
jkm, - jk. g, +k f, - jk,a;—ne, =0
ki, - jkh, -k e, - jk,b;—nmf, =0
jk.o, + jk,e, +k h, - jk,c; —mg, =0
Jkip, + jk,f, -k 9, - Jk,d; —mh,; =0

Jkeag + Jk, ko =Ky o — jk,m; —mi; =0
JKog + jk, 1 + K, iy = jk,n, —mj; =0
jkicy = jk,ip =k I, — jk,0, —mk,; =0
jkdy =K, Jo + Kk Ky = jk,p, =ml; =0
jkes + jk, 00 —kyng + jK,i; —mm, =0
jkfs+ K po +k,my + K, j, —mn; =0
Jk(9; — Jk,mg —k,py + K k; =m0, =0
jkihg = jk,ng +Kk,0, + jK, I, =mp; =0
— jKiis + JK,Co =K by — jk,&, —ma, =0
- jKiJs + jk,do +k @, = jk,F, —mb; =0
- Jkk; - jk,a, —k,d, - jk,g, -nc; =0
- jkil; = jk, by +k ¢, - jk,h, —md; =0
— jkim; + jk, g, -k, fy + jk,a, —ne; =0
— jkng + jk,hy +k e, + jk,b, —nf, =0
- jk,0, — jk, &y =Kk h, +jk,c, =g =0
— jkips — jk,fo + Kk, g, + Jk,d; —mh, =0
(VI-15)
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Il s’agit d’un systétme homogeéne qui n’admet de solution non nulle que si son
déterminant est nul. Mais 1’expression littérale du déterminant d’un systéme de 64 équations a
64 inconnues n’est pas triviale a obtenir.

On peut cependant tenter de la cerner par quelques considérations physiques. S’il existe
une relation entre kx, ky, Kz, ki et | qui permet d’obtenir des solutions a ce systéme, cette relation

doit exprimer la conservation de 1’énergie.

Il a été rappelé en introduction que la pseudo-norme du quadrivecteur impulsion

énergie :
Px

- |P

P py (VI-16)
E
c

ne dépend pas du référentiel dans lequel elle est exprimée et il a été montré que sa constance
sert a établir la relation de conservation de 1’énergie :

E? =(pc) +(m0c2)2 =(p,c) +(pyc)2 +(p,c) +(m002)2 (VI-17)

Le quadrivecteur homologue a (V1-16) en mécanique quantique s’obtient en multipliant
la quadrivecteur d’onde par la constante de PLANCK barrée :

Po=7 K (VI-18)

Pour les mémes raisons que précédemment, la pseudo-norme de ce quadrivecteur est
constante et cette constante est nécessairement 1’énergie de masse au repos divisée par ¢z On
en déduit :

12(k2 —k2 —k2 —K?)= (m,C) (VI-19)

soit encore, en faisant usage de la notation utilisée dans I’expression du systéme de DIRAC
rappelé en (V-2) :

n= % (VI-20)
ki =k +kS +k; +n’° (VI-21)
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En résumé, si le systtme de DIRAC a des solutions, celles-ci doivent nécessairement
respecter 1’équation de conservation de 1’énergie (VI-21).

Il est maintenant possible de montrer qu’une solution sous forme d’une combinaison

linéaire de modes stationnaires est solution de 1’équation de KLEIN-GORDON rappelée ci-
dessous :

0 L ) = M VI-22
{ Lol L5 L w-"Fw (VI-22)

Considérons une fonction d’onde y représentant 1’un quelconque des modes de cavité a
trois dimensions exprimés en (VI-3), par exemple pour fixer les idées :
w(x,Y,z,t) = Asin(k,x)sin(k,y) cos(k,z) cos(k,ct) (VI-23)

Par substitution de la fonction y de (VI-23) dans (V1-22), on obtient :

(-2 — k2 —KZ + K2 Jw) = n?(w) (VI-24)

ce qui laisse présager que le systeme de DIRAC admet des solutions sous la forme de modes
stationnaires sous réserve que 1’équation de conservation de 1’énergie (VI-21) soit satisfaite.

Sur la base de ces hypothéses, on peut montrer que le déterminant du systeme complet
de 64 equations a 64 inconnues a pour déterminant :

(— ki +k;+K2+k: +n2)32 (VI-25)

On en conclut de manicre définitive que lorsque ce déterminant est nul, c’est a dire
lorsque I’équation de conservation de 1’énergie est vérifiée, il existe des solutions au systeme
de DIRAC sous la forme d’ondes stationnaires.
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VIl

|_es solutions exactes au systeme de
DIRAC

Le chapitre précédent a permis de montrer qu’il existait des solutions stationnaires a ce
systeme. Il faut, pour étre convaincant, &tre en mesure de les expliciter.

Une analyse détaillée du systéme montre que lorsque le déterminant est nul, c’est a dire
lorsque la condition suivante est réalisée :

ki =ki+k: +k:+n? (VII-1)

le choix de I’un des spineurs est arbitraire, et I’autre s’en déduit.
En tenant compte de cette observation, deux tableaux de solutions ont été construits pour
les spineurs définis dans les chapitres précédents :

(P:[WOJ et X:(WZJ (V“-2)
Y, Vs

| — Les solutions avec un seul mode excité sur I’une des composantes des

SpINeurs

Le premier tableau (Tableau VII-1) a été élaboré en choisissant le spineur.q et en
calculant le spineur y correspondant pour étre solution du systéeme de DIRAC. Afin de balayer
I’ensemble des solutions, le choix du spineur ¢ a été fait en affectant a la composante o
successivement tous les modes possibles tout en maintenant y1=0, puis en affectant a la
composante 1 successivement tous les modes possibles tout en maintenant yo=0.
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La lecture de ce tableau s’effectue de la maniére suivante : yo et y1 étant choisis comme
un mode stationnaire d’amplitude xo OU X1 (X représente 1’une quelconque de lettres comprises
entre a et p), y2 et y3 sont déterminés en repérant dans chacune des colonnes les modes relatifs
aux amplitudes Xo ou Xi.

Les fonctions d’onde exprimées dans ces solutions sont sans dimension. D’un point de
vue purement mathématique, ces fonctions d’ondes sont définies a une constante multiplicative
pres, ce qui permet de les exprimer dans différentes unités. Nous utiliserons cette propriété
ultérieurement.

Quelques exemples sont proposés afin de se familiariser avec la lecture du tableau (V11-
1). Pour une homogénéité de notation, on a pose X: = ct ce qui permet d’écrire le terme de phase
temporelle sous la forme wt = kixt.

Exemple 1 :
=a, sin(k, x)sin(k, y)sin(k,z) cos(k,x
Yo 0 ( X ) ( yy) ( z ) ( t t) (V“-3)
y; =0
v, =4, l:tkr(z sin(kxx)sin(kyy)cos(kzz)sin(ktxt)—jaoszzsin(kxx)sin(kyy)cos(kzz)cos(ktxt)
Ry n —Ky

k, k k,
Y, =4, n k ———sin(k,x)cos(k, y)sin(k,z)cos(k x,) + ja, k —— sin(k,x)cos(k, y)sin(k,z)sin(k,X,)
n’

t t

+a, k‘klx( cos(k,x)sin(k,y)sin(k,z)sin(k x,) - JaOn kk cos(k,x)sin(k,y)sin(k,z) cos(k,x,)

t t

Exemple 2 :
=0
Vo=t _ _ (V1I-4)
v, =4, sin(k,x)sin(k, y)sin(k,z) cos(k,x,)
k k
v, =-4, ﬂ yk sin(k,x) cos(k,y)sin(k,z) cos(k,x,) - Zt yk2 sin(k,x) cos(k,y)sin(k,z)sin(k,x,)
TRy

t

+a, nk kk2 cos(k,x)sin(k,y)sin(k,z)sin(k x,) — nnkkz cos(k,x)sin(k,y)sin(k,z)cos(k,x,)
' t

kK,
2

V, =-a, % > sin(k,x)sin(k,y) cos(k,z) sin(k,x,) + ja, 7 kk sin(k,x)sin(k,y) cos(k,z) cos(k,x,

: _
Exemple 3 :

v, = Dby sin(k,x)cos(k,y)sin(k,z)cos(k,x,)

v —0 (VII-5)
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v, =D, %sin(kxx)cos(kyy) cos(k,z)sin(k,x,)— jb, %sin(kxx) cos(k,y)cos(k,z)cos(k,x,)

t Ry

k.k
‘;(2 sin(k,x)sin(k,y)sin(k,z)cos(k,x,) - jb, nzt iy(z sin(k,x)sin(k, y)sin(k,z)sin(k,x,)

t Ry

Vs :_bO TIZ _

+b, %cos(kxx)cos(kyy)sin(kzz)sin(ktxt) —jb, n?

t

k)|(<z cos(k,x)cos(k,y)sin(k,z)cos(k X, )
RN

Exemple 4 :

v, =0
= b, sin(k,x) cos(k, y) sin(k,z) cos(k,x,) (V11-6)
=0 kk sin(kx)sin(k, y)sin(k,z) cos(k x,) + jb, ktkyk sin(k x)sin(k, y)sin(k,z)sin(kx,)
n t n :

L(thk cos(k,x) cos(k,y)sin(k,z)sin(k,x,) - k2

n t 11 t

+b, cos(k,x) cos(k,y)sin(k,z) cos(k,x,)

Y, = —bl%sin(kxx) cos(k,y)cos(k,z)sin(k,x,) + jb, ;e kzkz sin(k,x) cos(k,y) cos(k,z) cos(k X, )
t t
Le second tableau (Tableau VII-2) a été élaboré en choisissant le spineur.y et en
calculant le spineur ¢ correspondant pour étre solution du systeme de DIRAC. Comme dans le
tableau précédent, le choix du spineur y a été fait en affectant a la composante y2
successivement tous les modes possibles tout en maintenant y3=0, puis en affectant a la
composante y3 successivement tous les modes possibles tout en maintenant y2=0.
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Comme précédemment, quelques exemples sont proposés afin de se familiariser avec la
lecture du tableau (V11-2). Il est rappelé qu’on a adopté la notation xt = ct ce qui permet d’écrire
le terme de phase temporelle ot = kext.

Exemple 5 :

Y, =4, nz‘—kzwsin(kxx)sin(kyy) cos(k,z)sin(k,x,) + ja,

T\kzkz sin(k,x)sin(k,y) cos(k,z) cos(k, X,

2 —_—
t t

k, k .k
v, =-4a, :l % > sin(k, x) cos(k, y) sin(k,z) cos(k,x,) + ja, : yk sin(k,x) cos(k, y)sin(k,z) sin(k,X,)
n n’ -

t t

S cos(e 0 sinl, ) sink )i, fa, T os(l )sin(,)sinde,2) ost )

t —

v, =a,sin(k,x)sin(k,y)sin(k,z) cos(k,x,)

(VII-7)
y;=0
Exemple 6 :
nk, . : _ k
Vo =8, — yk2 sin(k,x) cos(k,y)sin(k,z) cos(k,X,) — ja, k2 sin(k,x) cos(k,y)sin(k,z) sin(k,x,)
TRy
k K, nk
+a, k2 cos(k,x)sin(k, y)sin(k,z)sin(k,x,) + ja; ——— i cos(k,x)sin(k,y)sin(k,z) cos(k,x,)
t n t
Kk, . . . nk,
Y, =—a;— Zkz sin(k,x)sin(k,y) cos(k,z)sin(k,x,) — e ——— sin(k,x)sin(k, y) cos(k,z) cos(k,x,)
R n
=0
v . . . (VII-8)
v, =3, sin(k, x)sin(k, y)sin(k,z) cos(k x,)
Exemple 7 :
k.k . . k
Vo =-h, — ;(2 cos(k,x) cos(k,y)sin(k,z)sin(kx,) - e > cos(k, x) cos(k, y)sin(k,z) cos(k X,)
n —K
nk : ktk
v, = hzz—‘;(zcos(kxx)sm(kyy) cos(k,z) cos(k,X,) — L cos(k,x)sin(k,y) cos(k,z) sin(k,x,)
n —K t

-h, %sin(kxx) cos(k,y)cos(k,z)sin(k,x,) — jh, nznljxkz sin(k,x) cos(k,y) cos(k,z) cos(k,x,)
t

t

v, = h, cos(k,x) cos(k,y) cos(k,z) cos(k,X,)

v 0 (VI1-9)

Exemple 8 :
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k ——— C0s(k, x)sin(k,y) cos(k,z) cos(k,X,) + jh, K, kk cos(k,x)sin(k,y) cos(k,z)sin(k,x,)
n’

t

> sin(k, x) cos(k, y) cos(k,z) sin(k x,) — kk sin(k,x) cos(k,y) cos(k,z) cos(k,X,)
ﬂ

vy, =h, nk—kk cos(k,x) cos(k,y)sin(k,z)sin(k,x,) + jh, ijk cos(k,x) cos(k,y)sin(k,z) cos(k,x,)

t t

v, =0
w5 = hy cos(k,x) cos(k,y) cos(k,z) cos(k x,) (VI1-10)

Toute combinaison linéaire des solutions au systéeme de Dirac est encore solution au
systéme. On peut ainsi construire d’autres solutions, dont quelques exemples sont donnés ci-
apres.

Il — Solutions propagatives

Une onde qui Se propage peut étre vue comme la somme de deux ondes stationnaires,
ce qui permet d’élaborer des solutions propagatives a partir des tableaux précédents (Tableau
VI-—1let 2).

On peut par exemple choisir les modes suivants, dans lesquels on rappelle la notation
de la phase temporelle ot = k¢ Xt :

cos (kx x) cos (ky y) cos (kz z) cos (kt xt) + cos (kx X) cos (ky y) sin (kz z) sin (kt Xt)

(VII-11)
ce qui donne aprés mise en facteur :
cos (kx x) cos (ky y) { cos (kz z) cos (ki xt) + sin (K. z) sin (ke x¢)} (VII-12)
une onde stationnaire en X, y, et propagative suivant I’axe z :
cos (kx x) cos (Ky y) cos (ki xt — kz 2) (VII-13)

La démarche est la suivante : on écrit la solution correspondant a chacun des modes que
I’on veut sommer en (VII-11), ce qui donne pour le premier mode :

v, = h, cos(k,x) cos(k,y) cos(k,z) cos(k,x, )

0 (VII-14)

= jh, kk cos(k,x)cos(k,y)sin(k,z)cos(k.x,) —h, k‘kli cos(k,x)cos(k,y)sin(k,z)sin(k,x,)
n’ -k n t
nky

k.k
v, =-h, k2 cos(k,x)sin(k,y)cos(k,z)cos(k.x,) - jh, e . L cos(k,x)sin(k,y)cos(k,z)sin(k,x,)

kthk sin(k,x) cos(k, y) cos(k,z)sin(k,x,) + jh, kk sin(k,x) cos(k,y) cos(k,z) cos(k,x,)
n?

t t

~h,
n
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et pour le second :

v, = |, cos(k,x) cos(k,y)sin(k,z) sin(k,x,)

(VII-15)
y; =0
v, =—]l, ﬂkk cos(k,x)cos(k,y)cos(k,z)sin(k,x,) - ktk;( cos(k,x)cos(k,y)cos(k,z) cos(k,x,)
n t n t
nk, ktk
v, =—l,———cos(k,x)sin(k,y)sin(k,z)sin(k,x,) + jl, ——cos(k, x)sin(k,y)sin(k,z) cos(k,x,)
- kt 11 kt
+ly— KK, sm(k x)cos(k,y)sin(k,z) cos(k,x,) + jl, Ky sm(k x)cos(k,y)sin(k,z)sin(kx,)
n’ -

On pose ensuite ho = lg = A, on effectue la somme terme a terme des solutions (V11-14)
et (VI1-15), pour obtenir aprés réduction la solution propagative suivant z :

v, = Acos(k,x)cos(k,y)cos(k,x, —k,z)

v, =0
v, = JA znkzkz cos(k,x)cos(k,y)sin(k,x, —k,z) - A ktk; cos(k,x)cos(k,y) cos(k,x, —k,z)
n —K; t
nk . . kik . .
y;=—-A— yk2 cos(k,x)sin(k,y)cos(k x, —k,z) + JA — :(2 cos(k,x)sin(k,y)sin(k x, —k,z)
n —K; Ry
kth LI L
+A 2 > sin(k,x) cos(k,y)sin(k,x, —k,z) + jA — 2 sin(k,x)cos(k,y)cos(k,x, —k,z)
t n —K

(VI1-16)

En réitérant ce processus suivant les deux autres directions, on peut élaborer des
solutions propagatives en X, y, z dont un exemple est donné ci-dessous :

v, =ncos(kx, —k,x-k y—k,z) - jk,sin(k,x, -k, x =k, y —k,z)

Y, =0

=—jk, sin(k . x, —k x-k,y—k,z
\IIZ J z ( tht X yy z ) . (V“-l?)
v; =k, sin(k,x, —k,x -k, y —k,z) - jk, sin(k x, -k, x -k y—k,z)

111 — Autres formes des solutions

Les solutions de base exprimées dans les tableaux 1 et 2 ci-dessus peuvent également
étre combinées pour obtenir des solutions dont la forme est un peu différente. Deux exemples
sont proposes.

Dans le premier exemple, deux modes de la fonction d’onde i1 sont excités, I'un
pondéré par (-1), et I’autre pondéré par le terme (jn/ke) :
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Yo =0

v, = —sin(k,x) cos(k,y) cos(k,z) cos(k X, ) + jklsin(kxx) cos(k,y) cos(k,z)sin(k,x,)

t

Kk
v, = jk—ysin(kxx) sin(k,y) cos(k,z)sin(k ;) + % cos(k,x) cos(k,y) cos(k,z) sin(k X, )

t t

Y, = %sin(kxx) cos(k,y)sin(k,z)sin(k,x,)

t

(VII-18)

Dans le second exemple, ce sont deux modes de la fonction d’onde 2 qui sont excités,
I’un pondéré par (-1), et I’autre pondéré par le terme (jn/ky) :

W, = —%cos(kxx) cos(k,y) cos(k,z) cos(k,x,)

t

k
y, = %sin(kxx) cos(k,y)sin(k,z) cos(k,x,) + jk—ycos(kxx)sin(kyy)sin(kzz) cos(K,x,)

t t

Wy, = jk1 cos(k,x) cos(k,y)sin(k,z) cos(k,x,) —cos(k,x) cos(k, y) sin(k,z) sin(k,x,)

t
vy =0
(VII-19)
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VI

_a dualité onde-corpuscule

Lorsque la particule se présente sous la forme de maticre, elle obéit a 1’équation de
conservation de 1’énergie de la relativité restreinte :

E® =p®c® +mic’ (VII-1)

Lorsque la particule se présente sous forme ondulatoire, son énergie totale et son vecteur
d’onde sont tels que :

E=%ho p, =#hk =hk p, =7k

X py y

, (VHI-2)

En introduisant ces relations dans (V111-1), on en déduit que les grandeurs ondulatoires
doivent respecter la relation suivante pour assurer la compatibilité avec la conservation de
I’énergie imposée par la relativité restreinte :

h20? = 1%(K? + k2 + K2 2 +mZc* (VHI-3)
Soit encore :

2 mZ 2
C;’_Z:(ki +K?2 +k§)+—;2C (VII-4)

On retrouve exactement la relation exigée pour obtenir des solutions au systéme de
DIRAC.

On en déduit que cette relation, associée aux relations (V111-2) exprime la conservation
de I’énergie, que la particule se présente sous la forme de matiere ou sous la forme ondulatoire.

La relation quantique de conservation de I’énergie :
2
h2w? = 12¢2 (K2 + k2 + K2 )+ (mqc?) (VII1-5)
va jouer un role fondamental dans I’analyse des solutions stationnaires qui va étre proposée.

Comme pour la relation (V111-1) issue de la relativité restreinte, nous distinguons trois
types d’énergie :

ho : Energie ondulatoire en référence a la pulsation m qui apparait dans cette expression.

56


http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr/

http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr

hck, ek, ick, @ Energie impulsionnelle suivant les directions X, y, z.
m,c’ : Energie de masse

Parmi les différentes formes de solution, nous en choisissons une qui permet une
interprétation directe du role de ces énergies dans les fonctions d’onde du bi-spineur de DIRAC.

Nos prenons comme point de départ ’'une des solutions exprimées au chapitre
précédent :

Vo =0
v, =—sin(k,x)cos(k,y) cos(k,z) cos(k X, ) + jklsin(kxx) cos(k,y) cos(k,z)sin(k,x,)

t

k
v, = jk—ysin(kxx) sin(k,y) cos(k,z)sin(kx,) + % cos(k, x) cos(k,y) cos(k,z) sin(k X, )
t t

Y, = %sin(kxx) cos(k,y)sin(k,z)sin(k,x,)
t

(VI11-6)

Dans cette solution, les fonctions d’onde sont sans unité. Mais nous avons, d’un point
de vue mathématique, toute liberté de multiplier I’ensemble de ces fonctions d’ondes par une
constante, et celle qui semble indiquée dans le cas présent est égale a k¢ pour obtenir :

Yo =0
v, = -k, sin(k,x) cos(k,y) cos(k,z) cos(k,X,) + jnsin(k,x) cos(k,y) cos(k,z) sin(k,X,)
v, = Kk, sin(k,x)sin(k,y) cos(k,z)sin(k,x,) + k, cos(k,x) cos(k, y) cos(k,z) sin(k,Xx,
v, =k, sin(k,x) cos(k,y)sin(k,z) sin(k,x,)

(VHI-7)

. , : m,C TN .
En substituant I’expression de 1 = . et en multipliant a nouveau toutes les fonctions

d’onde par la quantité constante #C, on obtient :

Yo =0
v, =-hwsin(k,x)cos(k,y) cos(k,z) cos(k,x,) + jm,c? sin(k, x) cos(k,y) cos(k,z)sin(k X, )
v, = jack, sin(k,x)sin(k,y) cos(k,z) sin(k,x,) + iick, cos(k,x) cos(k,y) cos(k,z) sin(k,Xx,)
v, = hck, sin(k, x) cos(k, y) sin(k,z) sin(k,x,)
(VI1-8)
Chaque fonction d’onde a désormais la dimension d’une énergie, et on fait le constat
que dans cette solution, chaque terme contient une énergie de nature différente, si on considere

que deux énergies impulsionnelles dans des directions orthogonales sont nécessairement
différenciées.
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Si on se place en un point ou I’énergie de masse est maximum, on doit avoir en ce point
cos(kx.x) = sin(ky.y) = sin(kz.z) = 1, ce qui revient a poser cos(kx.x) = sin(ky.y) = sin(k..z) = 0.
La solution se présente alors sous la forme :

Yo =0
v, =-hwsin(k,x)cos(k,y) cos(k,z) cos(k,x,) + jm,c? sin(k, x) cos(k,y) cos(k,z)sin(k,x;)
y, =0

y; =0
(VHI-9)

La fonction d’onde y1 mérite une attention particuliére : a I’endroit ou 1’énergie de
masse est maximum, elle peut se mettre sous la forme :

W, = - hocos(k x,) + jmc? sin(k x,) (VII1-10)

ou on reconnait 1’énergie ondulatoire %m et I’énergie de masse moc2 Mais le résultat
remarquable que nous apprend la relation (V111-9) est que ces énergies évoluent en quadrature
dans le temps, et que lorsque 1’une est maximale, I’autre est nulle.

En d’autres termes, lorsque la particule se présente sous sa forme massive totale, elle ne
présente aucune énergie ondulatoire, et lorsqu’elle se présente sous sa forme ondulatoire totale,
elle ne présente aucune énergie massique. L’énergie présente dans la particule alterne donc
entre les formes massiques et ondulatoires a la pulsation ® définie par 1I’équation de
conservation de 1’énergie quantique qui pour une énergie impulsionnelle nulle s’écrit
simplement :

n2w =(m,c®f (VIII-12)

On peut supposer que c’est dans cet échange permanent d’énergie que réside le mystere
de la dualité onde-corpuscule qui apparait, au vu de la relation (V111-10), tantot sous forme de
masse, tantot sous forme ondulatoire.

Dans le cas général, c’est toujours la fonction d’onde w1 qui porte ces échanges
d’énergie. Les termes qui portent I’énergie impulsionnelle sont ceux du deuxiéme spineur, ¢’est

a dire celui qui représente le comportement de I’antiparticule :

v, = jack, sin(k,x)sin(k,y) cos(k,z) sin(k,x,) + 7ick, cos(k,x) cos(k,y) cos(k,z) sin(k,X,)
v, = ek, sin(k, x) cos(k, y) sin(k,z) sin(k,X,)
(VHI-12)

I1 est rappelé que ces échanges d’énergie s’effectuent dans le respect de la relation de
conservation de 1’énergie :

h2w? = h2c? (K2 + k2 + K2 )+(myc? | (VIII1-13)
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Le fait que 1’énergie impulsionnelle soit portée par 1’antiparticule ne semble pouvoir
étre interprété qu’en imaginant que particule et anti particule sont indissociables. Sur la base de
cette hypothese, celle des deux qui est détectée lors d’une expérience est celle dont le spineur
contient I’énergie de masse dans la solution de DIRAC.

La pulsation minimum o a laquelle s’effectuent ces échanges d’énergies est donnée par
la relation :

o, = TC (VII-14)
h
L’application numérique pour un électron donne :
2 -31 8 |2
L (041.10*')3.10°) ~7,8.10°rd/s (VI11-15)

h 1,05.107%

La trés grande valeur de cette pulsation pourrait expliquer la grande difficulté a la mettre
en évidence du point de vue expérimental.
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X

L_es courants de DIRAC(1)

L’expression de ces courants a été donnée dans un des chapitres précédents. Elle est
rappelée pour mémoire :

37 = WoWo + WiWy + WL, Wy,
3= Voo + Yo Wi, + oW,
32 = jyow, — iwowy + vy, — iwew, (1X-1)
3 = oo — Vo, +WoW, — Wi

Ces courants vérifient I’équation de conservation locale :

a° ot a8 ar
+—+—F—=
o(ct) ox oy oz

0 (1X-2)

| — Les courants de DIRAC pour une solution stationnaire

Un calcul concret de ces courants va étre effectué pour une solution stationnaire. Nous
choisissons pour cela la solution examinée dans le chapitre précédent :

Yo =0
v, =—k,sin(k, x)cos(k,y)cos(k,z)cos(k,x,) + jnsin(k,x) cos(k,y) cos(k,z)sin(kx,)
v, = jk, sin(k,x)sin(k,y)cos(k,z)sin(kx,) + k, cos(k,x) cos(k,y) cos(k,z)sin(k,x,)
v, =K, sin(k, x)cos(k,y)sin(k,z)sin(k,x,)

(1X-3)

Les calculs, un peu longs, mais sans difficultés, sont reportés en annexe. On obtient
finalement les expressions suivantes :

J° = ki sin®(k,x) cos? (k,y) cos? (k,z) cos? (kx,) +n?” sin® (k, x) cos® (k, y) cos® (k,z) sin® (k X, )
+ ki sin?(k, x)sin?(k, y) cos?(k,z)sin® (k x,) + ki cos? (k,x) cos® (k, y) cos’ (k,z) sin (k x,)
+k? sin?(k,x) cos?(k, y)sin®(k,z)sin’ (k x,)

(1X-4)
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i nk, sin’(k,x)sin(2k,y) cos’ (k,z)sin?(k,x,) (1X.5)
—k,k,sin(2k,x) cos?(k,y) cos® (k,z)sin(k,x, ) cos(k,x, )

r_ kK, sin?(k,x)sin(2k,y)cos®(k,z)sin(kx,) cos(k,x,) (1X-6)
k,nsin(2k,x) cos®(k,y) cos® (k,z)sin(kx,)

3 = kk, sin*(k,x)cos® (k,y)sin(2k,z)sin(kx,) cos(k,x,) (1X-7)

On peut alors vérifier 1’équation de conservation (IX-2). Le détail des calculs est a
nouveau reporté en annexe. On obtient :

o’ ol a2 o _ _
T+ =k, sin(2k,x,)sin?(k,Xx) cos? (kK y) cos?(k,z)— k? +m? + k2 + k2 + k?
ot oxtay T or ~ kesin@kosin’ (o0 cos’(k,) (k,2)(— k2 417 +K2 +k2 +K?)

(1X-8)
ce qui, compte tenu de la relation de conservation de I’énergie :
ki =kj +ki +kZ +n’ (1X-9)
conduit bien au résultat attendu :
0 1 2 3
o oy o) oy _ 0 (IX-10)

—t—t—+—=
OX, OX oy oz

Nous proposons de reconsideérer les résultats ci-dessus dans une approche plus physique.
Cela conduit a multiplier les fonctions d’onde par la quantité 7ic et les courants de DIRAC par

la quantité (hc)2 Dans cette description, la fonction d’onde se présente sous la forme :

Yo =0
v, =-hwsin(k,x) cos(k,y) cos(k,z) cos(k,x,) + jm,c? sin(k, x) cos(k,y)cos(k,z)sin(k,x,)
v, = jack, sin(k,x)sin(k,y) cos(k,z) sin(k,x,) + iick, cos(k,x) cos(k, y) cos(k,z) sin(k,X,)
v, = hck, sin(k, x) cos(k, y) sin(k,z) sin(k,x,)
(IX-11)
D’un point de vue mathématique, on sait que cette fonction d’onde est définie a une

constante multiplicative prés, que nous appellerons C, si bien qu’on peut poser dans une forme
plus générale :

Yo =0

y, = C{— hosin(k,x) cos(k,y) cos(k,z) cos(k,X,) + jm,c?sin(k, x) cos(k,y) cos(kzz)sin(ktxt)}
W, = C{jhcky sin(k,x)sin(k,y)cos(k,z)sin(k,x,) +ick, cos(k,x)cos(k,y) cos(kzz)sin(ktxt)}
Y, = C{hckZ sin(k,x) cos(kyy)sin(kzz)sin(ktxt)}
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(1X-12)
La constante C doit permettre :

1—De donner a la quantité yy* la dimension d’une densité volumique d’énergie.

2 — De garantir que la totalité de I’énergie relative a la particule est confinée dans
un parallélépipéde rectangle dont la dimension suivant x est comprise entre X3 et Xz, suivant y
entre Y1 et Yz,et suivant z entre Z; et Z», si bien que son volume V est egal a :

V =(X2—X1) (Y2—-Y1) (Z2— Z1) (IX-13)

Le terme J° des courants de DIRAC représente la densité volumique d’énergie totale
comprise dans la boite. Elle a pour expression :
J° = C*(ho)’ sin’ (k,x) cos’ (k, y) cos® (k,z) cos (K x,)
+C?(m,c?f sin? (k) cos? (k, ) cos? (K,z) sin? (K x,)
+C?(nck, F sin? (k,x)sin?(k, y) cos? (k,z) sin? (k,x,) (1X-14)
+C?(fek, )° cos? (k,x) cos® (k,y) cos® (k,z) sin® (K X, )
+C?(nck, J sin (k,x) cos® (k, y) sin® (k,z)sin® (k,X,)

Pour obtenir I’énergie totale E contenue dans le parallélépipede, nous devons intégrer
sur le volume de ce dernier, soit donc :
C*(ho)’ sin®(k,x) cos’ (k,y) cos® (k,z) cos” (K X,)
+Cz(mocz)zsin2(kxx) cos®(k,y) cos®(k,z)sin’(kx,)
E=[[] {+C?(nck, fsin?(k,x)sin®(k,y)cos?(k,2)sin’(k,x,) tdxdydz (1X-15)
n C?(hck, )’ cos® (k,x) cos® (k,y) cos? (k,z) sin® (K X,)
+C?(hck, ) sin® (k,x) cos® (K, y) sin® (k,z) sin (k x,)

Nous ferons I’hypothése classique que des modes stationnaires s’installent dans des

conditions telles que les dimensions de la boite sont des multiples de la demi-longueur d’onde
suivant chacune des direction x, Y, z.

A
(xz—xl)=n?xznki

X

(Yz—Y1)=m%=mk£ (1X-16)

y

A
(Zz—Zl):p?Zzpki

z

ou m, n, p sont des entiers relatifs. Dans ces conditions, on a la propriété suivante :
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XZ_Xl
2

X, X,
jsinz(kxx)ix = Icosz(kxx)ix =
X, X,

Y, Y, Y _ Y
Isinz(kyy)iy = Icosz(kyy)iy = % (1X-17)
v, A
ZZ ZZ Z
Isinz(kzz)jz = Icosz(kzz)jz =
Zl Zl
et I’énergie totale calculée suivant la relation (IX-15) se présente sous la forme :
(ho)’ cos? (k,x,)
+(mye? f sin?(k x,)
E = C2 (Xz _xl)(Y28_ Yl)(z2 — Zl) + (th )23m (k X ) (|X-18)
+(nck, ) sin? (k,x,)
+(nck, ) sin?(k x,)
soit encore :
E=C? % {(h@)2 cos? (K X,) + {(mOCZ)Z +(nck,, F +(nck, ) + (nck, ) }sinZ(k[xl)} (1X-19)
De la relation :
(hof = (mgc?f +(nck, } +(ck J +(hck, (IX-20)

on déduit que I’énergie totale se présente dans la cavité soit sous forme ondulatoire, soit sous
la forme d’une combinaison d’énergie de masse et d’énergie impulsionnelle. Ces échanges
d’énergie se font en quadrature dans le temps, comme indiqué dans la relation (IX-19) : lorsque
I’une est maximale, 1’autre est nulle et réciproquement.

Des relations (IX-19) et (1X-20), on déduit :
E-C? %(hoa)z (IX-21)

et puisque I’énergie totale E est égale a 7w, cela impose a la constante C la valeur :

Co (h(i)v (1X-22)

Aprés prise en compte de cette constante multiplicative, les courants de DIRAC
deviennent homogeénes a une densité volumique d’énergie, et I’énergie totale est normalisée a
I’énergie de la particule.

La quadridivergence :
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0 1 2 3
i_{_ﬂ_ki_{_ﬂzo (IX'23)
OX, OX oy oz

s’interpréte de la méme maniere qu’en électromagnétisme (théoréme de POYNTING) ou en
relativité générale. Elle exprime le fait que s’il y a une variation d’énergie dans un élément de
volume dV=dxdydz pendant un temps dt, c’est que cette variation a traversé la frontiére définie
par la surface fermée délimitant 1’élément de volume.

Il — Les courants de DIRAC pour une solution propagative

Nous choisissons comme exemple une solution propagative en X, y, z :

v, =mcos(k X, =k, x -k, y-k,z) - jk, sin(k,x, -k, x -k y —k,z) (1X-24)
y; =0
\IIZ = _jkz Sin(ktxt - kXX - kyy_ kzz)

Vs =k, sin(k,x, —k,x -k, y -k,z) - jk, sin(k x, -k, x -k y—k,z)

Les calculs détaillés en annexe donnent les courants de DIRAC suivant :

3% =n? cos® (k,x, —k x—k,y—k,z) + k{ sin?(k,x, —k x =k y —k,2)
+k; sin®(kx, —k,x—k,y—k,z) + ksin®(k x, —k,x -k, y—k,z) (1X-25)
+kZsin?(kx, —k x—k,y—k,2)

3 =2k nsin(k,x, -k x -k, y—k,z)cos(k,x, -k x -k, y—k,z)

(1X-26)
+ 2k, k, sin?(k x, —k,x -k, y —k,2)
J? =2k sin(k,x, — Kk, X — k,y—k,z)cos(k,x, -k, x—Kk y—k,z)+ (1X-27)
(2K, K, sin?(kx, —k,x—k y—k,2))
I = (2K k, sin?(k x, —k,x -k y —k,2)) (1X-28)

Le courant J° présente un intérét particulier puisqu’il contient, 4 une constante
multiplicative pres, I’énergie totale de la particule. Il peut se mettre sous la forme :

3° =12 cos? (k X, — kX — K,y —k,2) + (k2 + k2 + k2 + K2 Jsin?(k,x, — kX K,y —k,2)
(1X-29)

Aprés multiplication par la constante (7ic)’ et normalisation par la constante C2 définie
au paragraphe précédent, il représente la densité volumique totale attachée a la particule.

En utilisant la relation de conservation de 1’énergie :
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ki =k +k; +k; +n° (1X-30)
il devient :

3° = k2 = (K2 + K2 + K2 Joos? (k,x, —k,x—k,y —k,z) —sin?(kx, —k,x —k y —k,2)}
(1X-31)

soit encore :

3° = k2 = (Kk? + K2 + K2 Joos[2(k x, —k, x—k,y—k,2)] (1X-32)
La densité volumique d’énergie totale est donnée par le terme C? (tht)z. Elle fluctue
autour de cette valeur avec une moyenne spatiale et temporelle de variation qui est nulle.

L’équation de conservation locale de 1’énergie :

0 1 2 3
o, or o o _, (1X-33)
OX, OX oy oz

donne le résultat suivant :

o)X aor o83 o .
S S = =K =K —K2—K®=n?sin[2(k.x, —k . x—k.y—k 2)|=0
axt ax ay 82 (t X y z TI) [( tht X yy z )]

(1X-34)

111 — Les courants de DIRAC uniformes

Nous désignerons par courants uniformes, des courants qui ne dépendent ni du temps,
ni de ’espace. 1l existe des solutions exactes a 1’équation de DIRAC qui ont cette propriéte,
dont un exemple est proposé ci-dessous :

v, =K, exp {j(— kX, +K X +K)y+ kzz)}
vy =k, o0 {i(- ko, + ko + Ky +k,z)+ jk, e {i(- kx, + kx+ Ky +k,2)}
Y, = (kt - n)exp {J(_ KX, + K X+ kyy + kzz)}

(IX-35)
Yy =0

Parce que les produits des fonctions d’onde par les fonctions d’ondes conjuguées
éliminent les exponentielles, on trouve :

3 =kZ+K2+K2+(k,—n)

(1X-36)
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On observe que la densité volumique d’énergie totale C? (hc)ZJO se présente sous la

forme d’une combinaison de toutes les énergies présentes dans la cavité, et qu’elle est uniforme,
c’est a dire indépendante du point de I’espace et de I’instant considérés.

Cette excitation de certains modes rendant la densité d’énergie uniforme au sein de la
particule ne peut se présenter que dans des conditions bien particuliéres. On sait en effet que la

densité totale d’énergie au sein de la particule est égale a C? (tht)2 , d’ou la relation :

P =k +K+K+Mm—k,f =K +K2 + K2 +1° + K —2nk, =K’ (1X-37)
En introduisant la relation de conservation de 1’énergie, on en déduit :

2k> —2nk, =k? (IX-38)

soit encore en substituant les expressions de ki et :

n= m,C o
h 2
La condition d’obtention d’une densité uniforme s’obtient donc par la relation :
hck, = 2m,c? (1X-39)

Cette relation exprime le fait qu’il faut une énergie totale interne a la particule égale a
deux fois sont énergie de masse pour que I’installation de tels modes soit possible.

On peut relier cette observation au fait que tous les modes exprimés dans la solution
(IX-35) expriment des échanges d’énergie en quadrature dans le temps et I’espace entre des
énergies positives et négatives repérées par le facteur j=racine(-1), ¢’est a dire entre la particule
et son antiparticule, cette derniere ne pouvant apparaitre par sa masse que si I’énergie totale de
la particule est au moins égale a deux fois son énergie de masse.
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X

Le principe d’indétermination

Ce principe, énoncé par HEISENBERG, lors des balbutiements de la mécanique
quantique, a été popularisé sous I’expression : « Il est impossible de connaitre a la fois la
position et la quantité de mouvement d’une particule ». D un point de vue physique, il est tout
entier contenu dans une relation qui relie 1’incertitude sur la position Ax et I’incertitude sur la
quantité de mouvement Apx d’une particule du monde quantique :

AX.Ap, >§ (X-1)

On peut en déduire une autre formulation en notant que le principe fondamental de la
dynamique permet d’écrire que la variation de la quantité de mouvement Apx Se fait par le biais
d’une action extérieure Fx appelée force, pendant une durée At :

Ap, =F At (X-2)

On obtient, en notant que I’énergie peut étre vue comme le produit d’une force par un
déplacement :

AXAp, = AXF, At = AE.At > g (X-3)

Ce principe a des fondements théoriques solides, basés sur le fait que les opérateurs
position et quantité de mouvement de la mécanique quantique ne commutent pas. Puisque le
résultat de la mesure de position et de quantité de mouvement, faite au méme endroit et au
méme instant, dépend de I’ordre dans lequel on effectue cette mesure, cela indique qu’il existe
nécessairement une incertitude sur le résultat de ces mesures.

Si on consideére maintenant une solution stationnaire exacte de 1’équation de DIRAC
telle que celle qui a été choisie comme exemple dans les chapitres précedents :

Yo =0
v, = C{— hosin(k,x) cos(k,y) cos(k,z) cos(k,X,) + jm,c?sin(k, x) cos(k,y) cos(kzz)sin(ktxt)}
W, = C{jhcky sin(k,x)sin(k,y)cos(k,z)sin(k,x,) +ick, cos(k,x)cos(k,y) cos(kzz)sin(ktxt)}
Y, = C{hckZ sin(k,x) cos(kyy)sin(kzz)sin(ktxt)}

(X-4)
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il y a une question qui vient naturellement a I’esprit. La solution (X-4) ci-dessus est parfaitement
déterministe : chaque type d’énergie est connu, en théorie, avec une précision infinie pour une
position (x,y,z) et un instant (t) donnés. Cet état de fait semble en contradiction avec le principe
d’indétermination de HEISENBERG.

Pour lever cette contradiction, il nous faut en premier lieu admettre sous forme de
postulat la conclusion suivante : un observateur ne peut obtenir des informations en provenance
d’un systéme physique que s’il échange de 1’énergie avec ce systéme. Un corolaire de ce
postulat est que deux systémes qui n’échangent pas d’énergie s’ignorent et n’interagissent pas :
ils peuvent se dérouler simultanément et au méme endroit.

Sur la base de ce postulat, nous examinons, pour la solution (X-4) ci-dessus, la densité
volumique d’énergie présente dans la particule qui a été calculée au chapitre précédent :

J° = C*(ho)’ sin’ (k,x) cos” (k, y) cos® (k,z) cos® (K x,)

+C?(myc? ) sin (k,x) cos? (k, y) cos? (K,z) sin? (K X, )

+C?(nck, F sin? (k,x)sin(k, y) cos? (k,z) sin? (k,x,) (X-5)
+C?(fek, )° cos® (k,x) cos® (k,y) cos® (k,z) sin® (K X, )
+C?(nck, J sin (k,x) cos’ (k, y) sin® (k,z)sin” (k X, )

On y retrouve les différents types d’énergie évoquées dans les chapitres précédents :
- I’énergie totale ou énergie ondulatoire : 7
- I’énergie de masse : MoC?
- les énergies impulsionnelles : 7ck,,7ick,, ick,

Placons nous en un point de 1’espace (x,y,z) ou la densité volumique de 1’énergie de
masse de la particule est maximum. La position de cette énergie de masse peut alors étre
déterminée avec toute la précision que 1’on souhaite, conformément aux regles de la mécanique
classique. Pour que cette condition soit réalisée, les coordonnées x,y,z doivent vérifier :

sin’(k,x) = cos’(k,y) = cos*(k,z) =1 (X-6)
ce qui impose :
cos’ (k,x) =sin’(k,y) =sin*(k,z) =0 (X-7)

Il apparait alors le résultat remarquable suivant : toutes les densités d’énergies
impulsionnelles présentes dans la particule sont nulles a cet endroit.

En d’autres termes, si on se place en un point ou on peut, par un échange d’énergie avec
I’énergie de masse, connaitre avec précision la position de la particule, on ne peut obtenir
aucune information sur son impulsion en ce point car son énergie impulsionnelle est nulle a cet
endroit.

La réciproque s’exprime de la maniere suivante : si on se place a un endroit ou I’énergie
impulsionnelle suivant x est maximum, alors 1’énergie de masse et les énergies impulsionnelles
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suivant y et suivant z sont nulles. Un propriété analogue est vérifiée par permutation circulaire
sur les variables x,y,z.

Ces observations permettent de comprendre comment une théorie completement
déterministe construite sur des solutions stationnaires exactes a I’équation de DIRAC reste
compatible avec le principe d’indétermination de HEISENBERG. Ce dernier repose sur
I’hypothése que les mesures de position et vitesse sont effectuées ponctuellement au méme
endroit, alors que I’approche énergétique montre que les énergies correspondant a ces deux
grandeurs sont décalées dans I’espace. Si cette approche se révele correcte, on peut conclure
qu’il est possible de connaitre la position et la vitesse d’une particule avec une précision
arbitraire, a condition d’effectuer les mesures a 1’endroit ou ces caractéristiques sont présentes
dans la particule

La seconde relation d’indétermination (X-3) qui porte sur I’énergie et le temps :

AE.At > n (X-8)
2

donne lieu a une interprétation un peu différente. Elle concerne 1I’énergie totale ou énergie
ondulatoire, dont la densité volumique est donnée en (X-5) :

C?(hw)’ sin® (k) cos’ (K, y) cos® (k,z) cos (K X,) (X-9)
Les points de I’espace de coordonnées (X,y,z) ou cette énergie est maximum sont les

mémes que ceux ou 1’énergie de masse est maximum, ils obéissent donc aux relations (X-6), et
la densité volumique de I’énergie ondulatoire s’écrit en ces points :

C?(hw) cos®(kx,) (X-10)

Il apparait que la mesure de cette énergie dépend de I’instant a laquelle elle est effectuée,
de la méme manicre que précédemment les énergies impulsionnelles ou 1’énergie de masse
dépendaient de 1’endroit ou elles étaient mesurées (mais pas de I’instant), d’ou des relations
d’incertitude analogues.
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XI

La longueur d’onde de DE BROGLIE

Ce chapitre vise a montrer que les solutions stationnaires de 1’équation de DIRAC sont
entierement compatibles avec les conclusions de Louis DE BROGLIE concernant la longueur
d’onde associé¢e au mouvement de chaque particule. Il permet de faire le lien entre la description
ondulatoire de la mécanique quantique et la description relativiste du mouvement d’une
particule.

La particule est supposée avoir une trajectoire rectiligne suivant 1’axe Oz a vitesse
constante v. Pour autant, elle est susceptible de posséder des modes stationnaires suivant Ox et
Oy. On se retrouve dans une situation analogue bien connue en électromagnétisme, qui est celle
d’une onde guidée dans un guide d’onde rectangulaire parfaitement conducteur. Les ¢éléments
présentés dans ce chapitre ont donc une grande analogie avec ceux qui concernent la
propagation guidée.

La relation de conservation de 1’énergie impose, a une constante multiplicative pres :

2
®
2

ki =Kk; +k:+k;+n’ =
c

(XI-1)

En supposant que la particule se déplace suivant Oz, il est naturel d’examiner la
pulsation spatiale k, déduite de (XI-1) :

2

K :‘;’—2—(k§ +K2 +1?) (XI-2)

On désigne par pulsation de coupure temporelle, la pulsation o telle que :
o? = (kK2 + K2 +17 ) (XI-3)
Ce qui permet d’exprimer la pulsation spatiale k; sous la forme :

2 2
k2 =2 " (X1-4)
C

dont la courbe représentative k; = f(w) a I’allure suivante :
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k. |

¢ -
Figure (XI-1) : représentation de la pulsation spatiale en fonction de la pulsation
temporelle

Pour une onde qui sera désignée par onde de phase, et qui se propage avec une phase :
¢ = ot - kzz (XI-5)

on définit la vitesse de phase comme étant la vitesse de glissement de la phase de I’onde soit :

(O]
V(P = k_ (XI'G)

On peut exprimer cette vitesse de phase en fonction de la pulsation de coupure wc définie
ci-dessus, au moyen de la relation (XI-4) :

v - (XI-7)

Puisque ® > ¢, cette vitesse est supérieure a la vitesse de la lumiére. Elle a une réalité
physique puisqu’elle représente la vitesse de glissement de la phase, mais elle ne peut
représenter la vitesse de déplacement de 1’énergie qui doit toujours rester inférieure a c.

Pour ce dernier déplacement, on définit la vitesse de propagation de 1’énergie, ou vitesse
de groupe vqg par la dérivée de la pulsation temporelle par rapport a la pulsation spatiale :

do
_ X1-8
Vo= g (X1-8)

On note sur la figure (XI-1) que la vitesse de propagation de 1’énergie est nulle pour ®
= o, et qu’elle tend vers ¢ pour ® >> wc. L’énergie ne peut pas se propager pour ® < .

La vitesse de groupe peut s’exprimer au moyen de la pulsation de coupure, comme cela

a eté fait pour la vitesse de phase. Dans un premier temps, on différencie la relation de
conservation de I’énergie (XI-1) pour obtenir :
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odo
CZ

k,dk, =

(X1-9)
D’ou on tire une relation immédiate entre la vitesse de phase et la vitesse de groupe :

%:Tw =C? soitdonc : v, v, =2 (XI1-10)
On en déduit :
_do K

2 2
00 Ko O o[ (XI-11)
P dk, o v, o

Pour faire le lien avec la mécanique relativiste de déplacement d une particule, et suivant
en cela Louis DE BROGLIE, nous admettons qu’une particule de masse mo au repos présente
une énergie ondulatoire a la pulsation w¢ puisqu’il n’y a pas de déplacement d’énergie :

ho, =m,c° (X1-12)
Lorsque cette particule est en mouvement a la vitesse v, elle présente un accroissement

de son énergie totale donnée par la théorie de la relativité restreinte, dont la représentation
ondulatoire va se faire a la pulsation o :

(XI-13)

Sur la base des hypothéses (X1-12) et (XI-13), on en déduit que les pulsations ® et o¢
doivent vérifier entre elles les relations :

(&T 1 (ij (XI-14)
(O) C

De la définition de la vitesse de groupe (XI-11), on déduit :

(‘”_j :1{"_9] (XI-15)
Q) C

Il suit de (X1-14) et (XI-15) qu’on peut identifier la vitesse de la masse v a la vitesse de
groupe vg de I’onde de phase attachée a la masse mobile. Cette identification garantit une
représentation de 1’énergie de masse relativiste et de 1’énergie ondulatoire quantique qui soit
totalement compatibles.

La derniere étape consiste & exprimer la longueur d’onde A associée a 1’onde de phase
de fréquence v et de pulsation ® qui se déplace a la vitesse vo. Du paragraphe précédent, on
déduit qu’elle est associée, par le biais de sa vitesse de groupe, a une masse m qui se déplace a
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la vitesse v. En faisant usage de la relation v v, = c? qui établit une relation entre la vitesse de
phase et la vitesse de groupe ou vitesse de la particule, on obtient :

\V; 2 2
=Yooy 2m_cen ¢ e _h (XI-16)
v ® Vo V mc mv
hyJ1-B°
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Xl

Equation de DIRAC géneéralisée

Cette partie traite de 1’équation de DIRAC pour une particule chargée placée dans un
champ électromagnétique caractérisé par un potentiel scalaire ¢ et un potentiel vecteur (Ax, Ay,
A;). Nous recherchons, comme précedemment des solutions sous la forme de combinaisons
linéaires de modes stationnaires susceptibles de s’établir dans une cavité rectangulaire.

Suivant une démarche analogue au chapitre 1, le formalisme de DIRAC conduit a

rechercher les solutions de la nouvelle équation dans laquelle est introduit le quadri-vecteur
potentiel électromagnétique :

) .0 gA, L0 QA (.g_quj _mgc
{y‘)[Jaxt Ch]ﬂl[JaX ; jﬂz(lay . ]+Y3 i }(\v)— , (v)

(X1-1)
La fonction d’onde v est un bi-spineur a quatre composantes :
Yo
v=|" (X11-2)
V2
Y3

Les matrices yo, Y1, Y2, ¥3, sont données au chapitre II, et afin d’alléger les expressions,
on pose :

(XI1-3)

En injectant explicitement les matrices yi dans 1’équation (XII-3) ci-dessus, on obtient
le systéme d’équations différentielles :

74


http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr/

http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr

q¢ Vs | 0A, oy, .O4A,
Ny, = J{@X Jh\Vo]"'J[ ox +j— 7 \VaJ (ay + ] 7 Vs [+

0 h
.qd 0A, oy,  OA, [0y,  .OA,
+ - + —j ==+
ny, = J(a h\Vlj J[ ox +] 7 \sz (6y J v, |~ P J 7 V3
L%y, ) (2 oy,  9A,
—| =+ — +
( J J( ox 5 \I’1j ( y i \VJ J( P J 5 Yy
oy, | GA, oy, y (a\ul QA j
- + + + + +
[ +] \Vsj J( ox J 5 oj (ay J 5 Vo |1+ P ] 5 Vi
(X11-4)
soit encore, en faisant apparaitre le systeme différentiel de la particule libre :
q¢ qA, LOA, 9A, Oy, | Oy; Oy, L0y,
+—= |y, + - + = + + +
o )V e, T e T Ty e
q¢ gA, 9A,  gA, Oy, 0y, dy, Oy,
+ |y, +—= - = + - -
n e V1 7 & . V2 5 LE J@Xt J x oy J P )
qo gA, L 9A,  dA, Oy, 0y, Oy, 0y,
_ T _ + — - — — _ _
n he V2 7 v+ 7 VY 7 Yo J@Xt J@X 2y J oz
a¢ aA, A, aA, Oy; L0y, Oy, .0y,
—— |y, — - + =— - + +
"o Ve VeI, TN T Ty e
A nouveau dans un souci d’allégement de notation, on pose :
qo gA aA, gA
= v =X = =1z XII-6
M= M= M= M= (X11-6)
ce qui conduit au systéme représentant 1’équation de DIRAC :
; Oy, O0y; Oy, .0y,
+ + - + = + + +
(+M W0 +MeWs = Inyws +1,1, R v s
. .0 0 .0
(v #1024 0, W —Mwa = 2 Ny jNe Na_ (N
X, oX oy 0z
5 5 5 5 (XII-7)
R A A e e

oX, oxXx oy 0z

: Oy; L0y, Oy, .0y,
-~ -~ -~ + =— —~ +=0 4
(=MW —MWo — iy Wo +M,9, =] oty iy

I1 s’agit probablement d’un des systémes différentiels les plus complexes de la physique
apres les équations tensorielles de la gravitation.
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On peut tenter de rechercher les fonctions d’onde i (i=0,1,2,3) solutions de ce systéme
comme cela a été fait au chapitre VI, sous la forme :

¥, = 13S.5,8, + bS,C,S, +¢C,S,S, + dC,C.S, +eSS,C, +fS,C,C, +9C,S,C, + hC,C,C, C,
+{iS.S,S, + iSC,S, + kiC,S,S; + C,C,S, + mS,S,C, +nS,C,C, +0C,S,C, +pC,C,C,

(X11-8)
avec la notation habituelle :
Sx = sin (kx x) Sy =sin (ky y) S;=sin(kzz)  St=sin (ki ct) (X11-9)
Cx=cos(kxx) Cy=cos(kyy) C;=cos(kzz) Ci=cos (k:ct) (X11-10)

En reprenant la méthode exposée au chapitre VI, on est conduit a formuler un systéme
homogéne de 64 équations a 64 inconnues qui est décrit ci-dessous :

— jka, — jk Ky =K, j; — jk,m, —(n+m, )ig — (n, — iny i — nzi2=o
— kb, — jk, s + Kyis = jk,n, —(n+ 1, )i, — (n, - ) M, =
— jkeo + Ky — K, Iy = JK,0, —(n+m, Ko = (n, =, ks — 1k, =0
— jkdg + K, + kK, = ik p, —(n+m )l —(n, - my) —1,l,=0
— jkeo — JK,0, — kN + jK,i, —(n+m1,)m, = (n, = jn, Jmy —m,m, =0
— iy — kP, + KM, + K, — (-, no (n, —in, N, —m,n, =0
— jkg, + jk,m; —k,p; + jk,k, —(m+n,)o (X—jny)oa—nzofo
—tho+jkxn3+kyos+1kzlz—(n+nt)po—( —in, P —1,p, =0
jki, — jk,C —k b, — k., —(n+n,)a, —(n, — in, oy —m,a, =0
iKio — ik, ds + k2, — K, f, —(n+1,)b, = (n, = i, Jo, ~,b, =0
jkko + ik @, —k,d; — jk,g, —(n+n,)e, — (0, — n, e, ~1,¢, =0
jKl, + kb, +k,C, — jk;h, —(n+n,)d, —(n, — n, ), —n,d, =0
kmy — ik,g; —K,F, + k,a, — (n-+n, e — (n, — in, Jes ~m,e, =0
jkn, - jk,hy + k,es + kb, —(n+m, ), — (0, — in, JF, —m,f, =0
jko, + jk, &, —k,hy + jk,c, —(n+1,)g, —Enx ~in,Jo; -1,9, =0 (X11-11)
up

jkp, + jk, f5 + kygs +jk,d, —(n ‘*‘nt)ho AU M jny)hs -n,h, =0
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— jka, - jk K, +K, j, + jk,m, (n+nt)' —(ny +iny i, +m,i; =0
— kb, — kI, — ki, + kN, —(n+1,)i; — (n, + in, )i, + 1,05 =0

— jke, + K iy + K, 1, + K05 — (n+m, Kk, = (n, + n, K, +1,kq =0
— kd, + K, — Kk, + JK,ps - (n+nt)ll (e +iny Iy + 1,05 =0
— jke, — jk 0, +k,n, — jK,i; — n+nt)m1 (n, + in, Jm, +n,m, =0
— jkf, = kP, — kM, — K, i, —(+nn, = (n, + i, n, +1,n, =0
— kg, + jk,m, +K,p, - K,K, —(n+n o, - (n, + n, o, + 1,0, =0
—jkhlﬂkxnz—kyoz—jkzla—(nm)pl—(nx+jny)p2+nzp3=o
jki; = jk,c, + kybz +JK,€, —(n +nt)al _(nx + jny)az +m,a;,=0

iKiy - 1k, d, —k,a, + jk,f, —(n+n, )b, — (n, + in, Jo, +m,b, =0
jkk, + k@, +k,d, + jk,g; ~ (n+n,)e, ~ (n, + in, Je, +7,¢, =0
iKl, + jk b, —k,C, + jk,h, — (n-+n,)d, — (n, + n, 0, +1,d, =0
jkm, — jk,g, +k,f, - jk,a, —(n+n, e, ~(n, +n, e, +1,6,=0
jkn, — jk,h, —k,e, - jk,b, —(m+n, ), ~ (1, + n, J, +n,f, =0
jko, + jk,e, +k h, - jk,c, —(n+n,)g, - (n, +in, g, + 7,9, =0 (X11-12)
jkp, + ik, £, —k,g; - k,dy —(+nh, = (n, + in, Jn, +1,h, =0

ika, + jk K, + K, j; + jk,my —(m=ni, + (n, = in, i, +n,i; =0
kb, + K,y — ki, + kg — (=, )i, + (n, = i, )iz + .o =0
jke, — jk iy + K, b + Jk,00 — (n=m, K, + (n, = in, Ky +1,k, =0
ik, — K, Jy — K,k + iK,po — (n=m ), + (1, = ny #7150 = 0
jke, + jk,0, + k,n, — jk,i, —(n—n,)m, +(nx my)m +mn,m, =0
JKF, + ik b, —k,m, — ik, o —(n=m)n, +(n, =, n, +n,n, =0
ikg, - ik,m, +k,p, - ik,K, —(n=n)o, + (n, - in, o, + 1,0, =0
jkh,, — jk,n, —k,0, — ik 1, —(n=n,)p, +(n, = in, o, +1,p, =0
— ki, + K, +k b, + jK,&, — (-, Ja, + (n, — in, o, + 7,8, =0
— jKi, + K, dy — k2, + jk,fy —(n=m,)b, +(n, — jn, Jo, +1,b, =0
— jkk, — k@, + K, d, + K,g, —(n=n ), + (n, — i, Je, +7,6, =0
— kI, — kb, —k,C, + jk,hy — (-, )d, + (n, — n, ), +m,d, =0
— jkm, + K, g, + K, f, — jk,a, — (-, ), + (n, — in, Je, +m,€, =0
— jkn, + jkh, —k e, — jk,by —(n=n)F, + (n, — jn, J, +1,f, =0
— jko, - jk, e1+kh — jk,o— (=19, +(n, —n, Jos +1,8, =0 (XI1-13)
— jkp, - k£, —k, g, — ik, dy —(n=n ), + (n, — in, Jn, +,h, =0
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jkag + jk, ko =K, o = jk,m; —(n=n, )iy + (0, + jn, i, —n,i, =0
Kb, + Kl +K, i — k0, —(n=n,)is + (n, + i, Jig =, =0
jke, — ko — K, Iy — k,0, — (n—=n, K, + (n, + i, ko =1k, =0
jkd, = K, Jo +kyko = K Py — (=)l + (0, + iny o —1,1, =0
jke, + jk, 00—k, N + K i, —(n=m)m, +(n, + jn, Jmy —m,m, =0
JKE, + K Py + K, My + K, J, —(n=m,)n, +(n, + jn, Jno —m,n, =0
kg, — jk,m, —k,p, + ik,k, —(n—n,)o + (n, + jn, Jo, —m,0,=0
jkh, = jk, N, +k, 0, + K 1, —(n—n,)p, + (1, + in, o, —1,P, =0
— ki + jk,Co — K, b — 1K,€, —(n—m, o + (n, + in, By~ 7,8, =0
— jKj, + ik do +K,a, — jK,f, —(n=m, )b+ (n, + jn, Joo —m,b, =0
— jkk, — jk, @, K, dy — §K,0, — (n=m,)e, + (n, + i, Je —m,¢, =0
— kI, — jk b + Ky, — jk,hy —(n—n,)d; + 0, + jn, My —m,d, =0
— jkm + ik, g, — K, fy + k.2, —(n—n,Je; + (n, + in, e, ~m.€, =0
— jkng + kg + K8 + K b, — (n=m )y + (ny + in, Jfo —m,f, =0
~ jko, — jk, &, — k,hy + jk,c, —(n—n,)g; + (n, + in, ), ~1,9, =0
— jkp, — ko + kyGo + k.0, — (n=n, )y +(n, + in, hy —1,h, =0
(X11-14)

La premiere idée consiste a prendre appui sur les résultats du chapitre VI, c’est a dire a
affecter un mode a o, et & rechercher les modes qui sont solutions du systéme pour les fonctions
d’ondes 1, y2, y3. Un travail mathématique long et fastidieux ne permettra pas d’exprimer une
solution exacte pour y1, y2, ys3. Ce travail ne permettra pas non plus de montrer qu’une telle
solution n’existe pas, et donc le probléme reste ouvert.

La progression vers une solution possible viendra d’une analyse physique de ce systéme.

En tout premier lieu, il faut que le déterminant de ce systéme soit nul. Nous conjecturons
que la condition de nullité est fournie par I’équation de conservation de 1’énergie.

Il faut donc établir cette nouvelle équation de conservation en fonction de 1’énergie
apportée a la particule chargee par la présence du champ électromagnétique. Cette énergie est
de deux sortes :

I’énergie apportée par le potentiel scalaire ¢ permet d’augmenter 1’énergie
cinétique de la particule chargée. La relativité restreinte nous suggeére que cet
accroissement d’énergie est engrangé sous la forme d’énergie de masse.

- L’énergie apportée par le potentiel vecteur (Ax, Ay, Az) ne permet que de
faire changer la direction de la trajectoire de la particule sans apport
d’énergie cinétique : il s’agit donc d’une énergie purement impulsionnelle.

En dehors de la présence du champ électromagnétique, I’équation de conservation de
I’énergie s’écrit :

—k{ +KZ+k} +k: +n° =0 (X11-15)
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Les apports d’énergie du champ électromagnétique dans cette relation peuvent étre
introduits de multiples maniéres sans qu’il soit trivial de faire un choix a priori parmi toutes les
formulations possibles. Une réflexion approfondie a permis de conclure que la forme correcte
est la suivante :

(ke +m, ) + (k1 ¥+ (k, 1, f +(k, 47, +17 =0 (XI1-16)

On notera en particulier que 1’énergie cinétique relative a nt apportée par le potentiel
scalaire ¢ n’est pas associée a I’énergie de masse relative a 1 comme on aurait pu le penser de
maniére intuitive.

La justification rigoureuse provient du fait que la somme du quadrivecteur onde et du
quadrivecteur potentiel électromagnétique donne également un quadrivecteur :

Ke) (M K, +M,

k k. +

el = T (X11-17)
K, | |m, kK, +m,

K, ut K, +mn,

Et puisque la pseudo norme du quadrivecteur somme est une constante, cela conduit
directement a 1’équation de conservation de 1’énergie (XII-16).

Dés lors, nous conjecturons que le déterminant du systeme global de 64 équations a 64
inconnues est nul lorsque 1’équation de conservation de 1’énergie (XII-16) est Vérifiee.

Cela ne fournit pas pour autant de piste permettant d’avancer vers une solution du
systeme d’équation de DIRAC généralisé a I’interaction électromagnétique.

Une analyse détaillée du systeme de DIRAC reportée en annexe permet toutefois
d’entrevoir que si on excite sur une fonction d’onde des modes en quadrature dans le temps
pour le potentiel scalaire et en quadrature dans 1’espace pour le potentiel vecteur, on parvient a
obtenir des solutions du systeme relative aux modes stationnaires (X11-11,12,13,14). Les modes
en quadrature doivent de plus exprimer des échanges d’énergie entre énergie positive et énergie
négative ce qui introduit donc la quantité j = racine(-1) entre les expressions de ces modes.

En résumé, la présence du champ électromagnétique n’excite plus les fonctions d’ondes
sous la forme de modes stationnaires indépendants, mais sous la forme de combinaisons de
modes associé¢s en quadrature dans le temps et dans 1’espace, et qui traduisent des échanges
d’énergie entre é€nergie positive et énergie négative.

Ces modes vont donc se présenter sous la forme de combinaisons de fonctions de x, v,
z, t, d’amplitude A qui ont I’expression suivante :

Aexp(jk, X) exp(Ejk,y) exp(+k,z) exp(Ejk,x,) = Aexp i+ kx, £k x £k y £k,z)|
(X11-18)
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Les signes + et — présents dans cette expression vont affecter la relation de conservation
de I’énergie qui doit les prendre en compte sous la forme :

—(n, 2k, f +(n, 2k, F +(n, £k, f+(n, £k, ) +n? =0 (X11-19)

Ces considérations sont illustrées sur I’exemple particulier suivant, qui correspond a une
solution exacte de 1’équation de DIRAC généralisée a I’interaction électromagnétique.

v =—(k, +n,)exp il kx, +kx+ K,y + k,z)|
Y, = _(kx + T‘lx)exp {J(_ ktxt + kxx + kyy + kzz)}_ J(ky + ny)exp {J(_ ktxt + kXX + kyy + kZZ)}
VY, = (ﬂ -k, ‘H]t)eXp {](_ kX, +K, X+ kyy+ kzz)}

(X11-20)
Y3 =0

Cette solution est associée a I’équation de conservation de 1’énergie :
—(n,—k. P +(n,+k, ) +(n, +k,F +(n, +k,F +n?* =0 (XI1-21)

Il convient pour étre convaincant de détailler les vérifications de ces propriétés. Nous
omettrons dans les calculs ci-dessous les exponentielles qui viennent en facteur de tous les
termes.

Premiére équation du systéeme de DIRAC généralisé :

.5\|10+j8\|l3+5\|l3+j8u12

N U Ty = X11-22
(M+M W0 +MeWs — INyWs 1,0, R v s ( )

~(n+n Xk, +n,)+0+0+n, M-k, +1,)=—(k, +n, K, +0+0-(n—k, +n, K,

(X11-23)
Deuxiéme équation du systeme de DIRAC généralisé :
. Oy, 0y, Oy, .0y,

+ + + - = + - - Xl11-24
(M+n)ws W, + W, —M,v, =] e ( )
(m+n -k, +n,)= ik, +n, )j+n, =k, +n)+ jn,(n—k, +n,)-0= X11-25)
kt{_ (kx +nx)_ J<ky +ny)}_ kx(n_ kt +nt)_ Jky(n_ kt +nt)_o
Troisieme équation du systéeme de DIRAC généralisé :

. ¥, ) 0 N,
(M=MWs =M + N, W, — M, = —j 22 _j v 0, (X11-26)

OX, ox oy 0z

(= )n—k +n)+n Ak, +n)+ ik, +n, )= iny {k, +n)+ ik, +n, )f+n,(k, +n,) =

_(Tl_ kt +nt)kt - kx{(kx +nx)+ J(ky +ny)}+ Jky{(kx +nx)+ J(ky +le)}_ kz(kz +nz)
(X11-27)
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Les termes imaginaires s’annulent, et il reste :
—(n,—k. P +(n +k, P+, +k,F +(n, +k,F +n? =0 (X11-28)

soit donc 1’équation de conservation de 1’énergie.

Quatrieme équation du systéeme de DIRAC généralisé :

- OY; Oy, Oy, 0y,
- - - + =— - + + XI1-29
(M=MWs —NWo = INyWo + MW, o o Ty e (X11-29)

0+nx(kz +le)+ Jny(kz +nz)_nz {(kx +nx (k +ny)} (X||-30)
O_kx(kz+T]z)_jky(kz+nz)+kz{(kx+nx (k +le)}

La vérification que la solution (X11-20) est bien une solution exacte au systeme de
DIRAC généralise est achevée.

On pourrait penser que sur la base de la solution exacte (XI1-20), il est possible de
construire des solutions stationnaires purement réelles en sommant par exemple deux solutions
en exp(jot) et exp(-jot), ce qui viendrait en contradiction avec I’affirmation précédente sur
I’impossibilité de faire apparaitre de telles solutions dans le systeme de DIRAC généralisé.

En fait, il est impossible de sommer ces solutions, car elles sont relatives chacune a une
équation de conservation de 1’énergie différente, et donc a une condition de nullit¢ du
déterminant du systeme différente.

On peut par contre mixer des modes stationnaires réels et des modes stationnaires
complexes, comme le montre la solution exacte ci-dessous, dans laquelle la présence du champ
électromagnétique est réduite au potentiel scalaire :

Yo =0

v, =—(n—k, —n,)sin(k,x)cos(k,y) cos(k,z) exp(jk x,)
v, = -k, sin(k,x)sin(k,y) cos(k,z) exp(jk,x,) + jk, cos(k,x) cos(k,y) cos(k,z) exp(jk,x,)

\VS = sz Sin(kxx) COS(kyy)Sin(kZZ) exp(jktxt)
(X11-31)

Elle est associée a 1’équation de conservation de 1’énergie :

(kt+nt)2—k§—k§—k§—n2 =0 (X11-32)
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X1

L_es courants de DIRAC(2)

Les courants de DIRAC relatifs aux solutions de 1’équation généralisée a la présence
d’un champ électromagnétique possedent une propriété remarquable qui va étre illustrée sur
I’exemple de solution proposée au chapitre précédent et rappelé pour mémoire :

Yo = _(kz +n, )exp {J(_ ktxt + kxx + kyy + kzz)}
— —(k, +m )= kx, +kx+k,y+k,z) - ik, +n, Joxp (i kx, +kx+k,y+k,z)}
Y, = (T] —k, + Th)eXIO {J(_ KX, +K X+ kyy + kzz)}

.0 (XI11-1)

L’expression de ces courants est rappelée ci-dessous. Multipliés par une constante
adéquate, ils deviennent homogénes a une densité volumique d’énergie, et le terme J représente
la densité volumique d’énergie totale.

3% = WoWo + W+ WU, o,
N A A A R A AR VNS
3% = jyawo — iwows + v v, — jwow, (X11-2)
3 =WoWo —WaW: + VoW, — Wi ys

De plus, ces courants doivent vérifier I’équation de conservation locale de I’énergie :

0 1 2 3
ﬂ+Q+ﬂ+ﬂ:0 (XH1-3)
oX, OX oy oz

On obtient, de maniére assez simple, a partir des fonctions d’onde (XIII-1), et des
expressions des courants (XI11-2) :

"= (ke +n ) +(k, 40, ) +(k, +n, ) +(n-k +n,)
=-2(n -k, +n, )k, +n,)

=-2(n—k, +n,)k, +n,)

=-2(n-k +n, )k, +n,)

(XI11-4)
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Le résultat remarquable qui apparait dans I’expression de ces courants est qu’ils ne
dépendent ni du temps, ni de I’espace. En d’autres termes, la densité volumique d’énergie totale
représentée par J° est uniforme a I’intérieur du parallélépipéde qui contient I’énergie de la
particule.

Ce résultat présente une grande analogie avec 1’exemple d’une particule qui possede
deux fois son énergie de masse qui est présenté au chapitre VI, avec toutefois une différence
sujette aux hypothéses formulées lors de 1’¢laboration des solutions en présence de champ
électromagnétique.

Si on admet qu’il n’existe pas de solution purement réelle pour les fonctions d’ondes
obtenues en présence d’un champ électromagnétique, ce régime particulier de densité d’énergie
uniforme au sein de la particule est imposé par la présence du champ électromagnétique, alors
que rien ne I’impose pour la particule libre.

La constante de normalisation C est obtenue en écrivant que J° représente la densité

volumique d’énergie totale de la particule placée dans un champ électromagnétique, soit donc
pour I’énergie totale comprise dans le volume V qui délimite la particule :

E = (n%c?)k, +n, PV (X111-5)

En égalant cette relation avec (XI111-4) multipliée par la constante de normalisation C?,
on obtient :

E=C?{k, +n, F +(k, +1, F +(, +7, F +(n—k, +n P f= (¢ Nk, +n PV (X111-6)

soit encore en introduisant 1’équation de conservation de 1’énergie rappelée pour
mémoire :

(ke + 1) = (ke +1F +(k, +1, F +(K, +1,F +n° (XI11-7)

(h2C2 th +1,FV
(k,+n ) -’ +(m -k, +n, )

C*= (X111-8)
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X1V

Conclusion de la deuxieme partie

On sait que les solutions a 1’équation de DIRAC qui correspondent a la réalité des
observations sont des solutions ¢laborées a 1’aide de modes sphériques et dans ce contexte, on
peut se demander quel est I'intérét de s’appesantir sur des solutions obtenues en coordonnées
cartésiennes.

I1 apparait que les solutions cartésiennes sont plus rapidement atteignables, et qu’on peut
en tirer des informations précieuses sur le comportement de 1’énergie dont la particule est
constituée.

Sur la base d’une équation de conservation de I’énergie qui constitue un des
fondamentaux du raisonnement physique et sur I’hypothése d’une évolution interne de I’énergie
basée sur des échanges entre des modes stationnaires, les solutions exactes a 1’équation de
DIRAC livrent des ¢léments nouveaux susceptibles de décrire la physique de I’infiniment petit.

I n’est fait aucune hypothése sur 1’étendue spatiale des modes qui sont censes décrire
le comportement de la particule, mais il est 1égitime de penser que cette étendue dépasse la taille
que lui donne la physique classique si on veut par exemple pouvoir expliquer les phénomenes
d’interférences. Cette interprétation était déja présente dans la pensee de Louis DE BROGLIE
lors de la rédaction de sa thése : « Devons-nous supposer le phénomeéne périodique localisé a
I’intérieur du morceau d’énergie ? Cela n’est nullement nécessaire et il résultera du paragraphe
IIT qu’il est sans doute répandu dans une région étendue de I’espace. »

Par opposition a I’Ecole de Copenhague, I’interprétation énergétique des solutions
stationnaires est parfaitement déterministe, mais elle ne contredit pas pour autant I’ensemble
des acquis de la vision probabiliste de la mécanique quantique.

Elle justifie la dualité onde corpuscule en indiquant que 1’énergie interne a la particule
se présente alternativement sous la forme d’énergie de masse puis d’énergie ondulatoire.

Elle montre comment le principe d’indétermination de HEISENBERG s’interpréte en
indiquant comment 1’énergie de masse et I’énergie impulsionnelle ne sont pas simultanément

présentes au méme endroit.

Enfin, elle est totalement compatible avec I’interprétation d’un phénomeéne ondulatoire
associ¢ a la particule suivant la longueur d’onde de DE BROGLIE.
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Troisieme partie

L’approche énergétique de
I’équation de DIRAC et de
ses solutions en coordonnees
spheriques
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XV

Equation de DIRAC en coordonnées
sphérigues

L’analyse de solutions stationnaires de 1’équation de DIRAC en coordonnées
cartésiennes a permis de mettre en évidence des propriétés qui, tout en étant adossees a une
théorie parfaitement déterministe, sont en accord avec tous les résultats obtenus dans
I’interprétation statistique de I’Ecole de Copenhague.

Si des modes stationnaires sont capables de représenter les échanges d’énergies au sein
des particules, il y a peu de chance que ce soit dans des cavités ayant la forme d’un
parallélépipéde. Tout indique, et en particulier les solutions de 1’équation de SCHRODINGER,
que le systeme de coordonnées le plus adapté, celui qui fournit des solutions en accord avec les
observations expérimentales, est le systeme de coordonnées sphériques (Figure XV-1)

-
o

X
Figure XV-1 : représentation du systeme de coordonnées sphériques
On s’attend en particulier a voir apparaitre dans des solutions exactes a I’équation de
DIRAC en coordonnées sphériques, des éléments qui permettent de mieux comprendre

comment le spin de I’électron est li¢ a la rotation de I’énergie interne.

Avant méme d’aborder la recherche de solutions, il convient de transformer 1’équation
de DIRAC en coordonnées sphériques.
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Le point de départ est donné par les relations de passage entre les coordonnées

cartésiennes et les coordonnées sphériques :

X =rsinocos ¢
y =rsin0sino (XV-1)
Z=rcos0

On en déduit les relations sur les différentielles :

dx =drsin6cos ¢+ rcos 6 cos d0 —rsin 6sin ede
dy =drsin©sin ¢+ rcos0sin ¢d + rsin 6 cos de (XV-2)
dz =drcos©—rsin 6do

dx

dy
dz

g

Soit encore en écriture matricielle :

sinBcos¢e rcosOcose —rsinBsing ) dr

=|sinBsing rcosOsing rsinBcose | dO (XV-3)

cosO —rsin® 0 do

Et donc par inversion de matrice :

sin@cos¢e sinBsing oSO | dx
cosOcose cosOsing —sin6

_ dy (XV-4)
r r r
—sing oS 0 dz
rsin0 rsin@

L’équation de DIRAC en coordonnées cartésiennes est rappelée ci-dessous :

ai;J - vl[a%j - v{%} + v{%ﬂ(w) =n(v) (XV-5)

ou les matrices yi sont de la forme :

Yo

100 0 0 0 01 0 00 —j 0 01 0
01 0 0 0 0 10 0 0 0 0 00 -1
00 -1 0" ]o -100[™ o joo|™|-100 o0
00 0 -1 10 00 “joo0 0 0 10 0

(XV-6)

L’objectif est de transformer cette équation, en faisant apparaitre les dérivées partielles

par rapport aux variables sphériques r, 0, ¢ :
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(o 2) (S ramal ) 0 v

L’enjeu est dans la détermination des nouvelles matrices yr, Yo, Yo. || faut pour cela, dans
un premier temps, formaliser le passage des dérivées partielles par rapport a x, y, z, aux dérivées
partielles par rapport ar, 0, o.

Pour établir ces relations, on peut utiliser la différentielle totale qui est une constante de
la transformation :

oy . oy oy
dy =Y ar+ Mo+ Vg XV-8
Vo T a0 e T (XV-8)

En reportant dans cette relation les différentielles dr, d0, dp données en (XV-4), on
obtient :

dy = aa—w(sin 0 cos pdx +sin Bsin edy + cos 6dz )+
r

aa—\gl(cos 0 cos @dx + cos Bsin gdy —sin 6dz ) (XV-9)
;
o

—sin edx + cos od
op rsine( ¢ ¢ y)

On regroupe ensuite les termes relatifs aux différentielles dx, dy, dz :

dy =dx a—wsinecoscera—wlcosecosw—a—w 1 sing
or aor Op rsind
+dy a—Wsin osin (p+a—wlcosesin(p+a—w 1 Cos @ (XV-10)
or aor op rsind

+dz{a—wcose—a—wlsin e}
or 00 r

On identifie alors cette expression avec la différentielle totale en coordonnées
cartésiennes qui est une constante de la transformation :

oy oy oy
dy =—dx+—dy+—dz XV-11
V= oy y P ( )

Cette identification fournit la transformation recherchée entre les dérivées partielles en
coordonnées sphériques et les différentielles partielles en coordonnées cartésiennes :
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@:a_wsinecos(p+6—\v1c089003q)—@ ——sing

oX or oo r O rsin©

8—W=8—Wsinesin(p+8—wlcosesin(p+a—w oS (XV-12)
r o0 r op rsin®

a_wza_wcose—a—wlsinﬁ

oz or a0 r

Il est alors possible de procéder au changement de coordonnées en reportant ces égalités
dans 1’équation de DIRAC en coordonnées cartésiennes :

j{vo[a%} + v{aﬁxj + v{%) + v{%ﬂ(\v) E % (w) (XV-13)

La formulation explicite est completement développée ci-dessous :
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AN
OX,
oy,
OX,
o,
OX,
oy,
OX,

0 O
0 O
-1 0

Vo
WV,
WV,

o O O -
o O +— O

W, —LsinOcosp+—2
or

oy,
or

v,

—2sin0Qcos @+ —=
or M

o

|

[HEN
o O +» O
o O O B+

WY,
| or
1 oy,
01 or
W,
o) or
oYy
or

—=sin@sing+—>

o
O — O O
O O =— O
o

W,
or

0

oy

cos0—

—=C0S0—
! o,
or
oy,
or

cos0—

= O O O
o O o B+
o O

cos0—

oy, 1

smec05(p+all
o0 r

oy, 1

—2%~cos0Ocos
0 r -
~cos0cosp—

—cos 0cosp—

oy, 1

—=sinBsing+—= v, 1
00

—-=sin Osm(p+aw—21
00

—=sin esm(p+al1
o0 r

aﬂlsine

0 r
1 vy lsine
or 66 r

1sme
0 r

W Ling
;

=~cososinp+
0 r
~cososing+—
r
=cososinp+
r

=cosfsing+—=

Wy

¢@ rsin®

oy 1
O rsin®
o,

op rsind

Y,
o rsin®

Y,

op rsind

oy,
op rsin®
o,

Y,
op rsin®

sing

———sin

sing

CoS @

———COSQ

———C0SQ

sing

(XV-14)

On regroupe ensuite les termes relatifs aux dérivées partielles en r, 6, ¢, afin d’obtenir
une écriture matricielle sous la forme :

a3 ()

Yo rsiln 5 (%ﬂ(w)= n(v)

(XV-15)

Ce regroupement conduit, par identification, aux matrices vr, ye, Yo recherchées :
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10 0 O 0 0 cos®  sinfe
|01 0 o0 _ 0 0 sinBe’® —cosO
oo -1 0 T _coso  —sine 0 0
00 0 -1 —sin e’ cos 0 0 0
0 0 —sin® cosfe™ 0 0 0 —je
| o 0 cos0e’®  sino | o0 0 je* 0
71 sine —cosoe 0 0 =l 0 e o 0
—cosfe’  —sin® 0 0 —je* 0 0 0

(XV-16)

On notera en particulier que les matrices obtenues Vérifient les propriétés générales des
matrices de DIRAC :

(ol =1 () =(ro) =ly,f =1 (XV-17)

L’écriture matricielle développée du systéme de DIRAC se présente sous la forme :
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N
OX,
v, 10 0 0)ay,
v,| |01 0 0]
n =] P
v, 0 0 -1 0|,
v, 00 0 -1) %
Wy
OX,
Ny
. i or
]
0 0 _cosQ sin 0e ¢ %
. 0 0 sinBe’ —cosO or
+ij ) .
—cosO® —singe 0 0 v,
—sin0e® cos 0 0 0 or
v
or
Mo
—qj —e 00
0 0 st cos.ee %
1 0 0 cos 0e’? sin® 20
+j= ) .
r| sin®@  —cosfe™ 0 0 oy,
—cos0e  —sind 0 0 00
W,
00
v,
. o
0 0 0 —je™) oy,
indo A
Lo o e 0 | 29 |,
rsind| 0 je 0 0 | oy,
—je* 0 0 0o )| 90
Ny
op (XV-18)

On en déduit les 4 équations aux dériveées partielles qui expriment le systeme de DIRAC
en coordonnées sphériques :
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i - in—io
ny, =]j %+COSO%+Sin Ge_""%+l(—sin 9%+COSGE_"P 6‘1’3)_ Je. oy,
X, or o r o0 20 ) rsin® dg

_ ) inle
ny, =]j %Hin 0el? oV, —cosea\'j3 +E(cosee”%+sinea\v3j+ Je. v,
oX, or o r 00 00 rsin® oo

i : in~lo
nv, =j —%—Cose%—sin ee_J(P%—}—E(Sin e%_cosee‘l‘l’ a\vlj_l_ Je_ 8W1
28 or o 26 26 )" Tsin@ ap

j ; inlo
ny; = j —%—sinee“”%+cose%+1(_cosee”%—sinea\wJ_ ° W,
X, or o o0 20 ) rsin® oo

(XV-19)

Il s’agit d’un systtme non linéaire, et la méthode utilisée avec les coordonnées
cartésiennes n’est plus applicable.

La complexité de ce systéme est telle qu’il est difficile (impossible ?) d’envisager une
méthode purement mathématique qui permette d’avancer vers une solution exacte. Nous allons
montrer dans les chapitres suivants qu’une approche physique, basée sur des échanges d’énergie
entre des modes sphériques permet d’aboutir a de telles solutions.
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XVI

Equation de KLEIN-GORDON en
coordonnées sphériques

Dans la démarche de recherche de solutions exactes a 1’équation de DIRAC en
coordonnées sphériques, nous conjecturons que 1’équation de conservation de 1’énergie entre
I’énergie de masse, 1’énergie ondulatoire, et 1’énergie impulsionnelle va nous étre donnée par
I’équation de KLEIN-GORDON en coordonnées sphériques :

10 0 1 0 0 1 52 52 ;
r + sin® - = XVI-1
{ ﬁr( 8rj r’sin® 86( ae) r?sin?0 oo axtz}(\lf) n*(v) ( )

Les solutions modales de cette €équation se présentent sous la forme d’un produit de trois
fonctions séparables en (r), (xt), et (0,0).

| — La solution séparable en (0.0)

Cette solution est définie a partir des harmoniques sphériques Y i qui sont fonctions de
deux parameétres :

- [est appelé degré de I’harmonique Y fn , et ¢’est un entier naturel.

- m est appelé ordre de ’harmonique sphérique : c’est un entier relatif tel que

| m |[<= [soitdonc:m=-[,-[+1,...., [

”’*‘”“ 2[ 1| - .
Y im(8, @) = (— il [+||nm1 PI"(cos 0)exp(jmo) (XVI-2)

0<0<m et OS(p£2n

P~ est un polyndme de LEGENDRE élevé a la puissance m.

Les harmoniques sphériques sont solutions de 1’équation aux valeurs propres :

Li(sineﬁ} L & Y (8, @) = —((£ +1)Y (m(6, ) (XVI-3)
sin® 00 00 ) sin®0 o¢?
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Les premieres harmoniques sphériques normalisees sont les suivantes :

3 3 3

Yo = ‘/4—71 cosO Y., = ‘/asm Oe Y, = —‘/a singe’

Yy = ‘/i(Scosz 0-1) Y,,= ‘/E sin@cosBe™ Y, = —W/Esin 0cos 0e’?
167 8n 8n

(XVI-4)
Y, =1/£ sin0e Y, = 1/£ sin® 0e’?

32x 32n

| 7 2 35 ) L

Y., =.—|5c0s“0—1)cosO Y., =+ |——|5c0s“ 0 —1)sinBe*
30 1675( ) 3¥1 64 ( )

Y2 Z,/@sinzacosee“z‘p Yy =% 35 — sin®ge*i*
32x 64rn

Il — La solution séparableen r

Cette solution est donnée par toute combinaison linéaire des fonctions de BESSEL
sphériques jn(r) et yn(r) ou I’indice n est un entier naturel. Ces fonctions peuvent étre définies a
partir des fonctions de BESSEL :

jn (N = \F 10
Y (r) = \F L

ou a partir de formules génératrices, plus commodes pour déterminer les formulations
explicites :

. v o(1dY (sinr

INGERICHN (?aj (Tj
noafld cosr

V() =—(- )r(rdrj (—r j

Les premiéres fonctions de BESSEL sphériques sont les suivantes :

(XVI-5)

(XVI-6)
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sinr

Jo(N=="

S|nr COST

BN ==
J,(r) = (——%)sinr—Scofr

r

: 6) . 15 1
Js(n) = r—4—r—2 sinr— - cosr

COSTr
Yo(r)=——"—

cosr sinr
r

y,(r)= [E—EJcosr—SS";r
r’ r r

15 6 15 1) .
Yo(r)=— iy COST — Pl sinr
(XVI-7)

y,(r)=

Si nous désignons par fa(r) la fonction générique représentant jn(r) ou ya(r), fa(r) est
solution de I’équation différentielle de BESSEL sphérique :

”( Jf()[ (”jl)}fn(rho
rcor or r

ou dans une ecriture équivalente :

o%f, (1)
or? r or

+Eﬁd0+{ q+ﬂ}() 0

(XVI-8)

(XVI1-9)

Les modes de cavité a symétrie sphérique ne dépendant que de r et sont appelés les

modes pulsés. Ils sont fonctions d’une constante de propagation radiale ou pulsation spatiale
radiale que nous désignerons par k et qui joue un réle analogue aux constantes de propagation
kx, ky, ou K, pour les cavités rectangulaires.

En introduisant la variable R = k;r dans I’équation de BESSEL sphérique (XV1-19), nous
obtenons successivement :
2
o°f, (ZR) 20,R) [, nl+1)], (R)=0
OR R OR R?

10,k 12, (K1) {1

n(n+1)

(k,r)’

f(kr)=0
k?  or? k*r or }()

(XVI-10)

o°f (K, N, Zafn(krr)J{k2 n(n +1)}f (k1)=0
or? ror ' r

10(,0 , n(n +1)

r a( ar}f (k.r) + [kr " }f (k.r)=0

111 — La solution séparable en Xt

Si on désigne par u cette fonction, elle est solution de 1’équation aux valeurs propres :
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2
%u(ktxth Ku(k,x,)=0 (XVI-11)

t

Elle est donc constituée par toute combinaison linéaire des fonctions trigonométriques
cos(kixt) et sin(kexy).

IV — La solution compléte en modes stationnaires séparés en (r., 0. @ et xt)

L’équation de KLEIN-GORDON en coordonnées sphériques est rappelée pour
mémoire :

10(,0 1 o(. .0 1 0° 0° 2
——|rr— |+ —|sin0— |+ - = XVI1-12
{rz ar( arj rzsineae( ae} r’sin’ 0 op’ axf}(“’) n'(v) ( )

Les solutions en modes stationnaires se présentent sous la forme d’un produit de
fonctions indépendantes en r, (0, @), et Xt :

w(r,8,,t)=f,(k,r)Ym(0,0)u(k,x,) (XVI-13)

L’introduction de cette forme de solution dans 1’équation de KLEIN-GORDON en
coordonnées sphériques amene aux substitutions suivantes :

1 ﬁ(rz ﬁj\v(r, 0,p,t)= —{kf - [([rjl)}f[(krr)wm(e: oJu(kx,)

rZor or
1 o(. .0 1 & _L(r+1)
{rzsine%(sme%}rrzsinzeﬁcpz}uj(r'e’q)’t)__ = f,(k,r)Y (0, o)k, x,)

2
0.0, =i, (Y O,k x,)
t

(XVI-14)

Par substitution de ces 3 relations dans (XV1-12), on obtient la relation de conservation
de I’énergie :

k? =n2 +k? (XVI-15)

Apres multiplication par la constante (hc)z, cette relation devient :

(ck, ) = (e ) + (ack, ¥ (XVI-16)
soit encore :
(ho)? = (myc? f + (hck, ) (XVI-17)
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Comme en coordonnées cartésiennes, on identifie dans cette relation trois catégories
d’énergie : I’énergie ondulatoire (h(o), I’énergie de masse (moc?) et 1’énergie impulsionnelle

(rck, ).

On notera que cette relation de conservation est indépendante des modes excités suivant
0 et ¢. Cela signifie que la répartition entre énergie de masse, énergie ondulatoire, et énergie
impulsionnelle ne dépend pas des modes excités en rotation suivant 0 et .

Comme dans le cas des coordonnées cartésiennes, cette relation de conservation de

I’énergie va jouer un rdle fondamental dans I’obtention de solutions stationnaires a 1’équation
de DIRAC en coordonnées sphériques.
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XVII

Solutions exactes de I’équation de
DIRAC en coordonnées spheriques

Des chapitres précédents, nous avons montré que les solutions exactes de 1’équation de
Dirac en coordonnées sphériques doivent vérifier le systeme :

) in—le
MV, J{awo +00595W2 +sinoe ¥ a%’ i[ smea;é)2 +cos0e a\lfsj_ J° 5\4!3}

OX or or 00 ) rsin® oo

t

i inle
ny, =] awl +sin Qe =2 oV, —CoS 9%"'1((:05 Qel® %+Sin e‘a\lfs]_i_ Je_ oy,
OXq or o o0 00 ) rsin® oo

i ) in~lo
nv, =j _6\4}2 —Cose%—sm ee_m%_kl(sin 9%_(:0366—](9 a\vlj_l_ Je. 6“’]_
X, or o r o0 o0 ) rsin® dp

i iale
ny; =] ~Ns_singele Vo y co50 M 1(—C056e”’%—sin68%j_ E 0,
ox or o o6 26 ) rsin® o

(XVII-1)

t

Nous avons également formulé 1’hypothése que si des solutions exactes existent sous la
forme de modes stationnaires décrivant les échanges d’énergie au sein de la particule, ces
solutions doivent étre compatibles avec 1’équation de conservation de 1’énergie établie a I’aide
de I’équation de KLEIN-GORDON :

kZ=n?+k? (XVI1I-2)

Pour autant, ces élements sont insuffisants pour progresser dans la recherche de
solutions exactes au systeme (XV1I-1) ci-dessus.

Il faut donc trouver de nouveaux indices susceptibles, dans une démarche heuristique,
de restreindre le champ de recherche des solutions possibles.

Nous allons pour cela nous appuyer sur deux observations issues des solutions exactes
obtenues en coordonnées cartésiennes. Considérons par exemple la solution suivante :
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Yo =0
v, = —(iw)sin(k, x) cos(k,y)cos(k,z)cos(k,x,) + j(mocz)sin(kxx) cos(k,y)cos(k,z)sin(k,x,)
v, = jack, sin(k,x)sin(k, y)cos(k,z)sin(k,x,) +7ick, cos(k,x)cos(k,y) cos(k,z)sin(k x,)
v, = hck, sin(k, x)cos(k, y)sin(k,z)sin(k,x, )

(XVI1-3)

La premiére observation consiste a remarquer que le bi-spineur qui représente certaines
de ces solutions peut se décomposer de la maniere suivante :
- le premier spineur exprime sur I’'une de ses composantes les échanges entre
énergie de masse et énergie ondulatoire.
- le second spineur exprime sur ses deux composantes les échanges concernant
1’énergie impulsionnelle.

La seconde observation est relative a la dualité onde-corpuscule. Elle se présente dans
les solutions exactes sous la forme d’un méme mode spatial, I’un a énergie positive, I’autre a
énergie négative (d’ou la présence du nombre complexe j= J-1 ), excité en quadrature dans le
temps, ce qui indique que quand I’énergie de masse est maximum, I’énergie ondulatoire est
nulle, et réciproquement. Les modes présents dans cet échange d’énergie doivent étre solution
de I’équation de KLEIN-GORDON qui apparait systématiquement dans I’une des équations du
systeme de DIRAC.

Sur la base de ces deux observations, des essais empiriques permettent alors de montrer
qu’il existe bien des solutions exactes au systéme de DIRAC sphérique (XVII-1), sous la forme
de modes stationnaires respectant 1’équation de conservation de I’énergie (XVII-2).

Certains modes sphériques ne permettent pas d’obtenir des solutions exactes a
I’équation de DIRAC. La méthode empirique utilisée ne permet pas de préciser s’il s’agit d’une
absence mathématique de ces solutions, ou si des solutions relatives a ces modes sont
atteignables par d’autres méthodes.

Le premier mode sphérique Yoo(6,¢) solution de 1’équation de KLEIN-GORDON est
égal a une constante, il est donc indépendant de 0 et ¢. Il ne conduit pas a une solution exacte

de I’équation de Dirac.

Nous allons développer en détail dans les chapitres suivants, quelques-unes des
solutions exactes pour certains modes sphériques solutions de 1’équation de KLEIN-GORDON.
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XVII

Solutions exactes de I’équation de
DIRAC pour les modes Yn-net Ynn

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux modes solutions de I’équation de KLEIN-
GORDON pour lesquels les paramétres [et |m| sont égaux, et nous poserons [= |m|=n #0.

La description angulaire de ces modes est donnée par les harmoniques sphériques
suivants, dans lesquels la constante de normalisation qui ne joue aucun role pour établir la
validité des solutions a été omise :

Y, =sin"0e™ Y =sin"0e" (XVIII-1)

Nous travaillerons sur le premier mode Yn.n, avant d’en déduire, par des considérations
simples, I’expression des solutions relatives au mode Ynn.

L’harmonique sphérique Ynn est associé a la fonction radiale donnée par les deux
fonctions de BESSEL sphériques d’ordre n :

fn(krr)=jn(krr)=\/§J 1(k1) (XVIII-2)
ou 2
fn(krr)Zyn(krr)z\/gN (k1) (XVIII-3)

Les solutions modales de 1’équation de KLEIN-GORDON s’expriment sous la forme :

v(r.6,0.t)=Ff (k)Y (0.0)u(kx,) (XVII1-4)

ou la dépendance temporelle est donnée par toute combinaison linéaire des fonctions :
u(kext) = cos(kixt) ou u(kext) = sin(kext)

La méthode évoqueée au chapitre précédent incite a proposer la solution suivante qui va
se révéler étre une solution exacte :
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v, =nf, (k,r)sin" 8e ™ sin(k,x, )+ jk,f, (k,r)sin" e cos(k,x, )
vy =0
SRR , f (k1)
v, = jeossin" e ™ sin(k x, K-k f, ' (k,r) +n-=rs (XVI11-5)
r

, = jsin(k,x, )sin™* ee‘(“‘”"‘"{—sin2 ok, f,"(k,r) - nlcos? eﬂ)fn(lr(rr)}

dans laquelle nous avons adopté la notation allégee : fn’ (ki) = dfa(ker)/d(kir).

Le premier spineur porte la dualité onde-corpuscule a travers la fonction d’onde o.
L’¢énergie de masse s’échange avec I’énergie ondulatoire sur le mode spatial défini par
I’harmonique sphérique Yn-n. Il répond a la démarche évoquée au chapitre précédent.

Le second spineur porte les échanges d’énergie impulsionnelle sur lesquels nous
reviendrons ultérieurement. 1l est déduit du systéme de DIRAC sphérique aprés substitution du
premier spineur.

L’équation de conservation de I’énergie associée a cette solution est rappelée pour
meémoire :

kZ=n?+k? (XV11I-6)
Cette relation est indépendante de la nature des modes sphériques excités.

Des chapitres précédents, nous avons montré que les solutions exactes de 1’équation de
DIRAC en coordonnées sphériques doivent vérifier le systeme :

) in—io
=] No | cos0 V2 4 singe-ie Vs +1( sin 0 2¥2 4 cos ge e a\“?’)— ° s
oX, or or r 00 00 rsin® oo

inle
v, = i —= N1 4 sinpei V2 —cose%+l(cosee“P v, +sm66\|’3j+ I v,
OX, or o r 00 00 rsin® oe

i . jale
v, = - 8\|/2 Coseawo sin 9@‘1¢%+1(5in 9%_(:05 QeI 8W1j+ Je. oy,
28 or o T 0 20 ) rsind dg

or or 00 rsin® oo
(XVII-7)

i inle
Wy =j- N3 _inpeie Vo 4 cos0 M 4 1(—cosee’¢%—sinea%]— Je” Ovq
axt r 00

La vérification de ce systeme ne nécessite que des calculs élémentaires, mais elle est
laborieuse. Il s’agit toutefois d’un argument décisif pour convaincre de la validité de la solution
(XVII1I-5), et une assistance est proposée en donnant ci-dessous la formulation explicite de
chacun des termes de ces équations.

La premiere équation, plus complexe car elle contient I’équation de KLEIN-GORDON,
sera traitée en dernier, et nous proposons d’expliciter d’abord les termes relatifs aux équations
2, 3, et 4. La veérification des sommes est laissée aux soins du lecteur.

Eléments de vérification de I’équation 2 du systétme de DIRAC sphérique :
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oy . inlo
{ L +sinoe’® —2 Wy —cose%+1(cosee“P —85"92 +sin98\|13)+ )° 6%}
r

OX, or or 00 ) rsin® Op
(XVI111-8)
ny; =0
j%—
OX,

jsineej‘P%:—cosesm””esm(ktxt)e { kf"(k,r)+n(krfnr(krr)_fn(r‘jrr)j}

— jcos@ 8;/3 =cos@sin™* esin(ktxt)e‘(”‘l)"*"{—sin2 ok>2f, " (k,r) - n(cos? e+1{k’f” k) _T, (Efr) J}
r r r

i . ]
'%% = —cos0sin™*(ncos? 0 —sin’ O)Sin(ktxt)e‘(”‘l)m{— SIENURYE (E’r)}
" r r

sin® (n+1)sin? cos o Kelo (K1) (k r
'_%*in(ktxt)sin"-l ge-(n-ie »
+n((n-1)cos® - 2sin? Ocos 0+ (n —1)cos e)%

ie _ '
B T cosesin”‘lesin(ktxt)e‘(”‘l)”{— Kt (kD o (Efr)}
rsing o r r

(XVI11-9)

Eléments de vérification de I’équation 3 du systéme de DIRAC sphérique :

) ) in—lo
=]j —%—cose%—sinee“P%+1(sine%—cosee”’ 8W1j+ i v,
OX, or o r 00 00 ) rsin® oo

(XVI11-10)

W, = Jncos Osin’ Ge‘”j“’sin(ktxt){ (kry+n ks r)}

- j% =k, cos0sin" 6e ™™ cos(ktxt){— k.f.'(k,r)+n folk) (k,r)}
X r

t
- jcose% = —jnk.f,'(k,r)cos8sin" 6e ™ sin(k,x, )+ kK f,"(k,r) cos Osin" 8e " cos(k,x, )

—jsinGe ™ M _g
or

J.Slr: 0 aa\léo _ Jn fn (lr(rr) nsin" 0cos ee—njw Sin(ktxt)_kt Mnsinn 0cos ee—njq> COS(ktXt)
_j&SGe’j‘P% =0
r 00
_e” oy
rsin® oo
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(XVIII-11)

Eléments de vérification de I’équation 4 du systéme de DIRAC sphérique :

) inle
J{ Vs SInee“"&WO+cos€)awl 1(—cosee”%—sinea\"1j— 1° 5‘%}
r

OX, or 00 ) rsin® o
(XVI11-12)

v, = jnsin(k,x, )sin™* ee‘(“‘l)j‘P{—sinzekrf '(k,r)—n(cos? 9+1)f (|r< r)}

- J% = kt Cos(ktxt)Sian1 ee(nl)jtp{_sinz 6I‘(rf (k r) n(C052 0 +1) (k r)}
X

t

— jsin 6e’® % = —jnk,f,"(k,r)sin™* 0e "V sin(k x, )+ k k,f, " (k,r)sin"* 6e " cos(k, x, )
: oy,
jcoso—==0

or

Rk e Die
_.cos0e” By, _ n-* . nsin"* 0 cos? e " sin(k,x, )
R K, fr (l:r ) nsin"* @cos? Oe " cos(k X, )

_jsin 0 oy,
00
i )
£ Ny =—jnn—f”(krr)sin”’1 oe "o sin(k,x, )+ nk, f (k r) n"*ge- " cos(k,x, )
rsin® oo r

(XVIII-13)

Eléments de vérification de I’équation 1 du systeme de DIRAC :

Comme il a éte indiqué précédemment, cette Vérification mérite une attention

particuliere car on y retrouve 1’équation de conservation de I’énergie déduite de 1’équation de
KLEIN-GORDON.

in—lo
=] +C0898W2 +sin0e* 6\'/3 smeaw2 +cos0e 5\113)_ ° Vs
8Xt or Ty o0 0 ) rsin® o

(XVIII-14)

Le calcul explicite de chacun des termes est donné ci-dessous :
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ny, = nf, (k,r)sin” e " sin(k,x, )+ jnk,f, (k,r)sin" 6e "™ cos(k x, )
awo

t

jcos e% = —cos? Osin” Gsin(ktxt)e”j‘”{— K2E. " (k.r) + n(kff“ r(kfr) _ ok j}

rZ

= jnk,f, (k,r)sin” e ™ cos(k,x, )+ kf, (k,r)sin" e ™ sin(k,x, )

jsin@e % =—sin" esin(ktxt)e'”""{—sin2 ok>f, "' (k1) — n(cos2 0 +1(k'f" r(kfr) _ (k,r)j}

r2
- jw a(;"ez =sin"(n cos? 0 — sin’ e)sin(ktxt)e‘""“’{— S UL f(zr)}
r r r

(n+1)sin" Ocos @ ——1~—rs K, (k ")

.weﬂ@) % = sin(ktxt)cos ee—njq) »
r +n((n—1)sin"? 0cos® 0 — 2sin" Ocos 6 + (n —1)sin"2 O cos )" (r ")
-lo _
° Wy _ (n—1)sin(k,x, )sin"? 6e ™ { —sin® Bk, f,"(k,r) —n cos® e+1f( )
rsin® oep

(XVIII-15)

Aprés simplification par sin(kix;).e™?, la premiére équation du systéme de DIRAC
s’écrit :
nf, (k,r)sin" 6 =sin" 0kf (k.r)+sin" Ok>f, " (k,r)
L k(D) {— ncos? Osin" 0+ nsin" 0(cos” 0+1)—sin" (n cos? 0 —sin’ 6)}
r +(n+1)sin" Bcos> 8 —(n-1)sin"
ncos”0sin" @ —nsin" e(cos2 6+1)+ nsin"(n cos” 0 —sin’ 9)
+f”(rﬁ +n((n—-1)sin"2 Bcos* 6 2sin" Ocos? 0+ (n —1)sin"2 O cos? 0)
—n(n—1)sin"26(cos? 0+1)

(XVI11-16)

Les termes entre accolades se réduisent d’'une maniére remarquable pour obtenir :

0, (K1) = K2F, (k,r) + K2F, " (k ) + 2. () (k ) _n(n+1)falken) (r‘jfr) (XVI11-17)

On peut réécrire cette relation en introduisant les dérivees partielles par rapportar :

2
ot )= Kt () + 21, ()2 £ fn(k,r)_n(m)fn(r‘;rr) (XVIII-18)
Soit encore :
n’f, (k,r) =k (k,r)+ %%(rz gjfn (k,r)—n(n +1)fn (rffr) (XVIII-19)
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En utilisant la propriété de la fonction de BESSEL sphérique établie en (XV1-10) et
rappelée pour mémoire :

1 a( ajf k1)t { [(f;rl)}f[(krr)zo (XV111-20)
r2or or r

on obtient pour [=n

L 5( ajf (k.r) + {kf ”(rl‘r*l)}f (k.r)=0

rrorl ar (XVII1-21)
22 =" 6en =k, (k)
0 or
En reportant ce dernier résultat dans la relation (XV111-19) rappelée ci-dessous :
n*f, (k,r) =k, (k, r)+r1§( g)f (k,r)—n(n+1) n(rk ") (XVIII-22)

on obtient la relation de conservation de 1’énergie :

2 2 2
fo(kr)=kf (kr)—k:f (kr
1’12 n( ; ) 2t n( r ) r n( r ) (XV|||-23)
ki =m"+Kk;
La verification de la solution exacte & 1’équation de DIRAC en coordonnées sphériques
est achevée. Comme en coordonnées cartésiennes, pour étre valide, cette solution doit étre
associée a I’équation de conservation de I’énergie en coordonnées sphériques.

En conclusion de ce chapitre, nous nous intéressons au mode analogue en Ynn:
Y, =sin" e (XVI1I1-24)

Si on fait abstraction de la constante de normalisation qui n’intervient pas dans les
calculs, la seule différence par rapport a I’harmonique sphérique Yn-n du paragraphe précédent
est dans le signe de ¢.

Cela induit une conséquence immédiate : on ne peut plus trouver de solution exacte en
faisant porter la dualité onde-corpuscule par la fonction d’onde wyo. La solution exacte au
systeme de DIRAC sphérique ne peut étre construite qu’en faisant porter cette dualité par la
fonction d’onde 1. On obtient alors une solution analogue a la précédente, dans laquelle les
fonctions d’ondes du spineur qui porte 1’énergie impulsionnelle sont échangées :
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Y, =0
=nf, (k,r)sin" 8e"™ sin(k,x, )+ jk,f, (k,r)sin" 6e™ cos(k,x, )

v, = jsin(ktxt)sin”lee(”1)j“°{—sin29krf '(k,r) — n(cos? e+1)f o (K r)} (XVI111-25)

v, = jcos0sin" ee”"“’sin(ktxt){ (k1) - f 2 (K, f)}

Nous verrons dans un prochain chapitre que le signe de ¢ détermine le sens de rotation
de I’énergie. En appliquant les régles classiques d’orientation du spin (régle du tire-bouchon
par exemple), on peut associer une direction de spin a chacune des solutions exactes proposées.

Le spineur
v, =nf, (k,r)sin" 6e ™ sin(k,x, )+ jk,f. (k,r)sin" e cos(k X, )

(XVI111-26)
y; =0
peut étre associé au spin orienté vers les z positifs et il est généralement qualifié de spin « up ».

Le spineur :

W, =0

S _ - (XVII1-27)
v, =nf, (k,r)sin" 8e™ sin(k,x, )+ jk,f, (k,r)sin" 8e"* cos(k,x, )

peut étre associé au spin orienté vers les z négatifs, et il est généralement qualifié de spin
« down ».
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XIX

Autres solutions exactes

| - Les modes en rotation

Les solutions exactes élémentaires présentées au chapitre précédent ne permettent pas
de mettre en évidence la rotation de 1’énergie.

En procédant de maniére analogue a la recherche de solutions propagatives lors de
I’¢tude en coordonnées cartésiennes, il est possible de trouver des solutions exactes qui
expriment cette rotation.

Le systeme de DIRAC sphérique n’étant linéaire que par rapport aux fonctions
sinusoidales de xt, nous ne pouvons construire de nouvelles solutions exactes qu’en sommant
des solutions dont les variations de modes portent sur X:.

Nous choisissons de travailler sur un mode représentant un spin « down » et désignons
par (solution 1) la solution obtenue en (XVI111-25) :

Yo =0
v, =nf, (k,r)sin" 6e™ sin(k x, )+ jk,f, (k,r)sin" 6e™ cos(k,x, )

Vs =jSin(kIXt)Sin”‘lOe(”‘lm’{—sinzOk,f ‘(k,1)—n(cos? 0 + 1)1 K r)} XIX1)
Yi = jCOSGSinn eenj(PSin(ktXt){ (k r) n f (i: r)}

Nous designons par (solution 2) la solution exacte obtenue en échangeant les sinus et
cosinus dans la fonction d’onde w1 :

Yo =0
v, =nf, (k,r)sin" 6e™ cos(k,x, ) — jk.f, (k,r)sin" 6e™ sin(k,x, )

v, =jcos(ktxt)sin”‘lee(“‘l)j"’{—sinzek,f '(k,r)— n(cos e+1)f n (K, r)} (XIX-2)
v, = jcos Osin” 6g™? cos(ktxt){k '(k,r) - n o (lr< r)}
Nous construisons la solution exacte obtenue par la combinaison linéaire : (solution 2)

+j (solution 1) :
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Yo =0
Wl = nfn (krr)Sinn 6exp j(ktxt + n([))— ktfn (krr)Sinn eexp j(ktxt + n(p)

v, = jexp j(k,x, +(n—1)p)sin"* 9{—sin26krf '(k,r)— n(cosze+1)f o (K, r)} (XIX-3)

W, = jcosOsin” Oexp j(ktxt + n(p){k '(k,r) - nf & r)}

Les termes en exp j(kx: + ne) et exp j(kext + (n-1)o) représentent a la fois une rotation
temporelle de 1’énergie suivant 1’angle ¢ et des échanges entre énergie positive et énergie
négative indiqués par la présence du terme imaginaire j.

Le sens de rotation peut étre évalué de la méme maniére que le sens de propagation
d’une onde progressive.

Une onde en (ot — kx) progresse vers les x positifs : une onde en (kix: - ngp) progresse
vers les ¢ positifs.

Une onde en (ot + kx) progresse vers les x négatifs : une onde en (kixt + ng) progresse
vers les ¢ négatifs, ce qui justifie I’appellation de spin « down » pour la solution (X1X-3).

Il apparait impossible de construire des solutions exactes en rotation de la forme (kx: +
0) car on ne dispose pas des solutions analogues en sinf et cosd qui sont nécessaires pour obtenir
par combinaison avec les fonctions temporelles sin(kx:) et cos(kex:) les fonctions de rotation en
0.

Il — Autres solutions

Parmi les solutions modales de 1’équation de KLEIN-GORDON, pour un ordre [donné,
Im| peut prendre toutes les valeurs comprises entre 0 et £ L’étude des chapitres précédents a

permis de montrer que les modes tels que /= |m| = n # 0 conduisent & des solutions exactes de
I’équation de DIRAC.

Il s’avere que tous les modes ne permettent pas d’aboutir a des solutions exactes.

Un essai spécifique sur les modes Y2.1 et Y21 montre que ces modes autorisent des
solutions exactes qui sont reportées ci-dessous.

11-1 - Le mode Y21

I1 est associé a I’harmonique sphérique Y2-1:

Y,, = /;—5 sin @ cos 6e (XIX-4)
T

La fonction radiale est donnée par les deux fonctions de BESSEL sphériques d’ordre 2 :
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fZ(kfr):"Z(k”):[(k%S <klr>j3'”(k )3T s
ou
f,(k,r)=y,(kr)= —[(ki) (klr)] cos(k,r)— Szﬂf‘:rzr) (XIX-6)

Les solutions modales de 1’équation de KLEIN-GORDON s’expriment sous la forme :
w(r,0,0,t)=1,(k,r)Y,,(0,0u(k,x,) (XIX-7)

ou la dépendance temporelle est donnée par toute combinaison linéaire des fonctions :
u(kext) = cos(Kixt) ou u(kext) = sin(kext)

La méthode proposée dans les chapitres précédents permet d’obtenir la solution exacte
suivante :

v, =nf,(k,r)sin@cosBe  sin(k,x, )+ jk,f,(k,r)sin 6 cos 6e ** cos(k,x, )
v, =0

\Vz:jsinee“"Psin(ktxt){—coszekrfz'(k,r) +({1-2sin’ e)f (lr( r)} (XIX-8)

Vs, :jsin(ktxt)cose{—sinzekrfz'(krr) 200526f (lr( r)}

dans laquelle nous avons adopteé la notation : f2’(kir) = df2(k.r)/d(kir).

11-2 - Le mode Y21

Il est associé a I’harmonique sphérique Y21 rappelé ci-dessous :

Y,, = —‘/;—5 sin@cos e’ (XIX-9)
T

La constante de normalisation n’intervenant pas dans les calculs, la seule différence par
rapport a I’harmonique sphérique Y2-1 du paragraphe précédent est dans le signe de ¢. Cela
indique que le sens de rotation de I’énergie est inversé par rapport au mode Y2-1.

On obtient la solution exacte suivante :

Yo =0
v, =nf,(k,r)sin6cos e’ sin(k,x, )+ jk,f,(k,r)sin 8 cos e’ cos(k,x, )

v, :—jsin(ktxt)cose{sinzekrf '(k,r)+2cos? 2Ta(ker) (ir( r)} (XIX-10)

Vs = isin(ktxt)sinee"‘“{cosz ok, f,'(k,r)- (1 2sin? e)fZ(‘:fr)}
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11-3 — Autres modes

Il n’a pas été établi de régle simple permettant de savoir si un mode est solution exacte
ou non lorsque [>|m|, ce qui oblige & une recherche et une Vvérification spécifique qui devient

particulierement laborieuse lorsque 1’ordre des modes augmente. Il s’agit d’un probléme
ouvert : si certains modes ne conduisent pas a des solutions exactes de 1’équation de DIRAC, il
existe nécessairement une raison physique qui empéche 1’installation de ces modes et qu’il
convient d’élucider.
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XX

Quelgues élements de réflexion sur les
solutions exactes en coordonnées
sphériques

Le passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées sphériques permet de
retrouver, dans une approche completement déterministe, les propriétés qui ont étés mises en
évidence dans 1’analyse des solutions exactes en coordonnées cartésiennes.

L’intérét majeur d’une formulation de solutions exactes a 1’équation de DIRAC en
coordonnées sphériques réside dans le fait qu’on va pouvoir exprimer analytiquement la
rotation de 1’énergie.

Quelques premiers éléments de réflexion sont donnés ci-dessous. Ces éléments semblent
confirmer que les solutions élaborées sont en accord avec les principaux phénomeénes physiques
observés. 1l faudra toutefois avancer plus avant dans cette réflexion avant de conclure ou non a
la validité définitive des solutions proposées.

| — Particule de spin 1

Considérons une solution exacte obtenue sur le mode Y11 :
v, =nf,(k,r)sin 6e 7 sin(k,x, )+ jk,f,(k,r)sin 6e 7 cos(k,x, )
v, =0
v, = jeosBsin 8e 7 sin(k X, ){— kf'(kr)+ fl(kfr)} (XX-1)

1(krr)}

r

- —

Yy = J'Sin(ktxt){—sinz ekrfl'(k,r)—(cosz e+1)

ou f; représente une fonction de BESSEL sphérique d’ordre 1 :

_sin(k,r) _cos(k,r) yi(kr) = — cos(k,r) _sin(k,r)

W= ™ (k) kD? (k1)

(XX-2)

et ou nous avons adopté la notation f1’ (ki) = dfy(ker)/d(Ker).
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Apres multiplication par la constante 7c, chacune des fonctions d’onde a la dimension
d’une énergie :
o = (Mye? (K, r)sin 6 sin(k,x, )+ j(ho)f, (k,r)sin 0e ** cos(k x, )
Yy, =0

v, = j(ick, )cos Osin Be sin(k X, ){— f'(k,r)+ %} (XX-3)

kr

r
. . . f,(k,r
Y, = J(z‘qckr)sm(ktxt){—sm2 of,'(k,r)— (cos? 0 +1) ik, )}
r

Les fonctions ci-dessus ne prennent une valeur finie au voisinage de r = 0 que lorsque
f1 représente une fonction de Bessel sphérique de premiere espéce J1. Nous conserverons malgré
tout par la suite I’appellation générale f1 afin de traiter les solutions dans leur plus grande
généralité.

Nous faisons abstraction dans la discussion qui suit de la constante multiplicative de
normalisation. Il est rappelé que cette constante a un double rdle : faire en sorte que chaque
fonction d’onde ait la dimension d’une racine carré de densité volumique d’énergie, et que
I’intégrale de cette densité sur le volume contenant 1’énergie donne 1’énergie totale contenue
dans la particule.

Le premier spineur formé par yo et y1 porte les échanges d’énergie entre énergie de
masse et energie ondulatoire.

Le deuxiéme spineur formé par 2 et y3 porte les évolutions spatiales et temporelles de
I’énergie impulsionnelle, ce qui est confirmé par la présence du terme (thr). Cette énergie
impulsionnelle peut €tre a priori affectée a chacune des variables d’espace 1, 0, o.

Le mouvement de rotation qui est mis en évidence dans les solutions exactes s’effectue
autour de I’axe Oz : il induit une énergie impulsionnelle suivant ¢.

La variable spatial r joue un rdle analogue aux variables spatiales x, y et z en
coordonnées cartésiennes : elle induit une énergie impulsionnelle suivant r.

La variable 0 ne semble jouer aucun rdle en terme impulsionnel, et nous ferons
I’hypothése que I’énergie impulsionnelle associée a cette variable est nulle.

La fonction d’onde y3 ne peut pas étre associée a un mouvement de rotation suivant ¢ :
nous admettrons qu’elle porte 1’énergie impulsionnelle relative a r. Nous associerons par
conséquent la fonction d’onde y2 a I’énergie impulsionnelle de rotation. Cette hypothese est
confortée par le fait que la fonction d’onde > change de signe lorsqu’on passe d’un spin « up »
a un spin « down ». Elle est également confirmée par la distribution spatiale de 1’énergie suivant

0, comme nous allons le voir par la suite.

Lorsqu’on effectue une rotation d’un angle ¢ = 2w, le bispineur (XX-1) retrouve sa
position initiale, ce qui laisse a penser qu’on peut associer ce mode a une particule de spin 1.
On sait que dans ce cas le moment cinétique angulaire a la probabilité maximum de faire un
angle 6 =45° et 0 = 135° avec I’axe Oz.
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On peut relier cette propriété a I’énergie impulsionnelle de rotation portée par la fonction
d’onde > :

v, = j(hck, )cos Bsin Be ™ sin(k X, ){— f'(k,r)+ %} (XX-4)

r

Du point de vue de la densité volumique d’énergie, la dépendance en 0 est donnée par
la fonction :

A(0) = (cos 0sin O (XX-5)

Cette fonction est représentée sur la figure (XX-1) ci-dessous :

0,3

A(6)

VA /\
SN
[\

AR

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figure (XX-1) : Représentation de la répartition en amplitude de la densité volumique
d’énergie impulsionnelle suivant 6 sur le mode Y11 ou Y11 susceptible de représenter une
particule de spin 1

La densité d’énergie impulsionnelle de rotation présente, en valeur absolue, un
maximum dans les directions 6 = 45° et 8 = 135°. 1l est rappelé que dans une approche
énergétique et déterministe, la répartition autour de ces valeurs ne represente plus une densité
de probabilité, mais une densité¢ volumique d’énergie.

L’énergie impulsionnelle suivant r est portée par la fonction d’onde ys3 :

r

r

v, = j(hckr)sin(ktxt){—sinz of," (k,r)—(cos? eu)@} (XX-6)
Aucun des termes de la relation (XX-6) séparément n’a pu faire a ce jour 1’objet d’une
interprétation physique simple.
Le photon constitue un cas particulier important de particule de spin 1. Il s’agit d’une

particule sans masse au repos, et il en résulte que dans cette approche énergétique, les fonctions
d’ondes qui le décrivent obéissent aux relations suivantes a une constante multiplicative pres :
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v, = (ho)f, (k,r)sin8e 7 cos(k, x, )
Y, =0

v, = (fick, )cos Bsin Be 7 sin(k X, ){— f,'(k,r)+ fllikrr)} (XX-7)

= (hckr)sin(ktxt){—sinz of,'(k,r)— (cos 9+1)f1(krr)}

k.r

r

Les échanges d’énergie s’effectuent entre 1’énergie ondulatoire portée par le premier
spineur, et 1’énergie impulsionnelle portée par le second spineur : lorsque la premiere est
maximum (|cos(kxi)| = 1), la seconde est nulle (sin(kix:) = 0) et réciproquement.

Dans I’approche énergétique, 1’énergie de masse du photon étant nulle, il est impossible
de connaitre sa position. Lors de sa rencontre avec d’autres particules, il ne peut échanger que
de I’énergie impulsionnelle.

Il — Particule de spin 1/2

On sait que I’équation de DIRAC est 1’équation dont les solutions sont les plus proches
du comportement physique de 1’électron. On doit donc retrouver dans les solutions exactes a
cette équation en coordonnees sphériques, les principales propriétés mises en eévidence tant sur
le plan théorique que sur le plan expérimental.

La solution qui semble présenter le plus d’analogie est celle qui repose sur le mode Y22
ou Y22:!

v, =nf,(k,r)sin® e sin(k,x, )+ jk,f,(k,r)sin? 6e 21 cos(k,x, )
y; =0

v, = jk, cos0sin? oe 2 sin(ktxt){— f,'(k,r)+ Z%krrr)} (XX-8)

r

v, = jK, sin(k,x, )sin (9e“"f’{—sin2 of,' (k,r) - 2(cos? 0 +1)le(<krr)}

r

ou f» représente une fonction de BESSEL sphérique d’ordre 2 :

2| 3 1 ) an(kr cos( r) ]
Jz(kr ) [(krr) (k r)] (k ) ( ) (XX-9)
sin

y2<krr>=—[( 31 )Jcosw stk

ki) (kr

(k1)

et ou nous avons adopté la notation f2’ (ki) = dfa(ker)/d(K:r).

(XX-10)

Apres multiplication par la constante 7c, chacune des fonctions d’onde a la dimension
d’une énergie, et nous ferons comme précédemment, abstraction de la constante de
normalisation dans 1’analyse de cette solution :
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v = (Moc? ), (K, r)sin® 0e 2% sin(k,x, )+ j(r)f, (k,r)sin? 6e 2 cos(k X, )
Yy, =0

v, = j(ick, )cos Osin? ee—zwsin(ktXJ{— f,'(k,r)+ 2%@} (XX-11)

r

v, = j(rick, )sin(k x, )sin eej‘p{— sin? of,' (k,r)— 2(cos? 0 +1)%}

r

Le premier élément important concerne 1’angle de rotation ¢ : Si on impose une rotation
de 27 a la fonction d’onde 3, alors les fonctions d’onde yo et 2 subissent une rotation de 4.

Le spin % de 1I’électron est souvent présenté en expliquant que le bi-spineur doit
effectuer une rotation de 4n avant de retrouver sa position initiale. Il apparait dans la solution
(XX-8) des éléments nouveaux qui indiquent que toutes les composantes de rotation d’un
spineur ne varient pas obligatoirement avec la méme plage de variation angulaire.

Vu sous cet aspect, il faut effectivement que les composantes yo et y2 tournent de 4n
pour que la composante 3 retrouve son état initial.

Le deuxiéme élément qui laisse a penser que la solution (XX-8) peut caractériser le
fonctionnement interne de 1’électron est contenu dans la fonction d’onde > :

v, = j(hck, )cosBsin? e 2 sin(k X, ){—f2 '(k,r)+ Z%krfr)} (XX-12)

r

Cette fonction d’onde est porteuse de 1’énergie impulsionnelle suivant ¢. Puisque la
direction en 0 est séparable, on peut chercher a savoir dans quelle direction cette énergie
implusionnelle suivant ¢ est maximum, soit donc a résoudre :

%(cosesinze)=—sin39+25inec0526:0 (XX-13)

ce qui donne un angle Omax tel que

tg(0,, ) =2 (XX-14)
soit donc :
emax = 54,730 (XX-15)

Du point de vue de la densité volumique d’énergie, la dépendance en 0 est donnée par
la fonction :

A(B) = (cos 0sin’ 9)2 (XX-16)

Cette fonction est représentée sur la figure (XX-2) ci-dessous :
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Figure (XX-2) : Représentation de la répartition en amplitude de la densité volumique
d’énergie impulsionnelle suivant 6 sur le mode Y22 ou Y2 susceptible de représenter une
particule de spin 2

Il apparait que ces directions correspondent bien aux directions du moment cinétique de
I’électron prévues par la quantification du moment cinétique de spin.

111 — Particule de spin « 1/n »

On peut rechercher dans les solutions exactes a I’équation de DIRAC sur les modes Ynn
ou Ynn, I’expression générale de la direction dans laquelle le moment cinétique de spin est
maximum.

L’énergie impulsionnelle de spin est portée par la fonction d’onde y2 qui est rappelée
pour mémoire :

v, = jeosBsin” Be " sin(k X, ){— k. f,"(k,r)+n M} (XX-17)
r

Puisque cette expression est séparable en 6, on peut déterminer la valeur Omax pour
laquelle cette énergie impulsionnelle est maximale. Cela revient a résoudre 1’équation :

%(cos Osin” e): —sin"0+nsin""0cos*0=0 (XX-18)

ce qui donne un angle Omax tel que
t9°(0,, )=n (XX-19)

Il s’avere que cette direction est identique a celle qui est prévue par la quantification du
moment cinétique de spin de la mécanique classique pour un spin en « 1/n ». Les guillemets
signifient qu’on entre ici dans un domaine pour lequel il n’y a, a la connaissance de 1’auteur,
aucune particule connue a ce jour possédant cette propriété pour n différent de 1 ou n différent
de 2.

Pour le montrer, nous adoptons une quantification du moment cinétique de spin suivant
I’axe Oz sous la forme :
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s =1n (XX-20)
n

La norme S du moment cinétique prévue par la mécanique quantique s’écrit :

S= 1[3 +1jh (XX-21)
n\n

Et I’angle Omax est donné par la relation :

1
S n 1
cos(0 )=z = n = XX-22
(Orsr) S \/1(1 j Jn+1 ( )
+1
ny\n

L’¢égalité entre I’angle (XX-19) fourni par I’approche énergétique et 1’angle (XX-22)
fourni par la quantification classiqgue du moment cinétique de spin est donnée par la relation
trigonometrique :

12 =tg’0+1 (XX-23)
cos“ 0
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XXI

L_es courants de DIRAC sphériques

Les solutions exactes a 1’équation de DIRAC ne peuvent représenter des solutions
physiques que si elles respectent la conservation locale de I’énergie, dont la traduction
mathématique s’effectue en exprimant que la quadri-divergence de la densité volumique
d’énergie doit étre nulle.

d
8x_“y =0," =0 (XXI-1)

Nous avons vu en coordonnées cartésiennes qu’on pouvait extraire des équations de
DIRAC la relation suivante :

a TV
=0 XXI-2
= (wrv) (XX1-2)
dans laquelle :
10 0 0
_ «\T . « « 01 0 O . e x N
WZ(W ) i :(\Vo’\Vl’\Vzv\Va :(W01\V1’_\|’21_W3) (XXI-3)
00 -1 0
00 0 -1

Par identification de (XXI-2) avec (XXI-1), on en déduit le quadri vecteur courant de
DIRAC.

I = pyty (XXI1-4)
ou les y* représentent les matrices de DIRAC.

Pour établir les expressions de ces courants en coordonnees sphériques, nous devons
utiliser les matrices de DIRAC obtenues dans ce systeme de coordonnées. Ces matrices sont
indicées par les lettres t, 1, 0, ¢ qui représentent les différentielles auxquelles elles s’appliquent.
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10 0 O
(20 (XXI-5)
"“Zloo -1 0
00 0 -1
0 0 cos®  sine
i Jo _
v = 0 _ 0 | sin Be cos 0 (XXI-6)
—Cos®  —sinBe™ 0 0
—sinGe’”  cos 0 0
0 0 —sin® cos e’
io H
v = 'O 0 | cos e sin® (XXI-7)
sin© —cosoe™? 0 0
—cos0e!®  —sin@ 0 0
0 0 0 —je
0 0 je* 0
= _ XXI1-8
Ve 0 je 0 0 ( )
—je* 0 0 0

Le détail des expressions analytiques de ces courants est présenté ci-dessous :

composante d’indice t :

10 0 0w Yo
t_ — wowo w01 0 0y S I 1
I =Wyow = (v vi v 00 -1 0]y, = (W w5 v W5 2
00 0 -1y, Vs
3= WoWo VLWL + YRV, VoW, (XX1-9)

composante d’indice r :
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0 0 cos® sinBe )y,
TS R 0 0 sinGe’  —cosO | v,
' ot T2 T _cos® —sin@e 0 0 v,
—sinfel* cos 0 0 0 W,
Yo
:(\y;cose+w;sin6ej"’,\u§sinee‘j"’—\y;cose,\ugcose+\pzsin9ej"’,qf;sinee‘jq’—\VICOSO Vi
Y,
Vs
J= \Vo(\l!; C0S 0+ Sin eej"’)+ \pl(\yz sin@e ™ —; cos 9)
+\|12(\|/; cos 0+, sin eej‘P)Jr \yg(\y; sin@e ™ —y; cos 6)
(XX1-10)
composante d’indice 6 :
0 0 —sin® cosBe ) vy,
_ Y | 0 0 cos0e’®  sine | v
‘JG = Y_e = ] y ' - : '
oY (\VO AEURL Wa)r sin@  —cos@e 0 0 v,
—cos0e  —sin® 0 0 W,
Yo
= —(— W, Sin 0 +y; cos 0e’?, y;, cos B8 + y; sin ©,—y; sin O + y; cos Be’, v, cos Be '+, sin O Vi
r v,
Vs
)’ = \yo(— W} sin 0+, cos e’ )+ \pl(\y; cos 0e 1 + y; sin 6)
+ \yz(— W, Sin 0+, cos 9e”’)+ \|/3(w; cos Be 7 + y; sin 6)
(XXI-11)

composante d’indice @ :

0 0 0 —je Yy,
_ Y B | 0 0 je 0 |w
3 =G —y = (yo vl v —ys) '

rsin0 rsin6| 0 je’ 0 0 |wv,
—je’* 0 0 0 N\,
Vo
j . . ip e « _io) V1
J? = el —yoe ™y el —y e XX1-12
rsine(ws VaE T v, ( :
Vs

rsin03° = j(yowie! — e ™ +y el —yoyie ™)

Ces expressions analytiques permettent de verifier comment les solutions exactes

obtenues respectent la conservation locale de [’énergie. Les calculs peuvent étre
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particulierement laborieux. Quelques éléments de calculs sont présentés ci-dessous, sur
I’exemple de la solution en rotation obtenue dans un chapitre précédent :

Y, =0
W, = (n_kt)fn (krr)Sinn Oexp j(ktxt + n(P)

v, = jep j(kx, +(n-Lp)sin"* e{_sin2 ok, f,"(k,r) — n(cos? e+1)M} (XXI-13)
r
¥ = JoosOsin” 0exp j(k,x, + n‘P){krfn'(k,r) - nM}
r
Calcul de J':

3" = WoWo + Wy + oy, + oy

k. r

r

2
I =(n—k ¥, (k,r)sin" 0f + kf{—sin“” of, " (,r) - nsin"* 6(cos? 0 + 1) (kfr)}

2
+(cos 0sin" 0 kf{fn'(krr) —n W}

r

(XXI-14)

Sur ce mode particulier, la densité volumique d’énergie totale ne dépend ni du temps,
ni de la variable spatiale ¢.

Calcul de J'":

3" = ol €05 0+ 5in 0™ )+ v, (y; sin e — y; cos )

. . _ L _ . (XXI-15)
+ \yz(\uo oS 0 + y, sin ee”’)+ \|/3(\|10 sin6e™* —y, cos 9)

Pour la solution examinée, on a yo =0 :
J' = \yl(\y; sin@e™'* —; cos e)+ v, (\VI sin 0’ )+ Vs, (— ; COS 9) (XXI1-16)

Les exponentielles s’annulent par conjugaison dans les produits des fonctions d’ondes.

Aprés cette annulation, il ne reste dans y2 et w3 que des termes purement imaginaires. On en
déduit :

J =0 (XXI-17)
Calcul de J° :
r)® =y (— . sin 0+’ cos e )+ " cos0e ) +yisind

\Vo( A& Y3 ) \Vl(\Vz Y3 ) (XXI-18)

+ \|/2(— W, SiN O + ) Cos Oej‘°)+ \Vs(\VS cos Be ¥ +y; sin 6)

Pour la solution examinée, on a yo =0 :
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13° =y, (s cos e 5 sin©)+y, (; cos0e™® )+, (y; sin©) (XXI-19)

Les exponentielles s’annulent par conjugaison dans les produits des fonctions d’ondes.
Aprés cette annulation, il ne reste dans 2 et y3 que des termes purement imaginaires. On en
déduit :

J=0 (XX1-20)
Calcul de J?:
rsined® = j(y,wie™ —ywre ™y e —yoyie ™) (XX1-21)

Pour la solution examinée, on a yo =0 :

rsin03° = j(—yyyie ¥ +y,yie®) (XXI1-22)
On obtient :
3% = 2k, —n)TolKe) gjpr-2 e{sin2 ok, f, " (k,r) +n(cos® 0 +1)M} (XX1-23)
r r

Puisgque nous sommes en possession des courants de DIRAC, nous pouvons maintenant
vérifier si ces courants qu’on peut associer a I’évolution de la densité d’énergie dans le temps
et dans I’espace vérifient bien la relation de conservation locale de 1’énergie.

Cette relation s’écrit en coordonnées sphériques :

at 1a() 1 alsiner?) 1 ae
+= + +— =
ox, r> or rsind@ 80 rsin® oe

0 (XX1-24)

Elle est vérifiée, car chacun des termes de cette divergence, pris séparément, est nul.
Une analyse un peu plus détaillée montre que sur ces modes en rotation :

- La densité volumique d’énergie totale J' ne dépend pas du temps, ni de la variable
spatiale ¢. Par contre, elle varie en fonction de r et de 6, et en fonction des modes
qui sont excites.

- Les courants de DIRAC suivantr et 0 étant nuls, il n’y a pas de flux d’énergie suivant
ces directions.

- Le courant de Dirac suivant ¢ est non nul, ce qui traduit I’existence d’un flux
d’énergie en relation avec la rotation angulaire de 1’énergie dans cette direction. Ce
flux d’énergie est uniforme car il ne dépend pas de @. 1l peut étre rattaché a la rotation
a vitesse constante de 1’énergie suivant cette direction.
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XXII

Equation de Dirac genéralisée en
coordonnees spheriques

L’obtention de solutions a 1’équation de Dirac sous la forme de modes sphériques améne
naturellement a s’interroger sur 1’existence de telles solutions lorsque la particule est plongée
dans un champ électromagnétique constant caractérisé par son potentiel scalaire et son potentiel
vecteur, les deux pouvant étre regroupés sous la forme d’un quadri-potentiel.

Ce probleme a déja été traité en coordonnées cartésiennes au chapitre XII. Nous
proposons de le reprendre en coordonneées sphériques dans une approche un peu différente.

Il nous faut dans un premier temps déterminer 1’équation de conservation de 1’énergie
entre deux référentiels liés par la relativité restreinte.

Nous adoptons comme point de départ un systéeme de coordonnées cartésiennes et la
forme de 1’équation de KLEIN-GORDON invariante sous la transformation de LORENTZ :

(RN NS

Dans cette relation, les A, représentent les composantes du quadri-potentiel (¢/c, Ax,
Ay, Az). Afin d’alléger I’écriture nous posons, comme au chapitre XII :

qé gA A, aAa m,C
= — =T X = = = z = — XXI |'2
M, MNx 7 My 7 P 7 n 7 ( )

Le développement de 1’équation (XXII-1) dans une métrique (+,-,-,-) nous donne :

2 . 0 2 . 0o
(———th—erZ]—( —2mx—+niJ

ox? OX % OX
. t , (w)=n’(y) (XXI1-3)
_ _8__21' 24_ 2| _ _a__Zj 24_ 2
ayz ny ay le azz M, oz P
Soit encore :
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0 o
“ o 2
o o o8 .0 . 2
~2jn,——+n ](\v)= 22, —+12 |+ Yy)+n3(y) (XX11-4)

( g ok R

0’ 0
-2jn,—+

~o nj

Le potentiel scalaire affecte le terme a gauche du signe égal, tandis que le potentiel
vecteur affecte le terme de droite. Nous allons considérer seéparément ces deux cas.

| — Le potentiel scalaire

Nous nous intéressons dans cette partie a 1’effet du potentiel scalaire, et nous travaillons
avec un potentiel vecteur nul, ce qui conduit a poser nx =1y =1z = 0 dans 1’équation (XXII-4) :

i o0 . o)y [&* & & ) ]
( o A, ntj(w)— [axﬁ v azz](w)m (v) (XX11-5)

L’introduction des coordonnées sphériques fournit le laplacien sous la forme :

o° o 10(,0 1 0 0 1 & )
—-2]j + = r + sin® t +
( o Mg ntj("’) { ar( 8rj 2 smeae[ ae) rzsinzea(pz}(“’) m(v)

(XXI1-6)

Il ressort de I’analyse des modes sphériques du chapitre XVI que les modes stationnaires
doivent vérifier la relation :

o 5
( Fo —2jn - +nf}(w)=(kf+n2)(w) (XXI1-7)
Xl

I1 apparait alors une remarque déja formulée d’une autre manicre au chapitre XII sur la
base d’observations relatives au systéme linéaire X11-11,12,13,14 : il est impossible de trouver
une solution stationnaire en sin(kixt) ou cos(kixt) qui permette d’obtenir une équation de
conservation de 1’énergie déduite de (XXII-7).

Les solutions possibles apparaissent sous la forme :

cos(k,x, )= jsin(k,x,) = exp (= jk,x,) (XXI1-8)

Elles traduisent 1’excitation de modes en quadrature dans des échanges entre énergie
positive et énergie négative.

En reportant cette relation (XX11-8) dans (XXII-7), on obtient la relation de conservation

de I’énergie qui doit étre vérifiée par les solutions du systétme de Dirac en coordonnées
sphérique dans un potentiel scalaire :
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(k2 +2km, +1?)= (K2 +7?) (XX11-9)
Soit encore :
(k. tn,) =(k?*+n?) (XX11-10)

I1 s’agit de la relation obtenue au chapitre XII, transposée en coordonnées sphériques.

Le systeme de Dirac généraliseé au potentiel scalaire en coordonnées sphériques s’écrit :

(n+nt)wo—1{a
n+nt)\v1—1{

i ) in—io
0 —2 +5sin (:‘)e”’%+l(_sin e%ﬂoseew 5%}_ Je_ A
r or 00 80 ) rsin® 6

) inlo
N, cose%jtl(cosee“p a\VZJrsinea\V?’j+ J? oy,
or o r 00 00 rsin® oo

OX, or o r 00 rsin® oo

oy,
OX, or or

T] Th)\lfs—J

in~lo
Tl Tlt)\l’z = { [ _cos o Mo W, _sin@e i oy, +1(Smea;éo _ cos Qe i® a\lle Je 5\If1}
{ 00

_ inle
—sin el =0 Vg +coseaw1 +1[—cosee‘@%—sinea%)— J? Az
r 00 rsin® oo
(XXI1-11)

En utilisant la solution exacte XXI-13 par exemple, on obtient la solution exacte dans
un potentiel scalaire sous la forme :

Y, =0
v, =(m—k,—n,)f. (k,r)sin" 0exp j(kX, +ne)
v, =—jexp j(kx, +(n-1)p)sin"* 6{sin2 ok,f,"(k,r)+n(cos? +1)w} (XXI1-12)

. . . f K.r
W, = jcosBsin” Oexp j(ktXt + n(p){k "(k,r)— (K, )}
Elle est associée a 1’équation de conservation de I’énergie :

(k,+n, ) =(k? +n?) (XX11-13)

Il — Le potentiel vecteur

De (XXII-4), nous déduisons 1’équation de KLEIN-GORDON écrites en coordonnées
cartésiennes pour un potentiel scalaire nul et un potentiel vecteur constant :

& & 0 & 0 & 0
—W(wﬁ{[—& 2mX8—+nxJ+(—a—2myay+nj (—F—Zngmf}nz}(w)
t

(XXI1-14)
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Soit encore en réarrangeant les termes :

0? 0?0 &P .0 .0 .
—y(w){— o o -2, —ZJany ~2jm, +M% 4N+ +n2j(\v)
t

(XXI1-15)

Le passage aux coordonnées sphériques s’effectue en substituant le laplacien, ainsi que
les dérivées partielles déja rencontrées au chapitre XV :

a_wza_wsine(;OS(p—l—a—wlCOSOCOS(p—a—w —sin

ox or oo r op rsind

N _ NV inpsin (p+6—wlcosesin(p+a—w : (XXI1-16)
or o0 r op rsin®

a_“’:@_"’cose_a—"’lsine

0z or oo r

Les composantes relatives au potentiel vecteur sont transformées suivant les relations :

9A, _0A

=—X=""TsinOcosp=mn,SinOcos
My 7 7 o=, ¢
A . . )
n, = qh—y = q7Afsm sin@ =, sinBcos (XX1-17)
gA, QJA
=+2=""TcosO=mn.cos0O
n, 7 7 N,

On en déduit I’équation de KLEIN-GORDON en coordonnées sphériques dans un
potentiel vecteur :

10(,0 1 o(. .0 1 0’
piecaewl [l e menpnion IS UL ol ey s
ror\_ or) rsin6 oo 00 ) r°sin“6 oe

(0 . 01 0
2j| —sinBcos @ +——-CcosHCcos p———;
or aor Op rsin®

sin (pjnr sin 6.cos ¢

2
—a—(\y)= -2j gsinesin(p+ilcosesin(p+i 1 COS(pjT]rSinesin(p (v)

OX? r o0 r o¢ rsin0
-2j 2cose—ilsine m, Cos O
or aor

+(n, sin@cos o)’ +(n, sinBsin)* +(n, cosB)’ +n?

(XX11-18)

Apres réduction des termes qui s’annulent, il reste :
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10(,0 1 o0(. .0 1 0?
2 pieraewl Ll e mesuntee 1L el e s s
0 (w)= reor_ or) r°sin® oo 00) r°sin“0 oe (v)

(XX11-19)
0
—-2j—=mn,+n’+n’
or

Si nous exigeons que la fonction d’onde y se présente sous la forme de modes
stationnaires sphériques, cela conduit a I’expression suivante de conservation de I’énergie :

W
kf(\v)=(kf -2i=m, +1; +n2j(\v) (XX11-20)

Cette relation est completement analogue a la relation (XXI11-7) obtenue pour le potentiel
scalaire.

Il apparait alors une difficulté qui n’a pu étre surmontée par ’auteur : la dépendance en
r des fonctions de BESSEL sphériques présentes dans la solution stationnaire ne permet pas de
rendre la relation de conservation de I’énergie (XXII-20) indépendante de r. Il s’ensuit
qu’aucune formulation d’une solution exacte a I’équation de DIRAC en coordonnées
sphériques et sous un potentiel vecteur constant n’a pu étre formulée.
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XX

Conclusion générale

| — Sur la conservation de I’énergie

L’importance de cette conservation a été maintes fois rappelée dans ce manuscrit. Elle
est de deux sortes : 1une porte sur la conservation de 1’énergie lors d’un changement de
référentiel galiléen, I’autre sur la conservation locale de 1’énergie. Les deux contribuent a la
cohérence des solutions présentées.

I-1 la conservation de 1’énergie par changement de référentiel

Elle est liée au fait que la pseudo-norme du quadrivecteur impulsion énergie :

dx
dt mv, P,
dy
_m Py mv, p,
m J—
aa| | E| |E
E c C
c
qui s’exprime explicitement sous la forme :
E2 - p?c? = cte (XX111-2)

est une constante qui ne dépend pas du référentiel galiléen dans lequel elle est évaluee. Cette
constante étant égale a 1’énergie de la masse au repos ¢élevée au carré, on en déduit que dans
tout réferentiel galiléen dans lequel la particule est susceptible d’évoluer, la relation suivante
est vérifiée :
2

E? = (pc) +(myc?) (XXI11-3)

Dans le référentiel dans lequel elle est au repos, son énergie impulsionnelle est nulle, et
son energie totale est égale a son énergic de masse. Dans un référenticl dans lequel elle n’est
plus au repos, son énergie impulsionnelle prend une valeur finie qui accroit son énergie totale

dans le rapport donné par le respect de la relation (XXI11-2) ou (XXI11-3) ci-dessus.

Lorsqu’on transpose ces notions a la mécanique quantique, on obtient la relation qui
traduit les mémes phénomenes de conservation énergétique par changement de référentiel :
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h2c2k? = 2Pk + k2 + K2 )+ (moc? f (XXI11-4)

Soit encore aprés division des deux membres de 1’égalité par #°c? ;
K2 = (K2 + k2 + K2 )+’ (XXI11-5)

Lors du passage d’un référentiel galiléen a un autre référentiel galiléen, cette relation
exprime le fait que dans les variations des 3 sortes d’énergies différentes, 1’énergie de masse
reste constante, tandis que I’énergie impulsionnelle et 1’énergie ondulatoire varient dans les
proportions données par la relation (XXI11-4)

Parce que I’équation de DIRAC relativiste :

. 0 m,C .
(””ax_u_ . ]\,,(Xu)zo n=0,1,2,3 (XXI11-6)

est invariante par changement de référentiel galiléen, cela impose de fait que les solutions qui

s’expriment en fonction de ki, Kx, Ky, Kz, Mo, vérifient I’équation de conservation de 1’énergie
(XXI111-4).

Il — Sur la forme imaginaire des solutions de I’équation de DIRAC

Les solutions de 1’équation de DIRAC sont représentées par un bispineur. Il est admis
que chacun de ces spineurs représente pour 1’un la particule, pour I’autre son antiparticule.

Dés lors que la particule est en mouvement, il apparait que les deux spineurs ne sont
plus indépendants, mais étroitement corrélés, dans une relation dont le sens physique échappe
a la mécanique quantique classique. En particulier, la présence de termes imaginaires ne trouve
aucune explication satisfaisante, si on admet que les fonctions d’onde é€levées au carré
représentent des densités de probabilité.

Dans une approche énergétique, les fonctions d’onde élevées au carré sont homogenes
a une densité volumique d’énergie. Or toute la physique est construite autour d’une
représentation énergétique signée, qui peut étre positive ou négative. On admet par exemple
que I’énergie totale d’un satellite en orbite autour de la terre est négative, et on justifie par la le
fait qu’il ne puisse échapper a I’attraction terrestre. L’analyse présentée en premiere partie
montre également que les deux spineurs qui sont solutions de 1’équation de DIRAC ont une
énergie de masse opposée lorsque la particule est au repos. Dés lors, si 1’on considére une
quantité qui représente la racine carré de cette énergie, ou plus exactement la racine carré de la
densité volumique d’énergie, il n’y a aucune inquiétude a voir apparaitre le nombre complexe
j=racine(-1) qui indique simplement qu’il s’agit d’une quantité relative a une énergie négative.
Ainsi, dans les échanges d’énergie que traduisent les solutions sous formes de modes
stationnaires, la présence du nombre complexe j= racine(-1) fait simplement référence a une
énergie qui doit étre comptée négativement.

Dans une approche énergetique, les courants de DIRAC prennent un sens physique

clair : ils sont homogenes a une densité volumique d’énergie, et vérifient ainsi naturellement
I’équation de conservation locale de 1’énergie.

130


http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr/

http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr

I11 — Sur la notion d’énergie négative

Si on peut étre convaincu par le paragraphe précédent qu’il est possible d’utiliser une
représentation signée de 1’énergie, il apparait que le concept d’énergie négative qui est utilisé
dans cette approche énergétique doit étre explicité davantage car sa signification physique n’est
pas claire.

Dans ce document, on le trouve pour la premiere fois dans le formalisme classique de
résolution de I’équation de Dirac donné par les relations (I11-12) et (111-13) qui relient les deux
spineurs lorsque la particule est au repos. Ces deux relations sont obtenues dans le cas
particulier ou la dépendance temporelle des spineurs est en exp(-jwt). Elles sont rappelées pour
mémoire ci-dessous :

(47 2

soit encore :

2

E(p) = mc*(g)

XXI11-8
E(x)=-mc*(x) ( )

Le signe — qui apparait sur I’énergie associée au second spineur conduit a penser que ce
spineur décrit le comportement de [’antiparticule. Cependant, le comportement de
I’antiparticule de 1’¢lectron montre que son énergie de masse est identique a celle de 1’¢lectron :
seule sa charge a changé de signe.

Le signe — qui est présent devant 1’énergie de masse ne semble donc pas pouvoir étre
associé a la description de I’énergie de masse d’une particule d’antimatiére.

Des lors, se pose de manicre claire, le sens physique qu’on doit lui attribuer dans cette
approche énergétique.

Nous proposons de développer une interprétation calquée sur un exemple simple et
concret de la physique classique. Cette interprétation devra étre considérée avec prudence tant
qu’elle n’aura pas regue d’¢léments complémentaires en sa faveur de la part de la communauté
scientifique.

L’exemple qui va étre développé concerne 1’énergie €lectrique.

Considérons un circuit RLC classique. Si on charge la capacité avant la fermeture de ce
circuit, I’énergie emmagasinée par la capacité effectue des allers-retours entre la capacité et la
self. A chaque aller-retour, une fraction de 1’énergie est dissipée dans la résistance R jusqu’a la
disparition totale de 1’énergie et donc des oscillations.

Un des moyens permettant I’entretien des oscillations consiste & inclure dans ce circuit
une résistance négative (-R). Cette résistance peut étre construite a 1’aide d’un amplificateur
opérationnel qui délivre une tension proportionnelle a I’intensité dans un rapport (-R) : il s’agit
donc d’un dispositif extrémement concret.

La puissance Pr dissipée dans la résistance R a chaque instant t s’écrit simplement :

Pr(t) = R IX(t) (XX111-9)
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et il est apparent que cette puissance est comptée positivement.

La puissance P(r) fournie par la résistance négative a chaque instant t s’écrit par
conséquent :

Per)(t) = -R 12(t) (XX111-10)
et il est apparent que cette puissance est comptée négativement.

Un tel dispositif peut &tre schématisé de la maniére suivante :

Circuit LC :
Energie négative échange d’ énergie Energie positive
fournie par la dans le systéeme dissipée dans la
résistance ||:> oscillant |:> résistance positive
négative entre la capacité
et la self

L’interprétation physique qui peut en étre faite est la suivante : une puissance positive
exprime une puissance qui disparait du systeme qui échange de I’énergie, tandis qu’une
puissance négative est une puissance qui est introduite dans ce systeme. Dans ce cas simple, la
conservation de 1’énergie présente dans le systeme a tout instant implique :

Pr(t) + Pr)(t) = R I%(t) - R I%(t) = 0 (XXI11-11)

Si maintenant on s’intéresse, par analogie avec les fonctions d’onde, a des grandeurs qui
représentent la racine carrée d’une puissance, ces grandeurs sont définies par les relations :

v, = Pe(0) = RIP()
V. =Py ® =V-RI() = iYRI*()

On ne peut plus exprimer simplement a 1’aide des grandeurs y+ et y- la relation de
conservation de 1’énergie (XXII1-11) ci-dessus. Si on veut malgré tout exprimer la somme ou
la différence de ces grandeurs qui sont échangées dans le systeme, on est amené a considérer
des expressions du type :

(XXI11-12)

W=y, +y_ = Pe () +,[P ey (0 = YRIZ(M) + jYRIZ(1)

) (XXI111-13)
v =y, —y = Pe(t) = [Pe () = VRIZ(®) — YRIE(Y)

La puissance P mise en jeux dans les echanges s’exprime en multipliant la grandeur
imaginaire précédente par son conjugue :

p=%w* ~RIX(t) (XXI11-14)
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Lorsqu’on tente de transposer 1’interprétation énergétique ci-dessus aux échanges
d’énergie quantique sur des modes stationnaires, il vient immédiatement une question
incontournable : d’ou provient I’énergie introduite dans la particule (énergie négative), et ou va
I’énergie qui s’en échappe (énergie positive) ?

Il semble que la seule réponse possible soit un échange avec 1’énergie du vide, dont
I’existence ne semble plus guére faire de doute. Sous cette hypothése, les échanges d’énergie
pourraient étre représentés schématiquement de la maniere suivante :

Echanges

d’énergie au sein —

de la particule -
Energie positive

restituée au vide

\/

cersrrssssnssssssesssinergie du vide.....oooeeeeiiiiiiiiinn

Energie négative
fournie par le vide

Un schéma de cette nature semble compatible avec la connaissance actuelle des
fluctuations quantiques du vide, et donne un sens physique clair et sans ambiguité a la notion
d’énergie positive et d’énergie négative. Il exprime le fait que dans le monde quantique, les
particules existeraient et se propageraient au moyen d’échanges permanents d’énergie avec
I’énergie du vide. On pourrait voir dans ces échanges le support de propagation permettant aux
photons de se propager dans le vide sur des distances de plusieurs années lumieres.

I\VV — Conclusion

La mécanique quantique ne pourra se satisfaire trés longtemps encore de I’impasse dans
laquelle elle est maintenue par la méconnaissance des phénomenes physiques sous-jacents a la
dualité onde-corpuscule.

Parce que I’équation de DIRAC est I’équation qui décrit le mieux, a ce jour, le
comportement des particules qui composent I’infiniment petit, on peut penser en tirer des
informations significatives si on est capable d’en extraire des solutions exactes.

Le traitement général de cette équation tel qu’il est adopté aujourd’hui, et tel qu’il est
développé en premiere partie, ne livre pas toutes les informations exploitables de cette équation.

Certaines solutions ne sont atteignables qu’au prix de conditions supplémentaires
portant sur la conservation de I’énergie. En associant ces conditions a I’hypothése de solutions
sous la forme de modes stationnaires, il est possible de montrer qu’on peut construire une vision
énergétique et déterministe de la physique de I’infiniment petit.

L’analyse des solutions en coordonnées cartésiennes permet de vérifier la cohérence
compléte de ces solutions avec la vision probabiliste de I’Ecole de Copenhague.
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L’obtention de solutions en coordonnées sphériques confirme cette cohérence avec
plusieurs éléments théoriques et expérimentaux.

La dualité onde-corpuscule est confirmée comme un échange d’énergie entre énergie de
masse, et énergie ondulatoire. La présence de termes imaginaires dans ces échanges montre
qu’il y a en permanence des transferts d’énergie entre énergie positive et énergie négative. C’est
cet échange, pris comme hypothése plausible, qui a permis ’accés par un raisonnement
heuristique a des solutions exactes de I’équation de DIRAC en coordonnées sphériques.

La notion de spin ', et son étrange rotation de 4= pour retrouver I’état initial trouve une
explication physique extrémement simple dans une des solutions exactes : lorsque la
composante qui porte I’énergie impulsionnelle suivant r tourne de 2m pour revenir a son point
de départ, la composante qui porte 1’énergie impulsionnelle suivant ¢ et la composante qui porte
la dualité onde-corpuscule tournent de 4.

Le principe d’incertitude n’est pas aussi exclusif qu’en coordonnées cartésiennes, mais
on peut noter qu’a un instant donné, 1’énergie de masse et I’énergie impulsionnelle ne sont
jamais maximale au méme endroit, ce qui suffit a montrer qu’en un point de I’espace on ne peut
avoir la totalité de I’information concernant ces deux types d’énergie. Puisque nous ne pouvons
avoir une mesure de I’impulsion ou de la position que par un échange d’énergie avec ces deux
quantités, ces mesures sont nécessairement entachées d’une incertitude lorsqu’elles sont
effectuées en un méme point de I’espace.

Ce travail de recherche est proposé a la communauté scientifique intéressée par ce sujet
pour étre partagé, critiqué, amendé et/ou peut étre conforté.
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