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I 

 

Introduction 
 

 

 

 

 Ce mémoire retrace un ensemble de réflexions sur le formalisme qui décrit la mécanique 

quantique dans son état d’avancement en ce début de XXIème siècle. Les premiers chapitres 

sont consacrés à la reprise des concepts physiques qui accompagnent la théorie à travers le 

prisme de l’équation de DIRAC. Il est fait abstraction de certains concepts mathématiques utiles 

dans la synthèse de la théorie, mais pas nécessaires pour la compréhension physique des 

phénomènes. Les chapitres suivants sont entièrement consacrés à la mise en œuvre d’un travail 

approfondi sur les solutions sous forme de modes stationnaires de l’équation de DIRAC. 

 

 Un siècle de recherches, à la fois théoriques et expérimentales ont permis d’affiner 

considérablement la connaissance de la physique des particules. Si les moyens expérimentaux 

conduisent régulièrement à des avancées significatives dans l’observation et la mesure des 

phénomènes, le cadre théorique semble figé depuis plusieurs dizaines d’années, et sans 

perspectives convaincantes sur une évolution prochaine. 

 

 Ce cadre théorique se heurte à une difficulté qui semble insurmontable : les particules 

se comportent à la fois sous la forme d’une onde, et sous la forme d’un corpuscule de matière. 

Devant l’impossibilité de rendre compte de ce phénomène, la théorie en est réduite à traiter les 

observations expérimentales d’un point de vue statistique et probabiliste. Elle y réussit de 

manière remarquable, mais au prix d’une complexité mathématique qui est rendue nécessaire 

pour pallier au fait que la physique sous-jacente aux phénomènes observées ne nous est pas 

connue avec suffisamment de précision pour la mettre en avant et alléger le formalisme 

mathématique. 

 

 Pour avancer dans une réflexion qui permette de rendre compte physiquement de la 

dualité onde-corpuscule, il faut développer des éléments qui, tout en étant en parfaite cohérence 

avec l’ensemble des formalismes existants, sont en rupture avec la vision probabiliste de cette 

partie de la physique. Ceci ne peut être réalisé que par une approche déterministe permettant de 

préciser comment la matière évolue entre ses aspects ondulatoires et ses aspects corpusculaires. 

 

 Le travail présenté dans ce document s’appuie sur un ensemble de solutions exactes, 

mais inédites à ce jour, de l’équation de DIRAC. Cette approche garantit donc, de manière 

intrinsèque, la cohérence avec l’ensemble des propriétés théoriques construites autour de cette 

équation. Elle conduit, in fine, à une description déterministe, et non plus probabiliste, de la 

dualité onde-corpuscule. 

 

I – Une approche énergétique 
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 Dans les équations d’ondes classiques, la dimension de la grandeur qui se propage sous 

la forme d’une onde est en général fixée par le second membre. On peut illustrer cette remarque 

par un exemple pris en électromagnétisme, concernant les potentiels vecteurs et scalaire : 
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 Dans l’équation d’onde de Schrödinger ou de Klein-Gordon, la fonction solution ψ est 

une grandeur sans information sur sa dimension, car elle est présente dans le second membre 

de l’équation : 
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ce qui signifie que la solution ψ traduit la fonction de propagation de l’onde. La grandeur 

propagée peut donc être choisie en fonction de considérations physiques. 

 

 Le fait que la fonction ψ soit complexe, associée à une vision probabiliste de la 

mécanique quantique, ont conduit à donner à la quantité ψψ* la signification d’une densité 

volumique de probabilité, impliquant une normalisation sur tout volume où la particule se 

trouve avec certitude : 

 

1dv
V

*            (I-5) 

 

 Si on se place dans une vision déterministe des phénomènes, il n’y a plus de densité de 

probabilité. La grandeur physique qui se propage peut être considérée comme une énergie, et 

la cohérence avec la vision probabiliste suggère de donner à la quantité ψψ* la signification 

d’une densité volumique d’énergie. La condition de normalisation se traduit alors en exprimant 

que l’intégration sur le volume V où s’étend la particule doit donner l’énergie totale E de la 

particule : 

 

Edv
V

*           (I-6) 

 

 Les fonctions d’ondes issues de la théorie probabiliste et de la théorie déterministe sont 

donc proportionnelles dans un rapport égal à racine carrée de E. 

 

 La fonction d’onde ψ devient homogène à la racine carrée d’une densité volumique 

d’énergie. Et puisqu’il existe des énergies négatives, le nombre complexe 1j   apparaît de 

manière naturelle et avec une signification physique claire dans les solutions de l’équation de 
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Dirac qui décrivent à la fois des particules d’énergies positives et des particules d’énergies 

négatives. 

 

 I -1 Les différents types d’énergie 
 

 En relativité restreinte, les quadri-vecteurs sont identifiés comme des grandeurs 

physiques invariantes par changement de référentiel. Il s’ensuit que leur pseudo-norme est 

constante, et ne dépend pas du référentiel dans laquelle elle est évaluée. 

 

 Pour une masse m évoluant à la vitesse v, le quadri-vecteur impulsion-énergie  

s’exprime de la manière suivante : 
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 Dans cette expression, E désigne l’énergie totale de la particule de masse m, animée 

d’une vitesse v, et donc liée à la masse au repos par la relation : 
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 La pseudo-norme au carré du quadri-vecteur impulsion énergie s’écrit : 
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 soit encore : 

 

E² - p²c² = cte          (I-10) 

 

où p désigne le module de l’impulsion : 
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 On détermine la constante en écrivant que, suivant la relation qui relie l’énergie à la 

masse, l’énergie totale d’une particule de masse m est aussi égale à : 
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où m0 désigne la masse au repos. 

 On en déduit la valeur de la constante : 
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et enfin l’expression de la conservation de l’énergie en relativité restreinte : 

 

   22

0

22 cmpcE           (I-14) 

 

 Nous admettrons comme un postulat découlant de l’expression ci-dessus, qu’au sein 

d’une particule de masse m et évoluant à la vitesse v, il ne peut exister que trois formes 

particulières d’énergie : 

 

- Une forme d’énergie représentant l’énergie totale E, dont nous justifierons par la 

suite l’appellation d’énergie ondulatoire 

- Une forme d’énergie représentant l’énergie impulsionnelle : pc 

- Une forme d’énergie représentant son énergie de masse au repos : m0c
2 

 

 Nous admettrons également que, dans le monde de l’infiniment petit, ces 3 formes 

d’énergie sont distinctes, à l’image de l’énergie électrique et magnétique en électromagnétisme, 

ou de l’énergie potentielle et cinétique en mécanique. 

 

 I -2 L’énergie stationnaire 
 

 Considérons une particule au repos, et qui donc ne possède pas d’énergie 

impulsionnelle. On est amené à formuler l’hypothèse que son énergie de masse est localisée 

dans une étendue spatiale finie. Cette énergie est constante dans le temps, et nous la qualifierons 

donc de stationnaire. Puisque dans ce cas particulier il n’y a pas d’énergie impulsionnelle, 

l’énergie totale, c’est à dire l’énergie ondulatoire, est égale à l’énergie de masse. 

 

 Il convient alors de s’interroger sur ce que nous connaissons de la stationnarité de 

l’énergie dans la physique des ondes en général. Cette stationnarité est une propriété des 

systèmes qui conservent l’onde prisonnière dans une portion limitée de l’espace. Si nous 

supposons le système sans perte, et si nous introduisons de l’énergie ondulatoire dans ce 

système, celle-ci est conservée dans le temps. 

 

 Le fait d’importance est que cette énergie ne reste jamais au repos dans la portion de 

l’espace où elle est confinée, mais s’installe en modes stationnaires qui comportent au minimum 

deux types d’énergies qui s’échangent en général en quadrature dans le temps. 
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 En mécanique, les ondes ne peuvent se propager que dans un milieu possédant une 

certaine élasticité, et l’échange se produit entre l’énergie potentielle élastique et l’énergie 

cinétique des éléments en mouvement. 

 En électromagnétisme, l’échange se fait entre l’énergie électrique et l’énergie 

magnétique. 

 

 Si nous revenons maintenant à la situation d’une particule au repos qui contient à la fois 

de l’énergie ondulatoire et de l’énergie de masse, nous conjecturons que ces deux formes 

d’énergie s’échangent dans la portion de l’espace où elles sont confinées. Cette conjecture 

découle directement du comportement onde-corpuscule de la particule. 

 Si la particule est en mouvement, il apparaît une troisième forme d’énergie qui est 

l’énergie impulsionnelle. Nous conjecturons que cette énergie va participer aux échanges avec 

les deux précédentes dans une forme qui reste à déterminer, mais qui vérifie l’équation de 

conservation de l’énergie (I-14). 

 

 Dans la suite de ce document; nous ne nous interrogerons pas sur la manière dont les 

différents types d’énergie sont confinées dans une région de l’espace : la réponse à cette 

question ne nous est pas connue. Mais nous allons montrer que si nous faisons l’hypothèse que 

les différents types d’énergie s’échangent dans des modes stationnaires, cela conduit à une 

physique quantique déterministe et cohérente avec la théorie probabiliste actuelle. 
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II 

 

L’équation de DIRAC 
 

 

 

 

 L’équation de DIRAC fait partie des quelques équations fondamentales de la physique 

contemporaine. Elle a été obtenue dans le prolongement de deux autres équations très 

importantes de la mécanique quantique : l’équation de SCHRÖDINGER, et l’équation de 

KLEIN-GORDON. Elle a supplanté ces deux dernières parce qu’elle décrit avec davantage de 

précision la réalité des phénomènes observés. 

 

 L’objectif de ce bref chapitre de présentation n’est pas de discuter de l’apport de cette 

équation sur la physique quantique que le lecteur trouveras dans les ouvrages et sites relatifs à 

ce sujet et sur lesquels nous reviendrons ultérieurement. Il s’agit juste dans un premier temps 

de retracer la démarche qui conduit à l’équation DIRAC, et de souligner quelques difficultés 

sur l’interprétation physique de sa solution. 

 

I - L’équation de SCHRÖDINGER 
 

 Tout phénomène physique linéaire (x,y,z,t) qui se propage à la vitesse v dans un espace 

à trois dimensions au fur et à mesure que le temps s’écoule peut être décrit par une équation 

d’onde : 

 

0
t

)t,z,y,x(

v

1
)t,z,y,x(

2

2

2

2 



       (II-1) 

 

 Lorsqu’on traite un signal dont la variation temporelle est sinusoïdale, on peut poser : 

 

)tjexp()z,y,x()t,z,y,x(         (II-2) 

 

et l’équation d’onde portant sur la quantité  indépendante du temps devient : 
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Si on suit Louis De BROGLIE en postulant qu’on peut associer à toute particule de 

masse m animée d’une vitesse v une onde de longueur d’onde  = h/mv où h est la constante 

de PLANCK, alors l’équation d’onde indépendante du temps attachée à la particule devient : 
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 D’autre part, dans le cadre de la mécanique classique, l’énergie totale E de cette particule 

correspond à la somme de son énergie cinétique Ec et de son énergie potentielle Ep, ce qui 

permet d’écrire : 

 

p

2

c EEmv
2

1
E           (II-5) 

 

d’où on déduit successivement : 

 

 
pEEm2mv           (II-6) 
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
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 Cette dernière relation reportée dans l’équation d’onde (I-4) fournit l’équation de 

SCHRÖDINGER indépendante du temps : 

 

  0)z,y,x(EE
m2

)z,y,x( p2

2 
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  avec 



2

h
    (II-8) 

 

 L’approche heuristique qui a été proposée pour obtenir cette relation peut être complétée 

pour faire apparaître la dépendance temporelle. 

 

 Pour une onde localement plane et monochromatique s’éloignant vers l’infini, nous 

pouvons écrire la fonction d’onde d’une manière générale sous la forme : 
 

    trkjexpt,r 0 


  avec j² = -1     (II-9) 

 

 Dans le monde quantique où  = h/mv et où l’énergie totale E est liée à la fréquence de 

l’onde par la relation : 
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on obtient par substitution : 
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En dérivant cette expression par rapport au temps, il en découle : 
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et en prenant le gradient de cette même expression (II-11) : 
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    t,rp
j

t,r





         (II-13) 

 

 Des relations (II-12) et (II-13), on déduit les règles de quantification des équations de la 

mécanique classique ou relativiste qui permettent d’obtenir les équations analogues dans le 

domaine quantique : 

 

  



E

t
j          (II-14) 

 

   pj


          (II-15) 

 

Pour une particule dont l’énergie totale est donnée en mécanique classique par la somme 

de l’énergie cinétique et de l’énergie potentielle : 

p

2

p
2

pc E
m2

p
Emv

2
1EEE        (II-16) 

on déduit après multiplication par la fonction d’onde  : 

 p

2

E
m2

p
E          (II-17) 

et enfin en utilisant les règles de quantification (II-12) et (II-13) : 

 








p
2

2

p

2

E)(
m2

E)(
m2

j
)(

t
j 




     (II-18) 

 

 qui constitue l’équation de SCHRÖDINGER dépendante du temps. 

 

 Cette équation permet de retrouver les principales séries décrivant les raies d’émission 

de l’atome d’hydrogène ainsi que d’autres paramètres comme les rayons de l’orbite de BOHR, 

mais elle est en défaut lorsqu’on s’intéresse à des phénomènes plus subtils comme les niveaux 

de quantification fins de l’énergie pour un atome d’hydrogène ou la prise en compte du spin de 

l’électron. 

 

II - L’équation de KLEIN-GORDON 
 

 Les insuffisances de l’équation de SCHRÖDINGER sont attribuées au fait que les règles 

de quantification ont été appliquées à un bilan énergétique effectué à l’aide de la mécanique 

classique. 

La relativité restreinte introduit une relation dont la portée est beaucoup plus générale 

puisqu’elle est invariante sous la transformation de LORENTZ : 

 
42

0

222 cmcpE           (II-19) 

 

et on obtient immédiatement en appliquant les règles de quantification (II-12) et (II-13) : 
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



 42

0

222

2

2
2 cm)(c)(

t
        (II-20) 

 

qui constitue l’équation de KLEIN-GORDON. On peut la présenter sous une forme qui fait 

apparaître l’équation d’onde avec un second membre : 

 







2

22

0

2

2

2

2 cm
)(

tc

1
)(


       (II-21) 

 

 Un examen détaillé de ses solutions permet de montrer des insuffisances, en particulier 

dans son impuissance à décrire le spin de l’électron qui est d’ordre 1/2 ainsi que certains niveaux 

fins d’énergie de l’atome d’hydrogène. 

 

III - L’équation de DIRAC 
 

 Partant de l’équation  de conservation relativiste de l’énergie : 

 
42

0

222 cmcpE           (II-22) 

 

et appliquant les règles de quantification de la mécanique quantique : 

 

t
jE



   

x
jpx



    

y
jpy



    

z
jpz



    (II-23) 

 

on transforme l’équation de KLEIN-GORDON sous la forme : 

 

         

















































 42

0

2222

cm
z

cj
y

cj
x

cj
t

j   (II-24) 

 

Suivant le formalisme proposé par DIRAC, on recherche ensuite des coefficients i tels 

que l’équation ci-dessus soit vérifiée sous la forme d’une équation aux dérivées partielles du 

premier ordre élevée au carré : 

 

     



























































2

2

00321

2

cm
z

cj
y

cj
x

cj
t

j   (II-25) 

 

 Si la relation ci-dessus est vérifiée grâce à la présence des coefficients i, la solution 

peut être obtenue en résolvant l’équation obtenue en enlevant les carrés : 

 

     


























































 2

00321 cm
z

cj
y

cj
x

cj
t

j   (II-26) 

 

 Il est impossible de trouver des i réels ou complexes répondant aux conditions (II-25) 

et (II-26), mais on peut trouver des matrices i qui satisfont aux conditions suivantes, 

nécessaires et suffisantes pour passer de l’équation (II-24) à l’équation (II-25) : 
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1
2

i 
 

          (II-27) 

 

0ijji           (II-28) 

 

 Ces matrices ne sont pas uniques, mais un choix simple est celui proposé par Dirac : 

 


























1000

0100

0010

0001

0         (II-29) 

 

 Les trois suivantes sont définies à partir des matrices de PAULI désignée par i : 

 















0

0

i

i

i  









01

10
1   







 


0j

j0
2   












10

01
3 (II-30) 

 

soit encore explicitement : 

 























0001

0010

0100

1000

1  



























000j

00j0

0j00

j000

2  


























0010

0001

1000

0100

3   

           (II-31) 

 

 La structure matricielle des coefficients i impose la recherche de la solution  sous la 

forme d’un vecteur colonne : 

 































3

2

1

0

          (II-32) 

 

 Afin de mettre le système d’équations différentielles dans une forme telle que l’énergie 

de masse apparaisse en facteur avec la matrice identité, on multiplie l’équation (II-26) par la 

matrice α0 dont on sait que son carré est égal à la matrice identité : 

 

     



























































 2

03020100 cm
z

cj
y

cj
x

cj
t

j   

           (II-33) 

 

 On pose ensuite : 

 

00   101   202   303      (II-34) 
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et on regroupe tous les termes aux dérivées partielles : 

 

   




























































j

cm

z
c

y
c

x
c

t

2

0
3210     (II-35) 

 

 La matrice identité, implicite dans le terme de droite, sera omise dans la suite du 

document. 

 

 Les matrices γi sont obtenues explicitement de la manière suivante : 

 


























1000

0100

0010

0001

0         (II-36) 

 







































































0001

0010

0100

1000

0001

0010

0100

1000

1000

0100

0010

0001

101    (II-37) 












































































000j

00j0

0j00

j000

000j

00j0

0j00

j000

1000

0100

0010

0001

202   (II-38) 











































































0010

0001

1000

0100

0010

0001

1000

0100

1000

0100

0010

0001

303   (II-39) 

 

 La forme de ces matrices peut être synthétisée en fonction des matrices de PAULI : 

 




















0

0

i

i

i          (II-40) 

 

et on peut vérifier la propriété suivante : 

 

        1,1
2

3

2

2

2

1

2

0        (II-41) 

 

 En considérant désormais que la quantité  de l’équation d’onde initiale se présente 

sous la forme d’un vecteur colonne à 4 éléments, l’écriture complète du système matriciel est 

donnée par : 
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

































































































































































































































































































z

z

z

z

0010

0001

1000

0100

j

y

y

y

y

000j

00j0

0j00

j000

j                       

x

x

x

x

0001

0010

0100

1000

j

t

t

t

t

1000

0100

0010

0001

c

jcm

3

2

1

0

3

2

1

0

3

2

1

0

3

2

1

0

3

2

1

0

0



  (II-42) 

 

soit encore, de manière plus condensée, sous la forme d’un système aux dérivées partielles de 

4 équations, après avoir posé 


cm0  : 

 

z
j

yx
j

)ct(
j

z
j

yx
j

)ct(
j

z
j

yx
j

)ct(
j

z
j

yx
j

)ct(
j

1003
3

0112
2

3221
1

2330
0

















































































      (II-43) 

 

 Ces équations montrent que les 4 quantités associées à l’onde de matière  interagissent, 

sans qu’il soit possible de préciser de manière claire et détaillée la nature physique de leur 

interaction. La représentation en termes de spineurs fournit un cadre rigoureux sur lequel sont 

fondés de multiples développements, mais la notion de spineur reste abstraite, malgré les efforts 

importants de la communauté scientifique pour en donner des illustrations concrètes. 
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III 

 

Les bi-spineurs de DIRAC 
 

 

 

 

 Du chapitre précédent, nous avons conclu que les solutions de l’équation de Dirac se 

présentent sous la forme d’une grandeur à 4 composantes : 

 































3

2

1

0

          (III-1) 

 

 Un examen attentif du système de Dirac : 

 

z
j

yx
j

)ct(
j

z
j

yx
j

)ct(
j

z
j

yx
j

)ct(
j

z
j

yx
j

)ct(
j

1003
3

0112
2

3221
1

2330
0

















































































      (III-2) 

 

montre que ces solutions peuvent être regroupées par 2 dans un comportement présentant des 

analogies. Pour faire apparaître ces analogies, il est opportun de présenter le système sous une 

forme légèrement différente : 

 

z
j

yx
j

)ct(
j

z
j

yx
j

)ct(
j

z
j

yx
j

)ct(
j

z
j

yx
j

)ct(
j

100
3

3

011
2

2

322
1

1

233
0

0













































































      (III-3) 
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Dès lors, si on pose : 

 













































3

2

1

0

  avec 













1

0
 et 














3

2
   (III-4) 

 

le système de Dirac se décompose en deux systèmes couplés : 

 

























































































3

2

1

0

1

0

zy
j

x

y
j

xz
j

)ct(
j     (III-5) 

 

























































































1

0

3

2

3

2

zy
j

x

y
j

xz
j

)ct(
j     (III-6) 

 

dans lesquels on peut montrer que les grandeurs à deux composantes φ et χ se comportent 

comme des objets mathématiques appelés spineurs. 

 

 Un allègement d’écriture est proposé en désignant par M la matrice : 

 
















































zy
j

x

y
j

xz
jM        (III-7) 

 

 Le système couplé (III-5,6) en termes de spineurs se présente alors sous la forme : 

 

     

     









M
)ct(

j

M
)ct(

j

        (III-8) 

 

soit encore : 

 











































M

M

)ct(
j         (III-9) 

 

 En l’absence d’hypothèses supplémentaires, il est impossible d’aller plus avant dans 

l’écriture des relations croisées entre les deux spineurs. 
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 On peut par contre, rechercher des solutions particulières dont la dépendance temporelle 

est en exp(-jωt) avec une énergie totale  E , soit donc une dépendance temporelle en 









 t

E
jexp


. 

 Il est important de noter que le j qui apparaît dans l’exponentielle n’a rien à voir avec la 

représentation complexe d’une onde physique en cos(t). Sa signification physique, déjà 

abordée dans le chapitre I, sera approfondie dans les chapitres suivants. 

 

 Après prise en compte de la dérivation par rapport au temps dans la relation (III-9), le 

système couplé entre les spineurs se présente sous la forme : 

 







































M

M

c

E


        (III-10) 

 

soit encore en tenant compte de 


mc
  : 

 










































2

2

mccM

cMmc
E




        (III-11) 

 

 Une écriture rigoureuse devrait faire apparaître la matrice identité de dimension 2 

multipliée par les termes en η pour la relation (III-10) et les termes en mc² pour la relation (III-

11). L’usage veut que lorsque cette matrice est implicite, car nécessaire pour la cohérence des 

dimensions, elle ne soit pas nécessairement indiquée pour des allègements d’écriture. 

 

I - Les spineurs pour une particule immobile 

 

 Il est possible de faire apparaître les solutions à énergie positive qui décrivent les 

particules de masse m, et les solutions à énergie négative qui décrivent les anti-particules de 

même masse. Pour cela, on traite le cas particulier de particules immobiles : si x, y, z sont fixes 

et constants, alors les dérivées par rapport à x,y,et z sont nulles, et la matrice M est nulle. On 

déduit de (III-11) : 

 










































2

2

mc0

0mc
E         (III-12) 

 

soit encore : 

 

   

   



2

2

mcE

mcE
         (III-13) 

 

 On identifie ainsi que l’énergie associée au spineur φ est égale à son énergie de masse, 

tandis que celle associée au spineur χ est égale à son opposée, et représente donc l’énergie 

associée à l’anti-particule. On en déduit que le spineur φ est associé à la particule, tandis que le 

spineur χ est associé à l’antiparticule. La solution à l’équation de Dirac, qui comporte les deux 
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spineurs simultanément, permet donc de décrire à la fois le comportement de la particule, et 

celui de son antiparticule. 

 

 De manière très générale, un spineurs φ quelconque peut être décomposée sur la base 

canonique de la manière suivante : 

 

































1

0

0

1
10

1

0
        (III-14) 

 

où les deux spineurs indépendants de la base canonique sont associés aux deux états de spin 

possible pour un électron. L’usage veut que le spineur 








0

1
 soit associé à l’état de spin dit « up » 

(↑), et que le spineur 









1

0

 soit associé à l’état de spin dit « down » (↓). 

 

 De même pour la particule à énergie négative, nous pouvons adopter la décomposition 

suivante : 

 

































1

0

0

1
32

2

1

        (III-15) 

 

et identifier les deux états de spin décrits précédemment. 

 

 En rassemblant ces résultats partiels, on peut représenter quatre états distincts du bi-

spinneurs de Dirac dans le référentiel où la particule est au repos : 

 





















































0

0

0

1

3

2

1

0

 Particule à énergie positive en spin « up » 





















































0

0

1

0

3

2

1

0

 Particule à énergie positive en spin »down » 





















































0

1

0

0

3

2

1

0

 Particule à énergie négative en spin « up » 





















































1

0

0

0

3

2

1

0

 Particule à énergie négative en spin « down » 
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II - Les spineurs pour une particule en mouvement 

 

 Lorsque la particule est en mouvement, la matrice M n’est pas nulle, et nous devons 

utiliser la relation (III-11) rappelée pour mémoire : 

 










































2

2

mccM

cMmc
E




        (III-16) 

 

 Cette relation montre que les deux spineurs interagissent et qu’ils ne sont pas 

indépendants l’un de l’autre. Cela a pour nécessaire conséquence que particule et antiparticule 

forment un tout, et que l’une ne peut se déplacer sans que l’autre soit associée à ce déplacement. 

 

 On obtient, en développant la relation matricielle (III-16) : 

 

     

     



2

2

mccME

cMmcE




        (III-17) 

 

soit encore 

 

    

    



cMmcE

cMmcE

2

2




        (III-18) 

 

soit encore : 

   

   









M
mcE

c

M
mcE

c

2

2





         (III-19) 

 

 Ces relations indiquent que dans l’hypothèse particulière où nous situons, c’est à dire 

dans l’hypothèse où les 4 éléments du bi-spineurs de Dirac ont une dépendance temporelle en 









 t

E
jexp


, la connaissance d’un des spineurs permet d’en déduire l’autre. 

 

 Il est possible de développer un formalisme plus avancé des relations (III-19) ci-dessus. 

Il faut pour cela reprendre la matrice M et la décrire sur la base des matrices de PAULI rappelée 

pour mémoire : 

 











01

10
1   







 


0j

j0
2   












10

01
3     (III-20) 

 

 On obtient : 
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































 
































































10

01

z0j

j0

y01

10

x
j

zy
j

x

y
j

xz
jM  (III-21) 

 

 On introduit par substitution aux dérivées partielles de (III-21) l’opérateur impulsion de 

la mécanique quantique, dont les trois composantes sont explicitement : 

 

x
jp̂x



    

y
jp̂y



    

z
jp̂z



      (III-22) 

 

ce qui permet de présenter la matrice M sous la forme : 

 



























 











10

01
p̂

0j

j0
p̂

01

10
p̂

1
M zyx


     (III-23) 

 

 Il s’ensuit un abus d’écriture qui donnerait des sueurs froides à plus d’un enseignant de 

mathématiques : 

 

 On désigne par : 

 











































 












10

01

0j

j0

01

10


         (III-24) 

 

un « vecteur » contenant les trois matrices de PAULI, et par : 

 








































z
j

y
j

x
j

p








          (III-25) 

 

un « vecteur » qui représente l’opérateur impulsion de la mécanique quantique. 

 

 Dès lors la relation exprimant la matrice M en (III-23) peut se mettre sous la forme 

condensée suivante, en utilisant le formalisme habituel du produit scalaire entre deux vecteurs : 

 




p.

M


           (III-26) 
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 On en déduit l’écriture condensée qui exprime la relation entre les deux spineurs qui 

constituent la solution de DIRAC, dans l’hypothèse d’une dépendance temporelle en 









 t

E
jexp


 : 

 

   

   











2

2

mcE

cp.

mcE

cp.





         (III-27) 

 

 Par substitution d’une relation dans l’autre, par exemple la deuxième dans la première, 

on obtient : 

 

   
 

 
)(

mcE

cp.

mcE

cp.

mcE

cp.
222

2

22

















     (III-28) 

 

 En utilisant la propriété des matrices de PAULI dont le carré donne la matrice identité, 

on obtient finalement : 

 

 
 

 
)(

mcE

cp
222

2







         (III-29) 

 

 Cette relation ne sera vérifiée que si : 

 

   2222
mcEcp 


         (III-30) 

 

soit encore : 

 

    2222
Emccp 


         (III-31) 

 

 Cette relation confirme la cohérence des solutions exprimées avec la conservation 

relativiste de l’énergie, mais également avec la possibilité de solutions à énergies négatives de 

la forme : 

 

   222
mccpE 


         (III-32) 
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IV 

 

Le spin ½ de l’électron 

 
 

 

 

 

 La solution en termes de spineurs évoquée au chapitre précédent suggère qu’il y a au 

sein de l’électron quelque chose qui tourne, sans que l’on sache précisément quoi. On va donc 

s’intéresser dans ce chapitre à la cinématique de rotation, et tenter de la mettre en relation avec 

la solution au système de DIRAC. 

 

I – La notion de moment cinétique 

 

 Pour un point matériel de masse m, situé en M, et évoluant autour d’une origine O, le 

moment cinétique, que l’on désignera par L, s’exprime comme le moment par rapport à 

l’origine O de la quantité de mouvement de la masse m : 

 

vmOMpOML


         (IV-1) 

 

 Il s’agit d’une quantité vectorielle qui est portée par l’axe de rotation. 

 

 Si on désigne par x,y,z, les composantes du vecteur position, et par px, py, pz, les 

composantes du vecteur quantité de mouvement : 

 



















z

y

x

OM   


















z

y

x

p

p

p

p


       (IV-2) 

 

on obtient les composantes du moment cinétique sous la forme : 

 

xyz

zxy

yzx

ypxpL

xpzpL

zpypL







         (IV-3) 

 

 Le passage à la mécanique quantique impose que l’on substitue aux quantités 

« position » et « quantité de mouvement », des opérateurs « position » et « quantité de 

mouvement », ce qui permet de définir les composantes de l’opérateur moment cinétique sous 

la forme : 

 

http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr/


http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr 

25 

 

xyz

zxy

yzx

p̂ŷp̂x̂L̂

p̂x̂p̂ẑL̂

p̂ẑp̂ŷL̂







         (IV-4) 

 

où la définition des opérateurs de position et de quantité de mouvement, appliqués à une 

fonction d’onde ψ est rappelée ci-dessous : 

 

 

  






xx̂

x
jp̂x 

  
 

  






yŷ

y
jp̂y 

  
 

  






zẑ

z
jp̂z 

 (IV-5) 

 

 La description de l’opérateur moment cinétique ci-dessus permet de traiter sans 

problème le moment cinétique orbital d’une particule de masse m qui tourne autour d’une 

origine O, mais elle est en difficulté pour décrire le moment cinétique de spin. Il s’agit d’un 

mouvement interne à la particule qui est mal connu et qu’on ne sait pas exprimer en fonction 

des opérateurs de position et de quantité de mouvement. 

 

 Pour pallier à cette difficulté, il a fallu rechercher une propriété du moment cinétique 

qui ne fasse pas intervenir les opérateurs position et quantité de mouvement, et qui contienne 

des informations suffisantes pour qualifier la rotation. 

 

 Cette propriété est construite à partir d’une fonction appelée commutateur dont on peut 

donner la définition suivante en mécanique quantique : 

 

 Si A et B sont deux opérateurs, le commutateur de A et B est défini par : 

 

  BAABB,A           (IV-6) 

 

 A titre d’exemple, on peut monter que les opérateurs position et vitesse appliquées à une 

fonction d’onde ne commutent pas, ce qui revient à dire que le commutateur de ces deux 

opérateurs est différent de zéro : 

 

    
























































x
x

x
xx

xx
x

x
,x    (IV-7) 

 

 Si on construit les commutateurs des opérateurs de moment cinétique (IV-4), on constate 

qu’ils possèdent la propriété suivante : 

 

       

       

       





xyzzyzy

yzxxzxz

zxyyxyx

L̂jL̂L̂L̂L̂L̂,L̂

L̂jL̂L̂L̂L̂L̂,L̂

L̂jL̂L̂L̂L̂L̂,L̂







      (IV-8) 

 

 La démonstration se fait directement à partir de la définition des opérateurs moment 

cinétique (IV-4). Sur l’exemple de la première ligne de (IV-8), on obtient successivement : 
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


















y
z

z
yj)(L̂x    



















z
x

x
zj)(L̂y     (IV-9) 

 

 




















































y
z

z
y

z
x

y
z

z
y

x
z)(L̂L̂ 2

xy     (IV-10) 

 

 

































yz
xz

y

f
x

z
xy

yx
z

zx
zy)(L̂L̂

2

2

22
2

2
2

xy     (IV-11) 

 

et en inversant l’ordre des opérateurs : 

 

 




















































z
x

x
z

y
z

z
x

x
z

z
y)(L̂L̂ 2

yx     (IV-12) 

 

 

































yz
xz

xy
z

z
yx

zx
yz

x
y)(L̂L̂

22
2

2

22
2

yx     (IV-13) 

 

 Par soustraction de (IV-13) avec (IV-11), on obtient le résultat présenté en (IV-8) : 

 

    z

2

xyyx L̂j
y

x
x

y)(L̂L̂)(L̂L̂  
















     (IV-14) 

 

 La propriété (IV-8) ne dépend plus des opérateurs position et quantité de mouvement. 

Même si l’image doit être prise avec précautions, on a en quelque sorte construit un système à 

trois équations et trois inconnues qui présente pour ces inconnues des propriétés analogues à 

celles qui sont générées par les relations (IV-4) qui définissent le moment cinétique de la 

mécanique quantique. 

 

II – L’opérateur de moment cinétique de spin 

 

 Le raisonnement du paragraphe précédent nous a permis de préciser les relations qui 

définissent un opérateur de moment cinétique applicable à une fonction d’onde ψ. Cet opérateur 

est défini à partir des relations de commutations rappelées pour mémoire : 

 

       

       

       





xyzzyzy

yzxxzxz

zxyyxyx

L̂jL̂L̂L̂L̂L̂,L̂

L̂jL̂L̂L̂L̂L̂,L̂

L̂jL̂L̂L̂L̂L̂,L̂







      (IV-15) 

 

 Les solutions issues de la formulation de DIRAC apparaissent sous la forme de spineurs, 

c’est à dire sous la forme d’un être mathématique contenant deux fonctions d’ondes. Du 

chapitre précédent, nous avons montré par exemple que la solution à énergie positive était 

représentée par le spineur : 
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













1

0
          (IV-16) 

 

 La question qui se pose est la suivante : comment peut-on généraliser les relations (IV-

15) qui définissent l’opérateur de moment cinétique applicable à une fonction d’onde, afin de 

définir un opérateur de moment cinétique applicable à un spineur qui contient non pas une mais 

deux fonctions d’ondes ? 

 

 En d’autres termes, si S désigne un tel opérateur, nous voulons pouvoir écrire : 

 

       

       

       





xyzzyzy

yzxxzxz

zxyyxyx

ŜjŜŜŜŜŜ,Ŝ

ŜjŜŜŜŜŜ,Ŝ

ŜjŜŜŜŜŜ,Ŝ







      (IV-17) 

 

soit encore : 

 

   

   

    




















































































































1

0

x

1

0

yzzy

1

0

zy

1

0

y

1

0

zxxz

1

0

xz

1

0

z

1

0

xyyx

1

0

yx

ŜjŜŜŜŜŜ,Ŝ

ŜjŜŜŜŜŜ,Ŝ

ŜjŜŜŜŜŜ,Ŝ







     (IV-18) 

 

 Il apparaît que les opérateurs zyx Ŝ,Ŝ,Ŝ  ne peuvent plus être définis comme des 

opérateurs simples utilisés pour une seule fonction d’onde : ils doivent être constitués par une 

matrice 2X2 d’opérateurs et ces matrices doivent vérifier les relations caractéristiques des 

opérateurs de moment cinétique : 

 

   
   
    xyzzyzy

yzxxzxz

zxyyxyx

ŜjŜŜŜŜŜ,Ŝ

ŜjŜŜŜŜŜ,Ŝ

ŜjŜŜŜŜŜ,Ŝ













       (IV-19) 

 

 Les matrices de PAULI, rappelées ci-dessous pour mémoire, sont de bonnes candidates 

pour jouer ce rôle : 

 











01

10
1   







 


0j

j0
2   












10

01
3     (IV-20) 

 

 En les multipliant par la quantité ħ, le premier commutateur de (IV-19) s’écrit : 
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 

 

  






























































 







 

























 







 










10

01
j2

j0

0j

j0

0j
,

01

10

0j

j0

0j

j0

01

10
,

01

10
j

0j

j0

0j

j0
j

01

10
,

22

21

2

21

21







    (IV-21) 

 

soit encore : 

 

   321 j2,            (IV-22) 

 

 On ne retrouve pas exactement la relation de commutation exprimée en (IV-19), 

puisqu’il y a un facteur 2 qui intervient. Si on souhaite retrouver exactement la relation qui 

définit les composantes d’un moment cinétique, il faut nécessairement introduire un facteur ½ 

dans les matrices de PAULI. C’est ce facteur qui va induire le spin ½ de l’électron. 

 

 En résumé, les composantes zyx Ŝ,Ŝ,Ŝ  recherchée, et qui donc vérifie (IV-19), sont les 

suivantes : 

 




















 












10

01

22
Ŝ

0j

j0

22
Ŝ

01

10

22
Ŝ

3z

2y

1x







        (IV-23) 

 

 Si nous avons bien avancé dans le formalisme qui permet de décrire le moment cinétique 

de spin, nous nous sommes éloignés considérablement de sa signification physique. Le passage, 

qui semble pourtant évident, des relations (IV-3) à (IV-4), est un passage où les relations (IV-

3) ont un vrai sens physique, tandis que les relations (IV-4) n’en ont déjà plus, car elles portent 

sur des opérateurs. Leur généralisation aux spineurs accroît encore le niveau d’abstraction, et 

l’éloignement avec la représentation physique du moment cinétique que l’on se fait en 

mécanique classique. 

 

III – L’interprétation de l’opérateur moment cinétique en terme de rotation 

 

 La description d’une rotation ne prend sens que si elle permet de préciser l’angle de 

rotation. On va donc s’attacher dans cette partie à montrer comment on peut exprimer cet angle 

en fonction des éléments qui nous ont servi à caractériser cette rotation dans les paragraphes 

précédents, et en particulier les composantes du moment cinétique. 

 

 Le problème n’est pas simple, car il est nécessaire de caractériser non pas une rotation 

classique dans un espace à trois dimensions, mais un opérateur de rotation qui agit sur une 

fonction d’onde  ψ dans un premier temps, puis sur un spineur φ à deux composantes dans un 

second temps. 
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 Il convient tout d’abord établir la matrice d’une rotation d’angle θ dans un espace 

euclidien, dont l’axe est choisi arbitrairement dans la direction Oz. Cette rotation s’effectue 

dans le plan xOy, et nous représentons ci-dessous la rotation entre deux points M et M’ de 

coordonnées M(x,y) et M’(x’,y’). 

 

   
    Figure (IV-1) : Rotation dans le plan xOy 

 

 La relation entre les coordonnées (x,y) et (x’,y’) peut s’établir géométriquement de la 

manière suivante : 

 

x=r.cos(φ) 

y=r.sin(φ)          (IV-24) 

 

x’ = r.cos(φ’) = r.cos(θ+φ) = r.(cos(θ)cos(φ) - sin(θ)sin(φ)) = x.cos(θ) – y.sin(θ) 

y’ = r.sin(φ’) = r.sin(θ+φ) = r.(sin(θ)cos(φ) + cos(θ)sin(φ)) = x.sin(θ) + y.cos(θ) 

           (IV-25) 

 

soit encore en écriture matricielle en trois dimensions : 

 






















































z

y

x

100

0cossin

0sincos

'z

'y

'x

       (IV-26) 

 

 Pour une rotation d’angle opposé –θ, la matrice s’obtient en changeant le signe du sinus : 

 






















































z

y

x

100

0cossin

0sincos

'z

'y

'x

       (IV-27) 

 

 Dans la description de l’opérateur rotation appliqué à une fonction donnée, si on assimile 

la fonction à un objet pour s’en faire une représentation concrète, une rotation des axes vers la 

droite peut être considérée comme une rotation équivalente de l’objet vers la gauche.  

M(x,y) 

M’(x’,y’) 

θ 

φ 

φ’ 

x x’ 

y 

y’ 

O 

r 

r 
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 Pour un opérateur de rotation d’angle θ, tout se passe comme si les coordonnées utilisées 

par la fonction subissaient une rotation d’angle –θ. 

 

 En tenant compte de ces éléments, on peut préciser ce qu’est l’opérateur rotation 

appliqué à une fonction ψ, et nous adopterons la définition suivante, pour une rotation d’axe 

Oz, d’angle θ et appliquée à une fonction d’onde ψ : 

 

)'z,'y,'x()z,y,x(R̂ ,z          (IV-28) 

 

 Dans cette relation, conformément aux remarques précédentes, nous utilisons la 

transformation de coordonnées (IV-21). 

 

 L’étape suivante consiste à établir le lien entre cet opérateur rotation, et l’opérateur 

moment cinétique )L̂,L̂,L̂(L̂ zyx  qui nous a servi à caractériser le mouvement de rotation en 

(IV-4) en s’inspirant des relations (IV-3) issues de la mécanique classique. Ce lien va être 

formalisé, dans un premier temps, pour une rotation infinitésimale. 

 

 Partant de la définition de l’opérateur rotation (IV-28) donnée ci-dessus : 

 

)z,cos.ysin.x,sin.ycos.x()z,y,x(R̂ ,z      (IV-29) 

 

l’introduction des développements limités au premier ordre de sin(θ) et cos(θ) conduit à 

l’opérateur de rotation infinitésimal d’angle δθ : 

 

)z,y.x,.y.x()z,y,x(R̂ ,z        (IV-30) 

 

 Faisant usage du développement limité au premier ordre d’une fonction de deux 

variables x et y qui varient d’une quantité infinitésimale respectivement égale à ε et η : 

 

y

)y,x(f

x

)y,x(f
)y,x(f)y,x(f









      (IV-31) 

 

l’opérateur de rotation infinitésimal (IV-30) se met sous la forme : 

 

   
y

x
x

y)z,y,x()z,y,x(R̂ ,z








      (IV-32) 

 

 Il s’interprète en fonction des opérateurs positions et impulsions rappelés pour mémoire 

ci-dessous : 

 

 

  






xx̂

x
jp̂x 

  
 

  






yŷ

y
jp̂y 

  
 

  






zẑ

z
jp̂z 

 (IV-33) 

 

pour donner l’expression suivante : 
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  )z,y,x(p̂ŷp̂x̂j)z,y,x()z,y,x(R̂ xy,z 





    (IV-34) 

 

 On y reconnaît l’opérateur de moment cinétique (IV-4) : 

 

xyz p̂ŷp̂x̂L̂           (IV-35) 

 

 D’où l’expression de l’opérateur de rotation infinitésimal d’axe Oz et d’angle θ, 

appliqué à une fonction d’onde ψ, en fonction de l’opérateur de moment cinétique : 

 

)z,y,x(L̂jÎ)z,y,x(L̂j)z,y,x()z,y,x(R̂ zz,z 






 






  (IV-36) 

 

où Î  désigne l’opérateur identité. 

 

 On en déduit l’expression intrinsèque de l’opérateur rotation infinitésimal : 

 

z,z L̂jÎR̂



          (IV-37) 

 

 Cette relation peut être généralisée à une rotation d’angle quelconque θ de plusieurs 

manières. Une des plus simples consiste à diviser cet angle par un nombre entier N qui tend 

vers l’infini : on peut ainsi assimiler l’angle infiniment petit δθ de la relation (IV-37) avec 

l’angle θ/N. 

 








 
 z

N
,z

L̂j
N

1
ÎR̂


         (IV-38) 

 

 On écrit ensuite que pour obtenir une rotation d’angle θ, il faut appliquer N fois la 

rotation infinitésimal d’angle θ/N : 

 
N

z

N

N
,z

,z L̂j
N

1
ÎR̂R̂ 















 















 


      (IV-39) 

 

 Et on effectue pour terminer un passage à la limite : 

 
N

z
N

N

N
,zN

,z L̂j
N

1
ÎlimR̂limR̂ 















 
























     (IV-40) 

 

 Utilisant le résultat connu : 

 

)xexp(
N

x
1lim

N

N












        (IV-41) 
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on obtient finalement l’expression de l’opérateur rotation d’axe Oz et d’angle θ, en fonction de 

l’opérateur moment cinétique zL̂  : 

 








 
 z,z L̂jexpR̂


         (IV-42) 

 

 Il reste pour conclure ce chapitre, à généraliser cet opérateur à la rotation des spineurs 

qui sont des fonctions d’ondes à deux dimensions. 

 

 Il a été montré supra que l’opérateur  zyx L̂,L̂,L̂L̂   doit être remplacé par un opérateur 

matriciel  zyx Ŝ,Ŝ,ŜŜ  capable d’agir sur des êtres mathématiques à deux dimensions, et que 

cet opérateur se déduit des matrices de PAULI suivant la relation (IV-23) rappelée pour 

mémoire : 

 




















 












10

01

22
Ŝ

0j

j0

22
Ŝ

01

10

22
Ŝ

3z

2y

1x







        (IV-43) 

 

 L’opérateur de rotation d’axe Oz et d’angle θ, capable d’agir sur un spineur, a donc la 

forme suivante : 

 








 
 z,z ŜjexpR̂


         (IV-44) 

 

soit encore : 

 




























10

01

2
jexpR̂ ,z         (IV-45) 

 

 D’un point de vue pratique, on peut rarement mettre une exponentielle de matrice 

quelconque sous la forme d’une matrice 2 X 2 dont on connaît avec exactitude chacun des 

termes. On peut malgré tout en obtenir une solution approchée en utilisant le développement en 

série de la fonction exponentielle. Pour une matrice quelconque M, cela donne : 

 

....
!3

M

!2

M
M1

!k

M
)Mexp(

0k

32k






      (IV-46) 

 

 Il est toutefois possible d’expliciter la matrice de l’opérateur de rotation autour des axes 

principaux Ox, Oy, et Oz. 

 

Opérateur de rotation autour de l’axe Oz : 
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 La matrice de l’opérateur est diagonale, ce qui permet de donner la forme explicite de 

l’exponentielle matricielle : 

 


























 







 








 







 




























 









 




























2
sinj

2
cos0

0
2

sinj
2

cos

2
jexp0

0
2

jexp

10

01

2
jexpR̂ ,z  

           (IV-47) 

 

Opérateur de rotation autour de l’axe Oy : 

 















































 








 


01

10

2
exp

0j

j0

2
jexpŜjexpR̂ y,y


    (IV-48) 

 

 La forme particulière de la matrice 2 X 2 permet de montrer que le développement en 

série de l’exponentielle fait apparaître le développement en série des fonctions cos et sin dans 

les termes de la matrice résultat suivant la relation : 

 













0x

x0
A    












)xcos()xsin(

)xsin()xcos(
)Aexp(     (IV-49) 

 

 D’où l’expression de l’opérateur de rotation autour de l’axe Oy : 

 


























 







 









 







 



2
cos

2
sin

2
sin

2
cos

R̂ ,y         (IV-50) 

 

Opérateur de rotation autour de l’axe Ox : 

 






























 


01

10

2
jexpŜjexpR̂ x,x


      (IV-51) 

 

 Comme dans l’exemple précédent, la forme particulière de la matrice 2 X 2 permet de 

montrer que le développement en série de l’exponentielle fait apparaître le développement en 

série des fonctions hyperboliques cosh et sinh dans les termes de la matrice résultat suivant la 

relation : 

 











0x

x0
A    










)xcosh()xsinh(

)xsinh()xcosh(
)Aexp(    (IV-52) 

 

 D’où l’expression de l’opérateur de rotation autour de l’axe Ox : 
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
























 







 








 







 




























 







 








 







 



2
cos

2
sinj

2
sinj

2
cos

2
jch

2
jsh

2
jsh

2
jch

R̂ ,x      (IV-53) 
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V 

 

La covariance de l’équation de DIRAC 
 

 

 

 

 L’équation de DIRAC sur laquelle nous nous sommes appuyés pour établir le système 

d’équations différentielles se présente sous la forme : 

 

   






























































cm

zyx)ct(
j 0

3210     (V-1) 

 

 En adoptant la notation : 

 

x0 = ct, x1 = x, x2 = y, x3 = z        (V-2) 

 

on peut condenser l’écriture de (V-1) à l’aide de la règle de sommation sur les indices : 

 

  0x
cm

x
j 0 













 






  μ = 0, 1, 2, 3     (V-3) 

 

 Il s’avère que cette équation est covariante, c’est à dire qu’elle garde la même forme 

lors d’un changement de référentiel tel qu’il est donné par la relativité restreinte.  

 

 L’invariance des lois de la physique par changement de référentiel est probablement le 

critère le plus sûr de la validité générale d’une loi physique. On peut le résumer de la manière 

suivante : 

 

 Soit un référentiel dans lequel l’équation de DIRAC s’écrit sous la forme (V-3) ci-

dessus. Si nous changeons de référentiel, cela va induire un changement des coordonnées 

spatiales et temporelles xμ de chacun des points de l’espace-temps qui vont devenir x’μ ; et cela 

va induire un changement dans la fonction d’onde ψ qui va devenir ψ’. 

 

 L’invariance des lois de la physique par changement de référentiel impose que 

l’équation de DIRAC s’écrive, dans le référentiel (R’), sous la forme : 

 

  0'x'
cm

'x
j 0 













 






        (V-4) 

 

 Une autre loi très générale de la physique est la loi de conservation locale. Elle exprime 

le fait que lorsque qu’une grandeur physique évolue dans le temps et dans l’espace, la 

conservation de cette grandeur s’exprime au moyen d’une quadri divergence égale à 0. Un des 
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exemples les plus connus concerne la conservation de la charge que l’on obtient à partir du 

quadrivecteur densité de courant (ρc, jx, jy, jz) sous la forme : 

 

 
 

0
z

j

y

j

x

j

ct

c zyx 


















        (V-5) 

 

 Il est possible de montrer qu’il existe une grandeur conservée par les solutions de 

l’équation de DIRAC, et cette grandeur est appelée courant de DIRAC en référence à la relation 

(V-5) ci-dessus. 

 

 Si on désigne par J cette grandeur, l’écriture condensée d’une quadri divergence nulle 

est la suivante : 

 

0JJ
x




 






         (V-6) 

 

 Quelques manipulations non triviales permettent de passer de l’équation de DIRAC à la 

relation suivante : 

 

  0
x




 


          (V-7) 

 

dans laquelle : 

 

     *

3

*

2

*

1

*

0

*

3

*

2

*

1

*

0

0T* ,,,

1000

0100

0010

0001

,,, 
























   (V-8) 

 

 On en déduit le quadri vecteur courant de DIRAC : 

 

 J           (V-9) 

 

où les γμ représentent les matrices de DIRAC introduite dans le chapitre II. 

 

 On en déduit les expressions explicites de chacune des composantes du quadri-vecteur 

Jμ qui représente les courants de DIRAC : 

 

composante d’indice 0 : 
 

   




















































































3

2

1

0

*

3

*

2

*

1

*

0

3

2

1

0

*

3

*

2

*

1

*

0

00 ,,,

1000

0100

0010

0001

,,,J  (V-10) 

 

3

*

32

*

21

*

10

*

0

0J         (V-11) 
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composante d’indice 1 : 

 

   




















































































3

2

1

0

*

0

*

1

*

2

*

3

3

2

1

0

*

3

*

2

*

1

*

0

11 ,,,

0001

0010

0100

1000

,,,J  (V-12) 

 

3

*

02

*

11

*

20

*

3

1J         (V-13) 

 

composante d’indice 2 : 
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composante d’indice 3 : 
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soit donc en résumé : 
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 Les Jμ représentent les courants de densité de probabilité de présence de la particule. 
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Deuxième partie 

 

 

 

 

 

 

L’approche énergétique de 

l’équation de DIRAC et de 

ses solutions en coordonnées 

cartésiennes 
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VI 

 

Les modes stationnaires 
 

 

 

 

 On présente en général des solutions possibles à l’équation de DIRAC sous la forme 

d’ondes planes du type : 

 

  rktjexpA)t,z,y,x(


        (VI-1) 

 

 Cette relation est caractéristique d’une onde qui se propage à la pulsation ω et suivant 

le vecteur d’onde k


. Elle ne permet pas de décrire des échanges d’énergie tels que ceux que 

l’on peut mettre en évidence dans une cavité électromagnétique par exemple. Elle est également 

sujette à question concernant le nombre 1j   qui est présent et qui n’à rien à voir avec le 

formalisme complexe habituel pour la description des ondes. 

 

 On pourrait mettre en évidences des modes stationnaires en sommant deux ou plusieurs 

solutions propagatives, mais il apparaît extrêmement complexe d’obtenir une formulation 

générale des solutions stationnaires à partir des solutions (VI-1) au système de DIRAC. 

 

 Il convient donc de formaliser une méthode de recherche de ces solutions au système de 

DIRAC rappelé pour mémoire : 

 

z
j

yx
j

)ct(
j

z
j

yx
j

)ct(
j

z
j

yx
j

)ct(
j

z
j

yx
j

)ct(
j

1003
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3221
1

2330
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










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


































































      (VI-2) 

 

et nous formulons l’hypothèse que toute fonction d’onde s’écrit comme une combinaison 

linéaire de modes stationnaires susceptibles d’être présents dans une cavité à trois dimensions : 
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 
 

 
 

 
 

 
  tzyx3zyx3zyx3zyx3zyx3zyx3zyx3zyx3

tzyx3zyx3zyx3zyx3zyx3zyx3zyx3zyx33
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tzyx1zyx1zyx1zyx1zyx1zyx1zyx1zyx1

tzyx1zyx1zyx1zyx1zyx1zyx1zyx1zyx11

tzyx0zyx0zyx0zyx0zyx0zyx0zyx0zyx0

tzyx0zyx0zyx0zyx0zyx0zyx0zyx0zyx00

SCCCpCSCoCCSnCSSmSCClSSCkSCSjSSSi
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SCCCpCSCoCCSnCSSmSCClSSCkSCSjSSSi
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SCCCpCSCoCCSnCSSmSCClSSCkSCSjSSSi

CCCChCSCgCCSfCSSeSCCdSSCcSCSbSSSa

SCCCpCSCoCCSnCSSmSCClSSCkSCSjSSSi

CCCChCSCgCCSfCSSeSCCdSSCcSCSbSSSa

















           (VI-3) 

 

 Dans cette définition, la notation abrégée suivante a été utilisée : 

 

Sx = sin (kx x)       Sy = sin (ky y)       Sz = sin (kz z)       St = sin (kt ct)  (VI-4) 

 

Cx = cos (kx x)       Cy = cos (ky y)       Cz = cos (kz z)       Ct = cos (kt ct)  (VI-5) 

 

 Le vecteur d’onde est représenté par ses composantes kx, ky, kz, tandis que pour une 

notation homogène et en adéquation avec la relativité, le produit t a été remplacé par 

l’expression kt.ct, ce qui permet de mettre en évidence les deux quadri-vecteurs : 

 

4-vecteur position : 
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
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
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



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ct
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 4-vecteur onde : 
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





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












c
k

k

k

k

t

z

y

x

    (VI-6) 

 

Les coefficients ai, bi, ci, di, ei, fi, gi hi, ii, ji, ki, li, mi, ni, oi pi , pour i=0,1,2,3, sont des 

constantes réelles ou complexes qui pondèrent chacun des modes et vont servir d’inconnues 

dans la recherche des fonctions d’ondes 0, 1, 2, 3 solutions du système de DIRAC. 

 

Cela conduit, pour chaque équation du système de DIRAC, à exprimer les dérivées 

partielles des fonctions d’onde 0, 1, 2, 3  et à formuler un système homogène de 16 

équations relatif aux coefficients ai, bi, ci, di, ei, fi, gi hi, ii, ji, ki, li, mi, ni, oi pi. Le système global 

obtenu sera donc un système homogène de 64 équations à 64 inconnues. 

Les calculs sont un peu laborieux mais sans difficultés. Ils sont présentés dans leur 

intégralité dans les lignes suivantes ou on rappelle avoir posé kt = /c. 
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Première équation du système de DIRAC :  0
z

j
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j
)ct(

j 0
2330 







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


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 

 

 

 
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 

 
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z

j
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y

SCCSpCSSoCCCnCSCmSCSlSSSkSCCjSSCijk

CCCShCSSgCCCfCSCeSCSdSSScSCCbSSCajk
x

j
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


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
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           (VI-7) 

 

 On en déduit le système homogène associé à la première équation du système de 

DIRAC : 
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      (VI-8) 
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Deuxième équation du système de DIRAC : 0
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           (VI-9) 

 

 On en déduit le système homogène associé à la deuxième équation du système 

de DIRAC : 
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      (VI-10) 
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Troisième équation du système de DIRAC : 0
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2

SCCCpCSCoCCSnCSSmSCClSSCkSCSjSSSi

CCCChCSCgCCSfCSSeSCCdSSCcSCSbSSSa

SSCCpSSCoSCSnSSSmCCClCSCkCCSjCSSijk

CSCChSSCgSCSfSSSeCCCdCSCcCCSbCSSajk
z

j

SCSCpCCCoCSSnCCSmSSClSCCkSSSjSCSik

CCSChCCCgCSSfCCSeSSCdSCCcSSSbSCSak
y

SCCSpCSSoCCCnCSCmSCSlSSSkSCCjSSCijk

CCCShCSSgCCCfCSCeSCSdSSScSCCbSSCajk
x

j

CCCCpCSCoCCSnCSSmSCClSSCkSCSjSSSijk

SCCChCSCgCCSfCSSeSCCdSSCcSCSbSSSajk
)ct(

j





































 

           (VI-11) 

 

 On en déduit le système homogène associé à la troisième équation du système 

de DIRAC : 

 

0hdjkgkfjkpjk

0gcjkhkejkojk

0fbjkekhjknjk

0eajkfkgjkmjk

0dhjkckbjkljk

0cgjkdkajkkjk

0bfjkakdjkjjk

0aejkbkcjkijk

0pljkoknjkhjk

0okjkpkmjkgjk

0njjkmkpjkfjk

0mijknkojkejk

0lpjkkkjjkdjk

0kojklkijkcjk

0jnjkikljkbjk

0imjkjkkjkajk

20z1y1x2t

20z1y1x2t

20z1y1x2t

20z1y1x2t

20z1y1x2t

20z1y1x2t

20z1y1x2t

20z1y1x2t

20z1y1x2t

20z1y1x2t

20z1y1x2t

20z1y1x2t

20z1y1x2t

20z1y1x2t

20z1y1x2t

20z1y1x2t

































      (VI-12) 
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Quatrième équation du système de DIRAC : 0
z

j
yx

j
)ct(

j 3
1003 



















  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

  tzyx3zyx3zyx3zyx3zyx3zyx3zyx3zyx3

tzyx3zyx3zyx3zyx3zyx3zyx3zyx3zyx33

tzyx1zyx1zyx1zyx1zyx1zyx1zyx1zyx1z

tzyx1zyx1zyx1zyx1zyx1zyx1zyx1zyx1z
1

tzyx0zyx0zyx0zyx0zyx0zyx0zyx0zyx0y

tzyx0zyx0zyx0zyx0zyx0zyx0zyx0zyx0y

0

tzyx0zyx0zyx0zyx0zyx0zyx0zyx0zyx0x

tzyx0zyx0zyx0zyx0zyx0zyx0zyx0zyx0x

0

tzyx3zyx3zyx3zyx3zyx3zyx3zyx3zyx3t

tzyx3zyx3zyx3zyx3zyx3zyx3zyx3zyx3t

3

SCCCpCSCoCCSnCSSmSCClSSCkSCSjSSSi

CCCChCSCgCCSfCSSeSCCdSSCcSCSbSSSa

SSCCpSSCoSCSnSSSmCCClCSCkCCSjCSSijk

CSCChSSCgSCSfSSSeCCCdCSCcCCSbCSSajk
z

j

SCSCpCCCoCSSnCCSmSSClSCCkSSSjSCSik

CCSChCCCgCSSfCCSeSSCdSCCcSSSbSCSak
y

SCCSpCSSoCCCnCSCmSCSlSSSkSCCjSSCijk

CCCShCSSgCCCfCSCeSCSdSSScSCCbSSCajk
x

j

CCCCpCSCoCCSnCSSmSCClSSCkSCSjSSSijk

SCCChCSCgCCSfCSSeSCCdSSCcSCSbSSSajk
)ct(

j



































 

           (VI-13) 

 

 On en déduit le système homogène associé à la quatrième équation du système 

de DIRAC : 

 

0hdjkgkfjkpjk

0gcjkhkejkojk

0fbjkekhjknjk

0eajkfkgjkmjk

0dhjkckbjkljk

0cgjkdkajkkjk

0bfjkakdjkjjk

0aejkbkcjkijk

0pljkoknjkhjk

0okjkpkmjkgjk

0njjkmkpjkfjk

0mijknkojkejk

0lpjkkkjjkdjk

0kojklkijkcjk

0jnjkikljkbjk

0imjkjkkjkajk

31z0y0x3t

31z0y0x3t

31z0y0x3t

31z0y0x3t

31z0y0x3t

31z0y0x3t

31z0y0x3t

31z0y0x3t

31z0y0x3t

31z0y0x3t

31z0y0x3t

31z0y0x3t

31z0y0x3t

31z0y0x3t

31z0y0x3t

31z0y0x3t

































      (VI-14) 
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 Le système complet de 64 équations relatif aux coefficients ai, bi, ci, di, ei, fi, gi hi, ii, ji, 

ki, li, mi, ni, oi pi. pour i = 0,1,2,3 peut maintenant être récapitulé sur 2 colonnes : 

 

0hdjkgkfjkpjk

0gcjkhkejkojk

0fbjkekhjknjk

0eajkfkgjkmjk

0dhjkckbjkljk

0cgjkdkajkkjk

0bfjkakdjkjjk

0aejkbkcjkijk

0pljkoknjkhjk

0okjkpkmjkgjk

0njjkmkpjkfjk

0mijknkojkejk

0lpjkkkjjkdjk

0kojklkijkcjk

0jnjkikljkbjk

0imjkjkkjkajk

02z3y3x0t

02z3y3x0t

02z3y3x0t

02z3y3x0t

02z3y3x0t

02z3y3x0t

02z3y3x0t

02z3y3x0t

02z3y3x0t

02z3y3x0t

02z3y3x0t

02z3y3x0t

02z3y3x0t

02z3y3x0t

02z3y3x0t

02z3y3x0t

































  

0hdjkgkfjkpjk

0gcjkhkejkojk

0fbjkekhjknjk

0eajkfkgjkmjk

0dhjkckbjkljk

0cgjkdkajkkjk

0bfjkakdjkjjk

0aejkbkcjkijk

0pljkoknjkhjk

0okjkpkmjkgjk

0njjkmkpjkfjk

0mijknkojkejk

0lpjkkkjjkdjk

0kojklkijkcjk

0jnjkikljkbjk

0imjkjkkjkajk

13z2y2x1t

13z2y2x1t

13z2y2x1t

13z2y2x1t

13z2y2x1t

13z2y2x1t

13z2y2x1t

13z2y2x1t

13z2y2x1t

13z2y2x1t

13z2y2x1t

13z2y2x1t

13z2y2x1t

13z2y2x1t

13z2y2x1t

13z2y2x1t

































 

 

0hdjkgkfjkpjk

0gcjkhkejkojk

0fbjkekhjknjk

0eajkfkgjkmjk

0dhjkckbjkljk

0cgjkdkajkkjk

0bfjkakdjkjjk

0aejkbkcjkijk

0pljkoknjkhjk

0okjkpkmjkgjk

0njjkmkpjkfjk

0mijknkojkejk

0lpjkkkjjkdjk

0kojklkijkcjk

0jnjkikljkbjk

0imjkjkkjkajk

20z1y1x2t

20z1y1x2t

20z1y1x2t

20z1y1x2t

20z1y1x2t

20z1y1x2t

20z1y1x2t

20z1y1x2t

20z1y1x2t

20z1y1x2t

20z1y1x2t

20z1y1x2t

20z1y1x2t

20z1y1x2t

20z1y1x2t

20z1y1x2t

































  

0hdjkgkfjkpjk

0gcjkhkejkojk

0fbjkekhjknjk

0eajkfkgjkmjk

0dhjkckbjkljk

0cgjkdkajkkjk

0bfjkakdjkjjk

0aejkbkcjkijk

0pljkoknjkhjk

0okjkpkmjkgjk

0njjkmkpjkfjk

0mijknkojkejk

0lpjkkkjjkdjk

0kojklkijkcjk

0jnjkikljkbjk

0imjkjkkjkajk

31z0y0x3t

31z0y0x3t

31z0y0x3t

31z0y0x3t

31z0y0x3t

31z0y0x3t

31z0y0x3t

31z0y0x3t

31z0y0x3t

31z0y0x3t

31z0y0x3t

31z0y0x3t

31z0y0x3t

31z0y0x3t

31z0y0x3t

31z0y0x3t

































 

           (VI-15) 
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 Il s’agit d’un système homogène qui n’admet de solution non nulle que si son 

déterminant est nul. Mais l’expression littérale du déterminant d’un système de 64 équations à 

64 inconnues n’est pas triviale à obtenir. 

 

On peut cependant tenter de la cerner par quelques considérations physiques. S’il existe 

une relation entre kx, ky, kz, kt et η qui permet d’obtenir des solutions à ce système, cette relation 

doit exprimer la conservation de l’énergie. 

 

 Il a été rappelé en introduction que la pseudo-norme du quadrivecteur impulsion 

énergie : 

 























c

E

p

p

p

P
~

z

y

x

          (VI-16) 

 

ne dépend pas du référentiel dans lequel elle est exprimée et il a été montré que sa constance 

sert à établir la relation de conservation de l’énergie : 

 

           22

0

2

z

2

y

2

x

22

0

22 cmcpcpcpcmpcE      (VI-17) 

 

 Le quadrivecteur homologue à (VI-16) en mécanique quantique s’obtient en multipliant 

la quadrivecteur d’onde par la constante de PLANCK barrée : 

 


























c
k

k

k

k

P
~

t

z

y

x

Q           (VI-18) 

 

 Pour les mêmes raisons que précédemment, la pseudo-norme de ce quadrivecteur est 

constante et cette constante est nécessairement l’énergie de masse au repos divisée par c². On 

en déduit : 

 

   20

2

z

2

y

2

x

2

t

2 cmkkkk         (VI-19) 

 

soit encore, en faisant usage de la notation utilisée dans l’expression du système de DIRAC 

rappelé en (V-2) : 

 



cm0           (VI-20) 

 
22

z

2

y

2

x

2

t kkkk          (VI-21) 
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 En résumé, si le système de DIRAC a des solutions, celles-ci doivent nécessairement 

respecter l’équation de conservation de l’énergie (VI-21). 

 

 Il est maintenant possible de montrer qu’une solution sous forme d’une combinaison 

linéaire de modes stationnaires est solution de l’équation de KLEIN-GORDON rappelée ci-

dessous : 

 

)(cm)(
tc

1
zyx 2

22

2

2

22

2

2

2

2

2























     (VI-22) 

 

Considérons une fonction d’onde  représentant l’un quelconque des modes de cavité à 

trois dimensions exprimés en (VI-3), par exemple pour fixer les idées : 

 

)ctkcos()zkcos()yksin()xksin(A)t,z,y,x( tzyx     (VI-23) 

 

 Par substitution de la fonction ψ de (VI-23) dans (VI-22), on obtient : 

 

     22

t

2

z

2

y

2

x kkkk        (VI-24) 

 

ce qui laisse présager que le système de DIRAC admet des solutions sous la forme de modes 

stationnaires sous réserve que l’équation de conservation de l’énergie (VI-21) soit satisfaite. 

 

 Sur la base de ces hypothèses, on peut montrer que le déterminant du système complet 

de 64 équations à 64 inconnues a pour déterminant : 

 

 3222

z

2

y

2

x

2

t kkkk          (VI-25) 

 

 On en conclut de manière définitive que lorsque ce déterminant est nul, c’est à dire 

lorsque l’équation de conservation de l’énergie est vérifiée, il existe des solutions au système 

de DIRAC sous la forme d’ondes stationnaires. 
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VII 

 

Les solutions exactes au système de 

DIRAC 
 

 

 

 

 Le chapitre précédent a permis de montrer qu’il existait des solutions stationnaires à ce 

système. Il faut, pour être convaincant, être en mesure de les expliciter. 

 

Une analyse détaillée du système montre que lorsque le déterminant est nul, c’est à dire 

lorsque la condition suivante est réalisée : 

 
22

z

2

y

2

x

2

t kkkk          (VII-1) 

 

le choix de l’un des spineurs est arbitraire, et l’autre s’en déduit. 

 En tenant compte de cette observation, deux tableaux de solutions ont été construits pour 

les spineurs définis dans les chapitres précédents : 

 















1

0
 et 














3

2
       (VII-2) 

 

I – Les solutions avec un seul mode excité sur l’une des composantes des 

spineurs 
 

 Le premier tableau (Tableau VII-1) a été élaboré en choisissant le spineur φ et en 

calculant le spineur  χ correspondant pour être solution du système de DIRAC. Afin de balayer 

l’ensemble des solutions, le choix du spineur φ a été fait en affectant à la composante ψ0 

successivement tous les modes possibles tout en maintenant ψ1=0, puis en affectant à la 

composante ψ1 successivement tous les modes possibles tout en maintenant ψ0=0. 
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Tableau VII-1 : Solutions 

stationnaires de l’équation de 

Dirac en ψ2 et ψ3 en fonction des 

modes excités en ψ0 et ψ1. 
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 La lecture de ce tableau s’effectue de la manière suivante : ψ0 et ψ1 étant choisis comme 

un mode stationnaire d’amplitude x0 ou x1 (x représente l’une quelconque de lettres comprises 

entre a et p), ψ2 et ψ3 sont déterminés en repérant dans chacune des colonnes les modes relatifs 

aux amplitudes x0 ou x1. 

 Les fonctions d’onde exprimées dans ces solutions sont sans dimension. D’un point de 

vue purement mathématique, ces fonctions d’ondes sont définies à une constante multiplicative 

près, ce qui permet de les exprimer dans différentes unités. Nous utiliserons cette propriété 

ultérieurement. 

 

 Quelques exemples sont proposés afin de se familiariser avec la lecture du tableau (VII-

1). Pour une homogénéité de notation, on a posé xt = ct ce qui permet d’écrire le terme de phase 

temporelle sous la forme t = ktxt. 

 

Exemple 1 : 
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Exemple 2 : 
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Exemple 3 : 
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Exemple 4 : 
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 Le second tableau (Tableau VII-2) a été élaboré en choisissant le spineur.χ et en 

calculant le spineur φ correspondant pour être solution du système de DIRAC. Comme dans le 

tableau précédent, le choix du spineur χ a été fait en affectant à la composante ψ2 

successivement tous les modes possibles tout en maintenant ψ3=0, puis en affectant à la 

composante ψ3 successivement tous les modes possibles tout en maintenant ψ2=0. 
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Tableau VII-2 : Solutions 

stationnaires de l’équation de 

Dirac en ψ0 et ψ1 en fonction des 

modes excités en ψ2 et ψ3. 
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Comme précédemment, quelques exemples sont proposés afin de se familiariser avec la 

lecture du tableau (VII-2). Il est rappelé qu’on a adopté la notation xt = ct ce qui permet d’écrire 

le terme de phase temporelle t = ktxt. 

 

Exemple 5 : 
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Exemple 6 : 
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Exemple 7 : 
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Exemple 8 : 
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 Toute combinaison linéaire des solutions au système de Dirac est encore solution au 

système. On peut ainsi construire d’autres solutions, dont quelques exemples sont donnés ci-

après. 

 

II – Solutions propagatives 
 

 Une onde qui se propage peut être vue comme la somme de deux ondes stationnaires, 

ce qui permet d’élaborer des solutions propagatives à partir des tableaux précédents (Tableau 

VI – 1et 2). 

 

 On peut par exemple choisir les modes suivants, dans lesquels on rappelle la notation 

de la phase temporelle ωt = kt xt : 

 

cos (kx x) cos (ky y) cos (kz z) cos (kt xt) + cos (kx x) cos (ky y) sin (kz z) sin (kt xt) 

           (VII-11) 

 

ce qui donne après mise en facteur : 

 

cos (kx x) cos (ky y) { cos (kz z) cos (kt xt) + sin (kz z) sin (kt xt)}   (VII-12) 

 

une onde stationnaire en x, y, et propagative suivant l’axe z : 

 

cos (kx x) cos (ky y) cos (kt xt – kz z)       (VII-13) 
 

 La démarche est la suivante : on écrit la solution correspondant à chacun des modes que 

l’on veut sommer en (VII-11), ce qui donne pour le premier mode : 
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et pour le second : 
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 On pose ensuite h0 = l0 = A, on effectue la somme terme à terme des solutions (VII-14) 

et (VII-15), pour obtenir après réduction la solution propagative suivant z : 
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           (VII-16) 

 

 En réitérant ce processus suivant les deux autres directions, on peut élaborer des 

solutions propagatives en x, y, z dont un exemple est donné ci-dessous : 
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III – Autres formes des solutions 
 

 Les solutions de base exprimées dans les tableaux 1 et 2 ci-dessus peuvent également 

être combinées pour obtenir des solutions dont la forme est un peu différente. Deux exemples 

sont proposés. 

 

 Dans le premier exemple, deux modes de la fonction d’onde ψ1 sont excités, l’un 

pondéré par (-1), et l’autre pondéré par le terme (jη/kt) : 
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 Dans le second exemple, ce sont deux modes de la fonction d’onde ψ2 qui sont excités, 

l’un pondéré par (-1), et l’autre pondéré par le terme (jη/kt) : 
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VIII 

 

La dualité onde-corpuscule 
 

 

 

 

 Lorsque la particule se présente sous la forme de matière, elle obéit à l’équation de 

conservation de l’énergie de la relativité restreinte : 

 
42

0

222 cmcpE           (VIII-1) 

 

 Lorsque la particule se présente sous forme ondulatoire, son énergie totale et son vecteur 

d’onde sont tels que : 

 

 E  xx kp   yy kp   zz kp      (VIII-2) 

 

 En introduisant ces relations dans (VIII-1), on en déduit que les grandeurs ondulatoires 

doivent respecter la relation suivante pour assurer la compatibilité avec la conservation de 

l’énergie imposée par la relativité restreinte : 
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Soit encore : 
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 On retrouve exactement la relation exigée pour obtenir des solutions au système de 

DIRAC. 

 

 On en déduit que cette relation, associée aux relations (VIII-2) exprime la conservation 

de l’énergie, que la particule se présente sous la forme de matière ou sous la forme ondulatoire. 

 

 La relation quantique de conservation de l’énergie : 
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va jouer un rôle fondamental dans l’analyse des solutions stationnaires qui va être proposée. 

 

 Comme pour la relation (VIII-1) issue de la relativité restreinte, nous distinguons trois 

types d’énergie : 
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  : Energie ondulatoire en référence à la pulsation  qui apparaît dans cette expression. 

zyx ck,ck,ck   : Energie impulsionnelle suivant les directions x, y, z. 

2

0cm  : Energie de masse 

 

 Parmi les différentes formes de solution, nous en choisissons une qui permet une 

interprétation directe du rôle de ces énergies dans les fonctions d’onde du bi-spineur de DIRAC. 

 

 Nos prenons comme point de départ l’une des solutions exprimées au chapitre 

précédent : 
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 Dans cette solution, les fonctions d’onde sont sans unité. Mais nous avons, d’un point 

de vue mathématique, toute liberté de multiplier l’ensemble de ces fonctions d’ondes par une 

constante, et celle qui semble indiquée dans le cas présent est égale à kt pour obtenir : 
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 En substituant l’expression de 


cm0 , et en multipliant à nouveau toutes les fonctions 

d’onde par la quantité constante c , on obtient : 
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 Chaque fonction d’onde a désormais la dimension d’une énergie, et on fait le constat 

que dans cette solution, chaque terme contient une énergie de nature différente, si on considère 

que deux énergies impulsionnelles dans des directions orthogonales sont nécessairement 

différenciées. 
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 Si on se place en un point où l’énergie de masse est maximum, on doit avoir en ce point 

|sin(kx.x)| = |cos(ky.y)| = |cos(kz.z)| = 1, ce qui revient à poser cos(kx.x) = sin(ky.y) = sin(kz.z) = 

0. La solution se présente alors sous la forme : 
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           (VIII-9) 

 

 La fonction d’onde ψ1 mérite une attention particulière : à l’endroit où l’énergie de 

masse est maximum, elle peut se mettre sous la forme : 

 

 )xksin(cjm)xkcos( tt

2

0tt1         (VIII-10) 

 

où on reconnaît l’énergie ondulatoire   et l’énergie de masse m0c². Mais le résultat 

remarquable que nous apprend la relation (VIII-9) est que ces énergies évoluent en quadrature 

dans le temps, et que lorsque l’une est maximale, l’autre est nulle. 

 

 En d’autres termes, lorsque la particule se présente sous sa forme massive totale, elle ne 

présente aucune énergie ondulatoire, et lorsqu’elle se présente sous sa forme ondulatoire totale, 

elle ne présente aucune énergie massique. L’énergie présente dans la particule alterne donc 

entre les formes massiques et ondulatoires à la pulsation  définie par l’équation de 

conservation de l’énergie quantique qui pour une énergie impulsionnelle nulle s’écrit 

simplement : 

 

 22

0

22 cm          (VIII-11) 

 

 On peut supposer que c’est dans cet échange permanent d’énergie que réside le mystère 

de la dualité onde-corpuscule qui apparaît, au vu de la relation (VIII-10), tantôt sous forme de 

masse, tantôt sous forme ondulatoire. 

 

 Dans le cas général, c’est toujours la fonction d’onde ψ1 qui porte ces échanges 

d’énergie. Les termes qui portent l’énergie impulsionnelle sont ceux du deuxième spineur, c’est 

à dire celui qui représente le comportement de l’antiparticule dans l’interprétation de Dirac : 
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           (VIII-12) 

 

 Il est rappelé que ces échanges d’énergie s’effectuent dans le respect de la relation de 

conservation de l’énergie : 
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 Le fait que l’énergie impulsionnelle soit portée par le second spineur ne semble pouvoir 

être interprété qu’en imaginant que l’anti particule correspond à la situation dans laquelle le 

second spineur porte les échanges entre énergie de masse et énergie ondulatoire. Sur la base de 

cette hypothèse, celle des deux qui est détectée lors d’une expérience est celle dont le spineur 

contient l’énergie de masse dans la solution de DIRAC.  

 

 La pulsation minimum 0 à laquelle s’effectuent ces échanges d’énergies est donnée par 

la relation : 

 



2

0
0

cm
           (VIII-14) 

 

 L’application numérique pour un électron donne : 

 

  
s/rd10.8,7

10.05,1

10.310.11,9cm 20

34

28312

0
0 






     (VIII-15) 

 

 La très grande valeur de cette pulsation pourrait expliquer la grande difficulté à la mettre 

en évidence du point de vue expérimental. 
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IX 

 

Les courants de DIRAC(1) 
 

 

 

 

 L’expression de ces courants a été donnée dans un des chapitres précédents. Elle est 

rappelée pour mémoire : 
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 Ces courants vérifient l’équation de conservation locale : 
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I – Les courants de DIRAC pour une solution stationnaire 
 

 Un calcul concret de ces courants va être effectué pour une solution stationnaire. Nous 

choisissons pour cela la solution examinée dans le chapitre précédent : 
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 Les calculs sont un peu longs, mais sans difficultés. On obtient finalement les 

expressions suivantes : 
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 On peut alors vérifier l’équation de conservation (IX-2). On obtient : 
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           (IX-8) 

 

ce qui, compte tenu de la relation de conservation de l’énergie : 
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conduit bien au résultat attendu : 
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 Nous proposons de reconsidérer les résultats ci-dessus dans une approche plus physique. 

Cela conduit à multiplier les fonctions d’onde par la quantité c  et les courants de DIRAC par 

la quantité  2c  Dans cette description, la fonction d’onde se présente sous la forme : 
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 D’un point de vue mathématique, on sait que cette fonction d’onde est définie à une 

constante multiplicative près, que nous appellerons C, si bien qu’on peut poser dans une forme 

plus générale : 
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 La constante C doit permettre : 

  1 – De donner à la quantité ψψ* la dimension d’une densité volumique d’énergie. 

  2 – De garantir que la totalité de l’énergie relative à la particule est confinée dans 

un parallélépipède rectangle dont la dimension suivant x est comprise entre X1 et X2, suivant y 

entre Y1 et Y2,et suivant z entre Z1 et Z2, si bien que son volume V est égal à : 

 

V = (X2 – X1) (Y2 – Y1) (Z2 – Z1)       (IX-13) 

 

 Le terme J0 des courants de DIRAC représente la densité volumique d’énergie totale 

comprise dans la boite. Elle a pour expression : 
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 Pour obtenir l’énergie totale E contenue dans le parallélépipède, nous devons intégrer 

sur le volume de ce dernier, soit donc : 
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 Nous ferons l’hypothèse classique que des modes stationnaires s’installent dans des 

conditions telles que les dimensions de la boite sont des multiples de la demi-longueur d’onde 

suivant chacune des direction x, y, z. 
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où m, n, p sont des entiers relatifs. Dans ces conditions, on a la propriété suivante : 
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et l’énergie totale calculée suivant la relation (IX-15) se présente sous la forme : 
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soit encore : 
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 De la relation : 
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on déduit que l’énergie totale se présente dans la cavité soit sous forme ondulatoire, soit sous 

la forme d’une combinaison d’énergie de masse et d’énergie impulsionnelle. Ces échanges 

d’énergie se font en quadrature dans le temps, comme indiqué dans la relation (IX-19) : lorsque 

l’une est maximale, l’autre est nulle et réciproquement. 

 

 Des relations (IX-19) et (IX-20), on déduit : 
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et puisque l’énergie totale E est égale à  , cela impose à la constante C la valeur : 
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 Après prise en compte de cette constante multiplicative, les courants de DIRAC 

deviennent homogènes à une densité volumique d’énergie, et l’énergie totale est normalisée à 

l’énergie de la particule. 

 

 La quadridivergence : 
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s’interprète de la même manière qu’en électromagnétisme (théorème de POYNTING) ou en 

relativité générale. Elle exprime le fait que s’il y a une variation d’énergie dans un élément de 

volume dV=dxdydz pendant un temps dt, c’est que cette variation a traversé la frontière définie 

par la surface fermée délimitant l’élément de volume. 
 

II – Les courants de DIRAC pour une solution propagative 
 

 Nous choisissons comme exemple une solution propagative en x, y, z : 
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 Les calculs explicites donnent les courants de DIRAC suivant : 
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zyxtt

2

ty

zyxttzyxttx

2




  (IX-27) 

 

 )zkykxkxk(sinkk2J zyxtt

2

zt

3        (IX-28) 

 

 Le courant J0 présente un intérêt particulier puisqu’il contient, à une constante 

multiplicative près, l’énergie totale de la particule. Il peut se mettre sous la forme : 

 

  )zkykxkxk(sinkkkk)zkykxkxk(cosJ zyxtt

22

z

2

y

2

x

2

tzyxtt

220   

           (IX-29) 

 

 Après multiplication par la constante  2c  et normalisation par la constante C² définie 

au paragraphe précédent, il représente la densité volumique totale attachée à la particule. 

 

 En utilisant la relation de conservation de l’énergie : 
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22

z

2

y

2

x

2

t kkkk          (IX-30) 

 

il devient : 

 

  )zkykxkxk(sin)zkykxkxk(coskkkkJ zyxtt

2

zyxtt

22

z

2

y

2

x

2

t

0   

           (IX-31) 

 

soit encore : 

 

   )zkykxkxk(2coskkkkJ zyxtt

2

z

2

y

2

x

2

t

0      (IX-32) 

 

 La densité volumique d’énergie totale est donnée par le terme C²  2tck . Elle fluctue 

autour de cette valeur avec une moyenne spatiale et temporelle de variation qui est nulle. 

 

 L’équation de conservation locale de l’énergie : 

 

0
z

J

y

J

x

J

x

J 321

t

0




















        (IX-33) 

 

donne le résultat suivant : 

 

    0)zkykxkxk(2sinkkkk
z

J

y

J

x

J

x

J
zyxtt

22

z

2

y

2

x

2

t

321

t

0




















 

           (IX-34) 
 

III – Les courants de DIRAC uniformes 
 

 Nous désignerons par courants uniformes, des courants qui ne dépendent ni du temps, 

ni de l’espace. Il existe des solutions exactes à l’équation de DIRAC qui ont cette propriété, 

dont un exemple est proposé ci-dessous : 

 

  
     zkykxkxkjexpjkzkykxkxkjexpk

zkykxkxkjexpk

zyxttyzyxttx1

zyxttz0




 

    
0

zkykxkxkjexpk

3

zyxttt2




     (IX-35) 

 

 Parce que les produits des fonctions d’onde par les fonctions d’ondes conjuguées 

éliminent les exponentielles, on trouve : 

 

 

 

 

  zt

3
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2
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1

2

t

2

z
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y
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x
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kk2J

kk2J

kkkkJ






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        (IX-36) 
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 On observe que la densité volumique d’énergie totale C²   02
Jc  se présente sous la 

forme d’une combinaison de toutes les énergies présentes dans la cavité, et qu’elle est uniforme, 

c’est à dire indépendante du point de l’espace et de l’instant considérés. 

 

 Cette excitation de certains modes rendant la densité d’énergie uniforme au sein de la 

particule ne peut se présenter que dans des conditions bien particulières. On sait en effet que la 

densité totale d’énergie au sein de la particule est égale à C²  2tck , d’où la relation : 

 

  2

tt

2

t

22

z

2

y

2

x

2

t

2

z

2

y

2

x

0 kk2kkkkkkkkJ     (IX-37) 

 

 En introduisant la relation de conservation de l’énergie, on en déduit : 

 
2

tt

2

t kk2k2           (IX-38) 

 

soit encore en substituant les expressions de kt et η : 

 

c2

cm0 



 

 

 La condition d’obtention d’une densité uniforme s’obtient donc par la relation : 

 
2

0t cm2ck            (IX-39) 

 

 Cette relation exprime le fait qu’il faut une énergie totale interne à la particule égale à 

deux fois son énergie de masse pour que l’installation de tels modes soit possible. 

 On peut relier cette observation au fait que tous les modes exprimés dans la solution 

(IX-35) expriment des échanges d’énergie en quadrature dans le temps et l’espace entre des 

énergies positives et négatives repérées par le facteur j=racine(-1), l’antiparticule ne pouvant 

apparaître par sa masse que si l’énergie totale de la particule est au moins égale à deux fois son 

énergie de masse. 
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X 

 

Le principe d’indétermination 
 

 

 

 

 Ce principe, énoncé par HEISENBERG, lors des balbutiements de la mécanique 

quantique, a été popularisé sous l’expression : « Il est impossible de connaître à la fois la 

position et la quantité de mouvement d’une particule ». D’un point de vue physique, il est tout 

entier contenu dans une relation qui relie l’incertitude sur la position Δx et l’incertitude sur la 

quantité de mouvement Δpx d’une particule du monde quantique : 

 

2
p.x x


           (X-1) 

 

 On peut en déduire une autre formulation en notant que le principe fondamental de la 

dynamique permet d’écrire que la variation de la quantité de mouvement Δpx se fait par le biais 

d’une action extérieure Fx appelée force, pendant une durée Δt : 

 

t.Fp xx            (X-2) 

 

 On obtient, en notant que l’énergie peut être vue comme le produit d’une force par un 

déplacement : 

 

2
t.Et.F.xp.x xx


        (X-3) 

 

 Ce principe a des fondements théoriques solides, basés sur le fait que les opérateurs 

position et quantité de mouvement de la mécanique quantique ne commutent pas. Puisque le 

résultat de la mesure de position et de quantité de mouvement, faite au même endroit et au 

même instant, dépend de l’ordre dans lequel on effectue cette mesure, cela indique qu’il existe 

nécessairement une incertitude sur le résultat de ces mesures. 

 

 Si on considère maintenant une solution stationnaire exacte de l’équation de DIRAC 

telle que celle qui a été choisie comme exemple dans les chapitres précédents : 

 

 )xksin()zkcos()ykcos()xksin(cjm)xkcos()zkcos()ykcos()xksin(C

0

ttzyx

2

0ttzyx1

0






 

 
 )xksin()zksin()ykcos()xksin(ckC

)xksin()zkcos()ykcos()xkcos(ck)xksin()zkcos()yksin()xksin(ckjC

ttzyxz3

ttzyxxttzyxy2








 

           (X-4) 
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il y a une question qui vient naturellement à l’esprit. La solution (X-4) ci-dessus est parfaitement 

déterministe : chaque type d’énergie est connu, en théorie, avec une précision infinie pour une 

position (x,y,z) et un instant (t) donnés. Cet état de fait semble en contradiction avec le principe 

d’indétermination de HEISENBERG. 

 

 Pour lever cette contradiction, il nous faut en premier lieu admettre sous forme de 

postulat la conclusion suivante : un observateur ne peut obtenir des informations en provenance 

d’un système physique que s’il échange de l’énergie avec ce système. Un corolaire de ce 

postulat est que deux systèmes qui n’échangent pas d’énergie s’ignorent et n’interagissent pas : 

ils peuvent se dérouler simultanément et au même endroit. 

 

 Sur la base de ce postulat, nous examinons, pour la solution (X-4) ci-dessus, la densité 

volumique d’énergie présente dans la particule qui a été calculée au chapitre précédent : 

 

 

 

 

 
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y
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x
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x

2
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2

y

2

x
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y

2
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2

z

2

y

2

x
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0

2
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2

z

2

y

2

x

2220



















     (X-5) 

 

 On y retrouve les différents types d’énergie évoquées dans les chapitres précédents : 

- l’énergie totale ou énergie ondulatoire :   

- l’énergie de masse : m0c
2 

- les énergies impulsionnelles : zyx ck,ck,ck   

 

 Plaçons nous en un point de l’espace (x,y,z) où la densité volumique de l’énergie de 

masse de la particule est maximum. Supposons que la position où cette énergie de masse est 

maximum puisse être déterminée avec toute la précision que l’on souhaite. Pour que cette 

condition soit réalisée, les coordonnées x,y,z doivent vérifier : 

 

1)zk(cos)yk(cos)xk(sin z

2

y

2

x

2        (X-6) 

 

ce qui impose : 

 

0)zk(sin)yk(sin)xk(cos z

2

y

2

x

2        (X-7) 

 

 Il apparaît alors le résultat remarquable suivant : toutes les densités d’énergies 

impulsionnelles présentes dans la particule sont nulles à cet endroit. 

 

 En d’autres termes, si on se place en un point où on peut, par un échange d’énergie avec 

l’énergie de masse, connaître avec précision la position où cette énergie est maximum, on ne 

peut obtenir aucune information sur son impulsion en ce point car son énergie impulsionnelle 

est nulle à cet endroit. 
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 La réciproque s’exprime de la manière suivante : si on se place à un endroit où l’énergie 

impulsionnelle suivant x est maximum, alors l’énergie de masse et les énergies impulsionnelles 

suivant y et suivant z sont nulles. Un propriété analogue est vérifiée par permutation circulaire 

sur les variables x,y,z. 

 

 Ces observations permettent de comprendre comment une théorie complètement 

déterministe construite sur des solutions stationnaires exactes à l’équation de DIRAC reste 

compatible avec le principe d’indétermination de HEISENBERG. Ce dernier repose sur 

l’hypothèse que les mesures de position et vitesse sont effectuées ponctuellement au même 

endroit, alors que l’approche énergétique montre que les énergies correspondant à ces deux 

grandeurs sont décalées dans l’espace. Si cette approche se révèle correcte, on peut conclure 

qu’il est possible de connaître, la position et la vitesse d’une particule avec une précision 

arbitraire, à condition de se placer à l’endroit où ces caractéristiques sont présentes dans la 

particule. 

 

 La seconde relation d’indétermination (X-3) qui porte sur l’énergie et le temps : 

 

2
t.E


           (X-8) 

 

donne lieu à une interprétation un peu différente. Elle concerne l’énergie totale ou énergie 

ondulatoire, dont la densité volumique est donnée en (X-5) : 

 

  )xk(cos)zk(cos)yk(cos)xk(sinC tt

2

z

2

y

2

x

222       (X-9) 

 

 Les points de l’espace de coordonnées (x,y,z) où cette énergie est maximum sont les 

mêmes que ceux où l’énergie de masse est maximum, ils obéissent donc aux relations (X-6), et 

la densité volumique de l’énergie ondulatoire s’écrit en ces points : 

 

  )xk(cosC tt

222           (X-10) 

 

 Il apparaît que la mesure de cette énergie dépend de l’instant à laquelle elle est effectuée, 

de la même manière que précédemment les énergies impulsionnelles ou l’énergie de masse 

dépendaient de l’endroit où elles étaient mesurées (mais pas de l’instant), d’où des relations 

d’incertitude analogues. 
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XI 

 

La longueur d’onde de DE BROGLIE 
 

 

 

 

 Ce chapitre vise à montrer que les solutions stationnaires de l’équation de DIRAC sont 

entièrement compatibles avec les conclusions de Louis DE BROGLIE concernant la longueur 

d’onde associée au mouvement de chaque particule. Il permet de faire le lien entre la description 

ondulatoire de la mécanique quantique et la description relativiste du mouvement d’une 

particule. 

 

 La particule est supposée avoir une trajectoire rectiligne suivant l’axe Oz à vitesse 

constante v. Pour autant, elle est susceptible de posséder des modes stationnaires suivant Ox et 

Oy. On se retrouve dans une situation analogue bien connue en électromagnétisme, qui est celle 

d’une onde guidée dans un guide d’onde rectangulaire parfaitement conducteur. Les éléments 

présentés dans ce chapitre ont donc une grande analogie avec ceux qui concernent la 

propagation guidée. 

 

 La relation de conservation de l’énergie impose, à une constante multiplicative près : 

 

2

2
22

z

2

y

2

x

2

t
c

kkkk


         (XI-1) 

 

 En supposant que la particule se déplace suivant Oz, il est naturel d’examiner la 

pulsation spatiale kz déduite de (XI-1) : 

 

 22

y

2

x2

2
2

z kk
c

k 


         (XI-2) 

 

 On désigne par pulsation de coupure temporelle, la pulsation c telle que : 

 

  222

y

2

x

2

c ckk           (XI-3) 

 

 Ce qui permet d’exprimer la pulsation spatiale kz sous la forme : 

 

2

2

c

2
2

z
c

k


           (XI-4) 

dont la courbe représentative kz = f() à l’allure suivante : 
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         kz 

 

      1/c 

 

 

 

 

 

 

 

               ω 

        ωc 

  Figure (XI-1) : représentation de la pulsation spatiale en fonction de la pulsation 

temporelle 

 

 Pour une onde qui sera désignée par onde de phase, et qui se propage avec une phase : 

 

φ = ωt - kzz          (XI-5) 

 

on définit la vitesse de phase comme étant la vitesse de glissement de la phase de l’onde soit : 

 

zk
v


           (XI-6) 

 

 On peut exprimer cette vitesse de phase en fonction de la pulsation de coupure ωc définie 

ci-dessus, au moyen de la relation (XI-4) : 

 

2

c1

c
v















          (XI-7) 

 

 Puisque ω > ωc, cette vitesse est supérieure à la vitesse de la lumière. Elle a une réalité 

physique puisqu’elle représente la vitesse de glissement de la phase, mais elle ne peut 

représenter la vitesse de déplacement de l’énergie qui doit toujours rester inférieure à c.  

 

 Pour ce dernier déplacement, on définit la vitesse de propagation de l’énergie, ou vitesse 

de groupe vg par la dérivée de la pulsation temporelle par rapport à la pulsation spatiale : 

 

z

g
dk

d
v


           (XI-8) 

 

 On note sur la figure (XI-1) que la vitesse de propagation de l’énergie est nulle pour   ω 

= ωc, et qu’elle tend vers c pour ω >> ωc. L’énergie ne peut pas se propager pour ω < ωc. 

 

 La vitesse de groupe peut s’exprimer au moyen de la pulsation de coupure, comme cela 

a été fait pour la vitesse de phase. Dans un premier temps, on différencie la relation de 

conservation de l’énergie (XI-1) pour obtenir : 

http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr/


http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr 

73 

 

 

2zz
c

d.
dk.k


          (XI-9) 

 

 D’où on tire une relation immédiate entre la vitesse de phase et la vitesse de groupe : 

 

²c
dk

d

k zz




  soit donc : ²cvv g        (XI-10) 

 

 On en déduit : 
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c
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v 
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      (XI-11) 

 

 Pour faire le lien avec la mécanique relativiste de déplacement d’une particule, et suivant 

en cela Louis DE BROGLIE, nous admettons qu’une particule de masse m0 au repos présente 

une énergie ondulatoire à la pulsation ωc puisqu’il n’y a pas de déplacement d’énergie : 

 
2

0c cm           (XI-12) 

 

 Lorsque cette particule est en mouvement à la vitesse v, elle présente un accroissement 

de son énergie totale donnée par la théorie de la relativité restreinte, dont la représentation 

ondulatoire va se faire à la pulsation ω : 

 

2

2

0

c

v
1
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









          (XI-13) 

 

 Sur la base des hypothèses (XI-12) et (XI-13), on en déduit que les pulsations ω et ωc 

doivent vérifier entre elles les relations : 
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1 





















         (XI-14) 

 

 De la définition de la vitesse de groupe (XI-11), on déduit : 

 
2

g
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c
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v
1 













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






         (XI-15) 

 

 Il suit de (XI-14) et (XI-15) qu’on peut identifier la vitesse de la masse v à la vitesse de 

groupe vg de l’onde de phase attachée à la masse mobile. Cette identification garantit une 

représentation de l’énergie de masse relativiste et de l’énergie ondulatoire quantique qui soit 

totalement compatibles. 

 

 La dernière étape consiste à exprimer la longueur d’onde λ associée à l’onde de phase 

de fréquence ν et de pulsation ω qui se déplace à la vitesse vφ. Du paragraphe précédent, on 
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déduit qu’elle est associée, par le biais de sa vitesse de groupe, à une masse m qui se déplace à 

la vitesse v. En faisant usage de la relation ²cvv g   qui établit une relation entre la vitesse de 

phase et la vitesse de groupe ou vitesse de la particule, on obtient : 
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XII 

 

Equation de DIRAC généralisée 
 

 

 

 

 Cette partie traite de l’équation de DIRAC pour une particule chargée placée dans un 

champ électromagnétique caractérisé par un potentiel scalaire  et un potentiel vecteur (Ax, Ay, 

Az). Ces potentiels sont considérés comme constants et uniformes, c’est-à-dire indépendants de 

x, y, z et t. Nous recherchons, comme précédemment des solutions sous la forme de 

combinaisons linéaires de modes stationnaires susceptibles de s’établir dans une cavité 

rectangulaire. 

 

 Suivant une démarche analogue au chapitre II, le formalisme de DIRAC conduit à 

rechercher  les solutions de la nouvelle équation dans laquelle est introduit le quadri-vecteur 

potentiel électromagnétique : 

 

   
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c
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1
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0  

           (XII-1) 

 

 La fonction d’onde ψ est un bi-spineur à quatre composantes : 

 































3

2

1

0

          (XII-2) 

 

 Les matrices γ0, γ1, γ2, γ3, sont données au chapitre II, et afin d’alléger les expressions, 

on pose : 

 



cm0           (XII-3) 

 

 En injectant explicitement les matrices γi dans l’équation (XII-3) ci-dessus, on obtient 

le système d’équations différentielles : 
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
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
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           (XII-4) 

 

soit encore, en faisant apparaître le système différentiel de la particule libre : 
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 (XII-5) 

 

 A nouveau dans un souci d’allègement de notation, on pose : 
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ce qui conduit au système représentant l’équation de DIRAC : 
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  (XII-7) 

 

 Il s’agit d’un système différentiel extrêmement complexe. 

 

 On peut tenter de rechercher les fonctions d’onde i (i=0,1,2,3) solutions de ce système 

comme cela a été fait au chapitre VI, sous la forme : 
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 

  tzyxizyxizyxizyxizyxizyxizyxizyxi

tzyxizyxizyxizyxizyxizyxizyxizyxii

SCCCpCSCoCCSnCSSmSCClSSCkSCSjSSSi

CCCChCSCgCCSfCSSeSCCdSSCcSCSbSSSa




 

           (XII-8) 

 

avec la notation habituelle : 

 

Sx = sin (kx x)       Sy = sin (ky y)       Sz = sin (kz z)       St = sin (kt ct)  (XII-9) 

 

Cx = cos (kx x)       Cy = cos (ky y)       Cz = cos (kz z)       Ct = cos (kt ct)  (XII-10) 

 

 En reprenant la méthode exposée au chapitre VI, on est conduit à formuler un système 

homogène de 64 équations à 64 inconnues qui est décrit ci-dessous : 
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   
   
   
   
   
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   
   
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0eejeajkfkgjkjkm

0ddjdhjkckbjkjkl

0ccjcgjkdkajkjkk

0bbjbfjkakdjkjkj

0aajaejkbkcjkjki

0ppjpljkoknjkjkh

0oojokjkpkmjkjkg

0nnjnjjkmkpjkjkf

0mmjmijknkojkjke

0lljlpjkkkjjkjkd

0kkjkojklkijkjkc

0jjjjnjkikljkjkb

0iijimjkjkkjkjka

2z3yx0t2z3y3x0

2z3yx0t2z3y3x0

2z3yx0t2z3y3x0

2z3yx0t2z3y3x0

2z3yx0t2z3y3x0

2z3yx0t2z3y3x0

2z3yx0t2z3y3x0

2z3yx0t2z3y3x0

2z3yx0t2z3y3x0

2z3yx0t2z3y3x0

2z3yx0t2z3y3x0

2z3yx0t2z3y3x0

2z3yx0t2z3y3x0

2z3yx0t2z3y3x0
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



























   (XII-11) 
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   
   
   
   
   
   
   

   
   
   
   
   
   
   
   
    0hhjhdjkgkfjkjkp

0ggjgcjkhkejkjko

0ffjfbjkekhjkjkn

0eejeajkfkgjkjkm

0ddjdhjkckbjkjkl

0ccjcgjkdkajkjkk

0bbjbfjkakdjkjkj

0aajaejkbkcjkjki

0ppjpljkoknjkjkh

0oojokjkpkmjkjkg

0nnjnjjkmkpjkjkf

0mmjmijknkojkjke

0lljlpjkkkjjkjkd

0kkjkojklkijkjkc

0jjjjnjkikljkjkb

0iijimjkjkkjkjka

3z2yx1t3z2y2x1

3z2yx1t3z2y2x1

3z2yx1t3z2y2x1

3z2yx1t3z2y2x1

3z2yx1t3z2y2x1

3z2yx1t3z2y2x1

3z2yx1t3z2y2x1

3z2yx1t3z2y2x1

3z2yx1t3z2y2x1

3z2yx1t3z2y2x1

3z2yx1t3z2y2x1

3z2yx1t3z2y2x1

3z2yx1t3z2y2x1

3z2yx1t3z2y2x1

3z2yx1t3z2y2x1

3z2yx1t3z2y2x1

































  (XII-12) 

 

   
   
   
   
   
   
   

   
   
   
   
   
   
   
   
    0hhjhdjkgkfjkjkp

0ggjgcjkhkejkjko

0ffjfbjkekhjkjkn

0eejeajkfkgjkjkm

0ddjdhjkckbjkjkl

0ccjcgjkdkajkjkk

0bbjbfjkakdjkjkj

0aajaejkbkcjkjki

0ppjpljkoknjkjkh

0oojokjkpkmjkjkg

0nnjnjjkmkpjkjkf

0mmjmijknkojkjke

0lljlpjkkkjjkjkd

0kkjkojklkijkjkc

0jjjjnjkikljkjkb

0iijimjkjkkjkjka

0z1yx2t0z1y1x2

0z1yx2t0z1y1x2

0z1yx2t0z1y1x2

0z1yx2t0z1y1x2

0z1yx2t0z1y1x2

0z1yx2t0z1y1x2

0z1yx2t0z1y1x2

0z1yx2t0z1y1x2

0z1yx2t0z1y1x2

0z1yx2t0z1y1x2

0z1yx2t0z1y1x2

0z1yx2t0z1y1x2

0z1yx2t0z1y1x2

0z1yx2t0z1y1x2

0z1yx2t0z1y1x2

0z1yx2t0z1y1x2

































  (XII-13) 
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           (XII-14) 

 

 La première idée consiste à prendre appui sur les résultats du chapitre VI, c’est à dire à 

affecter un mode à ψ0, et à rechercher les modes qui sont solutions du système pour les fonctions 

d’ondes ψ1, ψ2, ψ3. Un travail mathématique long et fastidieux ne permettra pas d’exprimer une 

solution exacte pour ψ1, ψ2, ψ3. Ce travail ne permettra pas non plus de montrer qu’une telle 

solution n’existe pas, et donc le problème reste ouvert. 

 

 La progression vers une solution possible viendra d’une analyse physique de ce système. 

 

 En tout premier lieu, il faut que le déterminant de ce système soit nul. Nous conjecturons 

que la condition de nullité est fournie par l’équation de conservation de l’énergie. 

 

 Il faut donc établir cette nouvelle équation de conservation en fonction de l’énergie 

apportée à la particule chargée par la présence du champ électromagnétique. Cette énergie est 

de deux sortes : 

 

- l’énergie apportée par le potentiel scalaire ϕ permet d’augmenter l’énergie 

cinétique de la particule chargée. La relativité restreinte nous suggère que cet 

accroissement d’énergie est engrangé sous la forme d’énergie de masse. 

- L’énergie apportée par le potentiel vecteur (Ax, Ay, Az) ne permet que de 

faire changer la direction de la trajectoire de la particule sans apport 

d’énergie cinétique : il s’agit donc d’une énergie purement impulsionnelle. 

 

 En dehors de la présence du champ électromagnétique, l’équation de conservation de 

l’énergie s’écrit : 
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 Les apports d’énergie du champ électromagnétique dans cette relation peuvent être 

introduits de multiples manières sans qu’il soit trivial de faire un choix à priori parmi toutes les 

formulations possibles. Une réflexion approfondie a permis de conclure que la forme correcte 

est la suivante : 
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tt      (XII-16) 

 

 On notera en particulier que l’énergie cinétique relative à ηt apportée par le potentiel 

scalaire ϕ n’est pas associée à l’énergie de masse relative à η comme on aurait pu le penser de 

manière intuitive. 

 

 La justification rigoureuse provient du fait que la somme du quadrivecteur onde et du 

quadrivecteur potentiel électromagnétique donne également un quadrivecteur : 
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        (XII-17) 

 

 Et puisque la pseudo norme du quadrivecteur somme est une constante, cela conduit 

directement à l’équation de conservation de l’énergie (XII-16). 

 

 Dès lors, nous conjecturons que le déterminant du système global de 64 équations à 64 

inconnues est nul lorsque l’équation de conservation de l’énergie (XII-16) est vérifiée. 

 

 Cela ne fournit pas pour autant de piste permettant d’avancer vers une solution du 

système d’équation de DIRAC généralisé à l’interaction électromagnétique. 

 

 Une analyse détaillée du système de DIRAC permet toutefois d’entrevoir que si on 

excite sur une fonction d’onde des modes en quadrature dans le temps pour le potentiel scalaire 

et en quadrature dans l’espace pour le potentiel vecteur, on parvient à obtenir des solutions du 

système relative aux modes stationnaires (XII-11,12,13,14). Les modes en quadrature doivent 

de plus exprimer des échanges d’énergie entre énergie positive et énergie négative ce qui 

introduit donc la quantité j = racine(-1) entre les expressions de ces modes. 

 

 En résumé, la présence du potentiel électromagnétique n’excite plus les fonctions 

d’ondes sous la forme de modes stationnaires indépendants, mais sous la forme de 

combinaisons de modes associés en quadrature dans le temps et dans l’espace, et qui traduisent 

des échanges d’énergie entre énergie positive et énergie négative. 

 

 Ces modes vont donc se présenter sous la forme de combinaisons de fonctions de x, y, 

z, t, d’amplitude A qui ont l’expression suivante : 

 

  zkykxkxkjexpA)xjkexp()zkexp()yjkexp()xjkexp(A zyxttttzyx   

           (XII-18) 

 

http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr/


http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr 

81 

 

 Les signes + et – présents dans cette expression vont affecter la relation de conservation 

de l’énergie qui doit les prendre en compte sous la forme : 
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 Ces considérations sont illustrées sur l’exemple particulier suivant, qui correspond à une 

solution exacte de l’équation de DIRAC généralisée à l’interaction électromagnétique. 
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     (XII-20) 

 

 Cette solution est associée à l’équation de conservation de l’énergie : 
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 Il convient pour être convaincant de détailler les vérifications de ces propriétés. Nous 

omettrons dans les calculs ci-dessous les exponentielles qui viennent en facteur de tous les 

termes. 

 

Première équation du système de DIRAC généralisé : 
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           (XII-23) 

 

Deuxième équation du système de DIRAC généralisé : 
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 (XII-25) 

 

Troisième équation du système de DIRAC généralisé : 
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           (XII-27) 

 

 Les termes imaginaires s’annulent, et il reste : 
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soit donc l’équation de conservation de l’énergie. 

 

Quatrième équation du système de DIRAC généralisé : 
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 La vérification que la solution (XII-20) est bien une solution exacte au système de 

DIRAC généralisé est achevée. 

 

 On pourrait penser que sur la base de la solution exacte (XII-20), il est possible de 

construire des solutions stationnaires purement réelles en sommant par exemple deux solutions 

en exp(jωt) et exp(-jt), ce qui viendrait en contradiction avec l’affirmation précédente sur 

l’impossibilité de faire apparaître de telles solutions dans le système de DIRAC généralisé. 

 En fait, il est impossible de sommer ces solutions, car elles sont relatives chacune à une 

équation de conservation de l’énergie différente, et donc à une condition de nullité du 

déterminant du système différente. 

 

 On peut par contre mixer des modes stationnaires réels et des modes stationnaires 

complexes, comme le montre la solution exacte ci-dessous, dans laquelle la présence du 

potentiel électromagnétique est réduite au potentiel scalaire : 
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           (XII-31) 

 

 Elle est associée à l’équation de conservation de l’énergie : 
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XIII 

 

Les courants de DIRAC(2) 
 

 

 

 

 Les courants de DIRAC relatifs aux solutions de l’équation généralisée à la présence 

d’un champ électromagnétique possèdent une propriété remarquable qui va être illustrée sur 

l’exemple de solution proposée au chapitre précédent et rappelé pour mémoire : 
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     (XIII-1) 

 

 L’expression de ces courants est rappelée ci-dessous. Multipliés par une constante 

adéquate, ils deviennent homogènes à une densité volumique d’énergie, et le terme J0 représente 

la densité volumique d’énergie totale. 
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 De plus, ces courants doivent vérifier l’équation de conservation locale de l’énergie : 
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 On obtient, de manière assez simple, à partir des fonctions d’onde (XIII-1), et des 

expressions des courants (XIII-2) : 
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    (XIII-4) 
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 Le résultat remarquable qui apparaît dans l’expression de ces courants est qu’ils ne 

dépendent ni du temps, ni de l’espace. En d’autres termes, la densité volumique d’énergie totale 

représentée par J0 est uniforme à l’intérieur du parallélépipède qui contient l’énergie de la 

particule. 

 

 Ce résultat présente une grande analogie avec l’exemple d’une particule qui possède 

deux fois son énergie de masse qui est présenté au chapitre VI, avec toutefois une différence 

sujette aux hypothèses formulées lors de l’élaboration des solutions en présence de champ 

électromagnétique. 

 Si on admet qu’il n’existe pas de solution purement réelle pour les fonctions d’ondes 

obtenues en présence d’un champ électromagnétique, ce régime particulier de densité d’énergie 

uniforme au sein de la particule est imposé par la présence du champ électromagnétique, alors 

que rien ne l’impose pour la particule libre. 

 

 La constante de normalisation C est obtenue en écrivant que J0 représente la densité 

volumique d’énergie totale de la particule placée dans un champ électromagnétique, soit donc 

pour l’énergie totale comprise dans le volume V qui délimite la particule : 
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22            (XIII-5) 

 

 En égalant cette relation avec (XIII-4) multipliée par la constante de normalisation C2, 

on obtient : 

 

            VkckkkkCE
2

tt

222

tt

2

zz

2

zz

2

xx

2    (XIII-6) 

 

 soit encore en introduisant l’équation de conservation de l’énergie rappelée pour 

mémoire : 

 

        22
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2

yy

2

xx

2

tt kkkk       (XIII-7) 
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
       (XIII-8) 
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XIV 

 

Conclusion de la deuxième partie 
 

 

 

 On sait que les solutions à l’équation de DIRAC qui correspondent à la réalité des 

observations sont des solutions élaborées à l’aide de modes sphériques et dans ce contexte, on 

peut se demander quel est l’intérêt de s’appesantir sur des solutions obtenues en coordonnées 

cartésiennes. 

 

 Il apparaît que les solutions cartésiennes sont plus rapidement atteignables, et qu’on peut 

en tirer des informations précieuses sur le comportement de l’énergie dont la particule est 

constituée. 

 

 Sur la base d’une équation de conservation de l’énergie qui constitue un des 

fondamentaux du raisonnement physique et sur l’hypothèse d’une évolution interne de l’énergie 

basée sur des échanges entre des modes stationnaires, les solutions exactes à l’équation de 

DIRAC livrent des éléments nouveaux susceptibles de décrire la physique de l’infiniment petit. 

 

 Il n’est fait aucune hypothèse sur l’étendue spatiale des modes qui sont censés décrire 

le comportement de la particule, mais il est légitime de penser que cette étendue dépasse la taille 

que lui donne la physique classique si on veut par exemple pouvoir expliquer les phénomènes 

d’interférences. Cette interprétation était déjà présente dans la pensée de Louis DE BROGLIE 

lors de la rédaction de sa thèse : « Devons-nous supposer le phénomène périodique localisé à 

l’intérieur du morceau d’énergie ? Cela n’est nullement nécessaire et il résultera du paragraphe 

III qu’il est sans doute répandu dans une région étendue de l’espace. » 

 

 Par opposition à l’Ecole de Copenhague, l’interprétation énergétique des solutions 

stationnaires est parfaitement déterministe, mais elle ne contredit pas pour autant l’ensemble 

des acquis de la vision probabiliste de la mécanique quantique. 

 

 Elle justifie la dualité onde corpuscule en indiquant que l’énergie interne à la particule 

se présente alternativement sous la forme d’énergie de masse puis d’énergie ondulatoire. 

 

 Elle montre comment le principe d’indétermination de HEISENBERG s’interprète en 

indiquant comment l’énergie de masse et l’énergie impulsionnelle ne sont pas simultanément 

présentes au même endroit. 

 

 Enfin, elle est totalement compatible avec l’interprétation d’un phénomène ondulatoire 

associé à la particule suivant la longueur d’onde de DE BROGLIE. 
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Troisième partie 

 

 

 

 

 

 

L’approche énergétique de 

l’équation de DIRAC et de 

ses solutions en coordonnées 

sphériques 
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XV 

 

Equation de DIRAC en coordonnées 

sphériques 
 

 

 

 

 L’analyse de solutions stationnaires de l’équation de DIRAC en coordonnées 

cartésiennes a permis de mettre en évidence des propriétés qui, tout en étant adossées à une 

théorie parfaitement déterministe, sont en accord avec tous les résultats obtenus dans 

l’interprétation statistique de l’Ecole de Copenhague. 

 

 Si des modes stationnaires sont capables de représenter les échanges d’énergies au sein 

des particules, il y a peu de chance que ce soit dans des cavités ayant la forme d’un 

parallélépipède. Tout indique, et en particulier les solutions de l’équation de SCHRÖDINGER, 

que le système de coordonnées le plus adapté, celui qui fournit des solutions en accord avec les 

observations expérimentales, est le système de coordonnées sphériques (Figure XV-1) 

 
Figure XV-1 : représentation du système de coordonnées sphériques 

 

  On s’attend en particulier à voir apparaître dans des solutions exactes à l’équation de 

DIRAC en coordonnées sphériques, des éléments qui permettent de mieux comprendre 

comment le spin de l’électron est lié à la rotation de l’énergie interne. 

 

 Avant même d’aborder la recherche de solutions, il convient de transformer l’équation 

de DIRAC en coordonnées sphériques. 
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 Le point de départ est donné par les relations de passage entre les coordonnées 

cartésiennes et les coordonnées sphériques : 

 







cosrz

sinsinry

cossinrx

         (XV-1) 

 

 On en déduit les relations sur les différentielles : 

 







dsinrcosdrdz

dcossinrdsincosrsinsindrdy

dsinsinrdcoscosrcossindrdx

     (XV-2) 

 

 Soit encore en écriture matricielle : 
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
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
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
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
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d
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    (XV-3) 

 

 Et donc par inversion de matrice : 
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
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r
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r
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d

d
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     (XV-4) 

 

 L’équation de DIRAC en coordonnées cartésiennes est rappelée ci-dessous : 
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zyxx
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t

0     (XV-5) 

 

où les matrices γi sont de la forme : 
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           (XV-6) 

 

 L’objectif est de transformer cette équation, en faisant apparaître les dérivées partielles 

par rapport aux variables sphériques r, θ, φ : 
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   
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




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1

r

1

rx
j r

t

0    (XV-7) 

 

 L’enjeu est dans la détermination des nouvelles matrices γr, γθ, γφ. Il faut pour cela, dans 

un premier temps, formaliser le passage des dérivées partielles par rapport à x, y, z, aux dérivées 

partielles par rapport à r, θ, φ. 

 

 Pour établir ces relations, on peut utiliser la différentielle totale qui est une constante de 

la transformation : 

 





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







 dddr

r
d         (XV-8) 

 

 En reportant dans cette relation les différentielles dr, dθ, dφ données en (XV-4), on 

obtient : 
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     (XV-9) 

 

 On regroupe ensuite les termes relatifs aux différentielles dx, dy, dz : 
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   (XV-10) 

 

 On identifie alors cette expression avec la différentielle totale en coordonnées 

cartésiennes qui est une constante de la transformation : 

 

dz
z

dy
y

dx
x

d













         (XV-11) 

 

 Cette identification fournit la transformation recherchée entre les dérivées partielles en 

coordonnées sphériques et les différentielles partielles en coordonnées cartésiennes : 
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
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    (XV-12) 

 

 Il est alors possible de procéder au changement de coordonnées en reportant ces égalités 

dans l’équation de DIRAC en coordonnées cartésiennes : 
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 La formulation explicite est complètement développée ci-dessous : 
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           (XV-14) 

 

On regroupe ensuite les termes relatifs aux dérivées partielles en r, θ, φ, afin d’obtenir 

une écriture matricielle sous la forme : 
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 Ce regroupement conduit, par identification, aux matrices γr, γθ, γφ recherchées : 
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           (XV-16) 

 

 On notera en particulier que les matrices obtenues vérifient les propriétés générales des 

matrices de DIRAC : 
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 L’écriture matricielle développée du système de DIRAC se présente sous la forme : 
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    (XV-18) 

 

 On en déduit les 4 équations aux dérivées partielles qui expriment le système de DIRAC 

en coordonnées sphériques : 
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          (XV-19) 

 

 Il s’agit d’un système non linéaire, et la méthode utilisée avec les coordonnées 

cartésiennes n’est plus applicable. 

 

 La complexité de ce système est telle qu’il est difficile (impossible ?) d’envisager une 

méthode purement mathématique qui permette d’avancer vers une solution exacte. Nous allons 

montrer dans les chapitres suivants qu’une approche physique, basée sur des échanges d’énergie 

entre des modes sphériques permet d’aboutir à de telles solutions. 
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XVI 

 

Equation de KLEIN-GORDON en 

coordonnées sphériques 
 

 

 

 

 Dans la démarche de recherche de solutions exactes à l’équation de DIRAC en 

coordonnées sphériques, nous conjecturons que l’équation de conservation de l’énergie entre 

l’énergie de masse, l’énergie ondulatoire, et l’énergie impulsionnelle va nous être donnée par 

l’équation de KLEIN-GORDON en coordonnées sphériques : 
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  (XVI-1) 

 

 Les solutions modales de cette équation se présentent sous la forme d’un produit de trois 

fonctions séparables en (r), (xt), et (θ,φ).  

 

I – La solution séparable en (θ,φ) 

 

 Cette solution est définie à partir des harmoniques sphériques Ylm qui sont fonctions de 

deux paramètres :  

- l est appelé degré de l’harmonique Ylm , et c’est un entier naturel. 

- m est appelé ordre de l’harmonique sphérique : c’est un entier relatif tel que 

| m |<= l soit donc : m = - l , - l +1, ….., l 
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0  et  20  

 

Plm est un polynôme de LEGENDRE élevé à la puissance m. 

 

 Les harmoniques sphériques sont solutions de l’équation aux valeurs propres : 
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 Les premières harmoniques sphériques normalisées sont les suivantes : 
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 (XVI-4) 

 

II – La solution séparable en r 

 

 Cette solution est donnée par toute combinaison linéaire des fonctions de BESSEL 

sphériques jn(r) et yn(r) où l’indice n est un entier naturel. Ces fonctions peuvent être définies à 

partir des fonctions de BESSEL : 
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         (XVI-5) 

 

ou à partir de formules génératrices, plus commodes pour déterminer les formulations 

explicites : 
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 Les premières fonctions de BESSEL sphériques sont les suivantes : 
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           (XVI-7) 

 

 Si nous désignons par fn(r) la fonction générique représentant jn(r) ou yn(r), fn(r) est 

solution de l’équation différentielle de BESSEL sphérique : 
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ou dans une écriture équivalente : 
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 Les modes de cavité à symétrie sphérique ne dépendant que de r et sont appelés les 

modes pulsés. Ils sont fonctions d’une constante de propagation radiale ou pulsation spatiale 

radiale que nous désignerons par kr et qui joue un rôle analogue aux constantes de propagation 

kx, ky, ou kz pour les cavités rectangulaires. 

 

 En introduisant la variable R = krr dans l’équation de BESSEL sphérique (XVI-19), nous 

obtenons successivement : 
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   (XVI-10) 

 

 

III – La solution séparable en xt 

 

 Si on désigne par u cette fonction, elle est solution de l’équation aux valeurs propres : 
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 Elle est donc constituée par toute combinaison linéaire des fonctions trigonométriques 

cos(ktxt) et sin(ktxt). 

 

 

IV – La solution complète en modes stationnaires séparés en (r, θ, φ et xt) 

 

 L’équation de KLEIN-GORDON en coordonnées sphériques est rappelée pour 

mémoire : 
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  (XVI-12) 

 

Les solutions en modes stationnaires se présentent sous la forme d’un produit de 

fonctions indépendantes en r, (θ, φ), et xt : 
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 L’introduction de cette forme de solution dans l’équation de KLEIN-GORDON en 

coordonnées sphériques amène aux substitutions suivantes : 

 

 
 

     

 
 

     

       ttr

2

t2

t

2

ttr22

2

222

ttr2

2

r

2

2

xkuYrkfkt,,,r
x

xkuYrkf
r

1
t,,,r

sinr

1
sin

sinr

1

xkuYrkf
r

1
kt,,,r

r
r

rr

1




















































 


















,lm

,lm
ll

,lm
ll

l

l

l

 

           (XVI-14) 

 

 Par substitution de ces 3 relations dans (XVI-12), on obtient la relation de conservation 

de l’énergie : 

 
2

r

22

t kk            (XVI-15) 

 

 Après multiplication par la constante  2c , cette relation devient : 

 

     2r

22

t ckcck           (XVI-16) 

 

soit encore : 
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 Comme en coordonnées cartésiennes, on identifie dans cette relation trois catégories 

d’énergie : l’énergie ondulatoire   , l’énergie de masse (m0c²) et l’énergie impulsionnelle 

 rck . 

 

 On notera que cette relation de conservation est indépendante des modes excités suivant 

θ et φ. Cela signifie que la répartition entre énergie de masse, énergie ondulatoire, et énergie 

impulsionnelle ne dépend pas des modes excités en rotation suivant θ et φ. 

 

 Comme dans le cas des coordonnées cartésiennes, cette relation de conservation de 

l’énergie va jouer un rôle fondamental dans l’obtention de solutions stationnaires à l’équation 

de DIRAC en coordonnées sphériques. 
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XVII 

 

Solutions exactes de l’équation de 

DIRAC en coordonnées sphériques 
 

 

 

 

 Des chapitres précédents, nous avons montré que les solutions exactes de l’équation de 

Dirac en coordonnées sphériques doivent vérifier le système :  
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 Nous avons également formulé l’hypothèse que si des solutions exactes existent sous la 

forme de modes stationnaires décrivant les échanges d’énergie au sein de la particule, ces 

solutions doivent être compatibles avec l’équation de conservation de l’énergie établie à l’aide 

de l’équation de KLEIN-GORDON : 

 
2

r

22

t kk            (XVII-2) 

 

 Pour autant, ces éléments sont insuffisants pour progresser dans la recherche de 

solutions exactes au système (XVII-1) ci-dessus. 

 

 Il faut donc trouver de nouveaux indices susceptibles, dans une démarche heuristique, 

de restreindre le champ de recherche des solutions possibles. 

 

 Nous allons pour cela nous appuyer sur deux observations issues des solutions exactes 

obtenues en coordonnées cartésiennes. Considérons par exemple la solution suivante : 
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           (XVII-3) 

 

 La première observation consiste à remarquer que le bi-spineur qui représente certaines 

de ces solutions peut se décomposer de la manière suivante : 

- le premier spineur exprime sur l’une de ses composantes les échanges entre 

énergie de masse et énergie ondulatoire. 

- le second spineur exprime sur ses deux composantes les échanges concernant 

l’énergie impulsionnelle. 

 

 La seconde observation est relative à la dualité onde-corpuscule. Elle se présente dans 

les solutions exactes sous la forme d’un même mode spatial, l’un à énergie positive, l’autre à 

énergie négative (d’où la présence du nombre complexe 1j  ), excité en quadrature dans le 

temps, ce qui indique que quand l’énergie de masse est maximum, l’énergie ondulatoire est 

nulle, et réciproquement. Les modes présents dans cet échange d’énergie doivent être solution 

de l’équation de KLEIN-GORDON qui apparaît systématiquement dans l’une des équations du 

système de DIRAC. 

 

 Sur la base de ces deux observations, des essais empiriques permettent alors de montrer 

qu’il existe bien des solutions exactes au système de DIRAC sphérique (XVII-1), sous la forme 

de modes stationnaires respectant l’équation de conservation de l’énergie (XVII-2).  

 

 Certains modes sphériques ne permettent pas d’obtenir des solutions exactes à 

l’équation de DIRAC. La méthode empirique utilisée ne permet pas de préciser s’il s’agit d’une 

absence mathématique de ces solutions, ou si des solutions relatives à ces modes sont 

atteignables par d’autres méthodes. 

 

 Le premier mode sphérique Y00(θ,φ) solution de l’équation de KLEIN-GORDON est 

égal à une constante, il est donc indépendant de θ et φ. Il ne conduit pas à une solution exacte 

de l’équation de Dirac. 

 

 Nous allons développer en détail dans les chapitres suivants, quelques-unes des 

solutions exactes pour certains modes sphériques solutions de l’équation de KLEIN-GORDON. 
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XVIII 

 

Solutions exactes de l’équation de 

DIRAC pour les modes Yn-n et Ynn 
 

 

 

 

 Nous nous intéressons dans ce chapitre aux modes solutions de l’équation de KLEIN-

GORDON pour lesquels les paramètres l et |m| sont égaux, et nous poserons l = |m| = n ≠ 0. 

 

 La description angulaire de ces modes est donnée par les harmoniques sphériques 

suivants, dans lesquels la constante de normalisation qui ne joue aucun rôle pour établir la 

validité des solutions a été omise : 

 


  jnn

nn

jnn

nn esinYesinY             (XVIII-1) 

 

 Nous travaillerons sur le premier mode Yn-n, avant d’en déduire, par des considérations 

simples, l’expression des solutions relatives au mode Ynn. 

 

 L’harmonique sphérique Yn-n est associé à la fonction radiale donnée par les deux 

fonctions de BESSEL sphériques d’ordre n : 
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ou 
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        (XVIII-3) 

 

 Les solutions modales de l’équation de KLEIN-GORDON s’expriment sous la forme : 

 

       ttnnrn xkuYrkft,,,r   ,       (XVIII-4) 

 

où la dépendance temporelle est donnée par toute combinaison linéaire des fonctions : 

u(ktxt) = cos(ktxt) ou  u(ktxt) = sin(ktxt) 

 

 La méthode évoquée au chapitre précédent incite à proposer la solution suivante qui va 

se révéler être une solution exacte : 

 

http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr/


http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr 

103 

 

   

 

     






























r

)rk(f
1cosn)rk('fksinesinxksinj

r

)rk(f
n)rk('fkxksinesincosj

0

xkcosesin)rk(fjkxksinesin)rk(f

rn2

rnr

2j1n1n

tt3

rn
rnrtt

njn

2

1

tt

njn

rnttt

njn

rn0

  (XVIII-5) 

 

dans laquelle nous avons adopté la notation allégée : fn’(krr) = dfn(krr)/d(krr). 

 

 Le premier spineur porte la dualité onde-corpuscule à travers la fonction d’onde ψ0. 

L’énergie de masse s’échange avec l’énergie ondulatoire sur le mode spatial défini par 

l’harmonique sphérique Yn-n. Il répond à la démarche évoquée au chapitre précédent. 

 Le second spineur porte les échanges d’énergie impulsionnelle sur lesquels nous 

reviendrons ultérieurement. Il est déduit du système de DIRAC sphérique après substitution du 

premier spineur. 

 

 L’équation de conservation de l’énergie associée à cette solution est rappelée pour 

mémoire : 
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t kk            (XVIII-6) 

 

 Cette relation est indépendante de la nature des modes sphériques excités. 

 

 Des chapitres précédents, nous avons montré que les solutions exactes de l’équation de 

DIRAC en coordonnées sphériques doivent vérifier le système :  
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           (XVIII-7) 

 

 La vérification de ce système ne nécessite que des calculs élémentaires, mais elle est 

laborieuse. Il s’agit toutefois d’un argument décisif pour convaincre de la validité de la solution 

(XVIII-5), et une assistance est proposée en donnant ci-dessous la formulation explicite de 

chacun des termes de ces équations. 

 La première équation, plus complexe car elle contient l’équation de KLEIN-GORDON, 

sera traitée en dernier, et nous proposons d’expliciter d’abord les termes relatifs aux équations 

2, 3, et 4. La vérification des sommes est laissée aux soins du lecteur. 

 

Eléments de vérification de l’équation 2 du système de DIRAC sphérique : 
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Eléments de vérification de l’équation 3 du système de DIRAC sphérique : 
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           (XVIII-11) 

 

Eléments de vérification de l’équation 4 du système de DIRAC sphérique : 
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           (XVIII-13) 

 

Eléments de vérification de l’équation 1 du système de DIRAC : 

 

 Comme il a été indiqué précédemment, cette vérification mérite une attention 

particulière car on y retrouve l’équation de conservation de l’énergie déduite de l’équation de 

KLEIN-GORDON. 

 

















































 3

j

3j23j2

t

0
0

sinr

je
ecossin

r

1

r
esin

r
cos

x
j  

           (XVIII-14) 

 

 Le calcul explicite de chacun des termes est donné ci-dessous : 
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 Après simplification par sin(ktxt).e
-njφ, la première équation du système de DIRAC 

s’écrit : 
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 (XVIII-16) 

 

 Les termes entre accolades se réduisent d’une manière remarquable pour obtenir : 

 

 
2

rnrnr
rn

2

rrn

2

trn

2

r

)rk(f
1nn

r

)rk('fk
2)rk(''fk)rk(fk)rk(f     (XVIII-17) 

 

 On peut réécrire cette relation en introduisant les dérivées partielles par rapport à r : 
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 Soit encore : 
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 En utilisant la propriété de la fonction de BESSEL sphérique établie en (XVI-10) et 

rappelée pour mémoire : 
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on obtient pour l = n : 
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 En reportant ce dernier résultat dans la relation (XVIII-19) rappelée ci-dessous : 
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on obtient la relation de conservation de l’énergie : 
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 La vérification de la solution exacte à l’équation de DIRAC en coordonnées sphériques 

est achevée. Comme en coordonnées cartésiennes, pour être valide, cette solution doit être 

associée à l’équation de conservation de l’énergie en coordonnées sphériques. 

 

 En conclusion de ce chapitre, nous nous intéressons au mode analogue en Ynn :  

 
 jnn

nn esinY          (XVIII-24) 

 

 Si on fait abstraction de la constante de normalisation qui n’intervient pas dans les 

calculs, la seule différence par rapport à l’harmonique sphérique Yn-n du paragraphe précédent 

est dans le signe de φ. 

 Cela induit une conséquence immédiate : on ne peut plus trouver de solution exacte en 

faisant porter la dualité onde-corpuscule par la fonction d’onde ψ0. La solution exacte au 

système de DIRAC sphérique ne peut être construite qu’en faisant porter cette dualité par la 

fonction d’onde ψ1. On obtient alors une solution analogue à la précédente, dans laquelle les 

fonctions d’ondes du spineur qui porte l’énergie impulsionnelle sont échangées : 
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 Nous verrons dans un prochain chapitre que le signe de φ détermine le sens de rotation 

de l’énergie. En appliquant les règles classiques d’orientation du spin (règle du tire-bouchon 

par exemple), on peut associer une direction de spin à chacune des solutions exactes proposées. 

 

 Le spineur  
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peut être associé au spin orienté vers les z positifs et il est généralement qualifié de spin « up ». 

 

 Le spineur : 
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peut être associé au spin orienté vers les z négatifs, et il est généralement qualifié de spin 

« down ». 
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XIX 

 

Autres solutions exactes 
 

 

 

 

I - Les modes en rotation 
 

 Les solutions exactes élémentaires présentées au chapitre précédent ne permettent pas 

de mettre en évidence la rotation de l’énergie. 

 En procédant de manière analogue à la recherche de solutions propagatives lors de 

l’étude en coordonnées cartésiennes, il est possible de trouver des solutions exactes qui 

expriment cette rotation. 

 Le système de DIRAC sphérique n’étant linéaire que par rapport aux fonctions 

sinusoïdales de xt, nous ne pouvons construire de nouvelles solutions exactes qu’en sommant 

des solutions dont les variations de modes portent sur xt. 

 

 Nous choisissons de travailler sur un mode représentant un spin « down » et désignons 

par (solution 1) la solution obtenue en (XVIII-25) : 
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  (XIX-1) 

 

 Nous désignons par (solution 2) la solution exacte obtenue en échangeant les sinus et 

cosinus dans la fonction d’onde ψ1 : 
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  (XIX-2) 

 

 Nous construisons la solution exacte obtenue par la combinaison linéaire : (solution 2) 

+ j (solution 1) : 
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 (XIX-3) 

 

 Les termes en exp j(ktxt + nφ) et exp j(ktxt + (n-1)φ) représentent à la fois une rotation 

temporelle de l’énergie suivant l’angle φ et des échanges entre énergie positive et énergie 

négative indiqués par la présence du terme imaginaire j. 

 

 Le sens de rotation peut être évalué de la même manière que le sens de propagation 

d’une onde progressive. 

 Une onde en (t – kx) progresse vers les x positifs : une onde en (ktxt - nφ) progresse 

vers les φ positifs. 

 Une onde en (t + kx) progresse vers les x négatifs : une onde en (ktxt + nφ) progresse 

vers les φ négatifs, ce qui justifie l’appellation de spin « down » pour la solution (XIX-3). 

 

 Il apparaît impossible de construire des solutions exactes en rotation de la forme (ktxt + 

θ) car on ne dispose pas des solutions analogues en sinθ et cosθ qui sont nécessaires pour obtenir 

par combinaison avec les fonctions temporelles sin(ktxt) et cos(ktxt) les fonctions de rotation en 

θ. 

 

II – Autres solutions 
 

 Parmi les solutions modales de l’équation de KLEIN-GORDON, pour un ordre l donné, 

|m| peut prendre toutes les valeurs comprises entre 0 et l. L’étude des chapitres précédents a 

permis de montrer que les modes tels que l = |m| = n ≠ 0 conduisent à des solutions exactes de 

l’équation de DIRAC. 

 

 Il s’avère que tous les modes ne permettent pas d’aboutir à des solutions exactes. 

 

 Un essai spécifique sur les modes Y2-1 et Y21 montre que ces modes autorisent des 

solutions exactes qui sont reportées ci-dessous. 

 

 II-1 - Le mode Y2-1 

 

 Il est associé à l’harmonique sphérique Y2-1 : 
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 La fonction radiale est donnée par les deux fonctions de BESSEL sphériques d’ordre 2 : 

 

   
   

 
 

 2r

r
r

r

3

r

r2r2
rk

rkcos
3rksin

rk

1

rk

3
rkjrkf 














     (XIX-5) 

http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr/


http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr 

111 

 

ou 

   
   

 
 

 2r

r
r

r

3

r

r2r2
rk

rksin
3rkcos

rk

1

rk

3
rkyrkf 














     (XIX-6) 

 

 Les solutions modales de l’équation de KLEIN-GORDON s’expriment sous la forme : 
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où la dépendance temporelle est donnée par toute combinaison linéaire des fonctions : 

u(ktxt) = cos(ktxt) ou  u(ktxt) = sin(ktxt) 

 

 La méthode proposée dans les chapitres précédents permet d’obtenir la solution exacte 

suivante : 
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  (XIX-8) 

 

dans laquelle nous avons adopté la notation : f2’(krr) = df2(krr)/d(krr). 

 

 II-2 - Le mode Y21 

 

 Il est associé à l’harmonique sphérique Y21 rappelé ci-dessous : 
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

 j

21 ecossin
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15
Y         (XIX-9) 

 

 La constante de normalisation n’intervenant pas dans les calculs, la seule différence par 

rapport à l’harmonique sphérique Y2-1 du paragraphe précédent est dans le signe de φ. Cela 

indique que le sens de rotation de l’énergie est inversé par rapport au mode Y2-1. 

 

 On obtient la solution exacte suivante : 
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 II-3 – Autres modes 
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 Il n’a pas été établi de règle simple permettant de savoir si un mode est solution exacte 

ou non lorsque l > |m|, ce qui oblige à une recherche et une vérification spécifique qui devient 

particulièrement laborieuse lorsque l’ordre des modes augmente. Il s’agit d’un problème 

ouvert : si certains modes ne conduisent pas à des solutions exactes de l’équation de DIRAC, il 

existe nécessairement une raison physique qui empêche l’installation de ces modes et qu’il 

convient d’élucider. 
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XX 

 

Quelques éléments de réflexion sur les 

solutions exactes en coordonnées 

sphériques 
 

 

 

 

 Le passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées sphériques permet de 

retrouver, dans une approche complètement déterministe, les propriétés qui ont étés mises en 

évidence dans l’analyse des solutions exactes en coordonnées cartésiennes. 

 

 L’intérêt majeur d’une formulation de solutions exactes à l’équation de DIRAC en 

coordonnées sphériques réside dans le fait qu’on va pouvoir exprimer analytiquement la 

rotation de l’énergie. 

 

 Quelques premiers éléments de réflexion sont donnés ci-dessous. Ces éléments semblent 

confirmer que les solutions élaborées sont en accord avec les principaux phénomènes physiques 

observés. Il faudra toutefois avancer plus avant dans cette réflexion avant de conclure ou non à 

la validité définitive des solutions proposées. 

 

I – Particule de spin 1 
 

 Considérons une solution exacte obtenue sur le mode Y1-1 : 
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   (XX-1) 

 

où f1 représente une fonction de BESSEL sphérique d’ordre 1 : 
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et où nous avons adopté la notation f1’(krr) = df1(krr)/d(krr). 
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 Après multiplication par la constante c , chacune des fonctions d’onde a la dimension 

d’une énergie : 

 

           

     
 

         





























rk

rkf
1cosrk'fsinxksinckj

rk

rkf
rk'fxksinesincosckj

0

xkcosesinrkfjxksinesinrkfcm

r

r12

r1

2

ttr3

r

r1
r1tt

j

r2

1

tt

j

r1tt

j

r1

2

00







  (XX-3) 

 

 Les fonctions ci-dessus ne prennent une valeur finie au voisinage de r = 0 que lorsque 

f1 représente une fonction de Bessel sphérique de première espèce J1. Nous conserverons malgré 

tout par la suite l’appellation générale f1 afin de traiter les solutions dans leur plus grande 

généralité. 

 

 Nous faisons abstraction dans la discussion qui suit de la constante multiplicative de 

normalisation. Il est rappelé que cette constante a un double rôle : faire en sorte que chaque 

fonction d’onde ait la dimension d’une racine carré de densité volumique d’énergie, et que 

l’intégrale de cette densité sur le volume contenant l’énergie donne l’énergie totale contenue 

dans la particule. 

 

 Le premier spineur formé par ψ0 et ψ1 porte les échanges d’énergie entre énergie de 

masse et énergie ondulatoire. 

 Le deuxième spineur formé par ψ2 et ψ3 porte les évolutions spatiales et temporelles de 

l’énergie impulsionnelle, ce qui est confirmé par la présence du terme  rck . Cette énergie 

impulsionnelle peut être à priori affectée à chacune des variables d’espace r, θ, φ.  

 

 Le mouvement de rotation qui est mis en évidence dans les solutions exactes s’effectue 

autour de l’axe Oz : il induit une énergie impulsionnelle suivant φ. 

 

 La variable spatial r joue un rôle analogue aux variables spatiales x, y et z en 

coordonnées cartésiennes : elle induit une énergie impulsionnelle suivant r. 

 

 La variable θ ne semble jouer aucun rôle en terme impulsionnel, et nous ferons 

l’hypothèse que l’énergie impulsionnelle associée à cette variable est nulle. 

 

 La fonction d’onde ψ3 ne peut pas être associée à un mouvement de rotation suivant φ : 

nous admettrons qu’elle porte l’énergie impulsionnelle relative à r. Nous associerons par 

conséquent la fonction d’onde ψ2 à l’énergie impulsionnelle de rotation. Cette hypothèse est 

confortée par le fait que la fonction d’onde ψ2 change de signe lorsqu’on passe d’un spin « up » 

à un spin « down ». Elle est également confirmée par la distribution spatiale de l’énergie suivant 

θ, comme nous allons le voir par la suite. 

 

 Lorsqu’on effectue une rotation d’un angle φ = 2π, le bispineur (XX-1) retrouve sa 

position initiale, ce qui laisse à penser qu’on peut associer ce mode à une particule de spin 1. 

On sait que dans ce cas le moment cinétique angulaire a la probabilité maximum de faire un 

angle θ = 45° et θ = 135° avec l’axe Oz. 
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 On peut relier cette propriété à l’énergie impulsionnelle de rotation portée par la fonction 

d’onde ψ2 : 
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 Du point de vue de la densité volumique d’énergie, la dépendance en θ est donnée par 

la fonction : 

 

 2sincos)(A           (XX-5) 

 

 Cette fonction est représentée sur la figure (XX-1) ci-dessous : 

 

 
 

Figure (XX-1) : Représentation de la répartition en amplitude de la densité volumique 

d’énergie impulsionnelle suivant θ sur le mode Y11 ou Y1-1 susceptible de représenter une 

particule de spin 1 

 

 La densité d’énergie impulsionnelle de rotation présente, en valeur absolue, un 

maximum dans les directions θ = 45° et θ = 135°. Il est rappelé que dans une approche 

énergétique et déterministe, la répartition autour de ces valeurs ne représente plus une densité 

de probabilité, mais une densité volumique d’énergie.  

 

 L’énergie impulsionnelle suivant r est portée par la fonction d’onde ψ3 : 
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 Aucun des termes de la relation (XX-6) séparément n’a pu faire à ce jour l’objet d’une 

interprétation physique simple. 

 

 Le photon constitue un cas particulier important de particule de spin 1. Il s’agit d’une 

particule sans masse au repos, et il en résulte que dans cette approche énergétique, les fonctions 

d’ondes qui le décrivent obéissent aux relations suivantes à une constante multiplicative près : 

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

0,3

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

A(θ)

135°45° θ°

http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr/


http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr 

116 

 

     

     
 

         





























rk

rkf
1cosrk'fsinxksinck

rk

rkf
rk'fxksinesincosck

0

xkcosesinrkf

r

r12

r1

2

ttr3

r

r1
r1tt

j

r2

1

tt

j

r10







    (XX-7) 

 

 Les échanges d’énergie s’effectuent entre l’énergie ondulatoire portée par le premier 

spineur, et l’énergie impulsionnelle portée par le second spineur : lorsque la première est 

maximum |(cos(ktxt)| = 1), la seconde est nulle (sin(ktxt) = 0) et réciproquement. 

 Dans l’approche énergétique, l’énergie de masse du photon étant nulle, il est impossible 

de connaître sa position. Lors de sa rencontre avec d’autres particules, il ne peut échanger que 

de l’énergie impulsionnelle. 

 

II – Particule de spin 1/2 
 

 On sait que l’équation de DIRAC est l’équation dont les solutions sont les plus proches 

du comportement physique de l’électron. On doit donc retrouver dans les solutions exactes à 

cette équation en coordonnées sphériques, les principales propriétés mises en évidence tant sur 

le plan théorique que sur le plan expérimental. 

 

 La solution qui semble présenter le plus d’analogie est celle qui repose sur le mode Y22 

ou Y2-2 : 
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où f2 représente une fonction de BESSEL sphérique d’ordre 2 : 
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et où nous avons adopté la notation f2’(krr) = df2(krr)/d(krr). 

 

 Après multiplication par la constante c , chacune des fonctions d’onde a la dimension 

d’une énergie, et nous ferons comme précédemment, abstraction de la constante de 

normalisation dans l’analyse de cette solution : 
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 Le premier élément important concerne l’angle de rotation φ : si on impose une rotation 

de 2π à la fonction d’onde ψ3, alors les fonctions d’onde ψ0 et ψ2 subissent une rotation de 4π. 

 

 Le spin ½ de l’électron est souvent présenté en expliquant que le bi-spineur doit 

effectuer une rotation de 4π avant de retrouver sa position initiale. Il apparaît dans la solution 

(XX-8) des éléments nouveaux qui indiquent que toutes les composantes de rotation d’un 

spineur ne varient pas obligatoirement avec la même plage de variation angulaire. 

 

 Vu sous cet aspect, il faut effectivement que les composantes ψ0 et ψ2 tournent de 4π 

pour que la composante ψ3 retrouve son état initial. 

 

 Le deuxième élément qui laisse à penser que la solution (XX-8) peut caractériser le 

fonctionnement interne de l’électron est contenu dans la fonction d’onde ψ2 : 
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 Cette fonction d’onde est porteuse de l’énergie impulsionnelle suivant φ. Puisque la 

direction en θ est séparable, on peut chercher à savoir dans quelle direction cette énergie 

implusionnelle suivant φ est maximum, soit donc à résoudre : 

 

  0cossin2sinsincos
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ce qui donne un angle θmax tel que  

 

  2tg max            (XX-14) 

 

soit donc : 

 

θmax = 54,73°          (XX-15) 

 

 Du point de vue de la densité volumique d’énergie, la dépendance en θ est donnée par 

la fonction : 

 

 22sincos)(A           (XX-16) 

 

 Cette fonction est représentée sur la figure (XX-2) ci-dessous : 
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Figure (XX-2) : Représentation de la répartition en amplitude de la densité volumique 

d’énergie impulsionnelle suivant θ sur le mode Y22 ou Y2-2 susceptible de représenter une 

particule de spin 1/2 

 

 Il apparaît que ces directions correspondent bien aux directions du moment cinétique de 

l’électron prévues par la quantification du moment cinétique de spin. 

 

III – Particule de spin « 1/n » 
 

 On peut rechercher dans les solutions exactes à l’équation de DIRAC sur les modes Ynn 

ou Yn-n, l’expression générale de la direction dans laquelle le moment cinétique de spin est 

maximum. 

 L’énergie impulsionnelle de spin est portée par la fonction d’onde ψ2 qui est rappelée 

pour mémoire : 
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 Puisque cette expression est séparable en θ, on peut déterminer la valeur θmax pour 

laquelle cette énergie impulsionnelle est maximale. Cela revient à résoudre l’équation : 
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ce qui donne un angle θmax tel que  
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2            (XX-19) 

 

 Il s’avère que cette direction est identique à celle qui est prévue par la quantification du 

moment cinétique de spin de la mécanique classique pour un spin en « 1/n ». Les guillemets 

signifient qu’on entre ici dans un domaine pour lequel il n’y a, à la connaissance de l’auteur, 

aucune particule connue à ce jour possédant cette propriété pour n différent de 1 ou n différent 

de 2. 

 

 Pour le montrer, nous adoptons une quantification du moment cinétique de spin suivant 

l’axe Oz sous la forme : 
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 La norme S du moment cinétique prévue par la mécanique quantique s’écrit : 
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Et l’angle θmax est donné par la relation : 
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 L’égalité entre l’angle (XX-19) fourni par l’approche énergétique et l’angle (XX-22) 

fourni par la quantification classique du moment cinétique de spin est donnée par la relation 

trigonométrique : 
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XXI 

 

Les courants de DIRAC sphériques 
 

 

 

 

 Les solutions exactes à l’équation de DIRAC ne peuvent représenter des solutions 

physiques que si elles respectent la conservation locale de l’énergie, dont la traduction 

mathématique s’effectue en exprimant que la quadri-divergence de la densité volumique 

d’énergie doit être nulle. 

 

0JJ
x




 






         (XXI-1) 

 

 Nous avons vu en coordonnées cartésiennes qu’on pouvait extraire des équations de 

DIRAC la relation suivante : 

 

  0
x




 


          (XXI-2)) 

 

dans laquelle : 
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


   (XXI-3) 

 

 Par identification de (XXI-2) avec (XXI-1), on en déduit le quadri vecteur courant de 

DIRAC.  

 

 J           (XXI-4) 

 

où les γμ représentent les matrices de DIRAC. 

 

 Pour établir les expressions de ces courants en coordonnées sphériques, nous devons 

utiliser les matrices de DIRAC obtenues dans ce système de coordonnées. Ces matrices sont 

indicées par les lettres t, r, θ, φ qui représentent les différentielles auxquelles elles s’appliquent. 
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

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 Le détail des expressions analytiques de ces courants est présenté ci-dessous : 

 

composante d’indice t : 
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composante d’indice r : 
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composante d’indice θ : 

 

 

 

   
   














































































































sinecosecossin

sinecosecossinrJ

sinecos,ecossin,sinecos,ecossin
r

1

00sinecos

00ecossin

sinecos00

ecossin00

r

1
,,,

r
J

*

1

j*

03

j*

1

*

02

*

3

j*

21

j*

3

*

20

3

2

1

0

*

1

j*

0

j*

1

*

0

*

3

j*

2

j*

3

*

2

3

2

1

0

j

j

j

j

*

3

*

2

*

1

*

0

           (XXI-11) 

 

composante d’indice φ : 
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 (XXI-12) 

 

 Ces expressions analytiques permettent de vérifier comment les solutions exactes 

obtenues respectent la conservation locale de l’énergie. Les calculs peuvent être 
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particulièrement laborieux. Quelques éléments de calculs sont présentés ci-dessous, sur 

l’exemple de la solution en rotation obtenue dans un chapitre précédent : 
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 (XXI-13) 

 

Calcul de Jt : 
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           (XXI-14) 

 

 Sur ce mode particulier, la densité volumique d’énergie totale ne dépend ni du temps, 

ni de la variable spatiale φ. 

 

Calcul de Jr : 
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   (XXI-15) 

 

Pour la solution examinée, on a ψ0 = 0 : 
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Les exponentielles s’annulent par conjugaison dans les produits des fonctions d’ondes. 

Après cette annulation, il ne reste dans ψ2 et ψ3 que des termes purement imaginaires. On en 

déduit : 

 

0J r             (XXI-17) 

 

Calcul de Jθ : 
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Pour la solution examinée, on a ψ0 = 0 : 
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Les exponentielles s’annulent par conjugaison dans les produits des fonctions d’ondes. 

Après cette annulation, il ne reste dans ψ2 et ψ3 que des termes purement imaginaires. On en 

déduit : 
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Calcul de Jφ : 
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Pour la solution examinée, on a ψ0 = 0 : 
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 On obtient : 
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 Puisque nous sommes en possession des courants de DIRAC, nous pouvons maintenant 

vérifier si ces courants qu’on peut associer à l’évolution de la densité d’énergie dans le temps 

et dans l’espace vérifient bien la relation de conservation locale de l’énergie. 

 

 Cette relation s’écrit en coordonnées sphériques : 
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    (XXI-24) 

 

Elle est vérifiée, car chacun des termes de cette divergence, pris séparément, est nul. 

Une analyse un peu plus détaillée montre que sur ces modes en rotation : 

 

- La densité volumique d’énergie totale Jt ne dépend pas du temps, ni de la variable 

spatiale φ. Par contre, elle varie en fonction de r et de θ, et en fonction des modes 

qui sont excités. 

- Les courants de DIRAC suivant r et θ étant nuls, il n’y a pas de flux d’énergie suivant 

ces directions. 

- Le courant de Dirac suivant φ est non nul, ce qui traduit l’existence d’un flux 

d’énergie en relation avec la rotation angulaire de l’énergie dans cette direction. Ce 

flux d’énergie est uniforme car il ne dépend pas de φ. Il peut être rattaché à la rotation 

à vitesse constante de l’énergie suivant cette direction. 
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XXII 

 

Equation de Dirac généralisée en 

coordonnées sphériques 
 

 

 

 

 L’obtention de solutions à l’équation de Dirac sous la forme de modes sphériques amène 

naturellement à s’interroger sur l’existence de telles solutions lorsque la particule est plongée 

dans un quadri-potentiel uniforme et constant. 

 Ce problème a déjà été traité en coordonnées cartésiennes au chapitre XII. Nous 

proposons de le reprendre en coordonnées sphériques dans une approche un peu différente. 

 

 Il nous faut dans un premier temps déterminer l’équation de conservation de l’énergie 

entre deux référentiels liés par la relativité restreinte.  

 Nous adoptons comme point de départ un système de coordonnées cartésiennes et la 

forme de l’équation de KLEIN-GORDON invariante sous la transformation de LORENTZ : 
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     (XXII-1) 

 

 Dans cette relation, les Aµ représentent les composantes du quadri-potentiel (ϕ/c, Ax, 

Ay, Az). Afin d’alléger l’écriture nous posons, comme au chapitre XII : 
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 Le développement de l’équation (XXII-1) dans une métrique (+,-,-,-) nous donne : 
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Soit encore : 
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  (XXII-4) 

 

 Le potentiel scalaire affecte le terme à gauche du signe égal, tandis que le potentiel 

vecteur affecte le terme de droite. Nous allons considérer séparément ces deux cas. 

 

I – Le potentiel scalaire 
 

 Nous nous intéressons dans cette partie à l’effet du potentiel scalaire, et nous travaillons 

avec un potentiel vecteur nul, ce qui conduit à poser ηx = ηy = ηz = 0 dans l’équation (XXII-4) : 
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 L’introduction des coordonnées sphériques fournit le laplacien sous la forme : 
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 Il ressort de l’analyse des modes sphériques du chapitre XVI que les modes stationnaires 

doivent vérifier la relation : 
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      (XXII-7) 

 

 Il apparaît alors une remarque déjà formulée d’une autre manière au chapitre XII sur la 

base d’observations relatives au système linéaire XII-11,12,13,14 : il est impossible de trouver 

une solution stationnaire en sin(ktxt) ou cos(ktxt) qui permette d’obtenir une équation de 

conservation de l’énergie déduite de (XXII-7). 

 

 Les solutions possibles apparaissent sous la forme : 

 

     tttttt xjkexpxksinjxkcos        (XXII-8) 

 

 Elles traduisent l’excitation de modes en quadrature dans des échanges entre énergie 

positive et énergie négative. 

 

 En reportant cette relation (XXII-8) dans (XXII-7), on obtient la relation de conservation 

de l’énergie qui doit être vérifiée par les solutions du système de Dirac en coordonnées 

sphérique dans un potentiel scalaire : 
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   22

r

2

ttt

2

t kk2k          (XXII-9) 

 

Soit encore : 

 

   22

r

2

tt kk           (XXII-10) 

 

 Il s’agit de la relation obtenue au chapitre XII, transposée en coordonnées sphériques. 

 

 Le système de Dirac généralisé au potentiel scalaire en coordonnées sphériques s’écrit : 
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           (XXII-11) 

 

 En utilisant la solution exacte XXI-13 par exemple, on obtient la solution exacte dans 

un potentiel scalaire sous la forme : 
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 (XXII-12) 

 

 Elle est associée à l’équation de conservation de l’énergie : 
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tt kk           (XXII-13) 

 

II – Le potentiel vecteur 
 

 De (XXII-4), nous déduisons l’équation de KLEIN-GORDON écrites en coordonnées 

cartésiennes pour un potentiel scalaire nul et un potentiel vecteur constant : 
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Soit encore en réarrangeant les termes : 
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 Le passage aux coordonnées sphériques s’effectue en substituant le laplacien, ainsi que 

les dérivées partielles déjà rencontrées au chapitre XV : 
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    (XXII-16) 

 

 Les composantes relatives au potentiel vecteur sont transformées suivant les relations : 
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 On en déduit l’équation de KLEIN-GORDON en coordonnées sphériques dans un 

potentiel vecteur : 

 

 

     

 






























































































































































22

r

2

r

2

r

r

r

r

2

2

222

2

2

2

t

2

cossinsincossin

cossin
r

1
cos

r
j2

sinsincos
sinr

1
sincos

r

1
sinsin

r
j2

cossinsin
sinr

1
coscos

r

1
cossin

r
j2_

sinr

1
sin

sinr

1

r
r

rr

1

x
 

           (XXII-18) 

 

 Après réduction des termes qui s’annulent, il reste : 
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 Si nous exigeons que la fonction d’onde ψ se présente sous la forme de modes 

stationnaires sphériques, cela conduit à l’expression suivante de conservation de l’énergie : 
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 Cette relation est complètement analogue à la relation (XXII-7) obtenue pour le potentiel 

scalaire. 

 Il apparaît alors une difficulté qui n’a pu être surmontée par l’auteur : la dépendance en 

r des fonctions de BESSEL sphériques présentes dans la solution stationnaire ne permet pas de 

rendre la relation de conservation de l’énergie (XXII-20) indépendante de r. Il s’ensuit 

qu’aucune formulation d’une solution exacte à l’équation de DIRAC en coordonnées 

sphériques et sous un potentiel vecteur constant n’a pu être formulée. 
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XXIII 

 

Conclusion  de la troisième partie 
 

 

 

 

I – Sur la conservation de l’énergie 
 

 L’importance de cette conservation a été maintes fois rappelée dans ce manuscrit. Elle 

est de deux sortes : l’une porte sur la conservation de l’énergie lors d’un changement de 

référentiel galiléen, l’autre sur la conservation locale de l’énergie. Les deux contribuent à la 

cohérence des solutions présentées. 

 

 I-1 la conservation de l’énergie par changement de référentiel 

 

 Elle est liée au fait que la pseudo-norme du quadrivecteur impulsion énergie : 
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        (XXIII-1) 

qui s’exprime explicitement sous la forme : 

 

E² - p²c² = cte          (XXIII-2) 

 

est une constante qui ne dépend pas du référentiel galiléen dans lequel elle est évaluée. Cette 

constante étant égale à l’énergie de la masse au repos élevée au carré, on en déduit que dans 

tout référentiel galiléen dans lequel la particule est susceptible d’évoluer, la relation suivante 

est vérifiée : 

 

   22

0

22 cmpcE           (XXIII-3) 

 

 Dans le référentiel dans lequel elle est au repos, son énergie impulsionnelle est nulle, et 

son énergie totale est égale à son énergie de masse. Dans un référentiel dans lequel elle n’est 

plus au repos, son énergie impulsionnelle prend une valeur finie qui accroît son énergie totale 

dans le rapport donné par le respect de la relation (XXIII-2) ou (XXIII-3) ci-dessus. 
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 Lorsqu’on transpose ces notions à la mécanique quantique, on obtient la relation qui 

traduit les mêmes phénomènes de conservation énergétique par changement de référentiel : 
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Soit encore après division des deux membres de l’égalité par ²c2  ; 
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 Lors du passage d’un référentiel galiléen à un autre référentiel galiléen, cette relation 

exprime le fait que dans les variations des 3 sortes d’énergies différentes, l’énergie de masse 

reste constante, tandis que l’énergie impulsionnelle et l’énergie ondulatoire varient dans les 

proportions données par la relation (XXIII-4) 

 

 Parce que l’équation de DIRAC relativiste : 
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est invariante par changement de référentiel galiléen, cela impose de fait que les solutions qui 

s’expriment en fonction de kt, kx, ky, kz, m0, vérifient l’équation de conservation de l’énergie 

(XXIII-4). 

 

II – Sur la forme imaginaire des solutions de l’équation de DIRAC 
 

 Les solutions de l’équation de DIRAC sont représentées par un bispineur. Il est admis 

que chacun de ces spineurs représente pour l’un la particule, pour l’autre son antiparticule.  

 Dès lors que la particule est en mouvement, il apparaît que les deux spineurs ne sont 

plus indépendants, mais étroitement corrélés, dans une relation dont le sens physique échappe 

à la mécanique quantique classique. En particulier, la présence de termes imaginaires ne trouve 

aucune explication satisfaisante, si on admet que les fonctions d’onde élevées au carré 

représentent des densités de probabilité. 

 Dans une approche énergétique, les fonctions d’onde élevées au carré sont homogènes 

à une densité volumique d’énergie. Or toute la physique est construite autour d’une 

représentation énergétique signée, qui peut être positive ou négative. On admet par exemple 

que l’énergie totale d’un satellite en orbite autour de la terre est négative, et on justifie par là le 

fait qu’il ne puisse échapper à l’attraction terrestre. L’analyse présentée en première partie 

montre également que les deux spineurs qui sont solutions de l’équation de DIRAC ont une 

énergie de masse opposée lorsque la particule est au repos. Dès lors, si l’on considère une 

quantité qui représente la racine carré de cette énergie, ou plus exactement la racine carré de la 

densité volumique d’énergie, il n’y a aucune inquiétude à voir apparaître le nombre complexe 

j=racine(-1) qui indique simplement qu’il s’agit d’une quantité relative à une énergie négative. 

Ainsi, dans les échanges d’énergie que traduisent les solutions sous formes de modes 

stationnaires, la présence du nombre complexe j= racine(-1) fait simplement référence à une 

énergie qui doit être comptée négativement. 
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 Dans une approche énergétique, les courants de DIRAC prennent un sens physique 

clair : ils sont homogènes à une densité volumique d’énergie, et vérifient ainsi naturellement 

l’équation de conservation locale de l’énergie. 

 

 

III – Sur la notion d’énergie négative 
 

Si on peut être convaincu par le paragraphe précédent qu’il est possible d’utiliser une 

représentation signée de l’énergie, il apparaît que le concept d’énergie négative qui est utilisé 

dans cette approche énergétique doit être explicité davantage car sa signification physique n’est 

pas claire. 

Dans ce document, on le trouve pour la première fois dans le formalisme classique de 

résolution de l’équation de Dirac donné par les relations (III-12) et (III-13) qui relient les deux 

spineurs lorsque la particule est au repos. Ces deux relations sont obtenues dans le cas 

particulier où la dépendance temporelle des spineurs est en exp(-jωt). Elles sont rappelées pour 

mémoire ci-dessous : 
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E         (XXIII-7) 

 

soit encore : 

 

   

   



2

2

mcE

mcE
         (XXIII-8) 

 

 Le signe – qui apparaît sur l’énergie associée au second spineur conduit à penser que ce 

spineur décrit le comportement de l’antiparticule. Cependant, le comportement de 

l’antiparticule de l’électron montre que son énergie de masse est identique à celle de l’électron : 

seule sa charge a changé de signe. 

 Le signe – qui est présent devant l’énergie de masse ne semble donc pas pouvoir être 

associé à la description de l’énergie de masse d’une particule d’antimatière. 

 Dès lors, se pose de manière claire, le sens physique qu’on doit lui attribuer dans cette 

approche énergétique. 

 

 Nous proposons de développer une interprétation calquée sur un exemple simple et 

concret de la physique classique. Cette interprétation devra être considérée avec prudence tant 

qu’elle n’aura pas reçue d’éléments complémentaires en sa faveur de la part de la communauté 

scientifique. 

 

L’exemple qui va être développé concerne l’énergie électrique. 

 

Considérons un circuit RLC classique. Si on charge la capacité avant la fermeture de ce 

circuit, l’énergie emmagasinée par la capacité effectue des allers-retours entre la capacité et la 

self. A chaque aller-retour, une fraction de l’énergie est dissipée dans la résistance R jusqu’à la 

disparition totale de l’énergie et donc des oscillations. 

Un des moyens permettant l’entretien des oscillations consiste à inclure dans ce circuit 

une résistance négative (-R). Cette résistance peut être construite à l’aide d’un amplificateur 

opérationnel qui délivre une tension proportionnelle à l’intensité dans un rapport (-R) : il s’agit 

donc d’un dispositif extrêmement concret. 
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La puissance PR dissipée dans la résistance R à chaque instant t s’écrit simplement : 

 

PR(t) = R I²(t)          (XXIII-9) 

 

et il est apparent que cette puissance est comptée positivement. 

 

La puissance P(-R) fournie par la résistance négative à chaque instant t s’écrit par 

conséquent : 

 

P(-R)(t) = -R I²(t)         (XXIII-10) 

 

et il est apparent que cette puissance est comptée négativement. 

 

 Un tel dispositif peut être schématisé de la manière suivante : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

L’interprétation physique qui peut en être faite est la suivante : une puissance positive 

exprime une puissance qui disparaît du système qui échange de l’énergie, tandis qu’une 

puissance négative est une puissance qui est introduite dans ce système. Dans ce cas simple, la 

conservation de l’énergie présente dans le système à tout instant implique : 

 

PR(t) + P(-R)(t) = R I²(t) - R I²(t) = 0       (XXIII-11) 

 

Si maintenant on s’intéresse, par analogie avec les fonctions d’onde, à des grandeurs qui 

représentent la racine carrée d’une puissance, ces grandeurs sont définies par les relations : 

 

)t(RIj)t(RI)t(P

)t(RI)t(P

22

)R(

2

R








      (XXIII-12) 

 

On ne peut plus exprimer simplement à l’aide des grandeurs ψ+ et ψ- la relation de 

conservation de l’énergie (XXIII-11) ci-dessus. Si on veut malgré tout exprimer la somme ou 

la différence de ces grandeurs qui sont échangées dans le système, on est amené à considérer 

des expressions du type : 

 

)t(RIj)t(RI)t(P)t(P

)t(RIj)t(RI)t(P)t(P

22

)R(R

*

22

)R(R
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



    (XXIII-13) 

 

Circuit LC : 

échange d’ énergie 

dans le système 

oscillant 

entre la capacité 

et la self 

Energie négative 

fournie par la 

résistance 

négative 

Energie positive 

dissipée dans la 

résistance positive 
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La puissance P(t) mise en jeux dans les échanges s’exprime en multipliant la grandeur 

imaginaire précédente par son conjugué : 

 

)t(RI
2

1
)t(P 2*          (XXIII-14) 

 De par son expression, on fait le constat que le calcul de cette puissance échangée donne 

un résultat toujours positif : nous obtenons une grandeur dont le comportement est analogue 

aux courants de Dirac. 

 

Lorsqu’on tente de transposer l’interprétation énergétique ci-dessus aux échanges 

d’énergie quantique sur des modes stationnaires, il vient immédiatement une question 

incontournable : d’où provient l’énergie introduite dans la particule (énergie négative), et où va 

l’énergie qui s’en échappe (énergie positive) ? 

Il semble que la seule réponse possible soit un échange avec l’énergie du vide, dont 

l’existence ne semble plus guère faire de doute. Sous cette hypothèse, les échanges d’énergie 

pourraient être représentés schématiquement de la manière suivante : 

 

 

 

 

 

 

 

 

Un schéma de cette nature semble compatible avec la connaissance actuelle des 

fluctuations quantiques du vide, et donne un sens physique clair et sans ambiguïté à la notion 

d’énergie positive et d’énergie négative. Il exprime le fait que dans le monde quantique, les 

particules existeraient et se propageraient au moyen d’échanges permanents d’énergie avec 

l’énergie du vide. On pourrait voir dans ces échanges le support de propagation permettant aux 

photons de se propager dans le vide sur des distances de plusieurs années lumières. 

 

IV – Conclusion 
 

 La mécanique quantique ne pourra se satisfaire très longtemps encore de l’impasse dans 

laquelle elle est maintenue par la méconnaissance des phénomènes physiques sous-jacents à la 

dualité onde-corpuscule. 

 

 Parce que l’équation de DIRAC est l’équation qui décrit le mieux, à ce jour, le 

comportement des particules qui composent l’infiniment petit, on peut penser en tirer des 

informations significatives si on est capable d’en extraire des solutions exactes. 

 

 Le traitement général de cette équation tel qu’il est adopté aujourd’hui, et tel qu’il est 

développé en première partie, ne livre pas toutes les informations exploitables de cette équation. 

 

………………..…..Energie du vide……….………..….. 

Echanges 

d’énergie au sein 

de la particule 
Energie négative 

 fournie par le vide 

Energie positive 

 restituée au vide 
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 Certaines solutions ne sont atteignables qu’au prix de conditions supplémentaires 

portant sur la conservation de l’énergie. En associant ces conditions à l’hypothèse de solutions 

sous la forme de modes stationnaires, il est possible de montrer qu’on peut construire une vision 

énergétique et déterministe de la physique de l’infiniment petit. 

 

 L’analyse des solutions en coordonnées cartésiennes permet de vérifier la cohérence 

complète de ces solutions avec la vision probabiliste de l’Ecole de Copenhague. 

 

 L’obtention de solutions en coordonnées sphériques confirme cette cohérence avec 

plusieurs éléments théoriques et expérimentaux. 

 

 La dualité onde-corpuscule est confirmée comme un échange d’énergie entre énergie de 

masse, et énergie ondulatoire. La présence de termes imaginaires dans ces échanges montre 

qu’il y a en permanence des transferts d’énergie entre énergie positive et énergie négative. C’est 

cet échange, pris comme hypothèse plausible, qui a permis l’accès par un raisonnement 

heuristique à des solutions exactes de l’équation de DIRAC en coordonnées sphériques. 

 

 La notion de spin ½, et son étrange rotation de 4π pour retrouver l’état initial trouve une 

explication physique extrêmement simple dans une des solutions exactes : lorsque la 

composante qui porte l’énergie impulsionnelle suivant r tourne de 2π pour revenir à son point 

de départ, la composante qui porte l’énergie impulsionnelle suivant φ et la composante qui porte 

la dualité onde-corpuscule tournent de 4π.  

 

 Le principe d’incertitude n’est pas aussi exclusif qu’en coordonnées cartésiennes, mais 

on peut noter qu’à un instant donné, l’énergie de masse et l’énergie impulsionnelle ne sont 

jamais maximale au même endroit, ce qui suffit à montrer qu’en un point de l’espace on ne peut 

avoir la totalité de l’information concernant ces deux types d’énergie. Puisque nous ne pouvons 

avoir une mesure de l’impulsion ou de la position que par un échange d’énergie avec ces deux 

quantités, ces mesures sont nécessairement entachées d’une incertitude lorsqu’elles sont 

effectuées en un même point de l’espace. 
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Quatrième partie 
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XXIV 

 

L’équation de Dirac dans un potentiel 

variable : approche classique 
 

 

 

 

 Les solutions modales à l’équation de DIRAC généralisée qui ont été proposée dans les 

chapitres précédents ont été élaborées dans un cadre très réducteur qui est celui d’un potentiel 

uniforme et constant, c’est-à-dire indépendant de l’espace et du temps. On sait que dans ces 

conditions le champ électromagnétique associé est nul. Pour autant, la présence du potentiel 

provoque des modifications d’énergie de la particule qui sont mises en évidence dans les 

solutions exactes qui ont été élaborées.  

 Nous souhaitons désormais progresser vers des solutions exactes lorsque la particule est 

plongée dans un potentiel variable dans l’espace et dans le temps. De telles solutions devraient 

nous permettre d’appréhender les changements modaux qui apparaissent dans la particule en 

présence d’un champ électrique et magnétique uniforme ou variable dans l’espace et dans le 

temps. 

 

 Pour avancer vers de telles solutions, il est nécessaire de s’appuyer sur le formalisme 

classique existant, dans lequel on introduira les contraintes imposées par les solutions modales. 

Ce formalisme est le plus souvent présenté sous une forme extrêmement condensée ce qui 

permet une préhension globale des phénomènes, mais masque souvent des éléments d’une 

grande complexité. Ces éléments sont repris de manière détaillée ci-dessous, afin de pouvoir 

leurs apporter les modifications induites par les solutions stationnaires dans les chapitres 

suivants. 

 

 Nous adoptons comme point de départ le système de DIRAC pour une particule placée 

dans un potentiel quelconque, ce qui signifie que chaque composante du potentiel peut dépendre 

des variables d’espace et de temps : 
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           (XXIV-1) 

 

 On conserve, comme dans le reste du document, la notation abrégée : 

 


z

z

y

y
x

xt

qAqAqA

c

q



                           (XXIV-2) 

 

 Dans cette notation, les composantes du potentiel sont reliées au champ 

électromagnétique par les relations suivantes : 

 

- Pour le champ magnétique : 
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       (XXIV-3) 

 

 Pour le champ électrique : 
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      (XXIV-4) 

 

 Afin de mettre en évidence le comportement du bi-spineur, on réarrange le système 

(XXIV-1) ci-dessus sous la forme : 
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  (XXIV-5) 

 

Dès lors, si on pose : 

 

http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr/


http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr 

139 

 













































3

2

1

0

  avec 













1

0
 et 














3

2
   (XXIV-6) 

 

le système de Dirac se décompose en deux systèmes couplés : 
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           (XXIV-7) 

 

 On pose pour alléger l’écriture : 
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 Le système couplé prend une forme simplifiée : 
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


























Mj
x

j

Mj
x

j

t

t

t

t
       (XXIV-9) 

Soit encore : 
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 D’où on déduit formellement : 
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      (XXIV-11) 

 

 On obtient en développant le membre à gauche de l’égalité : 
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     (XXIV-12) 

 

 Pour progresser vers une solution possible, il nous faut maintenant établir l’expression 

de la matrice M². 

 

 Si on adopte la notation suivante pour les matrices de PAULI et les opérateurs qui 

interviennent dans les calculs matriciels : 
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
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           (XXIV-13) 

 

la matrice M établie en (XXIV-8) s’exprime de la manière suivante : 
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           (XXIV-14) 

 

 Le développement de la matrice M² est un peu laborieux. On prendra garde que chacun 

des termes de la matrice représente un opérateur et doit donc être traité comme tel dans les 

opérations de dérivations.  

 Si on désigne chacun des termes de cette matrice par : 

 





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



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M          (XXIV-15) 
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On obtient par exemple pour M11 et M12 : 
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           (XXIV-16) 
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           (XXIV-17) 

 

 La matrice complète est explicitement détaillée ci-dessous : 
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 Si on reprend maintenant la relation (XXIV-12) sous forme matricielle, on obtient 

l’égalité suivante qui doit être vérifiée pour tout spineur : 
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 Il apparaît que l’égalité ci-dessus ne pourra être vérifiée que si : 
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 Pour que cette relation soit vraie quel que soit le spineur φ, cela impose : 
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 Lorsque la particule est plongée dans un champ magnétique, on déduit de (XXIV-21) et 

(XXIV-3) que le système de DIRAC ne possède des solutions que lorsque le champ magnétique 

est dirigé suivant l’axe Oz. 

 Puisque le moment cinétique est également orienté suivant l’axe Oz, cela conduit de fait 

à une quantification du spin lorsque la particule est plongée dans un champ magnétique, avec 

seulement deux états possibles. 

 

 Concrètement, lorsqu’une particule libre est introduite dans un dispositif de STERN et 

GERLACH par exemple, cela induit obligatoirement une évolution spatiale des modes internes 

à la particule. Cette évolution spatiale va mettre en alignement le moment magnétique de 

l’électron avec le champ magnétique généré par le dispositif. 

 On peut supposer que cet alignement va se faire sur une durée extrêmement faible. Si 

on estime empiriquement qu’il se fait sur une durée τ d’une centaine de périodes, on obtient un 

ordre de grandeur de la durée τ suivant : 
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 En comparant cette valeur à la durée t du parcours de l’électron sur une distance de 1 

mètre, à la vitesse limite de la lumière : 
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 On peut conclure que l’alignement du moment magnétique de l’électron avec le champ 

magnétique généré par le dispositif de STERN et GERLACH se fait de manière quasi 

instantanée à son entrée dans le dispositif. On obtient ainsi une description de la notion de 

quantification spatiale, notion dont il est extrêmement difficile de se faire une représentation 

physique lorsqu’on aborde la mécanique quantique. 

 

 Nous proposons pour terminer ce chapitre de rappeler la relation établie par PAULI, qui 

met en évidence le rôle du champ magnétique sur les spineurs : 

 

                    Bq.AqpAqRot.AqpAqp.M
22222


  

           (XXIV-24) 

 

 La matrice M² à gauche de l’égalité a déjà été exprimée en (XXIV-18). Le calcul des 

termes situés à droite de l’égalité est détaillé ci-dessous : 
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 La relation : 
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se vérifie en introduisant la matrice identité en facteur avec le terme  2Aqp


 . 
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XXV 

 

Solutions exactes de l’équation de Dirac 

dans un potentiel variable en 

coordonnées cartésiennes 
 

 

 

 

 Nous abordons dans ce chapitre la recherche de solutions exactes à l’équation de DIRAC 

dans un potentiel variable. Nous savons du chapitre précédent que ce potentiel peut comporter 

un champ magnétique, mais uniquement dirigé suivant l’axe Oz. 

 

 La présence du champ électromagnétique va induire des modifications sur les modes 

stationnaires, et donc sur les composantes du vecteur d’onde kt, kx, ky, kz, qui vont dépendre 

des composantes du potentiel, et il existe plusieurs manières de prendre en compte ces 

modifications. 

 

 Nous adoptons la stratégie de recherche suivante : en un point de l’espace et du temps, 

le potentiel va dépendre des variables spatiales et temporelles x, y, z, t. Nous recherchons les 

solutions modales sous la forme d’exponentielles imaginaires exp[j(ktxt + kxx + kyy + kzz)]. 

 

 Les modifications par rapport aux modes d’espace libre (sans potentiel) vont porter 

d’une part sur l’amplitude de chacune des fonctions d’ondes, et d’autre part sur les composantes 

du vecteur d’onde kt, kx, ky, kz, à travers l’équation de conservation de l’énergie. 

 

 Nous avons établi, au chapitre précédent, l’égalité suivante qui doit être valide pour tout 

spineur : 
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           (XXV-1) 

 

 La forme particulière de la relation (XXV-1) montre que les deux spineurs sont 

découplés. En développant l’écriture, on obtient l’équation de conservation de l’énergie dans 

sa forme la plus générale, en rassemblant l’influence du potentiel vecteur sous les signes + et 

- : 

 

http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr/


http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr 

146 

 
































































































































yxz
j

z
j2

z

y
j

y
j2

yx
j

x
j2

x

x
j

x
j2

x

xyz2

zz2

2

y2

yy2

2

x2

xx2

2

2

t

t2

tt

t

2

t

2

 

           (XXV-2) 

 

 Il n’existe de solutions que si nous sommes dans un champ magnétique orienté suivant 

Oz, ce qui impose : 
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 Nous allons restreindre le champ de recherche de solutions en nous plaçant dans les 

hypothèses simplificatrices suivantes : 
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 On obtient après simplification : 
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 On introduit la forme particulière de la solution :  

 

 zkykxkxkjexp zyxtt         (XXV-6) 

 

 Ce qui donne l’équation de conservation de l’énergie relative à (XXV-6) dans un 

potentiel variable : 
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 Il est maintenant possible d’aborder la recherche des solutions proprement dite. Pour un 

potentiel nul, le système de DIRAC s’écrit : 
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 Une solution possible de ce système sous une forme exponentielle a déjà été élaborée 

dans les chapitres précédents : 
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 Dans un potentiel variable, le système de DIRAC est modifié de la manière suivante : 
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 Une solution possible du système de DIRAC dans un potentiel variable apparaît sous la 

forme suivante : 
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    (XXV-11) 

 

 On fait le constat que la forme de la solution reste identique à celle qui a été obtenue 

pour un potentiel uniforme. L’introduction d’un potentiel variable vient seulement modifier 

l’équation de conservation de l’énergie.  

 Nous donnons ci-dessous quelques éléments de vérifications. Pour cette solution, la 

première équation du système de DIRAC fournit l’équation de conservation de l’énergie. 

 

Première équation du système de DIRAC : 
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           (XXV-12) 

 

 Les sommes sont laissées au soin du lecteur. On obtient pour cette première équation : 
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Deuxième équation du système de DIRAC : 
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   (XXV-14) 

 

Troisième équation du système de DIRAC : 
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Quatrième équation du système de DIRAC : 
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XXVI 

 

Réflexions sur l’intrication 
 

 

 

 

 L’intrication quantique suscite beaucoup d’intérêt, tant sur le plan théorique, que par le 

développement d’applications qui semblent prometteuses. 

 

 D’une manière générale, on peut esquisser la définition suivante : deux particules qui, à 

un moment donné, ont des propriétés physiques dépendantes l’une de l’autre en termes 

d’énergie, d’impulsion, ou de moment cinétique deviennent intriquées. Cette intrication peut 

avoir lieu lors de la création de ces particules et des exemples concrets sont couramment mis 

en œuvre avec des paires de photons. 

 

 On doit à l’équipe d’Alain ASPECT de s’être intéressée très tôt aux propriétés 

expérimentales des particules intriquées. Les expériences mises en œuvre, dont on ne peut que 

souligner la difficulté, la rigueur et la précision, ont permis de fournir des résultats 

expérimentaux d’une grande fiabilité, sur lesquels on peut s’appuyer de manière très sure pour 

conduire une réflexion sur la robustesse de toute théorie quantique. 

 

 L’interprétation qui prévaut est conforme à la vision de l’Ecole de Copenhague. 

L’application du théorème de BELL aux résultats expérimentaux permet de conclure de 

manière certaine qu’il n’existe pas de variables cachées susceptibles de compléter le 

comportement quantique des particules. 

 D’autre part, la théorie quantique probabiliste prévoit une corrélation certaine entre les 

propriétés de deux particules intriquées, corrélation qui est confirmée expérimentalement. 

 Le principe d’incertitude, dans son interprétation de Copenhague, stipule qu’avant la 

mesure, l’état de chaque particule est indéterminé. 

 Il apparaît alors une seule conclusion possible : la mesure d’une particule induit 

instantanément et à distance, la corrélation totale de la deuxième particule. On est ainsi amené 

à conclure à la non localité de la physique quantique. 

 

 Il est clair qu’une telle conclusion remet en cause la notion de temps et d’espace qui 

fonde la physique classique. Plus aucun phénomène ne peut être décrit par une équation 

différentielle, qui représente par définition des évolutions locales des propriétés physiques. 

 

 On est alors amené à se poser la question suivante : Comment une théorie qui contient 

dans ses postulats fondamentaux une équation différentielle qui régit l’évolution de l’énergie, 

peut-elle avoir pour conclusion une physique quantique non locale ? Il ne s’agit pas d’une 

question anodine, mais bien d’une contradiction fondamentale entre une hypothèse de départ et 

la conclusion d’un raisonnement incluant cette hypothèse. Tant que cette contradiction n’aura 

pas été clarifiée par des explications convaincantes, il subsistera un doute sur le cheminement 
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qui conduit de l’hypothèse à la conclusion. Nous tenterons d’apporter quelques éléments de 

réflexion complémentaires sur ce problème dans la suite de ce chapitre. 

 

I - L’approche énergétique et déterministe 
 

 Nous proposons de montrer dans ce paragraphe qu’une approche énergétique et 

déterministe fournit des prédictions conformes aux propriétés mesurées des particules 

intriquées. 

 

Il convient dans un premier temps de chercher à définir les propriétés qui doivent 

permettre de caractériser le comportement des particules intriquées. Il semble qu’elles soient 

essentiellement au nombre de 2 : 

 

 Propriété 1 : L’expérimentation montre, grâce au théorème de BELL dans 

l’interprétation de Copenhague, qu’il n’existe pas de variables cachées susceptibles de 

compléter le comportement de la particule  

 

 Propriété 2 : L’expérimentation montre qu’il existe une corrélation certaine entre les 

deux particules qui se sont propagées. 

 

 Concernant la propriété 1, l’approche énergétique est fondée sur des solutions exactes à 

l’équation de Dirac. Les fonctions d’ondes mises en œuvre ne différent de celles de l’Ecole de 

Copenhague que par un coefficient multiplicatif constant, et il n’y a, par conséquent, aucune 

variable cachée dans la description du fonctionnement de la particule. 

 

 Concernant la propriété 2, les modes installés lors de la création des particules se 

propagent théoriquement sans déformation, ce qui implique que si ces particules ont des 

propriétés modales dépendantes l’une de l’autre, elles conserveront ces propriétés lors de leur 

déplacement ou propagation, induisant par la même une corrélation certaine entre ces particules. 

 

 Ainsi, sans aucun postulat supplémentaire par rapport à la physique classique, 

l’approche énergétique et déterministe se montre en accord avec les résultats mesurés des 

particules intriquées. 

 

 S’il s’avérait que d’autres propriétés sont nécessaires à la caractérisation des particules 

intriquées, alors il faudrait s’assurer que ces propriétés sont bien compatibles avec une approche 

énergétique et déterministe. 

 

II – L’interprétation de Copenhague 
 

 Au vu des paragraphes précédents, on peut se demander à quel endroit du raisonnement, 

l’interprétation de Copenhague impose la non localité de la physique quantique. 

 Il est admis que lors de leur création, les deux particules respectent les lois de la 

physique classique : conservation de l’énergie, de l’impulsion, et du moment cinétique. On doit 

donc admettre que lors de leur création les deux particules sont dans une corrélation certaine. 

 Après propagation, les deux particules sont également détectées dans une corrélation 

certaine. 

 C’est donc en imposant un état indéterminé de la particule entre sa création et sa 

détection que l’Ecole de Copenhague induit la non localité de la physique quantique. 
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 Cet état indéterminé est justifié par le principe d’indétermination de HEISENBERG. 

L’impossibilité de connaître simultanément certaines propriétés des particules est interprétée 

comme une indétermination intrinsèque de la physique quantique, ce qui conduit à affirmer que, 

lors de sa propagation, la particule est dans un état intrinsèquement indéterminé. 

 C’est sur ce dernier point que l’approche énergétique et déterministe diffère 

fondamentalement de l’Ecole de Copenhague. Une analyse plus détaillée nécessite de faire un 

retour sur le principe d’indétermination. 

 

III – Retour sur le principe d’indétermination 
 

 Le principe d’indétermination est obtenu en assimilant la particule à un point de 

l’espace, le point étant défini au sens mathématique du terme, c’est-à-dire ne possédant aucune 

étendue spatiale. 

 L’interprétation de Copenhague du principe d’indétermination indique que, pour ce 

point mathématique affecté d’une masse m, on peut définir à la fois une position x et une 

impulsion p, mais que ces deux grandeurs sont affectées d’une incertitude obéissant à la 

formulation d’HEISENBERG : 

 

2
p.x x


           (XXVI-1) 

 

 De cette relation d’incertitude relative à un point sans extension spatiale, il est déduit 

une propriété générale et intrinsèque d’indétermination du monde quantique. 

 

 L’approche énergétique et déterministe propose au contraire de donner à la particule une 

certaine extension spatiale. Cette vision semble plus conforme aux observations 

expérimentales. Si par exemple, lors d’une expérience de diffraction, le photon prend une 

direction aléatoire, mais qui reconstruit progressivement la figure de diffraction, on peut 

supposer que l’énergie ondulatoire qu’il porte est sensible à la présence de l’ouverture, ce qui 

suppose une certaine extension spatiale de la particule. 

 

 Si on se place en un point mathématique (sans extension spatiale) à l’intérieur de la 

particule, les solutions exactes à l’équation de DIRAC montrent qu’il est impossible de disposer 

en ce point de la totalité de l’énergie de masse relative à l’opérateur de position, et de l’énergie 

impulsionnelle. On se retrouve bien dans le respect du principe d’indétermination de 

HEISENBERG (XXVI-1). 

 

 Cela n’induit pas pour autant une incertitude sur la position de la particule qui peut être 

supposée localisée dans un parallélépipède rectangle (en coordonnées cartésiennes), de 

dimension, position, et vitesse parfaitement définis. C’est en ce sens que l’approche énergétique 

et déterministe diffère fondamentalement de l’approche de Copenhague. 

 

 On peut tenter d’illustrer cette différence sur un exemple concret. Nous choisissons dans 

un souci de clarté et de simplification, une solution exacte à une dimension (suivant l’axe des 

z) de l’équation de DIRAC. 
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   (XXVI-2) 

 

 Dans cette solution, la constante de normalisation C a été introduite pour rappeler que 

la fonction d’onde a la dimension de la racine carrée d’une densité linéique d’énergie. 

 

 Si on se place à un instant où les densités linéiques d’énergie de masse et impulsionnelle 

sont maximales, cette solution devient : 
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 Les densités linéiques d’énergie de masse ΔEmasse et impulsionnelle ΔEimpulsionnelle 

s’écrivent respectivement : 
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 Si on donne à la particule une dimension 2Lz, et une localisation spatiale entre –Lz et 

+Lz, et si on la suppose excitée sur un mode fondamental, alors les densités d’énergie 

deviennent : 
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      (XXVI-5) 

 

 On peut en donner la représentation graphique suivante : 
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Figure (XXVI-1) : Représentation de l’extension spatiale d’une particule (en vert), avec sa 

densité d’énergie de masse et d’énergie impulsionnelle 

 

 L’extension spatiale de la particule est représentée en vert. Lorsque la particule est en 

mouvement, la physique classique admet que c’est globalement toute l’extension spatiale qui 

se déplace. 

Alors que la position et la vitesse de cette particule obéissent à la physique classique, si 

on se place en un point d’observation P interne à la particule, il est impossible d’obtenir 

simultanément les informations complètes relatives à l’énergie de masse et l’énergie 

impulsionnelle. 

 

 Si on tente de formaliser la même représentation dans l’Ecole de Copenhague, on se 

heurte à une difficulté. Dans ce formalisme, l’équation d’évolution de la fonction d’onde est 

donnée par l’équation de SCHRÖDINGER. Or cette équation ne permet pas de distinguer la 

part d’énergie de masse et la part d’énergie impulsionnelle à l’intérieur de la particule. Elle 

fournit une représentation globale qui est condensée en un point de l’espace où la particule sans 

extension spatiale est supposée localisée. 

 

 
 

Figure (XXVI-2) : Représentation d’une particule (en vert) ponctuelle, avec sa densité de 

probabilité de présence, qui correspond à la densité d’énergie totale dans l’approche 

énergétique. 

 

http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr/


http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr 

155 

 

 Puisqu’on ne peut déterminer la part d’énergie de masse et d’énergie impulsionnelle en 

ce point, cela conduit à attribuer à cette particule ponctuelle et sans extension spatiale, une 

incertitude sur sa position et sur son impulsion. 

 

 Dans cette comparaison, la représentation de l’Ecole de Copenhague, qui admet 

l’équation de SCHRÖDINGER comme l’un de ses postulats fondateurs, apparaît en difficulté. 

D’un point de vue physique, il semble peu réaliste de représenter une particule par un 

point sans dimension spatiale. La mécanique classique ne permet cette assimilation que dans le 

cas d’une symétrie sphérique, ce qui ne semble pas être le cas des particules quantiques. Il 

apparaît également très délicat de définir un moment cinétique pour une particule 

rigoureusement ponctuelle. 

 Enfin, une représentation ponctuelle hypothèque toute démarche d’investigation visant 

à chercher à comprendre le fonctionnement interne d’une particule quantique. 

 

 L’équation de DIRAC et ses solutions stationnaires ne souffrent pas de ces limitations, 

puisqu’elles supposent implicitement que la particule a une certaine dimension spatiale. Elle 

vérifie également une invariance relativiste que ne possède pas l’équation de SCHRÖDINGER. 

L’équation de DIRAC possède donc des atouts qui la prédisposent bien davantage que 

l’équation de SCHRÖDINGER à fonder une approche théorique de la mécanique quantique. 
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XXVII 

 

Approche déterministe de la diffraction 

et de l’interférence de particules 
 

 

 

 

 Lorsqu’une expérience de physique fait apparaître des observations caractéristiques 

d’une diffraction ou d’une interférence, on peut considérer de manière certaine qu’il y a un 

phénomène ondulatoire associé à cette expérience. C’est ainsi que DAVISSON et GERMER 

ont pu confirmer l’hypothèse de Louis DE BROGLIE qui associe à chaque particule de masse 

m et de vitesse v, une onde de matière de longueur d’onde λ = h/mv. 

 L’électron et le photon pouvant être considérés comme particule, il est possible 

d’envoyer ces particules une par une sur une fente de largeur Δx. On constate alors que la 

trajectoire de la particule est imprévisible à la sortie de la fente : la particule peut partir dans 

toutes les directions après la traversée de l’ouverture. 

Pour une dimension de la fente importante, les particules traversent avec une très faible 

variation de direction. Lorsque la dimension de la fente diminue, la tache de diffraction 

augmente, et les particules peuvent partir dans des directions très différentes. 

 

 
 Figure XXVII-1 : Diffraction d’un faisceau de particules par une fente de largeur Δx. 

 

 L’Ecole de Copenhague y associe une confirmation du principe d’indétermination de 

HEISENBERG de la manière suivante : 

- Plus on tente de cerner la position de la particule en diminuant la dimension 

Δx de la fente, plus on impose une incertitude sur la composante Δvx de 

vitesse suivant x. 

- Plus on a d’incertitude sur la position Δx de la particule en augmentant la 

dimension de la fente, et plus l’incertitude sur la composante de vitesse Δvx 

est faible : la trajectoire  des particules ne peut être que faiblement déviée par 

rapport à la trajectoire initiale. 
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Il s’agit d’un argument convaincant qui accrédite fortement l’idée d’une incertitude 

intrinsèque du mode quantique, et qui est couramment utilisée pour illustrer le principe 

d’indétermination. On peut toutefois noter que l’explication probabiliste qui est décrite ci-

dessus n’est valide que pour la tâche principale de diffraction. Elle n’explique pas pourquoi des 

zéros et des lobes secondaires latéraux apparaissent dans la figure de diffraction complète. 

 

Lorsqu’on s’interroge sur l’éventualité d’une physique quantique déterministe, on est 

amené à réfléchir sur d’autres interprétations possibles de ces phénomènes, et à rechercher des 

explications déterministes que l’on aimerait au moins aussi convaincantes que celles de l’Ecole 

de Copenhague. 

 

 Jusqu’à une date récente (2005), aucun phénomène déterministe connu n’était 

comparable à celui qui est observé lors de la diffraction ou l’interférence de particules 

quantiques individuelles. Il faudra attendre les travaux de l’équipe d’Yves COUDER sur les 

gouttelettes marcheuses pour apporter la preuve qu’une particule en symbiose avec une onde 

peut avoir un comportement qui présente de grandes analogies avec la diffraction et 

l’interférence des particules quantiques. Les expériences réalisées sur ces gouttelettes étant par 

nature macroscopiques, elles apportent la certitude qu’il n’est pas indispensable d’introduire un 

principe d’indétermination pour fournir une explication aux phénomènes d’interférences et de 

diffractions de particules quantiques. 

 

 Rappelons en quelques mots comment sont obtenues ces gouttelettes marcheuses. Un 

récipient contenant de l’huile de silicone est mis en vibration verticale à une fréquence f par un 

dispositif approprié. Lorsque les bonnes conditions de fréquence et d’amplitude de vibration du 

dispositif sont réunies, on peut créer à la surface de ce liquide des gouttelettes qui rebondissent 

indéfiniment, et qui peuvent se mettre en marche spontanément en déplacement à la surface du 

liquide. Davantage de détails peuvent être consultés dans les références relatives à ce chapitre 

à la fin de ce document. 

 Les gouttelettes ainsi créées existent en symbiose avec l’onde qu’elles génèrent : la 

disparition de l’une entraîne la disparition de l’autre. D’un point de vue physique, on peut 

décrire cette symbiose par un échange permanent entre l’énergie mécanique contenue dans la 

gouttelette et l’énergie ondulatoire qui est visible à la surface du bain d’huile. L’énergie 

nécessaire à ces échanges est apportée par le dispositif vibrant. 

 

 La description du fonctionnement de ce dispositif fait déjà apparaître quelques analogies 

avec l’approche énergétique de ce document. Mais ces analogies peuvent être poussées bien 

davantage, notamment dans le domaine de la diffraction et de l’interférence qui nous intéresse 

dans ce chapitre. L’article de Y. COUDER et E. FORT « Single-Particle Diffraction and 

Interference at a Macroscopic Scale » est entièrement consacré à l’étude de ces phénomènes 

associés aux gouttelettes marcheuses. Tous les résultats discutés dans la suite de ce chapitre 

sont extraits de cette publication. 

 

 Les résultats concernant la diffraction sont présentés de la manière suivante : une 

gouttelette marcheuse est créée en incidence normale par rapport à une fente vers laquelle elle 

se dirige (Figure 1a). Cette gouttelette traverse la fente, mais on observe un phénomène 

absolument remarquable : après la traversée de la fente, la gouttelette prend une direction qui 

semble aléatoire (figure 2a et 2b de la publication reproduites ci-dessous). 

 Cette direction aléatoire ne peut pas être imputée à une indétermination intrinsèque des 

phénomènes étudiés sans renier complètement la physique classique. Elle a donc une cause 

déterministe que nous allons tenter de cerner plus avant dans la suite de ce chapitre. 

http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr/


http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr 

158 

 

 L’idée des auteurs de la publication consiste alors à effectuer un comptage statistique 

des particules N(α) qui partent dans chaque direction α de l’espace après avoir traversé la fente, 

à la manière dont on peut effectuer un comptage de photons dans un phénomène de diffraction. 

 

    
FIG 1        FIG 2 

Source : PRL 97, 154101-2 (13 OCTOBER 2006) 

 

 Le résultat reporté sur les figures 2c et 2d incitent de manière convaincante, à une 

interprétation associée à la diffraction d’un phénomène ondulatoire. 

 

 S’il subsistait un doute sur le fait que ces figures sont obtenues sans aucune incertitude 

intrinsèque à la physique des phénomène, les auteurs éliminent cette possibilité de manière 

définitive en effectuant une simulation numérique simplifiée du phénomène qui vient confirmer 

que les goutellettes viennent construire une par une la figure de diffraction d’un phénomène 

ondulatoire. 

 

 Mais alors, comment peut-on expliquer que les goutelettes sont « diffractées » une par 

une, dans une direction quelconque, mais avec une certaine probabilité ? et si cette probabilité 

n’est pas lièe à une incertitude intrinsèque du phénomène, d’où provient-elle ? 

 

 Le mouvement de la gouttelette est influencé par toute modification de l’onde qui lui est 

associée. En particulier, à l’approche de la fente, il existe une onde diffractée qui vient modifier 

l’onde incidente et donc modier la trajectoire. Mais cette modification de trajectoire induit à 

son tour, lorsque la gouttelette retombe, une modification de l’onde générée, et donc de la 

nouvelle onde diffractée. Ces phénomènes sont cumulatifs sur plusieurs sauts de la goutelette. 

Cette relation entre la goutelette et son onde associée, à la fois récursive et cumulative, montre 

qu’on dispose de tous les ingrédients conduisant à un phénomène cahotique. Les réflexions de 

ce paragraphe ne constituent pas une preuve de cette évolution vers le chaos, mais une piste qui 

semble cohérente avec tout ce qui est observé autour de la diffraction et de l’interférence des 

gouttelettes marcheuses. 

 

 On peut en particulier noter sur la figure 2a, qu’aux précisions expérimentales près, des 

goutelettes qui arrivent sur la fente avec un décalage identique yi sont susceptibles de traverser 

la fente avec un angle de sortie totalement différent. Ce phénomène peut être interprété comme 
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une sensibilité infinie aux conditions initiales, qui est connu comme une caractéristique typique 

des phénomènes cahotiques. 

 

 Un des apports incontestable des expériences et études de l’équipe de Y. COUDER 

réside dans le fait qu’on peut observer et enregistrer ces trajectoires cahotiques. On trouvera 

dans une vidéo donnée en référence, plusieurs exemples de goutelettes qui « cherchent » leur 

chemin lors d’une diffraction par deux fentes. On observe de manière remarquable comment 

elles choisissent une des deux ouvertures, guidées par l’onde associée, qui elle, a interféré en 

passant par les deux ouvertures à la fois. 

 

La sortie de ces trajectoires cahotiques se fait de manière aléatoire, mais avec une 

probabilité différentes dans chaque direction de l’espace. Le fait essentiel est que cette 

probabilité n’est plus liée à une incertitude intrinsèque des phénomènes sur laquelle on ne peut 

fournir aucune explication. Elle peut être interprétée comme la sortie d’un phénomène 

chaotique qui est par nature infiniment sensible aux conditions initiales, et qui est en général 

d’une complexité telle que seuls les attracteurs vont donner un sens à la trajectoire de sortie. 

 

 L’approche énergétique et déterministe proposée dans ce document présente deux 

analogies importantes avec les expériences réalisées sur les gouttelettes marcheuses. 

 Elle nécessite un support énergétique qui est dans un cas l’énergie du vide, et dans 

l’autre l’énergie vibrante du plateau qui porte le récipient rempli d’huile. 

 Elle repose sur des échanges d’énergie entre énergie de masse, énergie impulsionnelle, 

et énergie ondulatoire. Les gouttelettes marcheuses échangent de l’énergie potentielle de 

gravitation, énergie cinétique et énergie ondulatoire. 

 

 Elle présente également quelques différences : en particulier dans un cas on a affaire à 

une onde stationnaire, alors que dans l’autre on considère essentiellement des ondes 

progressives. 

 Pour autant toutes les explications déterministes qui ont été proposées pour justifier la 

diffraction des gouttelettes marcheuses, peuvent être reproduite à l’identique pour justifier la 

diffraction des particules quantiques. 

 L’article de Robert BRADY and Ross ANDERSON donné en référence va encore plus 

loin dans cette voie, puisqu’il suggère dans une approche énergétique simplifiée, que le 

phénomène des gouttelettes marcheuses peut être décrit par une équation de SCHRÖDINGER 

ou de KLEIN-GORDON analogue à celle de la mécanique quantique. 

 Une analyse de cette nature ouvre la porte sur une possible explication déterministe de 

la diffraction et des interférences des particules quantiques, porte qui était jusqu’à présent 

verrouillée à double tour par l’Ecole de Copenhague dans une approche probabiliste. 
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XXVIII 

 

L’équation de DIRAC peut-elle être 

admise comme équation fondatrice de la 

mécanique quantique ? 
 

 

 

 

 

 La mécanique quantique qui s’est façonnée depuis près d’un siècle se différencie 

notablement de la physique classique. Sous l’impulsion de Max BORN, la description des 

phénomènes quantiques a pris une tournure essentiellement probabiliste qui la rend 

incompatible avec la vision déterministe de la physique classique. 

 Cette nouvelle vision a entraîné une réflexion approfondie sur la manière dont on 

pouvait lui donner un socle cohérent. Cette cohérence est nécessaire d’une part d’un point de 

vue interne au monde quantique, et d’autre part dans la transition vers le monde macroscopique, 

puisque les deux univers sont régis par des lois différentes. 

 Ce socle de cohérence a été défini à l’aide de six postulats qui sont rappelés, de manière 

très générale et sans entrer dans les détails, dans les lignes qui suivent : 

 

Postulat 1 : Définition de l'état quantique 

 La connaissance de l'état d'un système quantique est complètement contenue, à l'instant 

t, dans un vecteur normalisable de l'espace des états H. Il est habituellement noté sous la forme 

d'un ket |ψ(t)> 

 

Postulat 2 : Principe de correspondance 

 A toute propriété observable, par exemple la position, l'énergie ou le spin, correspond 

un opérateur hermitien linéaire agissant sur les vecteurs d'un espace de Hilbert H. Cet 

opérateur est nommé observable. 

 

Postulat 3 : Mesure : valeurs possibles d'une observable 

 La mesure d'une grandeur physique représentée par l'observable A ne peut fournir que 

l'une des valeurs propres de A. 

 

Postulat 4 : Postulat de BORN : interprétation probabiliste de la fonction d'onde 

La mesure d'une grandeur physique représentée par l'observable A, effectuée sur l'état 

quantique normalisé |ψ(t)>, donne le résultat an, avec la probabilité Pn égale à |cn|2. 
 

Postulat 5 : Mesure : réduction du paquet d'onde; obtention d'une valeur unique; projection de 

l'état quantique 
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Si la mesure de la grandeur physique A, à l'instant t, sur un système représenté par le 

vecteur |ψ(t)> donne comme résultat la valeur propre an, alors l'état du système immédiatement 

après la mesure est projeté sur le sous-espace propre associé à an. 

 

Postulat 6 : Évolution temporelle de l'état quantique 

L'état |ψ(t)> de tout système quantique non-relativiste est une solution de l'équation de 

Schrödinger dépendante du temps. 

 

La donnée de ces six postulats a permis de fournir un cadre dans lequel la physique 

quantique a pu se développer, et expliquer la majeure partie des phénomènes observés et 

mesurés. Les succès obtenus par les prévisions de cette théorie ont conduit les physiciens à 

l’adopter comme la meilleure représentation possible du monde quantique, sans toutefois les 

amener à une satisfaction pleine et entière. 

 

Pour quelles raisons ? 

 

Essentiellement parce que la représentation de Copenhague laisse dans l’ombre une 

partie des phénomènes physiques du monde quantique pour lesquelles elle ne sait pas fournir 

une explication satisfaisante. Cette situation met les physiciens dans une position inconfortable 

qui consiste à dire qu’on dispose d’une théorie capable d’avoir une précision inégalée dans 

certaines prédictions, mais incapable de fournir une explication cohérente à des phénomènes 

aussi fondamentaux que la dualité onde-corpuscule. 

 

Ce malaise est palpable dans certaines situations, dont par exemple, celle concernant les 

particules intriquées. 

 

Nous avons vu que lorsqu’on adopte la vision de Copenhague de manière 

inconditionnelle et sans aucun doute sur sa portée universelle, on est conduit à interpréter le 

phénomène d’intrication comme un phénomène non local, et donc qui relève d’une autre 

physique que celle qui fonde notre connaissance actuelle. Un raisonnement plus rigoureux 

poserait plutôt le problème en ces termes : 

- Soit on admet la portée universelle des postulats de l’Ecole de Copenhague, et alors 

l’intrication conduit à une physique qui n’a plus rien à voir avec la physique classique. 

- Soit on admet que le phénomène d’intrication s’inscrit dans la physique classique, et 

il convient alors de s’interroger sur la portée et les limites des postulats de l’Ecole de 

Copenhague. 

 

De manière surprenante, la deuxième hypothèse n’est jamais discutée. Le postulat N° 6 

de l’Ecole de Copenhague présente pourtant des faiblesses qui doivent nous interroger car ce 

postulat gouverne l’évolution énergétique du monde quantique. On rappelle que l’invalidité 

d’un seul des postulats entraîne à minima une invalidité partielle de la théorie. 

 

I – Les atouts du postulat N° 6 

 

 Si l’équation de SCHRÖDINGER a pu acquérir le statut de postulat, c’est qu’elle 

présente des atouts qui ont inspiré confiance aux physiciens. 

 

 En premier lieu, dans un potentiel électrostatique à symétrie sphérique, elle permet de 

retrouver avec une grande précision les différentes séries (BALMER, LYMAN, PASCHEN) 

des raies d’émission de l’atome d’hydrogène, ainsi que la constante de RYDBERG. 
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 L’équation de SCHRÖDINGER dépendante du temps se présente sous la forme : 

 









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


ĤE

m2
E

m2t
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2
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2
2 
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où Ep désigne l’énergie potentielle et Ĥ  l’opérateur hamiltonien, qui est associé à l’énergie 

totale de la particule ou du système. 

 

 Dans cette représentation, le terme de gauche peut être associé à la variation de fonction 

d’onde dψ pendant une durée élémentaire dt. 

Le terme de droite nous indique que cette évolution est également fournie par un 

l’opérateur hamiltonien appliqué à la fonction d’onde. 

On en conclut que la variation temporelle de la fonction d’onde est décrite uniquement 

en fonction de l’énergie totale de la particule ou du système. 

Du point de vue de la physique, cette description est pleinement satisfaisante, et peut 

conduire à admettre l’équation de SCHRÖDINGER comme l’équation qui traduit l’évolution 

énergétique des systèmes quantiques. 

 

II – Les faiblesses du postulat N° 6 

 

Un postulat constitue par définition une propriété admise et non démontrée. En cela, un 

postulat constitue toujours un maillon faible dans une théorie, car il est toujours susceptible 

d’être remis en question. 

Pour que cette propriété soit admise comme fondatrice, elle doit avoir un caractère 

physique évident qui la rend incontestable dans tout le domaine sur lequel elle s’étend. 

Le postulat N°6 fonde l’interprétation de l’Ecole de Copenhague sur l’équation de 

SCHRÖDINGER. Or, il est connu que cette équation est en difficulté sur de nombreux éléments 

dans la description du monde quantique : 

 

- Cette équation ne fournit pas, dans une situation pourtant extrêmement simple, les 

bonnes raies d’émission de la structure fine de l’atome d’hydrogène. 

 

- Il est admis qu’une condition nécessaire à la validité d’une loi physique est son 

invariance par changement de référentiel. L’équation de SCHRÖDINGER ne 

possède pas cette propriété 

 

- Le spin ne peut pas être décrit correctement à l’aide du postulat N° 6. Il s’agit 

pourtant d’une propriété fondamentale des particules quantiques.  

 

Sur la simple base des trois observations précédentes, on peut se demander comment ce 

postulat peut prétendre à une validité universelle dans le monde quantique, et comment on peut 

s’appuyer de manière indiscutable sur l’équation de SCHRÖDINGER pour prédire toutes les 

propriétés des particules quantiques. On remarque a minima qu’il y a des propriétés qu’il est 

incapable de prédire. 

 

III – L’équation de DIRAC 
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 Au vu des faiblesses du postulat N°6 qui repose sur l’équation de SCHRÖDINGER, on 

serait tenté de lui substituer l’équation de DIRAC. En effet, cette dernière fournit les solutions 

correctes pour la structure fine de l’atome d’hydrogène, elle est invariante sous la 

transformation de LORENTZ et elle décrit correctement le spin de l’électron. 

 

 L’Ecole de Copenhague ne peut pas mettre en œuvre cette substitution car elle donne à 

la fonction d’onde au carré la signification d’une densité volumique de probabilité de présence. 

Puisque les solutions de l’équation de DIRAC comportent 4 termes regroupés sous la forme de 

2 spineurs, il devient impossible d’associer une signification physique de probabilité de 

présence à chacun des termes. 

 

 L’Ecole de Copenhague est ainsi installée dans ce fonctionnement curieux : elle admet 

et utilise l’équation de DIRAC, qui a un niveau de généralité de description du monde quantique 

supérieur à l’équation de SCHRÖDINGER, mais sans la promouvoir au rang d’équation 

fondatrice de la mécanique quantique parce qu’elle ne sait pas donner de signification physique 

probabiliste à chacun de ses termes. 

 

 Lorsqu’on adopte un point de vue énergétique, on cerne mieux les apports respectifs de 

ces deux équations. 

 L’équation de SCHRÖDINGER se révèle correcte pour décrire tous les phénomènes qui 

sont le résultat de la seule mise en œuvre de l’énergie totale de la particule. Cette énergie totale 

est directement attachée à la probabilité de présence de la particule par l’Ecole de Copenhague. 

 L’équation de DIRAC est plus subtile, car elle distingue la part d’énergie de masse et la 

part d’énergie impulsionnelle dans l’énergie totale. Elle permet donc une analyse plus fine des 

phénomènes, mais rend impossible l’assimilation de la fonction d’onde au carré à une densité 

volumique de probabilité de présence de la particule. 

 

 On peut résumer la situation de la manière suivante : l’équation de DIRAC ne peut pas 

être admise par l’Ecole de Copenhague comme équation fondamentale de la physique 

quantique, car la mise en conformité des postulats 1 à 5 avec cette équation pose des problèmes 

insurmontables dans une approche probabiliste. 

 

 Il existe alors deux attitudes possibles : 

 Soit on conserve les postulats 1 à 5 et on rejette l’équation de DIRAC des postulats 

fondateurs sans justification sur son rejet : c’est le choix de l’Ecole de Copenhague, 

 Soit on admet qu’une équation invariante sous la transformation de Lorentz présente des 

garanties physiques bien supérieures à une équation qui ne possède pas cette invariance 

(équation de SCHRÖDINGER), et on examine les conséquences de ce choix sur les postulats 

1 à 5. 

 C’est cette seconde voie que nous choisissons d’explorer dans le paragraphe suivant. 

 

IV – Peut-on définir un socle fondateur de la mécanique quantique sur la base de 

l’équation de DIRAC ? 

 

 Est-il envisageable de promouvoir l’équation de DIRAC au rang d’équation 

fondamentale de la mécanique quantique, en remplacement de l’équation de SCHRÖDINGER 

et à quelles conditions ? 
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 Sur la base des solutions exactes à l’équation de DIRAC sous la forme d’ondes 

stationnaires, l’état quantique d’une particule peut être défini par la connaissance de son état 

énergétique à chaque instant. 

 

 La notion de propriété observable, comme par exemple la position ou l’impulsion, ne 

nécessite pas de précaution particulière, puisque ces propriétés sont bien présentes au sein de la 

particule, mais en des endroits différents. Le principe d’incertitude d’HEISENBERG n’est pas 

remis en cause, mais fait l’objet d’une interprétation énergétique et déterministe. 

 

 La notion de mesure doit être redéfinie en termes d’échanges d’énergie. Effectuer une 

mesure sur un objet quantique N°1, c’est faire interagir cet objet quantique N°1 avec un autre 

objet quantique N°2 dont on connaît certaines propriétés, et déduire des résultats mesurés de 

l’interaction, les informations concernant l’objet quantique N°1 au moment de l’interaction. 

 Un exemple concret est suggéré par l’effet COMPTON. 

 

 
 

  FIG XXVIII-1 : représentation de l’effet COMPTON 

 

Si on suppose connue la direction du photon incident et sa longueur d’onde λi, la 

direction du photon diffusé et sa longueur d’onde λf, alors les règles de conservation d’énergie 

de la mécanique classique permettent de connaître la position de l’électron lors de l’interaction, 

ainsi que la vitesse et la direction dans laquelle il est éjecté. 

 

Il convient également de préciser la délicate notion de réduction du paquet d’onde et de 

décohérence. 

Pour l’école de Copenhague, la réduction du paquet d'onde stipule qu’après une mesure, 

un système physique voit son état entièrement réduit à celui qui a été mesuré. Cette particularité 

est rendue nécessaire à cause de l’indétermination du monde quantique qui suppose la 

superposition d’une infinité d’état quantique avant l’acte de mesure. Cette notion est sans objet 

dans une approche énergétique et déterministe où l’état quantique est supposé parfaitement 

déterminé à tout instant. 

 

La décohérence quantique est une théorie chargée d'expliquer la transition entre les 

règles physiques quantiques et les règles physiques classiques telles que nous les connaissons, 

à un niveau macroscopique. Puisque l’approche énergétique et déterministe s’appuie 

uniquement sur les postulats de la physique classique, le problème de la décohérence est 

également sans objet dans cette approche. 

 

Il apparaît qu’aucun postulat supplémentaire n’est nécessaire pour passer de la physique 

classique à la physique quantique déterministe déduite de l’équation de DIRAC : la transition 

s’effectue à l’aide du seul postulat de conservation de l’énergie.  
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XXIX 

 

Sur l’invariance des lois de la physique 

par changement de référentiel 
 

 

 

 

 

 Parmi les arguments qui plaident en faveur de l’introduction de l’équation de DIRAC 

comme équation fondamentale de la physique quantique, il y a celui de son invariance par 

changement de référentiel. 

 Il s’agit d’un argument extrêmement fort qui traduit la cohérence absolue entre tout ce 

que l’on sait de la relativité restreinte, et tout ce qui peut être déduit de l’équation de DIRAC. 

 

 Soit deux référentiels que nous désignerons par (R) et (R’). Le référentiel (R’) est 

supposé en mouvement de translation à vitesse constante v par rapport au référentiel (R). 

 Les coordonnées d’espace-temps du référentiel (R’) sont reliées aux coordonnées 

d’espace-temps du référentiel (R) par une transformation de LORENTZ. 

 Le bi-spineur ψ qui représente l’état de la particule dans le référentiel (R) est représenté 

dans le référentiel (R’) par un autre bi-spineur ψ’. 

 

 L’invariance de l’équation de DIRAC par changement de référentiel se traduit par le fait 

qu’il existe la même relation entre les composantes du bi-spineur ψ dans le référentiel (R), 

qu’entre les composantes du bi-spineur ψ’ dans le référentiel (R’). Ces deux relations sont 

fournies par l’équation de DIRAC exprimée dans le référentiel (R), et l’équation de DIRAC 

exprimée dans le référentiel (R’) : 
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 Nous proposons de montrer comment cette invariance est vérifiée, en la détaillant 

jusqu’au cœur du système de DIRAC. Il s’agit d’un exercice essentiellement pédagogique, car 

la démonstration tensorielle purement mathématique s’obtient plus rapidement. Sa justification 

réside dans le fait que l’écriture extrêmement concise de l’analyse tensorielle masque des 

éléments dont le physicien a besoin pour sa compréhension détaillée des phénomènes. 

 

I – La transformation de LORENTZ 
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 Nous travaillerons avec la transformation classique où les deux référentiels (R) et (R’) 

sont en translation à vitesse constante v suivant l’axe des x. Dans ces conditions, la 

transformation de LORENTZ s’écrit : 
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       (XXIX-2) 

 

 On  a posé, dans une notation habituelle : 
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v
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Ce qui conduit à une écriture matricielle plus condensée : 
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     (XXIX-4) 

 

 On en déduit les relations entre les dérivées partielles : 
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   (XXIX-5) 

 

Ainsi que les relations réciproques : 
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   (XXIX-6) 

 

 On rappelle que le déterminant de la matrice de passage Λ est égal à 1 : 
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II – La transformation du bi-spineur 

 

 On peut considérer que c’est la principale difficulté dans la recherche d’une formulation 

invariante de l’équation de DIRAC. 

 Pour que cette recherche ait un sens, on admet que les composantes du bi-spineur 

transformé ψ’ de (R’) s’écrivent nécessairement comme une combinaison linéaire des 

composantes du bi-spineur ψ de (R), ce qui revient à la détermination d’une matrice S à 

coefficients constants : 
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 Nous admettrons provisoirement (la démonstration est donnée plus loin dans ce 

chapitre), que pour la transformation de LORENTZ (XXIX-2,3,4), la forme de la matrice S est 

la suivante : 
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 On en déduit les relations entre les composantes du bi-spineur ψ et les composantes du 

bi-spineur ψ’ : 
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 On vérifie que cette formulation fait bien apparaître les deux spineurs de ψ’ comme 

combinaison linéaire des deux spineurs de ψ. 
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 On note une inversion de l’ordre des composantes de certains spineurs, sans 

conséquence sur le fait qu’il s’agit d’une transformation interne à l’espace des spineurs. 

 

 Muni de cette transformation, et de la transformation des différentielles partielles 

relatives à la transformation de LORENTZ, nous disposons de tous les éléments pour vérifier 

l’invariance du système de DIRAC par changement de référentiel. 

 

III – Invariance du système de DIRAC par changement de référentiel 

 

Nous adoptons comme point de départ, l’équation de DIRAC développée dans le 

référentiel (R’) : 
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      (XXIX-12) 

 

Dans une première étape, nous effectuons la transformation des fonctions d’ondes du 

référentiel (R’) en fonction des fonctions d’ondes du référentiel (R) en utilisant la relation 

(XXIX-10) : 
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  (XXIX-13) 

 

 Dans une seconde étape, nous remplaçons les dérivées partielles du référentiel (R’) par 

leur expression en fonction des dérivées partielles du référentiel (R) en utilisant la relation 

(XXIX-6) : 
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 En troisième étape, nous développons les expressions différentielles : 
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(XXIX-15) 

 

 Faisant usage de la relation donnée par le déterminant de la matrice de passage : 

 

  11 22            (XXIX-16) 

 

 On obtient en regroupant les termes semblables : 
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  (XXIX-17) 

 

 Pour être valide quel que soit γ et β, cette dernière relation impose : 
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Ce qui achève la démonstration de l’invariance du système de DIRAC sous la 

transformation de LORENTZ. 

 

 On pourrait penser qu’il s’agit d’une propriété banale, que l’on pourrait reproduire pour 

n’importe quelle transformation du bi-spineur de DIRAC. En réalité, il n’en est rien. La 

recherche d’une matrice S définie par (XXIX-8) telle que : 

 

(ψ’) = S (ψ)          (XXIX-19) 

 

conduit à la résolution d’un système à 64 équations et 16 inconnues, et qui fait donc peser sur 

cette matrice des contraintes de compatibilité très fortes entre la transformation de coordonnées 

et la transformation du bi-spineur. 

 

IV – Recherche de la matrice S de transformation du bi-spineur 
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 La matrice de transformation S du bi-spineur (XXIX-9) dépend de la transformation des 

coordonnées (XXIX-4) entre les deux référentiels (R) et (R’). 

 Nous indiquons dans les lignes qui suivent, comment la matrice S a été obtenue dans le 

cas particulier d’une transformation de LORENTZ entre deux référentiels en translation à 

vitesse constante suivant l’axe Ox. La méthode est directement applicable à d’autres 

transformations, pourvu que ces transformations autorisent l’invariance du système de DIRAC. 

 

 Dans le référentiel (R’), l’équation de DIRAC s’écrit : 

 

  0'x'
cm

'x
j 0 













 






        (XXIX-20) 

 

 Soit encore, en écriture développée, où les matrices de DIRAC sont représentées par γ0, 

γ1, γ2, γ3 : 
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   (XXIX-21) 

 

 On effectue la transformation des bi-spineurs entre le référentiel (R) et le référentiel (R’) 

à l’aide de la matrice S, et donc en utilisant la relation : 

 

(ψ’) = S (ψ)          (XXIX-22) 

 

 Les dérivées partielles traversent la matrice pour s’appliquer aux composantes du bi-

spineur exprimées dans le référentiel (R) : 
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 On effectue le changement de variable sur les différentielles. Dans le cas particulier de 

la transformation de coordonnées relative à une transformation de LORENTZ suivant l’axe Ox 

(XXIX-6), on obtient : 
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 Il apparaît alors judicieux de multiplier à gauche l’ensemble de l’équation de DIRAC 

par la matrice S-1, inverse de la matrice S : 
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 On regroupe ensuite les colonnes relatives à chaque différentielle : 
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    (XXIX-26) 

 

 On prendra garde de faire la différence dans ces expressions, entre γ qui désigne un 

coefficient de la transformation de LORENTZ défini en (XXIX-3), et γ0, γ1, γ2, γ3, qui désignent 

les matrices de DIRAC. 
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 L’invariance du système de DIRAC sera obtenue lorsque : 
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 Il apparaît à nouveau judicieux de multiplier à gauche par la matrice de transformation 

des bi-spineurs S, afin d’obtenir un système d’équations qui ne comporte plus que les termes 

de cette matrice : 
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 Il s’agit d’un système de 64 équations, avec 16 inconnues qui sont les termes de la 

matrice S. Son écriture, avec les matrices de DIRAC développées, est donnée ci-dessous : 
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   (XXIX-29) 

 

 Ce système, surdimensionné par rapport au nombre d’inconnue, montre que toutes les 

transformations de coordonnées ne sont pas admissibles pour qu’il existe des solutions. La 

même remarque vaut pour les transformations des bi-spineurs. 
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 Les deux dernières relations du système (XXIX-28) ou (XXIX-29) expriment, dans le 

cas particulier qui est traité, que les matrices de DIRAC γ2 et γ3 doivent commuter avec la 

matrice S. On déduit de ces 32 équations que la matrice S doit être de la forme : 
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 En injectant cette forme de matrice dans les 32 équations restantes du système (XXIX-

28) ou (XXIX-29), on est conduit à constater la nullité des coefficients a et b, et on en déduit la 

matrice recherchée : 
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 Cette matrice est définie à une constante multiplicative près que nous désignerons par 

K(β,γ). Cette constante  qui ne joue aucun rôle pour établir l’invariance du système de DIRAC 

a été omise jusqu’à présent. De manière plus générale, on doit poser : 
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 Lorsqu’on échange le rôle des référentiels (R) et (R’), cela revient à échanger le signe 

de la vitesse relative, et donc de β. 

 La composition de deux translations des référentiels avec des vitesses opposées doit 

permettre de retrouver des spineurs identiques, ce que l’on peut écrire : 
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Soit encore : 
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 On en déduit la constante K : 
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Et la forme finale de la matrice S : 
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 On en déduit la matrice inverse S-1 : 
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V - La non invariance de l’équation de SCHRÖDINGER 

 

 Dans un potentiel nul, l’équation de SCHRÖDINGER pour une particule libre s’écrit 

dans le référentiel (R’) : 
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 En substituant les dérivées partielles déduites de la transformation de LORENTZ 

(XXIX-6), on obtient successivement : 
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 L’invariance de cette équation sera vérifiée s’il est possible de trouver une relation 

linéaire entre ψ et ψ’ telles que l’équation ci-dessus puisse se mettre sous la forme : 
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 Une telle égalité n’est possible qu’en imposant β = 0 et γ =1, ce qui indique que les deux 

référentiels (R) et (R’) sont identiques. 
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 Il n’est pas surprenant que l’équation de SCHRÖDINGER ne soit pas invariante sous la 

transformation de LORENTZ, car son énergie totale est définie à partir de l’énergie cinétique  

et potentielle de la mécanique non relativiste. 

 

VI – Conclusion 

 

L’invariance des lois physiques par changement de référentiel trouve son fondement 

dans le raisonnement suivant : le référentiel que l’on choisit pour décrire une expérience de 

physique ne peut avoir aucune influence sur son déroulement. 

Si on observe la chute d’un caillou depuis un balcon ou depuis un train qui passe, le 

référentiel d’observation ne doit pas avoir d’influence sur le phénomène physique qui se 

déroule. 

Les grandeurs physiques vont être « habillées » différemment suivant le référentiel, mais 

la réalité physique qui sera derrière cet « habillage » sera identique. 

Si cette propriété n’est pas vérifiée, c’est qu’il existe un problème soit dans 

« l’habillage » des grandeurs physiques vues dans chaque référentiel, soit dans la loi physique 

elle-même. 

 

 Ce point de vue est complètement analogue à celui qui est associé à la représentation 

vectorielle. Un vecteur représente une grandeur unique, dont « l’habillage » dépend du repère 

dans lequel il est décrit : cartésien, cylindrique, ou sphérique. 

Pour autant, si on fait la somme de deux vecteurs écrits en coordonnées cartésiennes, le 

résultat sera un vecteur identique à celui obtenu en faisant la somme de ces deux vecteurs écrits 

en coordonnées cylindriques. La loi d’addition écrite dans un repère se retrouve à l’identique 

dans l’autre repère, et il n’est donc plus besoin de préciser le repère dans lequel elle est écrite. 

 

 Lorsqu’une équation ou une relation entre des grandeurs physiques est invariante par 

changement de référentiel, cela garantit que le phénomène observé est vu de manière identique 

dans chacun des référentiels. 

Ce concept extrêmement puissant peut être mis en avant pour donner une préférence à 

l’équation de DIRAC plutôt qu’à l’équation de SCHRÖDINGER dans la description du monde 

quantique. 
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XXX 

 

Réflexions sur la notion d’états 

indéterminés 
 

 

 

 

 

 

 Lorsqu’on tente de comprendre comment s’est construite la physique quantique, et plus 

particulièrement l’ensemble des postulats qui fondent l’Ecole de Copenhague, on peut supposer 

que le cheminement de pensée a été à peu près le suivant : 

 

Toute mesure qui tente de cerner l’état quantique d’une particule donne un résultat 

incluant une part d’aléatoire. Sans plus d’informations sur les phénomènes en jeux, une 

modélisation théorique ne peut être mise en place que sous la forme d’une approche 

probabiliste. 

Cette approche probabiliste doit faire cohabiter deux éléments incontournables : le 

principe d’incertitude de HEISENBERG, et l’état quantique certain qui est détecté lors d’une 

mesure. Le premier élément constitue la pierre angulaire qui supporte toutes les réflexions 

théoriques sur la mécanique quantique, le second est un fait d’expérience qui montre qu’une 

mesure quantique unique donne une observation unique. 

 

L’association de ces deux éléments pose un problème. 

 

Si, après la mesure, la particule se trouve dans un état certain, le postulat N°6 qui régit 

l’évolution de l’état de la particule doit permettre de remonter dans le temps, et donc de 

retrouver l’état de la particule avant la mesure. Or le principe d’incertitude stipule que cet état 

ne peut pas être connu avec certitude. 

Si on veut préserver malgré tout l’état quantique certain après la mesure, et l’état 

quantique indéterminé avant la mesure, il devient nécessaire d’insérer entre les deux un 

phénomène propre au monde quantique qui est appelé phénomène de décohérence. Ce 

phénomène de décohérence introduit une frontière de nature inconnue entre le fonctionnement 

du monde quantique et le fonctionnement du monde déterministe. 

 

Une fois cette frontière posée, la théorie quantique de l’Ecole de Copenhague 

s’interprète de manière assez simple. Avant la mesure, la particule quantique se trouve dans un 

état indéterminé, qui peut, d’un point de vue purement mathématique, être vu comme une 

infinité d’états superposés. Au moment de la mesure, un phénomène spécifique au monde 

quantique, appelé réduction du paquet d’onde, pioche au hasard parmi ces états indéterminés 

celui qui va s’afficher sur l’appareil de mesure. 
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Si cette vision contrintuitive de la physique s’est imposée après avoir traversé un siècle 

de turbulences et de critiques, c’est parce qu’elle fournit des observations et des mesures des 

propriétés quantiques conformes au modèle théorique élaboré par l’Ecole de Copenhague : cet 

état de fait la rend  très difficilement contestable. 

 

Pour être convaincante, une approche déterministe doit être capable d’apporter des 

explications complémentaires à ce phénomène qui s’est imposé comme une contrainte forte et 

inexplicable aux fondateurs de la mécanique quantique. La question essentielle suscitée par 

cette interprétation peut être résumée de la manière suivante : pourquoi une particule présente-

t-elle un état quantique que l’on ne peut pas connaître avant l’acte de mesure ? 

 

Sur ce point précis, nous allons montrer qu’une approche énergétique et déterministe se 

montre compatible avec le point de vue de l’Ecole de Copenhague. 

 

Dans une approche simplifiée, nous allons seulement considérer l’indétermination entre 

la nature ondulatoire et corpusculaire des particules quantiques. 

 

Pour l’Ecole de Copenhague, une particule à l’état corpusculaire est représentée par un 

point mathématique auquel on attribue une position et une quantité de mouvement liées par le 

principe d’incertitude. Une particule à l’état ondulatoire est représentée par une onde qui 

entoure ce point mathématique. Tant qu’elle n’est pas matérialisée, cette particule est dans un 

état indéfini entre onde et particule, ou une superposition de ces deux états. 

 

Dans une approche énergétique et déterministe, l’état de la particule est donné à tout 

instant par les solutions stationnaires exactes de l’équation de DIRAC. En coordonnées 

cartésiennes et pour une particule au repos, le spineur qui porte l’énergie impulsionnelle est nul, 

et une solution possible se présente sous la forme : 

 

   

0

0

0

)tsin(j)tcos(cm

3

2

1

2

00







 

      (XXX-1) 

 

Dans ce cas particulier, l’équation de conservation de l’énergie indique que l’énergie de 

masse est égale à l’énergie ondulatoire. 

 

Là où l’Ecole de Copenhague explique que la particule est dans un état indéterminé 

entre onde et matière, que dit une approche déterministe ? 

 

Que cet état est effectivement indéterminé dans le sens où il alterne entre énergie de 

masse et énergie ondulatoire à la pulsation ω. Pour un électron au repos, l’ordre de grandeur de 

cette pulsation est donné par la relation de conservation de l’énergie : 

 
2

0cm          (XXX-2) 

 

Le phénomène périodique en jeu dans ces échanges à pour période T : 
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  
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2

0











     (XXX-3) 

 

Il n’existe donc, jusqu’à ce jour, aucun moyen expérimental permettant de cerner 

exactement l’état de la particule à un instant t donné. 

 

On en conclut que les fondateurs de la mécanique quantique ont défini la meilleure 

représentation du monde quantique qu’il était possible de formuler, sur la base de ce que l’on 

peut réellement observer et en cohérence avec le principe d’incertitude de HEISENBERG. 

 

La différence essentielle entre l’Ecole de Copenhague et l’approche déterministe 

apparaît dans la réduction du paquet d’onde. 

 

L’Ecole de Copenhague est prisonnière du principe d’indétermination qui l’oblige à 

introduire une frontière entre l’indétermination qui existe avant la réduction du paquet d’onde 

et le déterminisme qui existe après la réduction du paquet d’onde. 

 

Les efforts déployés pour une meilleure compréhension de ces phénomènes sont 

considérables, notamment grâce aux travaux des prix Nobel Serge HAROCHE et David J. 

WINELAND et de leurs équipes. Mais ces travaux font également apparaître que cette frontière 

semble extrêmement difficile (impossible ?) à mettre clairement en évidence, tant sur le plan 

expérimental, que sur le plan théorique. La traversée de cette frontière s’effectue par un tirage 

au sort que la mécanique quantique ne sait pas expliquer. 

 

Dans une approche énergétique et déterministe, il n’existe aucune frontière de cette 

nature. Ce sont des échanges d’énergie extrêmement rapides qui vont permettre à un électron 

d’absorber ou d’émettre un photon, ou de se matérialiser d’une autre façon en transférant son 

énergie. Les phénomènes aléatoires qui sont observés lors de ces échanges ne sont pas dus, 

comme pour l’Ecole de Copenhague, à une indétermination intrinsèque du monde quantique. 

Ils sont dus au fait que l’état énergétique de la particule varie avec une rapidité telle qu’il est 

impossible d’en faire une observation matérielle autre que statistique. 

Même dans une approche déterministe, et en l’état actuel de la science, il semble 

impossible de connaître l’état quantique exact d’une particule (ce qui supposerait une précision 

temporelle < 10-21s ), avant que cette particule n’ait transféré son énergie à un système ayant 

une stabilité suffisante dans le temps pour permettre une observation. 

 

L’approche énergétique et déterministe ne contredit pas l’Ecole de Copenhague dans sa 

vision statistique des phénomènes quantiques. Elle apporte des compléments susceptibles de 

justifier une approche déterministe aux endroits où l’Ecole de Copenhague se montre 

impuissante à progresser dans une connaissance plus fine des phénomènes quantiques. 
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Cinquième partie 

 

 

 

 

 

 

Eléments de cohérence 

 

 
 Dans cette dernière partie, nous cherchons à convaincre de l’intérêt de l’approche qui 

est présentée en mettant en évidence des éléments de cohérence avec des travaux antérieurs ou 

des éléments de cohérence avec d’autres domaines de la physique : électromagnétisme, théorie 

quantique des champs, mécanique ….. 
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XXXI 

 

Comparaison avec une autre solution 

exacte de l’équation de DIRAC 
 

 

 

 

 

 Il est apparu au fil des chapitres développés dans ce document, que des solutions 

stationnaires pouvaient être solutions exactes de l’équation de DIRAC. Très rapidement, une 

forme particulière de ces solutions a été privilégiée, sans qu’aucun argument ne soit avancé 

pour justifier cette préférence. Un exemple non normalisé de ces solutions est rappelé ci-

dessous : 
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           (XXXI-1) 

 

 La solution retenue est composée par deux spineurs, le premier est associé aux échanges 

entre l’énergie ondulatoire et l’énergie de masse, tandis que le second est associé aux échanges 

d’énergie impulsionnelle. 

 

 Aucune contrainte mathématique ne permet de privilégier une solution plutôt qu’une 

autre parmi les multiples possibilités présentées au chapitre VII. Si la forme particulière donnée 

par la relation (XXXI-1) ci-dessus a été retenue, c’est parce qu’elle permettait une interprétation 

physique simple des échanges d’énergie qui étaient conjecturés au sein de la particule.  

 

 La conviction qu’il s’agissait d’une formulation intéressante a été renforcée par 

l’obtention de nouvelles solutions ayant la même structure. C’était le cas, dans un premier 

temps, grâce à des solutions analogues en présence d’un potentiel électromagnétique, puis dans 

un second temps, grâce à des solutions analogues en coordonnées sphériques. Mais cela ne 

constitue pas une justification scientifique sérieuse de la préférence qui a été donné à ce type 

de solutions. 

 

 Nous allons montrer que, par des voies très différentes, Walter GREINER avait déjà 

établi que le premier spineur portait des échanges entre énergie ondulatoire et énergie de masse, 

tandis que le second spineur portait des échanges entre énergies impulsionnelles. Ces échanges 

n’étaient pas mis en évidence dans la formulation proposée, et il faut donc reprendre (très 

légèrement) cette formulation pour les faire apparaître 
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 La suite de cette discussion est relative au passage du livre de Walter GREINER : 

RELATIVISTIC QUANTUM MECHANICS, Wave equations, third edition, Springer 2000, 

Chapter 8 : Wave Packets of Plane Dirac Waves, equation (14) page 195. 

 

Dans l’exercice 8.5 qui débute à la page 191, l’auteur étudie l’évolution temporelle d’un 

paquet d’ondes planes avec une distribution d’amplitude gaussienne. Dans la notation de 

l’auteur, ce paquet d’onde est représenté par la relation  
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Avec : 
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Physiquement, cela indique que le paquet d’onde (XXXI-2) est centré sur l’origine à 

l’instant t=0, et qu’il est porté par la première composante du bispineur de DIRAC à l’instant t 

= 0. 

 

A la suite d’une démonstration difficile, W. GREINER montre qu’une résolution 

rigoureuse du système de DIRAC, conduit à une évolution temporelle du bispineur, réécrite 

textuellement ci-dessous dans la notation de l’auteur, après correction de quelques erreurs 

typographiques mineures   cipcpipp  ,   h xyxy    : 
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Afin de comparer ce résultat aux solutions exactes obtenues en régime stationnaire, 

nous effectuons les substitutions : 
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 Après multiplication de chacun des termes par 2242

0 cpcm


  , on obtient : 
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          (XXXI-6) 

 

Du point de vue énergétique, le résultat de W. GREINER fait apparaître deux propriétés 

remarquables, après normalisation des relations ci-dessus par l’énergie totale. 

 

Il est confirmé que le premier spineur porte bien des échanges entre énergie de masse et 

énergie ondulatoire, et que ces échanges ont bien lieu avec une quadrature temporelle. 

Il est confirmé que le second spineur porte bien des échanges entre énergies 

impulsionnelles. Ces échanges sont en phase avec l’évolution de l’énergie de masse, et en 

quadrature temporelle avec l’énergie ondulatoire. 

 

La solution établie par W. GREINER a été obtenue par des voies qui semblent 

complètement disjointes de celles qui ont conduit aux solutions stationnaires. On peut y voir 

une confirmation du formalisme qui a été développé tout au long du présent document. 
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XXXII 

 

Photon de DIRAC et équations de 

MAXWELL 
 

 

 

 

 

 L’équation de DIRAC est souvent présentée comme une équation qui permet seulement 

de déterminer les caractéristiques des particules de spin ½. Nous avons conjecturé au chapitre 

XX que certaines solutions stationnaires semblaient susceptibles de décrire le comportement de 

particules de spin 1, et donc parmi elles, le photon. 

 

 Nous cherchons, dans ce chapitre, à conforter cette hypothèse en examinant s’il existe 

un lien entre la structure des ondes stationnaires qui construisent le photon, et le champ proche 

tel qu’il peut être calculé de manière exacte à l’aide des équations de Maxwell. Ces solutions 

sont peu nombreuses, et nous allons utiliser les relations établies par KOTTLER.  

 

 Nous allons montrer que l’une de ces solutions fait ressortir de manière forte des liens 

entre les solutions stationnaires exactes à l’équation de DIRAC et les solutions exactes aux 

équations de MAXWELL. Plus précisément, nous allons montrer que la structure de champ 

proche déduite des équations de MAXWELL présente de grandes analogies avec la structure 

des ondes stationnaires issues des solutions à l’équation de DIRAC. 

 

I – Les formules de KOTTLER 
 

 Le champ électromagnétique rayonné par une distribution volumique de courant peut 

être obtenue de manière exacte, à une distance quelconque des sources, à l’aide de l’une des 

variantes des formules de KOTTLER : 
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 Ces relations sont valides en régime harmonique, à la pulsation ω, avec une dépendance 

temporelle en exp(jωt), et avec une constante de propagation k = ω/c. Nous ne travaillerons pas 

dans ce chapitre sur l’évolution temporelle des champs, et elle sera omise par la suite dans 

l’expression des champs électromagnétiques. 
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 Les différents paramètres intervenant dans ces relations sont représentés sur la figure 1 

ci-dessous. 

 

              P 

 

 

        r 

 

 

 

      V    U


 

 

       

   J


     M0 

 

 

 

 

 

 

Figure XXXII-1 : Représentation des paramètres utilisés dans la formulation de KOTTLER. 

 

 P désigne le point d’observation et de calcul du champ. 

 M0 désigne le point où se situe l’élément de courant  0MJ


. 

 V représente le volume contenant l’ensemble des sources de courants qui contribuent au 

champ électromagnétique calculé au point d’observation P. 

 U


 représente un vecteur unitaire dans la direction PM0  

 r représente la distance M0P. 

 

Nous allons considérer un seul élément de courant J


, centré sur l’origine, et nous allons 

examiner la structure du champ électromagnétique autour de cet élément infiniment petit. 

Cet élément de courant aura une direction quelconque, mais indépendante du temps. Du 

point de vue électromagnétique, cela implique que le champ rayonné à grande distance aura 

une polarisation linéaire. 

Nous n’avons plus besoin d’intégrer sur le volume V, et nous obtenons l’amplitude 

complexe du champ proche sous la forme simplifiée : 
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 Soit encore après développement : 
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 Pour une notation homogène en (kr), nous mettons k en facteur : 
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 Sans changer de notation pour les champs électromagnétiques, nous passons de la 

représentation complexe à la représentation physique en prenant la partie réelle de l’expression 

ci-dessus : 
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 Nous allons montrer dans le paragraphe suivant que la dépendance en (kr) du champ au 

voisinage de l’origine présente des similitudes importantes avec la dépendance en (kr) des 

fonctions d’ondes issues des solutions exactes à l’équation de DIRAC. 

 

II – Le photon de DIRAC 
 

 Nous avons émis l’hypothèse au chapitre XX, que les modes associés à la description 

du photon pouvaient être représentés par la solution suivante : 
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où f1 représente une fonction de BESSEL sphérique d’ordre 1 : 
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et où nous avons adopté la notation f1’(krr) = df1(krr)/d(krr). 

 

 Il y avait, en vérité, peu d’arguments pour étayer cette hypothèse. Nous allons la 

reconsidérer, vue sous l’angle des équations de MAXWELL. 

 

 Cette solution est associée à l’équation de conservation de l’énergie : 

 
2

r

22

t kk            (XXXII-8) 

 

Et puisque le photon ne possède pas d’énergie de masse, cela impose η = 0, et nous 

poserons pour la suite : 

 

kkk rt            (XXXII-9) 

 

La solution exacte à l’équation de DIRAC s’écrit avec cette notation : 
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Nous pouvons construire deux ensembles de solutions, l’un tel que f1 = α j1, l’autre tel 

que f1 = α y1, où α peut être une constante réelle ou complexe. 

 

Solution telle que f1 = - j1. Cette solution va être associée au champ électrique, et sera indicée 

par la lettre E. 
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Solution telle que f1 = - y1. Cette solution sera associée au champ magnétique et sera indicée 

pas la lettre B. 
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III – Comparaison des solutions aux équations de MAXWELL et du photon 

de DIRAC 
 

 Nous pouvons maintenant examiner les solutions exactes aux équations de MAXWELL, 

au voisinage d’un élément de courant qui émet des photons électromagnétiques, et comparer la 

structure du champ électromagnétique qui est émis à la structure du photon qui est prédite par 

les solutions stationnaires à l’équation de DIRAC.  

 

 Pour le champ électromagnétique, nous avons : 
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 Pour le photon de DIRAC, nous avons : 
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 Il apparaît que pour les fonctions d’onde ψ2E et ψ0B du bi-spineur de DIRAC qui sont 

séparables en r et θ, la dépendance en r se retrouve à l’identique dans les termes de la solution 

exacte aux équations de MAXWELL. 

 

 En ce qui concerne les variables θ et φ, nous proposons une analyse prospective qui doit 

seulement être considérée comme une piste de réflexions. 

 

 Puisque le champ traité par les équations de MAXWELL est à polarisation linéaire, nous 

supposons que la solution correspondante du photon est indépendante de φ, ce qui pourrait être 

obtenue par exemple en supposant que φ = 0 dans cette situation particulière où il n’y a pas de 

rotation du champ. 

 

 Il reste à analyser la dépendance en θ. Il s’agit d’une variable interne au spineur de 

DIRAC qui n’apparaît pas dans la solution des équations de MAXWELL. Aucune interprétation 
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évidente n’apparaît spontanément pour comprendre comment cette variable est prise en compte 

dans les équations de MAXWELL. Nous allons toutefois montrer qu’on peut lui donner un sens 

physique simple dans deux situations particulières. 

 

1er cas : le vecteur élément de courant est orthogonal au vecteur direction de propagation 

 

 Pour le champ électromagnétique, nous avons : 
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En portant θ = π/2 dans les solutions du photon de DIRAC associée au champ électrique 

et au champ magnétique, nous obtenons :  

 

   

   
























2

j

B0

32E3

E2

)kr(

)krcos(

)kr(

)krsin(
tcose

)kr(

)krsin(

)kr(

)krcos(

)kr(

)krsin(
tsin

0



      (XXXII-16) 

 

 On retrouve dans la fonction d’onde ψ3E, au signe près, la dépendance radiale du champ 

électrique. 

 

2ème cas : le vecteur élément de courant est parallèle au vecteur direction de propagation 

 

 Pour le champ électromagnétique, nous avons : 
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Soit encore : 
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En portant θ = 0 dans les solutions du photon de DIRAC associées au champ électrique 

et au champ magnétique, nous obtenons :  
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On retrouve à nouveau dans la fonction d’onde ψ3E, au signe près, la dépendance radiale 

du champ électrique, ainsi que la fonction d’onde ψ0B associée à un champ magnétique nul. 

 

IV – Conclusion 
 

 Lorsque qu’un électron génère un élément de courant par son mouvement alternatif 

suivant une direction constante, on sait qu’il y une émission de photons électromagnétiques. 

Ces photons ne partent pas dans une direction déterminée, comme le prouve le diagramme de 

rayonnement du dipôle, mais avec une probabilité différente dans chaque direction de l’espace. 

Ce constat sous-entend qu’il y a en arrière-plan un processus complexe qui n’est pas décrit par 

les équations de MAXWELL, ni par l’équation de DIRAC. 

 

 Ce que semble montrer l’étude développée dans ce chapitre, c’est que le champ proche 

tel qu’il est prédit par les équations de MAXWELL présente beaucoup d’analogies avec la 

dépendance radiale des modes stationnaires issus de l’équation de DIRAC. La dépendance en 

θ pourrait être liée à l’angle entre le mouvement du dipôle et la direction de propagation du 

photon émis, tandis que la dépendance en φ pourrait être liée à la rotation de la polarisation. 

 

 L’interprétation physique de la composante ψ3 du bispineur de DIRAC reste une 

énigme. Tout au plus peut-on remarquer que les valeurs de θ qui annulent les composantes de 

champ proche (composantes en 1/(kr)2 et 1/(kr)3 ) et qui sont données par la relation : 

 

3/1cos

01cossin2

2

22




        (XXXII-20) 

 

correspondent à l’angle qui définit la quantification du moment cinétique de l’électron. 

 

 Sans pouvoir en tirer une conclusion définitive, ce chapitre accrédite l’idée que les 

échanges d’énergie au voisinage de l’électron qui oscille dans l’espace sont directement 

compatibles avec les échanges d’énergie au sein du photon qui se crée, tels que ces échanges 

sont prédits par les solutions stationnaires exactes à l’équation de DIRAC. 
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XXXIII 

 

Des ondes planes aux ondes 

stationnaires 
 

 

 

 

 

 La recherche de solutions stationnaires à l’équation de DIRAC a été abordée dans ce 

document par la résolution d’un système de 64 équations à 64 inconnues. L’obtention des 

solutions s’avère donc relativement compliquée. 

 

 Les solutions en ondes planes sont connues depuis longtemps, et puisqu’une onde 

stationnaire peut toujours être décomposée comme la somme de deux ondes planes, l’objectif 

de ce chapitre est double : 

 

- Donner une méthode systématique de construction des solutions 

stationnaires à partir des solutions déjà établies en ondes planes. 

- Essayer de comprendre pourquoi les solutions stationnaires n’ont pas émergé 

des solutions ondes planes qui sont connues et utilisées depuis près d’un 

siècle. 

 

I – Les solutions ondes planes 

 

 On recherche les solutions au système de DIRAC : 
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
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


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
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

       (XXXIII-1) 

 

 De manière très générale, les ondes planes recherchées sont de la forme : 
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   
   
   
   zkykxkxkjexp,k,k,k,k

zkykxkxkjexp,k,k,k,k

zkykxkxkjexp,k,k,k,k

zkykxkxkjexp,k,k,k,k

zyxttzyxt33

zyxttzyxt22

zyxttzyxt11

zyxttzyxt00









    (XXXIII-2) 

Les signes de l’exponentielle sont arbitraires, mais ils doivent être identiques pour les 4 

fonctions d’ondes. Les coefficients α0, α1, α2, α3 sont des constantes à déterminer, indépendantes 

de t, x, y, z. 

 

Le système de DIRAC doit vérifier l’équation de conservation de l’énergie : 

 

  22

z

2

y

2

x

2

t kkkk          (XXXIII-3) 

 

 Pour illustrer la recherche de solutions en ondes planes, nous choisissons arbitrairement 

les signes de l’exponentielle. La déduction des autres solutions est immédiate par changement 

du signe qui affecte kt, kx, ky, ou kz, et nous posons : 

 

 
 
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      (XXXIII-4) 

 

En injectant cette forme de solution dans le système de DIRAC (XXXIII-1), on obtient : 
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       (XXXIII-5) 

 

Il s’agit d’un système homogène de 4 équations à 4 inconnues : 
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      (XXXIII-6) 

 

 Le déterminant de ce système est égal à : 

 

 222

z

2

y

2

x

2

t kkkk          (XXXIII-7) 

 

 On en déduit que lorsque le déterminant de ce système est nul, c’est-à-dire lorsque 

l’équation de conservation de l’énergie est vérifiée, on peut obtenir 4 ensembles de solutions, 

en prenant successivement comme variable paramétrique l’une des constantes α0, α1, α2, α3 à 

déterminer. 
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           (XXXIII-8) 

 

 Dans la plupart des cours dédiés à l’équation de DIRAC, ces solutions sont présentées 

sous une forme légèrement différente, de manière à normaliser la constante qui est fonction de 

l’énergie de masse et de l’énergie ondulatoire : 
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           (XXXIII-9) 

 

 Ces solutions sont définies à une constante de normalisation près. Cette constante qui 

ne joue pas véritablement de rôle dans la discussion de ce chapitre sera provisoirement omise. 

 

 Il apparaît déjà à ce stade, que si on se lance dans la construction de solutions 

stationnaires avec ce dernier ensemble de solutions, les échanges d’énergies entre énergie de 

masse et énergie ondulatoire ne seront pas mis en évidence spontanément. Nous allons donc 

conserver la formulation (XXXIII-8) pour la construction des solutions stationnaires. 

 

II – Des solutions ondes planes aux solutions ondes stationnaires 

 

 Nous proposons de montrer sur un exemple particulier, comment la combinaison de 

plusieurs ondes planes conduit aux solutions stationnaires qui ont été élaborées dans les 

chapitres VI et VII. La méthode permet de reconstruire toutes les solutions stationnaires, mais 

doit être adaptées dans les signes suivant la solution stationnaire recherchée. 

 

 Nous nous donnons pour objectif de construire une solution sous la forme d’un produit 

de cosinus affectés à l’énergie de masse. Cela va nous conduire à sommer systématiquement 

des solutions en ondes planes en exp (+jk..) et exp (-jk..) 

 

 Nous adoptons comme point de départ la première solution de (XXXIII-8) qui est en 

exp(jkt xt). Après avoir construit la solution analogue en exp(-jkt xt) en changeant le signe de kt, 

nous obtenons successivement en sommant ces deux solutions : 

 

http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr/


http://patrick.vaudon.pagesperso-orange.fr 

196 

 

   

     

   

 
   

 zkykxkj

ttyx

ttz

ttttt

zkykxkjxkj

yx

z

t

xkj

yx

z

t

zkykxkxkj

yx

z

t

zkykxkxkj

yx

z

t

zyx

zyxtttt

zyxttzyxtt

e

xkcosjkk

xkcosk

0

xkcosxksinjk

2

ee

jkk

k

0

k

e

jkk

k

0

k

e

jkk

k

0

k

e

jkk

k

0

k



























































































































































    (XXXIII-10) 

 

 Cette opération fait apparaître les échanges entre énergie de masse et énergie ondulatoire 

dans le premier terme du bi-spineur. Il ne reste plus qu’à réitérer ce procédé pour chacune des 

composantes spatiales pour obtenir la solution recherchée. Nous omettrons systématiquement 

le coefficient 2 qui apparaît dans les calculs, et qui pourra être inclus dans un terme de 

normalisation global. 

 

Composante stationnaire suivant x : 
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           (XXXIII-11) 

 

Composante stationnaire suivant y : 
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Composante stationnaire suivant z : 
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  (XXXIII-13) 

 

 On obtient la forme finale de la solution recherchée : 
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III – Conclusion 

 

Les solutions stationnaires peuvent donc être déduites des solutions exponentielles 

connues en ondes planes. Il s’ensuit que toute l’information sur les solutions stationnaires est 

déjà disponible dans les solutions exponentielles en ondes planes. Dès lors, on peut s’interroger 

sur les raisons qui ont placé les solutions stationnaires dans une position d’arrière-plan dans les 

travaux sur l’équation de DIRAC. 

 

On peut probablement y déceler plusieurs raisons. 

 

D’un point de vue purement mathématique, puisque toute l’information est déjà 

contenue dans les solutions en ondes planes, il apparaît effectivement peu utile de s’intéresser 

à une autre représentation qui n’apportera aucune information supplémentaire. 

 

Les solutions ondes planes formulées à partir de solutions exponentielles ne disent rien 

du rôle joué par le terme imaginaire j = racine(-1) et la confusion s’installe de manière presque 

systématique avec le formalisme complexe utilisé dans les autres domaines de la physique. 

D’un point de vue purement mathématique, cette confusion n’enlève rien à la validité 

des solutions. Mais pour le physicien, cela enlève de la compréhension et de la visibilité aux 

grandeurs qu’il manipule, et cela ne l’incite pas à d’autres approches auxquelles il ne rattache 

pas de sens physique. 

 

Quelques auteurs associent une énergie positive au premier spineur et une énergie 

négative au second spineur avec un changement de signe. Cela génère une confusion 

supplémentaire, et il devient extrêmement difficile d’évoluer vers des solutions stationnaires 

dans ce formalisme. 

 

 L’Ecole de Copenhague assimile la particule à une entité ponctuelle. Dès lors, il y a peu 

d’intérêt à s’orienter vers une solution stationnaire qui suppose nécessairement une certaine 

extension spatiale de la particule. Il y a véritablement une difficulté conceptuelle pour évoluer 

vers une interprétation physique des solutions stationnaires dans le cadre de l’Ecole de 

Copenhague. Ce n’est qu’en se plaçant délibérément à l’extérieur de ce cadre qu’il devient 

possible montrer la cohérence d’une approche stationnaire avec l’ensemble de la physique 

classique. 
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XXXIV 

 

Réflexions sur la dimension de la 

fonction d’onde 
 

 

 

 

 

 Dans ce chapitre, nous recherchons des éléments qui nous confortent dans l’idée que les 

fonctions d’onde issues du formalisme de DIRAC ont un sens physique que l’on peut assimiler 

à la racine carrée d’une densité volumique d’énergie. On rappelle qu’il s’agit d’un aspect 

fondamental de cette approche énergétique et déterministe, qui propose de substituer la notion 

de densité volumique de probabilité de présence issue de l’Ecole de Copenhague, par la notion 

de densité volumique d’énergie. 

 Nous allons pour cela utiliser les équations de MAXWELL pour lesquelles on sait 

calculer la densité volumique d’énergie attribuée au champ électromagnétique. Nous ferons, 

sur un exemple simple, un traitement de ces équations dans le formalisme de DIRAC, en 

précisant les précautions qui s’imposent dans l’interprétation des solutions ; et nous 

comparerons cette approche aux expressions rigoureuses des équations de MAXWELL. 

 

I – Equations des potentiels 
 

 Les équations de MAXWELL en présence de charges ρ et de courant J


 sont, en général, 

exprimées en fonction des champs électromagnétiques, et une représentation possible de ces 

équations dans le domaine temporel est donnée ci-dessous : 
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        (XXXIV-1) 

 

 On peut trouver une représentation équivalente à ces équations en termes de potentiel 

scalaire φ et de potentiel vecteur A


. Ces potentiels sont liés aux champs électromagnétiques 

par les relations : 
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         (XXXIV-2) 

 

 En termes de composantes, ces deux relations s’écrivent explicitement en coordonnées 

cartésiennes : 
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     (XXXIV-3) 

 

 Il existe une grande liberté dans le choix des potentiels scalaire et vecteur définis en 

(XXXIV-2). Cette liberté de choix est appelée un choix de jauge, et on montre que la seule 

jauge rigoureusement admissible est la jauge de LORENZ : 
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         (XXXIV-4) 

 

 Sa légitimité est imposée par le fait que c’est la seule jauge qui laisse les équations des 

potentiels invariantes par changement de référentiel. 

 

 L’utilisation de cette jauge permet d’établir les équations aux potentiels dont le contenu 

est rigoureusement équivalent à celui des équations de MAXWELL : 
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        (XXXIV-5) 

 

 Les propriétés du quadri-vecteur courant et la forme parfaitement analogue de ces deux 

relations permettent de les regrouper dans un formalisme quadridimensionnel : cette propriété 

ne sera pas utilisée dans ce chapitre. 

 

II – Le formalisme de DIRAC 
 

 Ce formalisme prend son origine dans l’équation de KLEIN-GORDON qui est rappelée 

pour mémoire : 
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       (XXXIV-6) 
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 Il apparaît que ce formalisme ne peut pas s’appliquer aux équations des potentiels 

(XXXIV-5) car le second membre de ces équations ne peut pas être considéré comme un 

opérateur qui s’applique à la variable présente dans le premier membre. 

 

 Pour un photon de masse nulle, l’équation de KLEIN-GORDON devient : 

0)(
tc

1
)(

2

2

2

2 






        (XXXIV-7) 

 

 En l’absence de charges et de courants, ce qui correspond à la situation d’un régime 

stationnaire en cavité, les équations des potentiels s’écrivent : 
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         (XXXIV-8) 

 

 Ces équations d’ondes ont formellement la même structure que l’équation de KLEIN-

GORDON sans second membre. On peut donc tenter de leur appliquer le formalisme de 

DIRAC, tout en gardant à l’esprit qu’il faudra être prudent dans l’interprétation des solutions, 

pour les raisons évoquées ci-dessus. 

 

III – Exemple de calcul énergétique par les équations de MAXWELL 
 

 Nous choisissons un exemple stationnaire simple avec un potentiel scalaire nul, et une 

seule composante de potentiel suivant z. 
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       (XXXIV-9) 

 

 Nous omettons la constante qui viendrait fixer la dimension du potentiel vecteur en  

V.m-1.s. 

 Nous en déduisons les composantes du champ électromagnétique : 
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 Nous en déduisons les densités volumiques d’énergie électrique et d’énergie 

magnétique : 
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           (XXXIV-11) 

 

 La densité volumique d’énergie totale s’exprime par la relation : 
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           (XXXIV-12) 

 

 C’est cette expression que nous souhaitons comparer à la même quantité déduite du 

formalisme de DIRAC. 

 

IV – Exemple de calcul énergétique dans le formalisme de DIRAC 
 

 Le système de DIRAC sans second membre prend une forme simplifiée : 
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 Nous en recherchons une solution indépendante de z, telle que la composante ψ0 soit 

égale à la composante Ez du champ électromagnétique : 
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 Bien que les composantes du champ magnétique apparaissent dans ψ3, il semble 

qu’aucune interprétation physique ne puisse être attachée à la répartition de ces composantes 

(l’une réelle et l’autre complexe), pour les raisons invoquées ci-dessus. 

 

 Le problème de la normalisation ne semble pas important dans l’exemple que nous 

développons, et nous ne le traiterons pas. Il nous suffira de comparer les résultats à une 

constante multiplicative près. 

 

 Dans l’approche énergétique de ce document, la quantité qui représente la densité 

volumique d’énergie totale en chaque point de l’espace est donnée par la première composante 

du courant de DIRAC : 
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  (XXXIV-15) 

 

 A une constante multiplicative près, il apparaît que cette quantité représente la densité 

volumique d’énergie totale, telle qu’elle peut être calculée directement à partir des équations de 

MAXWELL. 

 

V – Conclusion 
 

 Les équations de la mécanique quantique ont été construites de manière heuristique. Une 

des conséquences étonnantes de cette construction apparaît dans le fait que ces équations ne 

permettent pas de déterminer la dimension de la fonction d’onde. Il semble que ce soit un 

élément qui différencie les équation quantiques de toutes les autres équations et relations de la 

physique classique. 
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 Dans la physique quantique naissante, pour donner une dimension à la fonction d’onde, 

les fondateurs se sont trouvés confrontés au problème de son interprétation physique. Max 

BORN a repéré le premier que, dans toutes les expériences où on pouvait matérialiser la 

présence des particules, la probabilité de présence était directement liée au carré de la fonction 

d’onde. Cette interprétation avait une véritable signification expérimentale, et avait l’avantage 

de permettre l’élaboration d’une théorie cohérente avec le principe d’indétermination, sans 

avoir à préciser exactement ce que l’on mettait derrière le mot « particule ». 

 

 Il est impossible d’imaginer la présence d’une particule sans affirmer qu’il y a une 

certaine énergie attachée à cette particule. Il n’y a donc pas d’incohérence à proposer une 

interprétation qui donne au carré de la fonction d’onde, la signification d’une densité volumique 

d’énergie. L’objectif de ce chapitre est d’étayer cette proposition. 

 

 L’équation des potentiels est une équation d’onde qui admet pour solution des modes 

stationnaires. On en déduit les champs électromagnétiques correspondants, puis la densité 

volumique d’énergie électromagnétique présente à chaque instant en tout point de l’espace. 

 

 Avec les réserves qui peuvent être faites sur la méthode, lorsqu’on traite cette même 

équation d’onde dans le formalisme de DIRAC, il apparaît que la densité volumique d’énergie 

déduite de ce traitement est identique (à une constante multiplicative près), à chaque instant et 

en tout point de l’espace, à celle qui est déduite des équations de MAXWELL. 

 

 Il y a une réelle difficulté à trouver un raisonnement qui permette de trancher, de manière 

rigoureuse et convaincante, sur la dimension de la fonction d’onde. L’exemple présenté ne 

s’oppose pas, à tout le moins, à ce qu’on lui donne la dimension de la racine carrée d’une densité 

volumique d’énergie. 
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XXXV 

 

Réflexions sur un tenseur énergie-

impulsion quantique 
 

 

 

 

 

 En donnant à la fonction d’onde au carré la dimension d’une densité volumique 

d’énergie, on se place d’emblée dans des conditions qui permettent d’envisager un 

rapprochement avec la relativité générale. Les équations de la gravitation élaborées par A. 

EINSTEIN s’écrivent dans une expession extrêmement condensée : 
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 Dans cette expression :  

- Rµν représente le tenseur de courbure de RICCI, 

- R est appelé le scalaire de courbure obtenu par contraction du tenseur de 

courbure, 

- gµν est le tenseur métrique, 

- G est la constante gravitationnelle, 

- c représente la vitesse de la lumière, 

- Tµν est appelé le tenseur impulsion énergie. 

 

 La courbure de l’espace-temps se manifeste à travers les coefficients de la métrique gµν, 

et de leurs dérivées qui sont présentes dans le tenseur Rµν. Il est apparent que cette courbure est 

imposée par la présence de l’énergie contenue dans le tenseur impulsion-énergie Tµν. 

 Chaque terme du tenseur Tµν a la dimension d’une densité volumique d’énergie. 

 Dans une approche énergétique, les fonctions d’onde au carré ont également la 

dimension d’une densité volumique d’énergie. Dès lors, on peut s’interroger sur la possibilité 

de construire un tenseur impulsion-énergie sur la base des solutions stationnaires de l’équation 

de DIRAC. 

 

 L’écriture matricielle développée du tenseur impulsion-énergie Tµν se présente sous la 

forme : 
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 Les contraintes physiques qui sont imposées à ce tenseur sont les suivantes : 

 

- Le terme T00 doit contenir la densité volumique d’énergie totale. 

- Pour une particule isolée de toute action extérieure, ce tenseur doit avoir une 

divergence nulle : il doit vérifier la relation : 

 

0
x

T

x

T

x

T

x

T

x

T
3

3

2

2

1

1

0

0
























 




      (XXXV-3) 

 

 Les composantes de ce tenseur doivent donc vérifier l’ensemble des relations suivantes : 
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 Il semble que la définition d’un tenseur impulsion-énergie quantique ne soit pas unique 

(Voir par exemple http://www.ift.uni.wroc.pl/~karp49/LadekLectures2013/Thursday/talk-

Becattini.pdf ). Une approche mathématique rigoureuse permet la construction d’un tenseur 

appelé canonique, déduit du lagrangien de DIRAC et du théorème de NOETHER. Ce tenseur 

est en général non symétrique mais il peut être symétrisé, grâce à la procédure de 

BELINFANTE. Dans tous les cas, son interprétation physique reste délicate. 

 

 Nous proposons de montrer, sur un exemple particulier, qu’il est possible d’élaborer un 

tenseur impulsion-énergie déduit des solutions stationnaires exactes à l’équation de DIRAC. Il 

devra posséder les deux propriétés physiques exigées pour ce tenseur : 
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      (XXXV-5) 

 

 La méthode proposée est immédiatement transposable à n’importe quel mode 

stationnaire. Elle donne un sens physique au terme T00 qui est compatible avec l’approche 

énergétique proposée dans ce document. 

 

 Nous choisissons de travailler sur le mode suivant, dans lequel nous omettons 

provisoirement la constante de normalisation dans un souci d’allègement de l’écriture : 
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 La première contrainte nous impose d’affecter au terme T00 la densité volumique 

d’énergie totale. Dans une approche énergétique, cette quantité est donnée par la première 

composante des courants de DIRAC, et nous posons donc : 
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           (XXXV-7) 

 

Nous devons maintenant assurer la première relation de conservation exprimée dans 

(XXXV-4) : 
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 Les courants de DIRAC vérifient l’équation de conservation de l’énergie :  
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 En comparant (XXXV-8) et (XXXV-9), il apparaît naturel de procéder à 

l’identification : 

 

T01 = J1,   T02 = J2,   T03 = J3        (XXXV-10) 

 

 Les calculs explicites donnent : 
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 L’équation de conservation de l’énergie se vérifie de la manière suivante : 
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 Nous supposons que cette conservation s’exprime sur la première ligne et sur la 

première colonne du tenseur, et nous posons : 
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 La question qui se pose est alors la suivante : est-il possible de déterminer les 

composantes T11, T12, T13, T21, T22, T23, T31, T32, T33, de telle manière que ces composantes 

vérifient les 3 dernières relations de conservation, rappelée pour mémoire : 
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 Nous allons montrer qu’il existe une solution possible à ce système d’équation aux 

dérivées partielles, dans lequel le premier terme est connu, et les 3 autres sont à déterminer. 

 Le principe de cette recherche repose sur le fait qu’on suppose que les Tµν contiennent 

des fonctions trigonométriques en (kx x), (ky y) et (kz z) et que les dérivées par rapport à x, y, et 

z, font nécessairement apparaître les composantes kx, ky, kz. 

 

 On obtient ainsi, pratiquement sans calcul, l’ensemble des composantes du vecteur 

impulsion-énergie, à une constante de normalisation près. 

 
Première ligne : 
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Deuxième ligne : 
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Troisième ligne : 
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Quatrième ligne : 
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 Il est possible de montrer que pour une particule au repos, Ce tenseur se réduit au tenseur 

impulsion-énergie habituel dans lequel le seul terme non nul est T00 = ρ0c², où ρ0 représente la 

densité volumique d’énergie de masse. 
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 Si nous faisons kx = ky = kz =0 dans les relations ci-dessus, nous obtenons, en 

introduisant une constante de normalisation C² : 
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 Les termes en sin(2kt xt) et cos(2kt xt) varient avec une telle rapidité que seule leur valeur 

moyenne nous est perceptible. Or, cette valeur moyenne est nulle. 

 

 Il ne reste que le terme T00. Dans ce cas particulier, η² = kt² et le terme C²T00 devient 

indépendant du temps : d’un point de vue purement quantitatif, il se réduit à la densité 

volumique d’énergie de masse. En mécanique classique, lorsque la vitesse des masses est très 

inférieure à la vitesse de la lumière, il est connu que ce terme assure la compatibilité des 

équations de la gravitation avec la loi de POISSON et la loi de NEWTON, et donc avec 

l’ensemble de la mécanique non relativiste. 

 

 Les idées développées dans ce chapitre suggèrent qu’une approche énergétique de la 

mécanique quantique est compatible avec les équations de la relativité générale. Elles 

permettent d’imaginer qu’une autre approche de la gravitation quantique est possible. Dans 

cette approche, les variations extrêmement rapides d’énergie au sein des particules induisent 

des variations de courbure de l’espace-temps également extrêmement rapides, et seules les 

valeurs moyennes sont perceptibles au niveau macroscopique. A ce stade, une telle approche 

reste largement spéculative, mais elle présente l’intérêt d’être déduite d’une logique physique 

simple à comprendre et interpréter. 
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XXXV 

 

Conclusion générale 
 

 

 

 

 L’approche énergétique de la mécanique quantique proposée dans ce document est en 

opposition avec l’approche probabiliste de l’Ecole de Copenhague qui domine aujourd’hui, 

pratiquement sous la forme d’une pensée unique, la vision de la physique quantique. 

 

 Cette vision probabiliste s’est installée lors de la découverte des propriétés physiques 

particulières du monde de l’infiniment petit. Elle s’est imposée sous la contrainte du principe 

d’indétermination de HEISENBERG, confortée par l’équivalence établie ensuite entre 

l’équation de SCHRÖDINGER et ce principe. Cette vision était la seule qui permette de rendre 

compte de tous les résultats expérimentaux, en cohérence avec l’incertitude quantique du 

principe d’indétermination. Elle est devenue incontournable dès lors qu’elle est restée en accord 

avec des résultats expérimentaux de plus en plus précis et affinés. Peu à peu les physiciens l’ont 

acceptée comme une théorie sure et capable de prédire l’ensemble des propriétés du monde 

quantique. 

 

 Lorsqu’on adopte un point de vue critique, le problème essentiel qui se pose dans 

l’évolution de cette théorie est qu’elle repose sur un postulat de base constitué par le théorème 

d’indétermination. Dès lors, tout ce qui est élaboré à l’aide de cette théorie est vu à travers le 

filtre de cette indétermination et ne peut être développé que dans une approche probabiliste. Il 

devient impossible de sortir de ce cadre lorsqu’on veut expliquer les phénomènes spécifiques 

de la mécanique quantique. 

 

 On ne peut que constater l’impuissance de l’Ecole de Copenhague à fournir une 

explication à certains phénomènes comme la dualité onde-corpuscule. Après un siècle de 

recherche, et un investissement des meilleurs physiciens dans la compréhension ce phénomène, 

on peut estimer sans trop de risque qu’il y a une impossibilité intrinsèque à expliquer cette 

dualité à l’aide d’une théorie probabiliste. 

 

 D’autres phénomènes complexes comme l’intrication ne trouvent d’explication 

probabiliste qu’à l’aide de contorsions qui sortent des lois classiques de la physique, et donc 

suscitent nécessairement quelques interrogations. 

 Le théorème d’incertitude lui-même est admis comme une propriété du monde 

quantique, sans aucune tentative d’explication sur la nature physique de son interprétation. 

 Enfin, la nature imaginaire de l’équation de SCHRÖDINGER et de ses solutions reste 

une énigme complète, et ne trouve aucune explication satisfaisante dans ce formalisme. 

 

 Pour autant, proposer une alternative ou une évolution de l’Ecole de Copenhague est un 

challenge délicat car toute évolution doit rester en accord avec l’ensemble des acquis de cette 

Ecole, qui constitue un socle inamovible de la mécanique quantique. 
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 L’approche énergétique présentée dans ce document répond à ce challenge. 

 

 Si on considère l’équation de DIRAC comme un raffinement des équations de 

SCHRÖDINGER et KLEIN-GORDON, et si on se souvient de l’équivalence entre la 

mécanique des matrices de HEISENBERG et l’équation de SCHRÖDINGER, alors, des 

solutions exactes à l’équation de DIRAC doivent être en accord avec l’ensemble des résultats 

construits sur le principe de HEISENBERG et l’équation de SCHRÖDINGER. 

 

 L’analyse des solutions exactes sous la forme d’ondes stationnaires amène à 

reconsidérer la signification physique de la fonction d’onde. L’Ecole de Copenhague donne à 

leur produit conjugué la dimension d’une densité volumique de probabilité de présence de la 

particule, dénomination qui masque l’ignorance des phénomènes physiques sous-jacents à la 

notion de présence d’une particule et qui empêche toute progression vers une compréhension 

plus subtile du fonctionnement interne de la particule. 

 

 En adoptant la signification d’une densité volumique d’énergie, on propose une voie 

dans laquelle, sans autre hypothèse que la conservation de l’énergie et l’évolution de l’énergie 

sous la forme d’ondes stationnaires, toutes les questions non résolues de l’Ecole de Copenhague 

trouvent une explication simple. 

 

 L’énergie interne de la particule se décompose en trois énergies de nature différente : 

énergie de masse, énergie impulsionnelle, et énergie ondulatoire. Ces énergies s’échangent 

entre elles et de manière ultime, avec l’énergie du vide. Cet échange d’énergie est signé et prend 

un signe opposé suivant que la particule reçoit ou restitue de l’énergie au vide. Les courants de 

DIRAC regroupent les densités volumiques de toutes ces énergies suivant chaque direction de 

l’espace, ce qui permet de leur appliquer le principe local de conservation de l’énergie en 

calculant leur divergence. La nature imaginaire de la fonction d’onde ne pose plus aucun 

problème d’interprétation. 

 

 Il n’est plus besoin de faire des hypothèses ad hoc, ou d’échafauder des théories 

alambiquées pour expliquer la dualité onde-matière, puisque celle-ci apparaît naturellement 

dans les solutions stationnaires comme un échange très rapide entre énergie de masse et énergie 

ondulatoire. 

 

 Le mystère du principe d’indétermination disparaît. Les échanges d’énergie au sein de 

la particule montrent qu’il est impossible d’avoir simultanément et au même endroit, la totalité 

de l’information sur l’énergie impulsionnelle, et sur l’énergie de masse qui est relative à 

l’opérateur de position. 

 

 Il ne reste plus qu’une approche complètement déterministe et en accord avec tous les 

acquis de l’Ecole de Copenhague. 

 

 Ce travail de recherche est proposé à la communauté scientifique intéressée par ce sujet 

pour être partagé, critiqué, amendé et/ou peut être conforté. 
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Première Partie 

 

 La mécanique quantique repose sur les trois équations fondamentales de 

SCHRÖDINGER, KLEIN-GORDON et DIRAC et sur une interprétation probabiliste induite 
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Cela indique qu’on peut traiter l’émission du photon d’un point de vue plus élevé que celui qui est 

présenté dans ce document. 
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