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Résumé : 
Cette communication présente une nouvelle méthode de génération de trajectoires à hauteur de crête constante 

pour l’usinage des surfaces gauches en fraisage à 3 et 5 axes avec un outil torique. L’approche que nous utilisons est 
basée sur une représentation surfacique bi-paramétrée de la trajectoire d’usinage, la surface d’usinage. Les 
trajectoires sont calculées par intersection entre la surface enveloppe du mouvement de l’outil, le lieu des courbes de 
crêtes et la surface d’usinage. L’apport de la méthode réside dans l’absence d’approximations, afin de garantir la 
qualité des trajectoires calculées, et dans sa généricité. Après avoir exposé la mise en équation du problème, nous 
proposons une application sur une surface gauche en 3 axes ainsi qu’en 5 axes. 

Abstract : 
This paper presents a new method to compute constant scallop height tool path on sculptured surfaces with a 

filleted endmill in both 3 and 5 axis milling. Our approach is based on the concept of the machining surface. The 
machining surface is a surface modelisation of the toolpaths. The method to ensure constant scallop height consists 
in computing the intersection curves between the envelope surface of the tool motion with either the machining 
surface or the scallop height offset surface. The contribution of the method lies in the absence of approximations, in 
order to guarantee the tool path quality, and in its generics. An implementation of the algorithms is done on a free-
form surface in both 3 and 5 axis milling.  



1 Stratégie d’usinage à hauteur de crête constante 

1.1 Introduction 

Le processus de réalisation des pièces aérodynamiques comme les hélices et les aubes de turbines requière une très 
grande expertise afin de garantir la qualité des surfaces usinées ainsi que des temps d’usinage minimum. L’usinage de 
ce type de pièce s’effectue en fraisage par balayage. La planification des trajectoires consiste à choisir une direction 
d’usinage et les pas de discrétisation longitudinaux et transversaux [2]. Le pas longitudinal, appelée aussi tolérance de 
flèche est utilisé pour contrôler la distance entre une passe élémentaire et la surface. La pas transversal contrôle la 
distance entre deux passes consécutives. La hauteur des crêtes laissée par l’usinage est fonction des deux paramètres. 
Le choix de ces paramètres doit donc permettre de minimiser le temps d’usinage tout en garantissant le niveau de 
qualité attendu sur les pièces. 

Avec des stratégies classiques de guidage de l’outil selon des plans parallèles ou selon les courbes iso paramétriques 
des surfaces, nous sommes seulement capables de maîtriser la hauteur de crête maximum engendrée par chaque trajet. 
Les variations de l’orientation de la normale à la surface le long du trajet de l’outil provoquent un resserrement des 
passes successives et la surface couverte par l’outil à chaque passe n’est pas maximale [5]. La stratégie qui permet de 
couvrir au mieux la surface pour chaque passe est la stratégie à hauteur de crête constante. Cette stratégie consiste à 
générer des trajets outils qui engendrent des courbes de crête dont la distance à la surface nominale est constante. Cette 
stratégie améliore la qualité par une répartition homogène des crêtes laissées par l’outil lors de l’usinage et minimise 
également le nombre de passes pour des spécifications géométriques de défaut de forme et d’état de surface données. 

Nous avons déja traité le cas de l’usinage à 3 axes avec un outil hémisphérique [12]. Nous avons confronté notre 
approche à celles relevées dans la littérature [8], [10], [11] et montré que notre méthode est plus précise en terme de 
hauteur de crête et plus efficace sur les surfaces présentant des discontinuités en courbure. En fraisage à 5 axes, 
seulement deux méthodes ont été développées et traitent l’une de l’outil torique [6] et l’autre de l’outil plat [9]. Ces 
deux approches sont très similaires à celles développées en fraisage à 3 axes avec un outil hémisphérique. 

Notre objectif a été de développer une méthode de génération de trajectoires isocrêtes qui s’applique au fraisage à 3 
et 5 axes avec un outil torique, qui s’appuie sur le concept de la surface d’usinage [3] et qui permette de simplifier la 
mise en équation tout en garantissant la qualité des crêtes laissées sur la surface. La surface d’usinage est la 
représentation surfacique et continue des positions de l’outil qui assurent un contact tangent entre l’outil et la surface. 
En usinage à 3 axes, la surface d’usinage dépend de la géométrie de l’outil, c’est une surface offset généralisée [13]. En 
usinage à 5 axes, l’entité surface d’usinage est constituée de deux surfaces (figure 1). Tout d’abord la surface de 
guidage S1, lieu du point K, qui assure un contact tangent de l’outil sur la pièce, et la surface d’orientation S2, lieu du 
point centre outil CL qui permet de modifier la direction de l’axe de l’outil. 

                 

Figure 1: la surface d’usinage en 5 axes                                               Figure 2: génération des sillons 

 

 



1.2 Géométrie du trajet isocrête 

Considérons deux trajets adjacents suivis par un point fixe de l’outil (figure 2). Sur chaque trajet, la surface 
enveloppe du mouvement de l’outil engendre un sillon sur la surface brute. La crête engendrée par deux trajets 
successifs est donc la courbe intersection des deux surfaces enveloppes. Dans le cas d’un usinage à hauteur de crête 
constante, cette courbe intersection appartient à la surface Si, la surface isocrête. Si est la surface parallèle à la surface 
nominale de distance égale à la hauteur de crête hc (voir notations en fin d’article). 

Pratiquement, le problème géométrique considéré est découplé en deux problèmes successifs. Le premier consiste à 
trouver la courbe de crête engendrée par le premier trajet. Il s’agit de l’intersection entre la surface d’isocrête et la 
surface enveloppe du mouvement de l’outil. Le second problème consiste à construire le trajet suivant sur la surface 
d’usinage à partir de la courbe de crête. Il s’agit de trouver un trajet appartenant à la surface d’usinage, tel que la 
surface enveloppe du mouvement de l’outil suivant sur ce trajet génère la courbe de crête précédente. 

La surface enveloppe du mouvement de l’outil est la peau du volume balayé par l’outil lors de son déplacement le 
long du trajet. La modélisation du volume balayé est une technique utilisée dans divers domaines tels que la 
modélisation solide, la robotique, l’ergonomie, etc. Dans le domaine de l’usinage, on a recours à cette technique pour la 
détection des interférences entre l’ensemble outil et porte outil et l’ensemble pièce et porte pièce [4]. Plus 
généralement, on considère comme volume balayé le volume généré par le déplacement d’un objet quelconque le long 
d’une trajectoire quelconque avec d’éventuelles rotations. Dans certains cas l’équation de la surface enveloppe est 
simple. C’est le cas de la peau du volume balayé par la sphère de l’outil hémisphérique, puisqu’il s’agit de la surface 
tuyau de rayon égal au rayon de l’outil dont la génératrice est la courbe suivie par le centre de l’outil. L’extraction de 
l’équation de la surface enveloppe du mouvement d’un outil torique est une opération difficile, elle n’est donc pas 
envisagée. Par contre, nous sommes en mesure d’isoler le lieu des points du profil générateur de la surface enveloppe à 
chaque instant, et pour n’importe quel outil (figure 3). L’ensemble des points de l’outil appartenant au profil générateur 
est défini par l’équation suivante [1] :  

0)( =⋅ Vnoutil  (1) 

avec V le vecteur vitesse d’avance et noutil la normale à l’outil au point de l’outil considéré. Cette équation nous 
permettra de connaître les points générés par chaque position de l’outil et parmi ceux-ci le point de crête P. 
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Figure 3: Profil générateur de l’outil 

L’avantage de notre approche réside dans l’utilisation de la surface d’usinage qui est le lieu d’un point fixe de l’outil. 
Les méthodes traditionnelles de génération de trajectoires en 5 axes consistent à trouver les points de contact outil 
surface CC et les orientation de l’axe de l’outil associées, tout le long d’une passe. L’inconvénient est que le point de 
contact CC appartenant à l’outil change tout au long du trajet. On peut alors déterminer la courbe de crête par 
intersection, mais il est impossible de trouver le trajet isocrête adjacent par posage puisqu’on ne sait pas quel point de 
l’outil considérer. On a donc recours à des simplifications qui altèrent la qualité du calcul [14]. 

2 Fraisage à 3 axes torique 
Le concept de la surface d’usinage offre la possibilité d’étendre la génération de trajectoires isocrêtes en fraisage à 3 

axes à l’outil torique. L’utilisation de ce type d’outil en fraisage à 3 axes n’est pas courante car les interférences vers 
l’arrière de l’outil ne peuvent être éliminées comme en fraisage à 5 axes. La seule solution est de laisser des parties non 



usinées qui sont reprises avec un outil hémisphérique. Par contre, le petit rayon de la partie torique permet de réaliser 
de petits rayons de raccordement alors que l’on peut augmenter le rayon du corps de l’outil afin d’obtenir une plus 
grande rigidité ainsi qu’une meilleure couverture de la surface pour chaque trajet. Cette configuration est une première 
approche pour passer ensuite à la génération de trajectoires isocrêtes en fraisage à 5 axes avec outil torique.  

2.1 Mise en équation 

La construction des positions de l’outil se déroule donc en deux étapes. Lors de la première étape, il faut trouver le 
point de crête P associé à une position du centre de l’outil CL initiale (figure 4).  

Surface isocrête

Profil générateurP

 

Figure 4: Détermination du point de crête P avec l’outil torique 

Les conditions géométriques à respecter sont les suivantes : 

P est élément de la surface isocrête : 

),(),( 2121 ξξξξ nSP n ⋅+= ch  (2) 

P est élément de la partie active de l’outil centrée sur CL : 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 04 222222 =−+−⋅−−+−+−+− yx
222

zyx RrR PCPCPCPCPC LLLLL  (3) 

P est sur le profil générateur : 

0)( =⋅ PVnoutil  (4) 

V est la vitesse d’avance du point P considéré appartenant à l’outil. 

Nous avons donc un système non linéaire de trois équations à trois inconnues Px, Py, Pz équivalent à un système non 
linéaire de deux équations à deux inconnues ξ1, ξ2 dans le domaine paramétrique de la surface nominale. 

La résolution du système peut se faire avec l’algorithme de Newton, la difficulté réside alors dans la détermination 
d’une solution initiale qui assure la convergence. On pourra prendre comme solution initiale le point de crête précédent 
et cheminer sur l’intersection entre la surface isocrête (2) et le tore (3) jusqu’à ce que l’équation (4) soit vérifiée. 

Une fois les points de crête déterminés, la tangente à la courbe de crête en chaque point est donnée par le produit 
vectoriel des normales de l’outil et de la surface isocrête au point de crête.  

Lors de la deuxième étape, il s’agit de trouver la position du centre de l’outil CL qui engendre le point de crête 
souhaité tout en restant tangent à la crête. Les conditions géométriques sont les suivantes :  

CL est élément de la surface d’usinage : 

),(),(),( 212121 ξξξξξξ vnSC nL ⋅+⋅+= Rr  (5) 

P est élément de la partie active de l’outil centrée sur CL : 
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La normale au tore en P est perpendiculaire à la tangente à la crête T : 

0)( =⋅ Poutil Tn  (7) 

La résolution du système avec l’algorithme de Newton pose des difficultés à cause de la détermination d’une solution 
initiale permettant la convergence. Nous avons donc établi la relation géométrique entre le point de crête P et le point 
centre outil recherché CL afin de simplifier le problème. 

Pour cela on considère un point intermédiaire K’ point méridien centre de la section circulaire du tore qui engendre le 
point de crête P (figure 5). Les propriétés géométriques du tore sont telles que la normale n au tore au point de crête 
passe par P et K’. La tangente à la crête T est connue et est égale au produit vectoriel des normales des surfaces en 
intersection, le tore et la surface isocrête. Le point K’ est donc dans le plan perpendiculaire à la tangente à la courbe de 
crête T ainsi que sur la sphère de rayon r centrée sur P.  

Le point K’ centre de la section qui engendre le point de crête est donc sur un cercle centré sur P et situé dans le plan 
orienté par la tangente à la courbe de crête T. 

Le point K’ nous permet alors de déterminer la position du point centre outil CL. En effet, le point CL est dans le plan 
de base défini par (K’, u), il est également dans le plan méridien défini par (K’, u, n) et il est à une distance R du point 
K’ (figure 5). Il y a alors deux points CL possibles mais seul l’un d’entre eux assure un contact sans interférence.  

A un point K’ donné on peut donc associer un unique point centre outil CL. La contrainte de tangence ou bien de 
non-interférence entre l’outil et la surface est assurée par la définition de la surface d’usinage qui garantie un posage 
tangent de l’outil. 

Le système [3 x 3] défini par les équations (5), (6) et (7) peut donc se simplifier en un système [1 x 1] avec pour 
inconnue la position angulaire du point K’ sur le cercle (P, r, T) et comme condition l’appartenance du point centre de 
l’outil CL à la surface d’usinage. Ce système est alors plus facile à résoudre que le précédent. 

Une fois la position du centre de l’outil CL déterminée, la direction d’avance de l’outil est donnée par le produit 
vectoriel des normales de l’outil au point de contact et au point de crête P. On assure ainsi la génération de la crête 
souhaitée tout en restant tangent à la pièce au point de contact CC. 
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Figure 5 : Relation géométrique entre le point de crête P et le point centre outil CL 

On remarque que la mise en équation et la relation entre le point de crête et le centre outil sont applicables aux autres 
géométries d’outils. Ainsi pour l’outil hémisphérique le grand rayon R du tore est nul et le point K est confondu avec le 
point CL. Le point CL est alors sur l’intersection entre le cercle (P, r, T) et la surface d’usinage, ce qui est un résultat 
connu. 

 

 



2.2 Application 

La mise en oeuvre de l’algorithme a été faite avec Matlab. La surface de test est une surface réglée basée sur un 
segment de droite et un arc de cercle et modélisée sous la forme d’une surface NURBS (figure 6). Cette surface exhibe 
des variations significatives d’orientation de la normale par rapport à la direction de l’axe outil afin de faire évoluer la 
largeur coupée tout au long d’une passe.  

L’outil torique utilisé possède un grand rayon de 10 mm et un rayon de coin égal à 1,5 mm, la hauteur de crête visées 
est de 10 µm. Le trajet outil initial est la courbe isoparamètrique ξ1 = 0 sur la droite. 

L’allure des trajets résultants est soumise aux variations de courbure de la surface et présente un repli des trajets 
jusqu’à former une boucle. La boucle n’est pas représentée et ce phénomène avait été précédemment évoqué dans le 
cadre du fraisage à trois axes avec outil hémisphérique en stratégie isocrête. Vers le bas de la surface, l’angle entre 
l’axe outil et la normale à la surface est grand de sorte que la largeur coupée est plus faible et les passes plus resserrées. 
Vers le haut de la surface, c’est le contraire, l’angle est petit et la largeur coupée d’autant plus grande. La distance entre 
passes est plus grande, créant ainsi un décalage sur la rapidité de propagation des passes entre le début et la fin de la 
passe, ce qui génère le repliement des trajectoires jusqu’au bouclage. 

Pour évaluer la hauteur des crêtes, les sillons laissés par l’outil sont construits avec la méthode du Z-buffer. On 
construit dans la zone qui nous intéresse un réseau de droites parallèles orientés à 45 degrés par rapport à l’axe z, ce qui 
permet d’avoir une répartition homogènes des points d’intersection entre le réseau de droites et la surface. Ensuite, on 
effectue les intersections entre ce réseau de droites et les surfaces enveloppes du mouvement de l’outil, des portions de 
cylindres dont les axes sont les segments de droites interpolant le trajet calculé. 

On peut voir que les crêtes générées par les trajets calculés sont conformes aux spécifications que l’on s’est fixées 
(figure 6 ), c’est-à-dire une hauteur de crête de 10 µm. 
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Figure 6: Trajectoires isocrêtes avec un outil torique 

3 Fraisage à 5 axes torique 
Nous rappelons tout d’abord que l’usinage à 5 axes avec un outil torique permet d’obtenir des largeurs coupées 

différentes selon l’orientation de l’axe de l’outil choisie. En effet, le rayon du profil effectif de coupe est une ellipse 
dont les caractéristiques évoluent avec les angles d’inclinaison et de pivotement [7]. Afin d’être le plus productif 
possible, la stratégie isocrête doit être couplée avec des angles d’orientation d’outil minimum. Ainsi la largeur de 
matière coupée est maximum. 

La génération de trajectoires isocrêtes en fraisage à 5 axes avec un outil torique repose sur le même modèle que celui 
proposé pour le fraisage à 3 axes avec le même outil. Il est cependant plus complexe à cause de la relation de 
dépendance entre l’orientation de l’axe de l’outil et la direction d’avance de l’outil inconnue. En effet en fraisage à 5 
axes, l’orientation de l’outil est donnée dans une base locale au point de contact constituée des vecteurs ( f, n, t) où f est 
le vecteur vitesse d’avance, n la normale à la surface et t le vecteur formant un trièdre direct. Nous ne pouvons donc 
pas faire usage de la surface d’orientation puisqu’elle n’est pas définie lorsque la direction d’usinage n’est pas connue. 
Nous appuierons donc notre modèle sur la surface de guidage, lieu du point K. La surface d’orientation n’est définie 
qu’à la fin de la génération des trajets de l’outil. 



 

3.1 Mise en équation 

Tout comme pour les autres géométries d’outil, la détermination des positions de l’outil se décompose en deux étapes 
qui sont la détermination des points de crête P puis des positions du centre de l’outil CL.  

Le système d’équations de la première étape est identique à celui utilisé dans le cadre de l’usinage à 3 axes avec un 
outil torique (2)(3)(4). Cependant, il est nécessaire de connaître la vitesse du point de l’outil qui coïncide avec P afin de 
vérifier la troisième condition (4). 

Aussi la vitesse d’un point M quelconque de l’outil est donnée par :  

aceoutil/surfΩ∧+= MKVV KM  (9) 

Nous devons donc déterminer le vecteur de rotation instantanée Ωoutil/surface du mouvement de l’outil sur la surface. 
Dans le cas d’un usinage à 3 axes, celui-ci est nul car la direction de l’axe de l’outil est constante. Dans le cas d’un 
usinage à 5 axes, l’outil est orienté dans le repère local lié au point piloté K sur la surface de guidage. Soit R0 le repère 
associé à la surface d’usinage et R1 le repère local. Le vecteur de rotation instantanée recherché s’écrit :  

R1/R0outil/R1outil/R0 ΩΩΩ +=  (10) 

Seuls les angles de rotation en chaque position de l’outil sont connus (inclinaison θt  et pivotement θn). Pour obtenir le 
vecteur de rotation instantanée ΩR1/R0, on utilise la formule suivante dont la démonstration est décrite en annexe : 






 ∧+∧+∧⋅= td

d
td

d
dt
d

R1/R0 ttnnff2
1Ω  (11) 

avec (K, f, n, t) le repère orthonormé associé à l’outil. 

Quand au vecteur de rotation instantanée Ωoutil/R1, il est défini par :  

nt ⋅+⋅= ntoutil/R1 θθ &&Ω  (12) 

avec θt l’angle d’inclinaison et θn l’angle de pivotement. 

En ce qui concerne la deuxième étape, le système est différent de celui utilisé en fraisage à 3 axes car nous ne 
connaissons pas la surface d’orientation, lieu du centre de l’outil, mais la surface de guidage lieu du point piloté K. 
D’autre part, la direction d’avance de l’outil étant inconnue, nous ne pouvons pas établir la mise en position de l’outil 
pour évaluer les équations (6) et (7) qui définissent la position de l’outil. 

Nous introduisons donc une nouvelle équation qui assure que le point de crête est situé sur le profil générateur de 
l’outil lors de son déplacement.  

Le nouveau système d’équation est le suivant :  

le point piloté K est élément de la surface de guidage  

),(),( 2121 ξξξξ nSK n ⋅+= r  (13) 

le point de crête P est élément de la partie active de l’outil centrée sur CL 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 04 222222 =−+−⋅−−+−+−+− yx
222

zyx RrR PCPCPCPCPC LLLLL  (14) 

la normale au tore en P est perpendiculaire à la tangente à la crête  



0)( =⋅ Poutil Tn  (15) 

le point de crête P est sur le profil générateur de l’outil 

0)( =⋅ PVnoutil  (16) 

Nous avons donc un système [4 x 4] qui, s’il est résolu dans l’espace paramétrique, devient un système [3 x 3] dont les 
inconnues sont les coordonnées paramétriques du point piloté K ainsi que sa direction d’avance. Celle-ci est paramétrée 
par un angle dans le plan tangent à la surface de guidage au point piloté K et repéré par les deux vecteurs χ1 et χ2 
définis par :  

αα
α

ξξ ∂
∂⋅+

∂
∂= nSn rχ  (17) 

En usinage à 3 axes, la direction d’avance résulte d’une condition de bi-tangence de l’outil sur la surface et sur la crête. 
En usinage à 5 axes, la direction d’avance doit permettre de respecter ces deux contraintes tout en tenant compte de 
l’évolution de la surface et donc du vecteur de rotation instantanée ΩR1/R0. 

3.2 Application 

Nous avons appliqué la méthode avec deux angles d’inclinaison différents sur la surface utilisée pour le cas du 3 
axes torique. Avec un angle d’inclinaison de 1 degré, les crêtes générées sont conformes aux spécifications mais on 
constate l’apparition d’interférences entre l’outil et la pièce dans la zone concave de la pièce (figure 7). On peut faire 
disparaître ces interférences en modifiant les angles d’inclinaison et de pivotement de l’outil. Ainsi, avec un angle 
d’inclinaison de 2 degrés, les interférences ont disparu mais les trajets sont plus resserrés. 

Les angles d’orientation étant constants, le rayon effectif est constant et la partie active de l’outil peut être approchée 
par une sphère de rayon Reff. Aussi l’allure et la répartition des trajets de l’outil sont similaires au cas de l’outil 
hémisphérique.  

                         

Figure 7: Crêtes résultantes en fraisage à 5 axes 



4 Conclusion 
Nous avons présenté une nouvelle méthode de génération de trajectoires à hauteur de crête constante basée sur le 

concept de la surface d’usinage pour le fraisage à 3 et 5 axes avec un outil torique. Le concept de la surface d’usinage 
nous permet d’utiliser différentes géométries d’outil tout en conservant la même formulation mathématique. Ainsi le 
modèle développé pour l’outil torique en fraisage à 3 axes s’applique pour l’outil hémisphérique et permet par 
extension de passer à l’usinage à 5 axes sans difficultés. Cependant, il ne s’applique pas pour l’outil cylindrique à 
cause de la discontinuité en tangence causée par l’arête vive. 

La mise en oeuvre de la méthode en fraisage à 3 et 5 axes a permis d’obtenir des crêtes de hauteur constante. La 
méthode est donc viable pour le calcul des trajectoires isocrêtes. Néanmoins, le calcul effectif est conditionné par la 
géométrie de la surface. Nous avons montré que la forme des trajets générés par la stratégie isocrête est sujette aux 
variations de courbures des surfaces usinées, ce qui peut empêcher l’aboutissement du calcul [14]. C’est pourquoi nous 
développons une autre stratégie d’usinage à 5 axes qui consiste à guider l’outil selon des plans parallèles, et à modifier 
l’inclinaison de l’outil afin de générer des crêtes de hauteur constante. Ainsi, en imposant la direction de guidage de 
l’outil, nous empêchons l’apparition de boucles. 

Annexe : vecteur de rotation instantanée 
Soit un solide S attaché à un repère R1 = {O1, x1, y1, z1} en mouvement dans un repère R0 = {O, x0, y0, z0}. Les 

vecteurs de base de R1 sont normés et orthogonaux. Soit Ω le vecteur rotation de S ou de R1 par rapport à R0. La 
formule du repère mobile nous permet d’écrire : 
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En multipliant chaque terme par le vecteur de base considéré on écrit : 
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En utilisant la réduction des doubles produits vectoriels : 

( ) ( ) ( )BACCABCBA ⋅⋅−⋅⋅=∧∧  (20) 

on obtient : 
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et en regroupant les termes : 
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finalement : 
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Notations  
 
Sn : surface nominale 
Si : surface isocrête 
R : rayon principal de l’outil (mm) 
r : rayon de coin de l’outil (mm) 
hc : hauteur de crête (µm) 
CL : point centre de l’outil 
CC : point de contact entre l’outil et la surface nominale Sn 
P : point de crête 
K : point piloté sur la surface d’usinage  
T : tangente à la courbe de crête 
n : vecteur normal à la surface unitaire  
f : vecteur tangent à la trajectoire suivie par le point piloté de l’outil 
t : vecteur bitangent tel que (f, n, t) forme un trièdre direct  
u : vecteur directeur de l’axe outil 
v : vecteur radial 
θt : angle d’inclinaison 
θn : angle de pivotement 
(ξ1,ξ2) : paramètres de la surface nominale 


