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Méthode de Réduction d’Ordre et
Simulations Aerothermique

JB. Wahl, C. Prud’homme, Y. Hoarau

Projet ANR CHORUS : La modélisation au service de l’industrie

Motivation : développer l’utilisation de modèles numériques durant les phases de design et de
conception.

Principaux axes du projets :
•Traitement méthodologique des problèmes de gestion des incertitudes dans un contexte
multi-disciplinaire,

•Développement de nouveaux modèles mathématiques et des algorithmes pour faire face aux
problèmes de scalabilité (analyse de l’incertitude goal-oriented, techniques de réduction)

• Accessibilité à des algorithmes avancés interopérables liés aux capacités HPC pour une large
communauté hors CHORUS dans un environnement open source reconnu

Di�cultés :
• Application des méthodes numériques à des cas industriels complexes (recours au HPC)
•Développement de modèles réduits performants et certifiés
• Application à des modèles multi-physiques

Cas-test d’Airbus : simulation aerothermique dans une cabine d’avion

Objectifs : Application de la méthode des bases
réduites certifiées à une simulation
aerothermique dans une baie avionique

Modèle :
• Couplage Navier-Stokes/Thermique
• Fluide newtonien incompressible
• Approximation de Boussinesq
• Écoulements turbulents

Défis Scientifiques
•Modélisation de la turbulence
• Stabilisation numérique de régimes à convection dominante
• Couplage des conditions limites avec un ECS (Environment Control System)
•Modèle réduit : prédiction de l’erreur

Modèle mathématiques
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avec :

• ⌫ : viscosité cinématique (m2.s�1)
• k : di↵usivité thermique (m2.s�1)
• ⇢ : densité (kg .m�3)

• g : accélération gravitationelle (m.s�2)
• � : coe�cient d’expansion thermique (K�1)

Stratégie Numérique

•Discrétisation en espace : éléments finis de Lagrange de type Pk+1 ⇥ P

k ⇥ P

k+1 pour
vitesse/pression/température.

•Discrétisation en temps : algorithme adaptatif, basé sur un schéma implicite de
Crank-Nicolson et un schéma explicite Adams Bashforth d’ordre 2[2].

• Stabilisation : implémentation des méthodes de Douglas-Wang, GLS et SUPG pour stabiliser
les modèles d’écoulement à convection dominente [3]

•Calcul Parallèle : décomposition du domaine et répartition sur un nombre arbitraire de
processus : jusqu’au millier de processeur et plusieurs millions de degrés de liberté.

• Solveur Linéaire : développement de préconditionneurs adaptés au problème. Interface avec
la librairie PETSc pour la résolution en parallèle.

• Implémentation : utilisation de la librairie Feel++ de résolution d’équations aux dérivées
partielles, écrite en C++. http://www.feelpp.org/

Résultats numériques : Profile de température

Paramètres de la simulation
• �t = 0.1s
• ⌫ = 10�4

m

2.s�1

• k = 10�4
m

2.s�1

• ⇢ = 1kg .m�3

La méthode des bases réduites certifiées (CRB)

Principe de la méthode[4] :
Résolution d’une EDP paramétrisée

F (u(µ);µ) = 0 (2)
et évaluation d’un quantité d’intérêt l(µ).

Partie O✏ine : Grande dimension N , résolution élément finis
•Multiples résolutions : 8µ
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, solution de (2)
• Construction de l’espace réduit : X
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Partie Online : inversion d’un system N ⇥ N , avec N << N
•On recherche la solution dans X
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pour chaque nouveau paramètre µ
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• Approximation de la quantité d’intérêt, l
N

(µ), à partir du modèle réduit

• Évaluation d’une borne supérieur �
N

(µ) pour l’erreur d’approximation,
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Intérêt de la méthode :
• Complexité N , du problème réduit, très faible et indépendante de la dimension éléments finis N
•Une majoration a posteriori de l’erreur d’approximation
• Applications industrielles : analyse d’erreur, quantification d’incertitude, ...

Ingrédients Essentiels
•Décomposition A�ne : pour un calcul o✏ine/online e�cace. Les cas non-a�nes seront traités
grâce à la méthode EIM [1]

•Un estimateur d’erreur a posteriori �
N

(µ) précis : pour un choix optimal de paramètre
durant la partie o✏ine. Également essentiel pour quantifier l’erreur de la solution réduite.

Avancement : implémentation des estimateurs d’erreur a posteriori

Type de problème Exemple Progrès actuel
Coercive Heat Equation OK
Inf-Sup (Saddle Point) Stokes Equation On Going
Non-Linear Navier-Stokes Not Yet
Non-Linear NS+Heat Not Yet
Non-Linear (EIM) Electro-thermal model On Going

CRB Appliquées au benchmark de la cavité chau↵ée [5]

• État stationnaire du système (1)
• 2 paramètres : nombre de Grashof et de
Prandtl

•Quantité d’intérêt : température moyenne
sur le bord chaud

• Application future : cas-test de la cabine
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Résultats CRB 3D, pour Gr = 1e7,Pr = 0.1

Perspectives

Aerothermie :
• Implémentation de modèles de turbulence
•Développement du modèle complet 3D (pas de temps adaptatif, stabilisation, turbulence)

Base Réduites :
• Estimateur d’erreur pour les problèmes de type Point-Selle
• Estimateur d’erreur pour les problèmes non-linéaire (Navier-Stokes)
• Application au modèle d’aerothermie complet : quid de la turbulence dans le modèle réduit.
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