SUR LE MODULE DE BERTRANDIAS-PAYAN
DANS UNE p-EXTENSION — NOYAU DE CAPITULATION

GEORGES GRAS

ABSTRACT. For a number field K and a prime number p we denote by BPg the com-
positum of the cyclic p-extensions of K embeddable in a cyclic p-extension of arbitrary
large degree. Then BPyk is p-ramified and is a finite extension of the compositum
K of the Zp-extensions of K. We study the transfer map jr,x (as a capitulation

map of ideal classes) for the Bertrandias—Payan module BP g := Gal(BPg/K) in a
p-extension L/K (assuming the Leopoldt conjecture). In the cyclic case of degree p,
Jr/K is injective except if L/ K is kummerian, p-ramified, non globally cyclotomic but
locally cyclotomic at p (Theorem [B1]). We then intend to characterize the condition
|BP k| divides |BPE| (G = Gal(L/K)). So we study BP¢ when Jr/K is not injective
and show that it depends on the classical arithmetical properties of the Galois group
(over I?) of the maximal Abelian p-ramified pro-p-extension of K. We give complete
proofs in an elementary way using ideal approach of global class field theory.
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Ce texte résulte d’un travail en collaboration avec Jean—Frangois Jaulent (Bordeaux)
et Thong Nguyen Quang Do (Besangon). L’originalité de la démarche étant que trois
techniques sont proposées (une par auteur) pour aborder le méme sujet. Ceci nous a
semblé nécessaire dans la mesure ou toutes sont issues de la théorie du corps de classes,
mais ont été formalisées différemment (tant au plan des notions que des notations) selon
les grands axes naturels du corps de classes (classes d’idéaux et d’ideles, corps de classes
global p-adique et logarithmique, cohomologie Galoisienne et théorie d’ITwasawa). Ainsi le
lecteur est-il invité a comparer ces méthodologies qui, sauf erreur, ont le méme potentiel
de résultats, mais avec des avantages et inconvénients différents selon le but recherché
(allant du plus concret et numérique au plus abstrait), cette multiplicité étant souvent &
Porigine de difficultés éditoriales (voir un historique au §[I.2).

Je remercie mes deux partenaires pour les nombreux échanges constructifs que nous
avons eus.

1. GENERALITES SUR LE MODULE DE BERTRANDIAS—PAYAN

1.1. Le schéma de la p-ramification Abélienne. Soit p un nombre premier. Pour un
corps k quelconque on désigne par p(k) le groupe des racines p-iemes de I'unité de k. Par
la commodité que confére un livre, on se réfere le plus souvent a [Grl] (non exclusif).

On considere le schéma ci-apres ([Grl], I11.2.6.1, Fig. 2.2), au sens ordinaire de la
notion de classes d’idéaux, dans lequel K est le composé des Zy-extensions du corps de
nombres K, Hg le p-corps de classes de Hilbert de K, HY la pro-p-extension Abélienne
p-ramifiée (i.e., non ramifiée en dehors de p) maximale de K.

On désigne par Uk := @U‘ » U, le Z,-module des unités locales p-principalesﬂ pour

K, ol chaque U, est le groupe des unités v-principales du complété K, de K en v|p, par
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ID’une maniere générale, dans un groupe de nombres les éléments p-principaux sont ceux dont I'image
résiduelle est égale & 1 en toute place v | p.
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Wi = torz,(Uk) = @v\pN(KU)’ et par Ex l'adhérence dans Ug du groupe des unités
globales (p-principales) Ex de K.

On pose Wi = Wk /u(K) C torz, (Ux /Ek) C Tk (inclusions valables sous la conjec-
ture de Leopoldt pour K et p : [Grl], Lemme I11.4.2.4) :

1.2. Historique de la p-ramification. Les p-groupes de torsion 7 jouent un réle capital
dans toutes les questions de type Théorie du Corps de Classes et plus précisement Théorie
de la p-Ramification Abélienne, et ont été longuement étudiés, sous la conjecture de
Leopoldt, selon la chronologie approximative suivante :

[Kub] (1957), (1978), (1982), [Gr3] (1983), [Jal] (1983), [Ja2] (1984), [Crd
(1985), [Gr5] (1986), (1986), [MoNg1] (1987), (1988), [Jad] (1990), (1993),
[Tad] (1998), [Secl] (2011), [Seo2] (2013), [Seo3] (2013), [GxG] (2014), (2015),
[Gr7] (2015), [Seod] (2015), [Sech] (2015), [Seaf] (2015).

Les sujets essentiels développés dans ce cadre sont les suivants :

(i) détermination du radical initial dans les Zy-extensions lorsque pu(K) # 1, a savoir,

trouver les nombres a € K* tels que K(¢/a) ¢ K ([CK], [Grd], [He], [MoNg2], [Thl,
[TaMT], [Seol], [Seo2]),

(ii) étude des notions de p-rationalité et p-régularité, la p-rationalité de K étant la
nullité de Tk sous la conjecture de Leopoldt, et la p-régularité celle du p-Sylow Ra(K)
du noyau (dans Ko(K)) des symboles réguliers ([Grl], [Grd], [GrJ],[Jad], [JaNg], [Mol,
[MoNgl]), ainsi que des cas particuliers de ces notions, notamment pour p = 2 (J-F.
Jaulent, F. Soriano—Gafiuk, O. Sauzet).

(iii) généralisations de la notion de p-tours de corps de classes et structure du groupe
de Galois de la pro-p-extension maximale d'un corps de nombres ([JaS|, [JaM1], [JaM2],

[MaiZ], [Seot)),

(iv) obtention de résultats numériques sur le radical initial, le groupe Tk, et sur la
structure de Gal(K®P/K) ott K" est la pro-p-extension Abélienne maximale de K ([Chal,

[Hel, [PV], [ThI, [AS], [Gx6]),

(v) analyse d’aspects conjecturaux lorsque p — oo (e.g. [Gr7] conjecturant la p-ratio-
nalité de tout corps de nombres pour p assez grand). Récemment, la notion de p-rationalité
a acquis une importance nouvelle dans le cadre des représentations Galoisiennes en direc-
tion d’autres conjectures (e.g. [Gre]).

Les techniques utilisées étant de nature “classes d’idéaux” ou bien de nature “Di-
viseurs”, aux sens généralisés des infinitésimaux développés au début par G. Gras et
J-F. Jaulent et leurs éleves, ou encore de nature “Cohomologie Galoisienne et Théorie
d’Iwasawa” développée par T. Nguyen Quang Do et ses éleves, puis repris plus récemment
au moyen d’autres points de vue de type cohomologique, comme par exemple par Seo,
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souvent indépendamment des travaux précédents, lesquels ont été pour la plupart re-
groupés en détail dans [Grl] (2003) et notamment dans I'Edition Springer 2005 corrigée
et augmentée.

Dans [Ja6] et [Ng2|, ainsi que dans l'article présent, on trouvera des compléments
et mises au point a ce sujet au moyen de ’étude du module de Bertrandias—Payan (cf.
§[L3) qui se préte bien & 'utilisation de ces techniques, les trois auteurs ayant le projet de
publier un document explicatif en anglais sur ces trois approches similaires, mais patissant
jusqu’ici de I'absence de “table de concordance” détaillée et de plusieurs textes publiés en
francais, ce qui est sans doute a l'origine des difficultés d’analyse et de comparaison des
résultats de la littérature et bien souvent de l'ignorance des résultats antérieurs.

1.3. Le module de Bertrandias—Payan. On sait que sous la conjecture de Leopoldt
pour K et p # 2, Wi C torZP(UK/EK) fixe Pextension BPk qui est la pro-p-extension
maximale de K composée des p-extensions cycliques plongeables dans une p-extension cy-
clique de K de degré arbitrairement grand ([Grl], Corollary I111.4.15.8) ; le groupe BP g :=
Gal(BPk/K) ~ Ti /Wk, qui est le groupe de torsion du groupe Cx = Gal(BPx /K), est
appelé depuis [Ngl] le module de Bertrandias—Payan & la suite de article [BP].

Si l'on se réfere a [Ja2], [Ngl], ou a [Grl], 111.4.15.3, 4.15.4, BPk est aussi le composé
des p-extensions cycliques de K localement plongeables (en toute place v finie) dans une
Zy-extension de K.

De nombreux travaux, comme ceux mentionnés dans I’historique précédent, évoquent
le role de BP dans la théorie du corps de classes, aussi nous souhaitons montrer ici que
Pon dispose depuis longtemps des techniques permettant d’étudier les propriétés de ce
module.

Soit S un ensemble fini de places de K contenant l'ensemble S, := {v, v|p} des p-
places ; S sera choisi en fonction de Uextension L/K considérée et en particulier contiendra
les places ramifiées dans L/K. Les résultats dépendront essentiellement de S,. Notre
ensemble S jouera un role différent de celui utilisé dans [Ja6] et [Ng2].

On pose K = K{* ® Zy, ot K{* est le groupe des éléments p-principaux de K*
étrangers a S puis Zg = Ix ® Zp, ot I est le groupe des idéaux de K étrangers a S,
et Pk = {(x), z € K{'} = Pk ® Zj, ol Pk est le sous-groupe des idéaux principaux
étrangers a S. On pose Eg = Ex ® Z,, (groupe des unités).

Soit ik le plongement (surjectif) de K dans Ux = @D, |, Uv et soit KX le noyau de
ix (groupe des infinitésimaux étrangers a S de Jaulent, [Jall, [Ja2], [Jad]). On désigne
par Pk oo le groupe des idéaux principaux (o), Too € KX.

On a alors (|Grl], Théoréme I11.2.4) :

Ak = Gal(H}’(r/K) o~ IK/’PKQO, Bk := Gal(H;}r/HK) o~ 'PK/'PK,OO,TK = torg, (Ak).
Remarque 1.1. De fait, la théorie du corps de classes définit Ax = @ Gal(K(pn)/K) ~
Jim (Zx /P (pm) ), 01 K(®") est le p-corps de rayon modulo (p™), ot Py, pny := {(z), 2 =1

(mod p™)} ; or ﬂPK(pn) = Pk,0o ([Grl], Proposition II1.2.4.1).

n
Le fait de pouvoir travailler avec des groupes d’idéaux étrangers a S provient du
théoreme d’approximation idélique ou simplement du fait que toute classe d’idéaux con-
tient un représentant étranger & S ([Grl], Théoréme 1.4.3.3 et Remarque 1.5.1.2). On a
alors, avec des notations évidentes au niveau fini :

Gal(K®") /K) ~ Ik s,/Pk.s, om) = Ik.s/Pk.s, o)

ou les isomorphismes avec le groupe de Galois sont obtenus via le symbole d’Artin qui est
défini pour les idéaux étrangers & .S),, donc a fortiori étrangers a S.
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On définit les mémes objets relatifs & toute p-extension L de K en utilisant ’ensemble,
noté encore S, des places de L au-dessus de S. Tous les objets ainsi obtenus par tensori-
sation avec Zj, sont des Z,-modules et se comportent comme les objets d’origine en raison
de la platitude de Z,,.

Nous commencerons par le cas L/ K cyclique qui est en un sens universel et qui permet
une plus grande effectivité quant au plan numérique.

On utilisera a plusieurs reprises les lemmes suivants :

Lemme 1.2. Soit k un corps de nombres vérifiant la conjecture de Leopoldt pour p. Soit
€ €& = E) ®Z, telle que, dans Uy, on ait ik(s)pe =1, e>0(ie., ix(e) € Wi). Alors
e € (k) ®Zy = p(k) et e =1. Il en résulte torz, (Uy/ix(Ex)) = Wi /ix(u(k)).

Démonstration. Caractérisation tres classique utilisant U'injectivité de iy sur & ([Grll,
Théoreme I11.3.6.2 (vi) et [Ja3], Théoreme 12). O

Lemme 1.3. Soit L/ K cyclique de degré p > 2 et soit s un générateur de G := Gal(L/K).
(i) Si u(K) =1, alors u(L) =1 et HY(G, u(L)) = 0.

(i) Si p(K) = p(L)? # 1 (ie., L/K est cyclotomique globale de degré p), alors
Np/r (L)) = p(K) et p(L)'=* = (C1), 0t G1 € u(K) est d’ordre p, d’ou H' (G, p(L)) = 0.

Si u(K) = p(L) # 1, Ny (u(L)) = p(K)?, p(L)'~* = 1, et H\(G, p(L)) ~ Z/pL.

(ii) Si &, € Wy, vérifie & ° =i (Cr), ou (€ u(L), alors Cr, est d’ordre 1 ou p. On
a W& =Wk et WP C Wg.

Démonstration. (i) Si u(K) =1 et si L contenait ¢; d’ordre p, on aurait K C K(¢;) C L
ou K((1)/K serait de degré égal & un diviseur de p — 1 différent de 1 (absurde).

(ii) Ce point est classique (e.g. [Wal).

(iii) Soit &, € Wi. On a & € Wk car si &, € u(Ly) est une composante de &z, telle
que &y & p(kK,) alors, comme pour le cas global, &8, € p(K,. Comme Wy, = torz, (UL) et
que UY = Uk, il en résulte que W = torz, (Ux) = Wk. O

2. ETUDE DU “TRANSFERT” jp k : Ck — CL

2.1. Généralités. On suppose désormais p # 2. On s’intéresse au noyau du transfert
Jr/k + BPg = torg, (Cx) — BPL = torz,(Cr) (notations et définitions du §[LT)), dans
une p-extension L/K, ultérieurement cyclique de degré p.

Le transfert Cx ~ Ax /Wx — Cr, ~ Ar /Wy a méme noyau (sous-groupe fini de Ck,
donc de torsion). On peut alors travailler sur ce transfert plus simple noté encore jr, /-

Son noyau est aussi un noyau de capitulation de classes d’idéaux puisque Ax ~
T /Pr,0o €t AL =~ I1,/Pr o sont des groupes de classes d’idéaux ; aussi en raison de
la méthode utilisée, nous parlerons pour jp,x de morphisme de capitulation et pour
Ker(jz k) de noyau de capitulation, comme dans [Ja6], [Ng2].

Faisons un rappel sur le morphisme général de capitulation Ax — Ay en p-ramifi-
cation Abélienne ([Grl], Théoréme IV.2.1) :

Lemme 2.1. Dans une extension L/K quelconque de corps de mombres, le morphisme
de capitulation Ax — A est injectif sous la conjecture de Leopoldt pour p et la cloture
galoisienne de L sur K. Il en résulte 'injectivité de Ti = torz, (Ax) — Tr = torg, (AL).

De fait, la premiere preuve de ce résultat a été donnée en 1982 dans [Gr2], ThéoremeI.1,
développée dans [Gr3], puis redonnée dans d’autres cadres techniques, comme dans [Grl],
[Jall, [Ja2], [Ngl], et constitue une propriété classique, caractéristique de la conjecture
de Leopoldt, qui pourrait simplifier considérablement ’approche de [Seo3], [Seod], [Seof].
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2.2. Identification de Wx comme groupe de classes d’idéaux. On a la suite exacte
1 — KXEk)Ex — K )Ex —E~Uk/Ex — 1, ot Exx = ix(Ex) est 'adhérence de
FEx dans Uk, et les isomorphismes :

UK/EK ~ K:T/K::ogK ~ PK/PK7OO ~ BK = Gal(HIF?/HK)

L’isomorphisme U /Ex — Pr/Pk.c est donc ainsi défini : & partir de u € Uk
on prend z € K{* d'image u par ix (z est défini modulo KX) et on considere la classe
de T'idéal principal (z) modulo Pk 0, qui ne dépend pas du choix de z. La surjectivité
est évidente, et si u conduit & () = (o) € PK,co, O & T = TooEk, €k € Ex, dOU
ZK(x) =Uu= iK(EK) S EK.

On suppose que la conjecture de Leopoldt est vérifiée pour toute extension L de K
considérée :

Lemme 2.2. (i) Limage de W = Wk /ix(u(K)), dans Pr/Pk oo, est formée des

classes modulo Pr o« des idéauz de Pr de la forme (), ot ix(z) = Ex € Wk, ce que

Uon peut résumer par lisomorphisme Wk ~ {(x), z € KJ, ix(z) € Wk} . Pk oo/PK.co-
(i) Le morphisme de capitulation ji, /i est Uextension des “classes d’idéaux” :

IK/{(x), T € Ki(, ZK(ZZ?) S WK}.’PK,OO —>IL/{(y), Y € E?, zL(y) S WL}-PL,oo-

Démonstration. Le point (i) résulte de la définition ci-dessus de U /Ex — Pr /Pk.c
appliquée au sous-groupe de torsion torz, (Ux /Ex) = Wi (Lemme [[2).

Il en résulte que Cx ~ Ax /Wi ~ Ik /{(z), = € K{', ix(x) € Wk}. Pk, 00, d'0U
facilement le point (ii) du lemme. On rappelle que Zx et Zy, sont formés d’idéaux étrangers
a S (S contenant S, et les places ramifiées dans L/K). d

2.3. Caractérisation du noyau de capitulation (cas cyclique de degré p). Soit
a € Tk tel que par extension, (a)r, = (¥)(Yso) OU Y € L], Yoo € L, avecip(y) =& € Wi
et ir,(Yoo) = 1 (Lemme Z2(ii)).

A partir de (a)r = (¥.¥so), la norme Ny i conduit en idéaux a la relation a? =
(N k(¥ -Yso)) 3 POsons Np/x(y) = x € K et Np/k(yoo) = Too € KX, ce qui donne
dans L la relation y? . y2 = ¢ .2 €1, €1, € E. Mais ip(yP) = ir(x).ir(eL), ou encore
ir(y?) = Np/k(ir(y)).ic(er) qui s’écrit par hypothese & = Np/x(€r).ir(er) ; donc
(Lemme [I23] preuve de (iii)), on a £&f € Wk et ir(er) € Wk, et d’apres le Lemme [[3 on
aer =C(x € ,LL(K)

On a donc en posant « := z. 2 . (x € K, larelation a = (y .y )P que l'on interprete
de la facon suivante :

(1) Cas y.yso =2’ € K. On aip(y) =ip(z') =& € Wi, N U, donc i (y) = €k €
Wk et y est de la forme y = " .yl avec ix(2") = €k, Aot 2/ = y.yso = 2" . YL ;
donc y2, =zl € KX et il vient (a)r, = (.27 )1 qui se redescend en a = (z” .27) ; or
ir(2") =&k € Wk, d’ou la trivialité de la classe de a dans Cx (Lemme 2.2(1)).

(ii) Cas y.yso ¢ K;'. On est nécessairement dans un cas kummerien ot L = K ({/«)
et u(K) # 1 puisque (¥.ys)? = a € K (de fait on prend pour a un représentant de
T.ZToo - (K, modulo IClX P dans K{, afin de donner un sens & l’extension kummerienne L).
Comme « est par définition étranger a S, et que la ramification modérée se lit sur 'idéal
(), il en résulte que L/K est p-ramifiée.

On déduit de ce qui précede qu’en dehors du cas (ii), il ne peut y avoir capitulation
non triviale et on a donc obtenu le résultat partiel suivant remarqué dans [Seo6l

Théoréme 2.3. Soit L/K une p-extension. Sous la conjecture de Leopoldt pour L et
p > 2, et si p(K) =1, le morphisme de capitulation jr,x : BPx — BPr, est injectif.

Démonstration. Comme L/K est une p-extension, on est ramené au cas cyclique ci-dessus
en remarquant que les hypotheses se transmettent a tout corps k£ compris entre K et L
(u(k) =1 et conjecture de Leopoldt). O
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Une condition nécessaire pour Ker(jz k) # 1 est donc pu(K) # 1 et L/K p-ramifiée.

Poursuivons I’étude du noyau de capitulation avec la seule hypothese L/K p-ramifiée
et par conséquent S = S, ('hypotheése kummerienne n’est pas nécessaire pour l'instant
car on la retrouvera dans le calcul du noyau). On revient & a € Zx tel que par extension,
(@) = (¥.Yoo) OU Y € LT, Yoo € LX, avec ip(y) =& € WL et ip(Yoo) = 1.

Soit s un générateur de G := Gal(L/K). 1l vient alors (a);* = (1) = (y*~*)(v5*),
d’on y'=5yl7% = (k ot (kx € p(K) est d’ordre 1 ou p puisque (y.y)? = a € K.

Réciproquement, si £, € Wi est telle que 52_8 = ir(Cx), en prenant y € L tel
que ir(y) = &p, il vient i (Cx) = in(y)t=%, don (x = y'~Sy.., v, € LX ; on a
Np/k(ys) = Nk (Cx) = 1 d’apres ce qui précede ; le Théoreme 90 de Hilbert—Speiser—
Neether dans £X ([Grl], preuve du Lemme 1V.3.1), implique y., = y17%, yoo € LX, et
on obtient une relation de la forme (x = y* =5yl ce qui conduit & (yy~o) € Z¢ = (Zx )1
car il n’y a pas de ramification en dehors de p. L’idéal (y y~) de L est ’étendu d’un idéal
a de K étranger a p dont la classe est dans le noyau de jr, k. On a donc a ce stade :

Ker(jr/i) = {a € I, (a)r = () (yoo)sin(y) = & & &17° € in(u(K))} . Proo
/@), z € K, ix(z) € Wk} . Pk oo,
qu’il reste a identifier.

Soit a € T que (a)r, = (¥)(yso), iL(y) = & € Wi, §7° = i(Ck) 5 sl a = (T20)

avec ZK(JZ) = (g € Wk et iK(ZEOO) = 1, il vient zL(y) = iL(x)iL(sL), er, € &, soit
& =&k ip(er) ; donc i (er) est de la forme i, (¢r), ¢r, € pu(L), d'ott &, € Wi i (u(L)).

Réciproquement, si &1, = Exir(Cr) € Wi ir(u(L)) (qui implique £;° = ir,((x)), on a
ir(y) = ir(z)ir(Cr) pour x € KF, d'o, en idéaux, (y) = (¥)(y5) et (a)r = ()L (v5),
ou (yo) € ”PgOO = PKk.c0, d0U a = (2) (x0) avec ix(x) € Wk.

La classe de a dans le noyau de jr /i est nulle si et seulement si dans 'écriture (a), =
(¥)(Yoo), on a ir(y) € Wiir(u(L)). On a donc obtenu une description du noyau de
capitulation dans le cas L/K cyclique p-ramifiée de degré p (analogue du Théoreme 2.1
de [Ng2] et Proposition 8 de [Jaf]) :

Lemme 2.4. On a Ker(jp k) =~ {€ € Wi, 178 i (WK)Y Wiin(u(L)). Si de plus
wK) =1, on air(u(L)) =1 et {& € Wy, & ° =1} = Wk.

Démonstration. 1l suffit de considérer I’application qui a a, dont la classe est dans noyau
de capitulation, associe {7, (qui est définie modulo p(L)). O

Si p(K) =1, le lemme redonne le Théoréme2.3]sur la nullité du noyau de capitulation.

2.4. Etude du noyau de capitulation dans le cas kummerien. On suppose désor-
mais que ¢; d’ordre p est dans K. On a, a partir du Lemme 2.4 la suite exacte :
1= Ker(jp k) — Wi/ Wicir(u(L)) == W, ™" /W]~ Qi (u(K)) = 1,
qui conduit, puisque W} ™% ~ W /Wi et Wi ir(u(L))/Wx =~ p(L)/u(K) & :
Lemme 2.5. Dans le cas kummerien p-ramifié cyclique de degré p, et sous la conjecture de

. e K . s
Leopoldt pour L et p, on a [Ker(jr,/rc)| = W *Nip (u(K))|x lllli((L))l‘ , ou [WE5ip (u(K))|

est d’ordre 1 ou p.

Si p(K) = u(L) # 1, on a [Ker(jp i) = [W; =% Mg (u(K))|-
St (K) = p(L)P #1 (i.e. L/K est cyclotomique globale), jr, /i est injectif.

Démonstration. En effet, d’apres le Lemme [L3 on a W} ™* Mg, (u(K)) C (ir,(¢1)) qui est

d’ordre 1 ou p. Ainsi il y a injectivité de ji /x si et seulement si L/K est cyclotomique
globale ou bien si pu(K) = u(L) # 1 et ir(¢1) ¢ W%, O

Ceci peut se caractériser de la fagon concrete suivante :
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Théoréme 2.6. Soit L/K une extension cyclique, p-ramifiée, de degré p > 2, vérifiant
la conjecture de Leopoldt pour p.

Lorsque p(K) = (L) # 1 (i.e., L/K kummerienne non globalement cyclotomique), le
morphisme de capitulation jr i : BPx — BPyr est injectif si et seulement si il existe
vo |p dans K, non décomposée dans L, telle que pu(Lqy,,) = p(Ky,) pour Vunique wq | vo
(i.e., L/ K est, en vy, localement de degré p et non localement cyclotomique).
Démonstration. Ecrivons W, = @U Ip Wt en un sens évident. On a alors trois cas selon
que v est décomposée dans L/K ou non, puis que L,, /K, est localement cyclotomique ou
non ; on calcule alors H'(G, W ,,) (ou H3(G, WL, ,) plus facile) pour obtenir [W}°| :

(i) Cas décomposé, i.e., Wi, = @,,|, #(K,) : on a H(G,Wr,) = 0 (Lemme de
Shapiro), d’ott Wi;s = Wy, qui contient image de ((1).

(ii) Cas non décomposé et p(Ly, )P = u(K,) : ona HY(G,Wr ) = 0 et VVLl_US = (iy((1))-

(iii) Cas non décomposé et p(Ly,) = u(K,) : ona HY (G, Wy, ,) ~ Z/pZ et |WL1_US| =1.

Le théoréme en résulte puisque la condition contraire i7,((1) € WLl_Sest équivalente a
la non nullité de tous les VVLl_US Seul (iii) conduit & [W}™* Nig(u(K))| = 1. O

3. INTERPRETATION VIA UN RADICAL KUMMERIEN

On suppose que u(K) # 1 et on pose L = K(¢/a), a € K* ; on suppose que L/K
est p-ramifiée et vérifie la conjecture de Leopoldt pour p. On a (a) = af a,, ol ag est un
idéal de K étranger a p et ol a, est un produit d’idéaux premiers au-dessus de p a une
puissance < p. On pose (¢/a)!=% = (3 d’ordre p.

On suppose, dans cette étude, que L/K n’est pas (globalement) cyclotomique (on est
dans le cas pu(L) = p(K) # 1). D’apres le Théoreme 2.6 ji x est non injectif si et
seulement si pour toute place v|p, non décomposée dans L/K, u(K,) = p(Ly)P pour
I'unique place w de L au-dessus de v. Dans ce cas, il existe donc a € g, étranger a p,
dont la classe est dans le noyau de ji/x et est non triviale ; on a (a)r = (Y ¥Yoo), avec
ir(y) =&, in(yso) = 1, et (par analogie avec les calculs du §23) :

i(y) T =€ =i (V) T =i (G).

Soit v | p fixée non décomposée (le cas décomposé équivaut au fait que « est puissance
p-ieme locale en v) ; on a, avec des notations évidentes, i, (y) = &, et iu(y)!™% =
€175 =4,,((1) et par conséquent on peut prendre &,, comme radical local, autrement dit,
L, = K,(¥&,) ou & =: &, € u(K,) et il en résulte, par “unicité” d’un radical, que
a, = 1. D'ou (a) = af, ce qui s’écrit, dans L, (¢/a) = (ag)r.

On air(y) = ir(Ya)a, a € K, a étranger & p. Quitte & modifier « modulo K,
et ag en conséquence, on peut supposer que ir(y) = ir(Y/a) = & avec & ° = in((1),
auquel cas (a)r, = (a0)L (Yoo ). Comme 'idéal (yoo) est invariant par G, il est de la forme
(o), Too € KX ([Grl], Lemme IV.3.1). On a alors la relation a = ap (mod Pk o).

On peut donc énoncer le résultat suivant (analogue aux formulations données par [Jag]
et [Ng2|), ou 'on rappelle que pour un corps k, p(k) est le p-groupe des racines de I'unité
de k, que K est le composé des Z,-extensions de k, que U}, est le Z,-module d’unités locales
principales en p de k et que Wy = torz, (Ux) ; on désigne par BP; la pro-p-extension
Abélienne maximale de k composée des p-extensions cycliques plongeables dans une p-
extension cyclique de k de degré arbitrairement grand ; on pose BPy, := Gal(BPF;/k) :

211 résulte de ceci que “L/K p-ramifiée & localement cyclotomique en p” est équivalente & “L/K
partout localement cyclotomique” puisque L., /Ky est, pour v { p, le relevement v-adique de I’extension
résiduelle Fy/Fy, qui est cyclotomique (que v soit décomposée ou inerte). Dans [Ja6] et [Ng2] c’est le
vocabulaire adopté systématiquement.
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Théoréme 3.1. Soit L/ K une extension cyclique de corps de nombres, de degré premier
p > 2. On suppose que L vérifie la conjecture de Leopoldt pour p.

Alors le morphisme de capitulation jr x : BPx — BPL est injectif sauf si les deux
conditions suivantes sont satisfaites :

(i) (L) = p(K) # 1, L = K(Ya), a € K* et (o) = ab, ot ag est un idéal de K
étranger & p (i.e., L/K est kummerienne, non globalement cyclotomique, et p-ramifiée
(i.e., non ramifie en dehors de p)) ;

(i1) Uimage diagonale de o dans Uy est égale a Ex u’;(, ¢k € Wk, ug € Uk, avec
Ex € WY (i.e., L/K est localement cyclotomique en toute place v |p).

English version. Let L/K be a cyclic extension of number fields, of prime degree p > 2.
We suppose that L satisfies the Leopoldt conjecture for p.

Then the morphism of capitulation jp,x : BPx — BPy is injective except if the two
following conditions are satisfied :

(i) (L) = w(K) # 1, L = K(Ya), « € K* and (o) = af), where ag is a prime
to p ideal of K (i.e., L/K is kummerian, non globally cyclotomic, and p-ramified (i.e.,
unramified outside p)) ;

(ii) the diagonal image of o into Uk is equal to {x uly, Ex € Wi, uk € Uk, with
Ex € WY (i.e., L/K is localy cyclotomic at each place v |p).

On pourrait alors obtenir le résultat plus général de Jaulent ([Ja6], Corollaire 11) :

Théoréme 3.2. Dans une p-extension L/K de corps de nombres, contenant les racines
p-iemes de l'unité, et satisfaisant o la conjecture de Leopoldt pour le nombre premier
p > 2, le sous-groupe Ker(jr, /i) des éléments de BPx qui capitulent dans BPr, est d’ordre
min {|u(K)|,[LN K" : K(u(L))]}, ot K'° est la pro-p-extension localement cyclotomique
mazimale de K.

4. EXEMPLES NUMERIQUES

On prend pour K un corps biquadratique contenant le corps Q(j) des racines cubiques
de I'unité et on considére p = 3 (voir des exemples analogues dans [Ja6], §3) :

(i) Soient K = Q(v/—=23,7) et Iunité o = j 538 On considere L = K (/a) ; on a

bien (L) = pu(K) # 1. Comme 3 est décomposé dans K en deux idéaux premiers p, p’,
les deux complétés de K sont égaux a Qs3(j).
On a aj ! = M = —1 (mod (pp’)?), ce qui montre que les deux complétés
de L sont égaux & Qs3(w), ot w est une racine de I'unité d’ordre 9 ; on est dans le cas
w(Ky,) = p(Ly)?P pour toute place v|p, et les conditions du Théoréeme Bl sont donc
satisfaites puisque ix () = ix(j) .ix(—1+ %@) =&k . ue, avee Ex = (4, 7) = (w,w)3,
le nombre —1 4 @ étant un cube dans Uk ; donc j,/x est non injectif.

(ii) On se place & nouveau dans K = Q(v/—23,5) et on considére I'unité o = M

et L = K(¥/«). Comme « est localement un cube, L/K est décomposée en 3 et on est
dans le cas p(K,) = p(Lw). Donc ji/k est injectif.

5. POINTS FIXES DU MODULE DE BERTRANDIAS—PAYAN

Dans cette section, L/K est une p-extension quelconque de corps de nombres, de
groupe de Galois G, que 1’on supposera cyclique de degré p & partir du §6.21 On omet
le plus souvent les plongements diagonaux ix et ir. Ici il n’y a aucune hypothese sur la
ramification dans L/K.

On a la suite exacte qui définit BPL, & partir de T, = Gal(HY /L) :

1= Wr/w(L) — T — BPr — 1,

ou Wy, = @v‘p Wi, avec Wy, = @w‘v
On a de méme la suite exacte 1 = Wi /u(K) — T — BPx — 1.

(L) pour toute place v |p de K.
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5.1. Suites exactes fondamentales. On suppose que L vérifie la conjecture de Leo-
poldt pour p, ce qui implique que ’TLG contient un sous-groupe isomorphe a Tx (injectivité
du morphisme de capitulation T — T, Lemme [ZT]). On a la suite exacte :

L= (We/p(L)? — T — BPE 5 HY(G, Wi /u(L)), (1)
et & partir de 1 — (L) — Wy — Wr/u(L) — 1, on a la suite exacte :
L= Wie/u(K) — (We/p(D)® 5 H (G p(L) S5 H (G W), (2)
avec H'(G, W) = @, |, H'(G. WL ).
Dans le cas G cyclique d’ordre p (engendré par s) on aura les suites exactes :

L= (Wi /u(L) — T — BPFE = y(We/u(L))/(Wr/i(L)' 7, (1)

1= Wie/p(K) — (Wi /u(L)S 5 (D) /u(L)' = Dy NWLo/WL - (2)

Remarque 5.1. Dans le cas G cyclique d’ordre p, les noyaux de la “norme” N = Ng
sont ceux de la norme algébrique (ici Ng =1+ s+ ---+ sP~1). Or on peut utiliser, par
commodité des calculs, la norme arithmétique Ny, a condition que pour les objets X, et
Xk, 'application naturelle iy ,x : X — X, soit injective puisque ir,/x o Ny, x = Ng.
C’est le cas ici pour les objets du type p(k), Wi, Wi, = Wi /u(k), Tr, mais non nécessaire-
ment pour BPy.
On souhaite voir, comme dans [Seod|, [Seod], [Seo6], dans quels cas on a |BPr| > |BPk]|
par le fait que par exemple |BPS| > |BPk|. D’apres (1) et (2) il vient :
_ T @) T ) (T [Im(6)] 3)
|(W/u(L)C] Wk /p(K)|. Im()] | Tk] Tm(v)|

On obtient donc, en utilisant la formule des points fixes ([Grl], Théoreme IV.3.3) :

IBPS| . |BPxk].

Théoréme 5.2. Soit L/K une p-extension vérifiant la conjecture de Leopoldt pour p. On
a la formule suivante (ou le premier facteur est entier) :

[aipeq
(2 &2Logic(a) + ZyLog(Ix)  ZyLogx (Ix))
ot ey est l'indice de ramification de q dans L/ K, et Logy : Ik — @vlp K,/Qplogk (Exk),
la fonction logarithme définie dans [Grl], II1.2.2 (voir aussi le §[5.3).

[Im(6)]
[Tm(x))|*

IBPE| = - |BPg]| -

Corollaire 5.3. On peut trouver une infinité d’extensions L/K telles que BPf soit non
. Im(0)|

[Tm ()|

Corollaire 5.4. Lorsque l’extension L/ K est p-primitivement ramifiée (|Grll], IV.3, § (b),
Définition 3.4), ce qui est (sous la conjecture de Leopoldt pour L et p) équivalent a

(Xats éZPLogK(q) + ZyLogg (Ix) : ZpLogx (Ik)) = [1qyp€q: on a IBPS| > |BPk]|

si et seulement si |Im(0)| > [Im(v))].

trivial et méme telles que |BPY| = 1;[ eq - |BPK]|
atp

5.2. Caractérisation du cas |[Im(¢))| = p pour L/K cyclique de degré p. Pour un
cadre plus général voir [Ng2], §3 et [Ja6]. On écarte le cas trivial HX(G, u(L)) = 0 ot
[tm(y)| = 1 et |[BPY| = [BPk]|.|Im(d)]. On suppose donc que u(K) = u(L) # 1 (ie.,
HY(G, (L)) = (G1))-

On a |Im())| = p si et seulement si ¥ = 0 dans (2') ; or 'image de 3 par v est la classe
de 'image diagonale de ¢; (mod WLl_S). Cette classe est alors nulle si et seulement si (; €
WLl_vS pour tout v |p donc si et seulement si jz,/x est non injectif (Lemme 25). D’apres
le Théoreme BTl et puisque (L) = u(K) # 1, jr i est non injectif si et seulement L/K
est p-ramifiée et si pour toute place v |p, non décomposée dans L, on a u(K,) = pu(Ly,)?P.

En résumé, on a obtenu la condition nécessaire et suffisante suivante :
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Proposition 5.5. Soit L/ K cyclique de degré p vérifiant la conjecture de Leopoldt pour p.
On a |Im(y)| = p si et seulement si p(K) = p(L) # 1, L/K est p-ramifiée, et si pour
toute place v |p, non décomposée dans L, on a p(K,) = pu(Ly)P.

Corollaire 5.6. On suppose que l'extension L/K est p-primitivement ramifiée. Alors
si L/K est ramifiée en au moins une place modérée ou s’il existe vo |p non décomposée
telle que pu(Ky,) = (L, ), alors on a [Im(y)| = 1 et |BPS| = |BPx||Im(6)|. C’est aussi
trivialement le cas si L/ K est cyclotomique globale.

Si [Im(¢)| = p, il suffit d’avoir [Im(6)| > p pour que linégalité |[BPS| > |BP x| soit
vérifié ; or Im(6) dépend non trivialement du noyau de p : HY(G, W, /u(L)) — HY(G, T1).
5.3. Calcul du noyau de p: y(Wr/u(L))/(Wr/u(L))* =% — To/T; . On reprend
la suite exacte (1’) en la prolongeant comme suit :

1= (Wi /u(L)¢ — TE ~ Tie — BPF 2
NWL/u(L) /(W /(L)'= S5 HY G, Te) = NTe /T,
On est donc dans le cadre suivant pour L/K cyclique p-ramifiée (Théoreme BT :
(i) w(K) = p(L) #1 (L/K non globalement cyclotomique),
(ii) pour toute place v|p non décomposée, on a u(K,) = u(Ly)P (L/K localement

cyclotomique en p).

Lemme 5.7. Sous les hypothéses précédentes, on a HY (G, Wy /u(L)) ~ Z/pZ. Un géné-
rateur de ce groupe est donné par limage dun {0 € Wi, tel que N/ (§0,0) = (1,0, 0U
Cr,o est un générateur de u(K).

Démonstration. La suite exacte 1 — p(L) — W — Wr/u(L) — 1 conduit & :
HY (G, W) — B (G, W /(L)) % HA(G, (L)) — HA(G, W),

Or HY(G,Wp) = D., HY(G, WL ) = 0 car c’est vrai dans le cas décomposé (lemme de
Shapiro) et dans le cas non décomposé car u(K,) = u(Ly)? (preuve du Théoreme 2.6]).
Ensuite, H*(G, W) = 0 puisque Wy, est fini. D’ott HY(G, W /u(L)) ~ H*(G, u(L)) ~
7./ pZ.

Comme H?(G, Wp) = 0, existence de &1, ¢ est immédiate et son image dans le groupe
HY(G, Wy /u(L)) est d’ordre p. O

A &po € Wy (telle que Ny /k(§0,0) = ik (Cr,0)), p associe 'élément 77,9 € NTL/TLl_S

ainsi défini : on a {0 = ir(y), y € L] avec Nk (y) = (K0T, Too € KX ; alors

I'image de 71,0 dans Zy, /Py, est celle de I'idéal (y). On aura nullité de p si et seulement
siTr,0= T’LI’BS pour un 77, o € Tz,

Il semble que tous les cas se rencontrent ; pour cela il faut pouvoir étudier les groupes
de torsion Ty de fagon effective (pour un corps de nombres k), ce qui est possible en
utilisant le logarithme Log introduit dans [Gr1], II1.2.2, et qui conduit & la suite exacte :

1 T —— A ~ T/ Prooo —25 Logy (Z) = ZyLog, (I) — 0,
ou 'on rappelle que (log,, étant le logarithme p-adique d’Twasawa usuel) :
Logy  Zi/Proc — (@Mpkv)/@pl()gk(Ek)v
est défini pour tout idéal a de k étranger a p par :
Logy,(a) := ~log;.(a) ~ (mod Qylog; (Ex)),
ol m est n’importe quel entier tel que a™ est un idéal principal (a).
On a p = 0 s'il existe un idéal b € Z, tel que Log, (b) = 0 et tel que (y) = b17° (yoo).

En pratique Log; (Pr) est canonique comme image de log; (Ur) dans le Qp-espace
(D Lw)/QlogL(EL), et le Z,-module Logy,(Zr,) est connu numériquement des que
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le groupe des classes l'est (au moyen d’idéaux générateurs by, ..., b, modulo le groupe
des idéaux principaux de L), & savoir :

Log; (1) = <LogL(b1), . ,LogL(bT)>Zp—|— Log, (UL).

Tout ceci dépend donc largement du groupe des unités de L. Il parait clair, en raison
des valeurs des Log (b;) et de Log; ((y)) que, numériquement, tout type d’exemple est
possible comme le montre ’expérience de ces calculs logarithmiques d’idéaux pour lesquels
il suffit de calculer modulo une puissance de p convenable.
5| = Tl

INL £k (TL)I
la norme de 7, dans L/K correspond, par la loi de réciprocité d’Artin, a la restriction
T, — Tk des automorphismes, et une condition suffisante pour que p soit nulle est que
cette norme soit surjective. D’olt le résultat suivant (sous la conjecture de Leopoldt) :

Comme le quotient de Herbrand de 7, est nul on a |57L / TLl

Théoréme 5.8. Soit L/K une extension cyclique de degré p, kummerienne, p-ramifiée,
et non cyclotomique (i.e., n(K) = p(L) #1). On suppose que pour toute place v|p, non
décomposée dans L/ K, on a p(Ly)? = w(K,) (¢f. Théoréme[3T]).

Alors une condition suffisante pour que |BPS| > |BPk| (i.e., Im(0)| > [Im(s)| = p) est
que L C K et que HY /K et L/K soient linéairement disjointes sur K.

La seconde condition peut se vérifier comme suit : soit F' une extension de K telle que
K F =Hy ;alors FL/L et L/L doivent étre linéairement disjointes sur L.

6. CONCLUSION

Le cas trivial ou pu(K) = 1 (Théoreme 2.3) permet de construire les p-tours définies
par Seo dans [Seo6], lesquelles sont infinies dans le cas ott BPx # 1 (sous la conjecture de
Leopoldt pour p et toute p-extension de K'), mais dans les autres cas se pose le probleme
de la propagation des hypotheses faites au premier étage.

Le Théoreme[5.8montre des liens avec le plongement kummerien dans les Z,-extensions
(cf. §[L2(1)), dont on connait Peffectivité numérique.

Lorsque le p-groupe des classes de K est trivial (ou bien lorsque Hx C K )ona:
BP ~ torz, (logK(UK)/Zp logK(EK)),

qui dépend simplement des propriétés congruentielles du groupe des unités de K et grosso
modo du régulateur p-adique normalisé de K (|Gr7], Définition 2.3) ; dans cet article nous
avons conjecturé, pour tout p assez grand, la p-rationalité d’un corps de nombres K (voir
les propriétés de cette notion dans [Grll, [Grd], [GrJ],[Jad], [JaNg], [Mo], [MoNgl]) ; ceci
entrainerait la nullité de BP g pour tout p assez grand.
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