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Sur la capitulation pour le module de
Bertrandias-Payan

Jean-Frangois JAULENT

Résumé. Nous déterminons l'ordre du sous-groupe de capitulation pour le module de Bertrandias-Payan
dans une f-extension arbitraire de corps de nombres qui satisfait la conjecture de Leopoldt. Nous relions
en particulier la question de sa trivialisation au probléme des tours localement cyclotomiques.

Abstract. We compute the capitulation kernel for the module of Bertrandias-Payan in an arbitrary ¢-
extension of number fields which satisfies the Leopoldt conjecture. As a consequence we relate the existence
of extensions with trivial such module to the classical problem of locally cyclotomic towers.

Introduction

Le compositum K des (-extensions cycliques d’un corps de nombres K qui sont localement
plongeables dans une Zg-extension de ce corps a été introduit par Bertrandias et Payan dans [1]
dans le but d’exhiber une condition suffisante de la conjecture de Leopoldt. Le sous-groupe de Z-
torsion de son groupe de Galois Gal(K" /K ), appelé par Nguyen Quang Do module de Bertrandias-
Payan, mesure 'obstruction a ce qu'une pro-¢-extension abélienne de K soit globalement plongeable
dans un produit de Zy-extensions dés lors qu’elle ’est localement.

Il est naturel de se demander ce que devient cette obstruction lorsqu’on grossit le corps de
base, plus précisément lorsqu’on remplace K par une {-extension L.

C’est précisément ce probléme que nous traitons ici.

Nous adoptons dans cette étude le point de vue infinitésimal introduit dans [7] : toute ¢-
extension Zs-plongeable étant ¢-ramifiée (i.e. non ramifiée en dehors des places divisant ¢), 'ex-
tension K /K est contenu dans la pro-f-extension abélienne (-ramifiée maximale M /K. Et son
groupe de Galois est donc un quotient de celui Xx de M/K. Or ce dernier s’interpréte comme
le quotient du Z,-module libre D} construit sur les idéaux premiers de K qui ne divisent pas ¢
par le sous-groupe des diviseurs principaux engendrés par les éléments d’image locale triviale aux
places divisant £, et que nous appelons pour cela infinitésimauz.

De fagon semblable, le groupe Gal(K"/K) s’écrit comme le quotient C/fP = D}/ P;;p de D
par le sous-groupe des diviseurs principaux engendrés par les éléments dont une puissance est
infinitésimale, et que nous appelons par conséquent pseudo-infinitésimaux.

Dans ce contexte, le noyau du morphisme d’extension Cﬂ;(p - pr est formé par les classes
des diviseurs de K qui se principalisent dans L ; et il s’analyse donc comme une capitulation. Le
résultat principal de cette étude (Th. 9 infra) consiste a le déterminer avec précision.

Nota. Quoique personnel, ce travail a été mené en étroite concertation avec G. Gras et T. Nguyen
Quang Do. Une synthése présentant les différents points de vue et résultats suivra prochainement.
Convention

Dans tout ce qui suit ¢ désigne un nombre premier impair, K un corps de nombres arbitraire
et L une f-extension de K de groupe de Galois G = Gal(L/K).



1. Bref rappel sur les classes infinitésimales

Le groupe de Galois Xx = Gal(M/K) de la pro-f-extension abélienne maximale M d’un
corps de nombres K est interprété par la théorie du corps de classes comme groupe des classes
infinitésimales de K (cf. [7]), i.e. comme le quotient

g =Dk/PR

du Z;-module Dy = Z; @z Id} construit sur les diviseurs étrangers a ¢ par le sous-module des
diviseurs principaux engendrés par les éléments infinitésimaux : le sous-groupe infinitésimal est
le noyau R$% du morphisme de semi-localisation s, : Rx = Zy @z K* = Rk, = H[\f Rk, ou
Rk, = 1£1K X /K> désigne le compactifié f-adique du groupe multiplicatif du complété de K
en la place [.

Le groupe d’unités correspondant a C/z°, autrement dit le noyau de I’épimorphisme R — P°
est le groupe £F° des unités infinitésimales de K ; sous la conjecture de Leopoldt (pour ¢ et pour
K), il est trivial (cf. e.g. [12]).

Sous cette méme conjecture, il suit de la qu’il n’y a pas de capitulation infinitésimale dans
une f-extension L/K de corps de nombres de groupe G, autrement dit que le morphisme naturel
i%o/ k¢ O — ClF° induit par 'extension des idéaux est toujours injectif. En effet, la suite exacte

des classes infinitésimales ambiges s’écrit (cf. [7], Th. 2) :
1 — Capy i = PC PR — DL /D — AT )ik (ClF) = H' (G, P°) — 1

Or, sous la conjecture de Leopoldt (pour ¢ et pour L), on a Pf° = R (par £5° = 1), donc
PR = R¥Y = RE =P, ie. PPC/PE =1 et, par suite : Kerig) ,» = Capy) e = 1. Ainsi :

Théoréme 1. Dans une l-extension L/K de corps de nombres, le morphisme d’extension entre
classes infinitésimales CLpP — CU7° est injectif sous la conjecture de Leopoldt pour ¢ dans L. En
particulier, le sous-module de torsion T° de CLgP s’tdentifie a un sous-module du sous-module des
points fizes TS de celui de CO5°.

Ce résultat, aujourd’hui classique, a été prouvé initialement dans 3] (Th. I.1), puis redonné dans
divers contextes, notamment par [7], [9], [19]. Une preuve figure également dans la monographie
de Gras ([2], Th. IV.2.1. Aucun de ces résultats cependant n’est mentionné dans [23, 24].

Nota. Par montée et descente, on voit qu'une classe a qui capitule dans une extension L/K de
corps de nombres vérifie banalement a/Z5] = 1. La capitulation peut donc s’étudier indifféeremment
sur le module Xx ou sur son sous-module de Z,-torsion.

Avant d’aller plus loin et d’introduire le module de Bertrandias-Payan, donnons un résultat qui
nous sera utile et qui est en quelque sorte la version infinitésimale du Théoréme 90 de Hilbert :

Lemme 2. Dans une (-extension de corps de nombres L/K, on a toujours : H'(G,R°) = 1

Preuve. Partons de la suite exacte courte qui définit le sous-groupe infinitésimal :
1R >R =R, = H,WRLL‘ — 1.
Prenant les points fixes par GG, nous obtenons la suite exacte longue :
1= R = Rk - Rk, - H'(G,R¥) = H'(G,R.) =1,

ot le groupe de cohomologie & droite est trivial (c’est le Théoréme 90) ; ce qui donne le résultat.

2. Module de Bertrandias-Payan et classes pseudo-infinitésimales

Le groupe de Galois Gal(K®/K) du compositum K des (-extensions cycliques d'un corps de
nombres K qui sont localement Z,-plongeables (ainsi noté parce qu’il été introduit par Bertrandias
et Payan dans [1]) est décrit par la théorie f-adique du corps de classes comme le quotient

Gal(K"/K) = Jic/ TI, e, Ric



du f-adifi¢ Jx = [],” Rk, du groupe des idéles de K par le sous-module engendré par les (-goupes
locaux fuy de racines de I'unité et le sous-groupe Ry des idéles principaux (cf. [9] ou [12]). Pour

le regarder comme groupe de classes de diviseurs, il suffit d’écrire Jx comme le produit J} R,
ou Jj; est le produit H;j; Rk, (en vertu du théoréme d’approximation simultanée) et d’observer

que le quotient Jj,/ HW I, s'identifie canoniquement au {-groupe DY . 1l vient ainsi :

Proposition & Définition 3. Le groupe de Galois Gal(K* /K) du compositum des {-extensions
cycliques d’un corps de nombres K qui sont localement Zg-plongeables s’identifie au quotient

b b
chp = D/K/PKP

du C-groupe Dy des diviseurs de K étrangers & ¢ par le sous-groupe 73;? des diviseurs princi-
pauzx engendrés par les éléments pseudo-infinitésimaux, c’est a dire les éléments de Ry qui sont
localement des racines de l'unité aux places au-dessus de £.

Nous disons que C€Ib<p est le £-groupe des classes pseudo-infinitésimales du corps K et que son

sous-module de Zg-torsion Tlfp est le module de Bertrandias-Payan attaché a K.

Le sous-groupe des principaux pseudo-infinitésimaux est ainsi donné par la suite exacte courte :
b
1= RE = RE — g, =Ilyong, — 1.
Et le groupe d’unités & IZ?’ correspondant a C€Ib<p est donc le sous-groupe p'2°¢ des éléments de

Rk qui sont localement partout des racines de l'unité; sous la conjecture de Leopoldt (pour ¢ et
pour K), c’est tout simplement le ¢-groupe pi des racines globales de I'unité dans K (cf. [12]).

Dans ce contexte, la suite exacte des classes ambiges prend donc la forme :

Proposition 4. Awvec les notations ci-dessus, le sous groupe de capitulation du groupe des classes
pseudo-infinitésimales dans une £-extension de corps de nombres est donné par la suite evacte :

G G
1— Capi’}K — P IPE D, ¢ /D) — ey /jL/K(Cﬂff) — HY(G,P/P) — 1.

G

Il suit en particulier : |CaprZ;K| < (PYT . PIP), avec égalité en cas de C-ramification.

Ce résultat fournit directement une majoration simple de la capitulation pseudo-infinitésimale :
partant de la suite exacte courte qui définit le sous-module principal pseudo-infinitésimal

1= ploe = RYP - PP =1,
prenant la cohomologie et comparant la suite obtenue a celle pour K, on obtient par le serpent :
G
L= P PR — HY(G, ) — H G, RP) = -+

En fin de compte, on a donc les deux inégalités (et 'égalité a droite, sous la conjecture de
Leopoldt dans L) :

b, G b oc
[Cap | < (PL” + Py) < |HNG, pig)| = [HY(G, )
En particulier (voir aussi [5], Th. 2.3 et [20] §2) :
Théoréme 5. Sous la conjecture de Leopoldt il ne peut y avoir de capitulation pour les classes
pseudo-infinitésimales dans une ¢-extension L/K de corps de nombres si le corps de base K ne

contient pas les racines £-iemes de 'unité; ni, s’il les contient, lorsque L est un étage fini de sa
Zg-extension cyclotomique.

Preuve. Si K ne contient pas les racines /-iémes de 1'unité, le corps L ne les contient pas non plus;
et, s’il les contient et que L est contenue dans la Zg-extension cyclotomique K¢ de K, le groupe
pr est cohomologiquement trivial. Dans les deux cas il suit : H*(G, ;) = 1 donc Capi’; k=1L

Scolie 6. Si lextension L/K est cyclique, le sous-groupe de capitulation Capi’;K l’est aussi.

Preuve. Sous la conjecture de Leopoldt, il s’identifie, en effet, & un sous-groupe du groupe quotient

G
Ppr / Pff , qui est lui-méme un sous-groupe du groupe cyclique H!(G, p1; ).



3. Capitulation pseudo-infinitésimale et ramification logarithmique

Rappelons qu’une ¢-extension de corps de nombres L/K est dite logarithmiquement non rami-
fiée lorsqu’elle est localement cyclotomique, i.e. lorsque pour toute place [ de K et chaque place
£ de L au-dessus de I, extension locale Lg /K| est contenue dans la Zg-extension cyclotomique
locale K¢/K (cf. [11] ou [12]).

— Aux places modérées (i.e. étrangéres a /), la Zp-extension cyclotomique K{ /K| coincidant
avec la Zs-extension non ramifiée K[*" /K|, la non-ramification logarithmique coincide avec
la non-ramification au sens habituel. Une /-extension logarithmiquement non ramifiée est
donc, en particulier, non ramifiée (au sens habituel) en dehors de /, i.e. f-ramifiée.

— Aux places sauvages (i.e. divisant £), en revanche, la notion de ¢-extension logarithmique-
ment non ramifiée différe substantiellement de celle de ¢-extension non-ramifiée.

Ce point rappelé, revenons a notre probléme et considérons une f-extension arbitraire L/K.
Nous pouvons supposer p; # 1 et L # K[y, | sans quoi il ne peut y avoir de capitulation pseudo-
infinitésimale en vertu du Théoréme 5 ci-dessus.

Notons alors K’ = K|u; ] et observons que le morphisme d’extension de ¢ zp dans ¢ ff’, est

injectif. Considérons un diviseur ag, d’ordre ¢ dans Cﬂff, qui se principalise dans Cﬂgp , ce que
nous écrivons ar, = (ay) dans D). 1l suit : (af) = a} = (ak), toujours dans D}, pour un certain
ak dans Rzp . Ainsi of /ag est une unité pseudo-infinitésimale de L, i.e. (sous la conjecture de
Leopoldt) une racine de 'unité (x+ € pg, = py . Il vient alors a% = aig (K et ax, qui est toujours
d’ordre ¢ dans Cﬂlbf, se principalise dans la sous-extension kummeérienne L' = K'[{/ax (k] de
L, laquelle est logarithmiquement non-ramifiée sur K’ donc sur K, puisque 1’élément oy (x est
localement une racine de 'unité aux places au-dessus de ¢ et une puissance f-iéme d’idéal aux

places étrangeéres a £. Itérant ce procédé, nous obtenons :

Proposition 7. Soient K un corps de nombres contenant les racines ¢-iemes de l'unité et L une
L-extension de K, puis L' le compositum des sous-extensions de L qui sont logarithmiquement
non-ramifiées sur K (en d’autres termes la plus grande sous-extension de L qui est localement
cyclotomique sur K ). Sous la conjecture de Leopoldt, la capitulation pseudo-infinitésimale dans
L/K se lit dans L'/ K :

Capzij = Capr’,’/K.

Ce point acquis, ce n’est donc pas restreindre la généralité que de supposer I'extension L/K
non-ramifiée aux places au-dessus de £ ; auquel cas la trivialité du quotient D’LG /D’ donne 'égalité
Capr’; K= Ppr @ /Plzp et la capitulation pseudo-infinitésimale s’interpréte ainsi comme le noyau
du morphisme entre groupes de cohomologie : H(G, ulLOC) — HY(G, Rgp).

Pour calculer le groupe de droite, partons de la suite exacte qui définit Rgp :

b
1 —=RE =R = up, :H[M;LLI — 1.

Prenant la cohomologie et comparant la suite obtenue avec celle écrite pour Rf(p, nous obtenons :
1— HYG,RP) — HY(G,RY) — H (G, pur,,) — H*(G,RY).

Et le groupe & gauche H'(G, RY) est trivial, comme expliqué dans la section 1.

Il suit de 1a que l'on a Hl(G,Rzp) =1, sous la condition suffisante H'(G, ur,) = 1, laquelle
est automatiquement vérifiée dés lors que I'extension L/K considérée est localement cyclotomique,
c’est a dire, suivant la terminologie introduite dans [11], logarithmiquement non ramifiée.

Il vient ainsi, sous la conjecture de Leopoldt, qui assure 1’égalité ulL"C =
Proposition 8. Soit L/K une {-extension de corps de nombres logarithmiquement non ramifiée
et vérifiant la conjecture de Leopoldt. La capitulation pour le module de Bertrandias-Payan est
alors donnée par l’isomorphisme :

CapiI;K ~ HYG,pup).



4. Détermination de la capitulation pseudo-infinitésimale

Récapitulant les propositions précédentes, nous obtenons la description compléte de Capgl; '

Théoréme 9. Soient L/ K une {-extension arbitraire de corps de nombres vérifiant la conjecture de
Leopoldt, L' /K sa plus grande sous-extension qui est localement cyclotomique et G' = Gal(L'/K)
son groupe de Galois. La capitulation dans L/K pour le module de Bertrandias-Payan est alors
donnée par l’isomorphisme :

Capi’;K ~ HY G ;).

Scolie 10. Lorsque la {-extension L/ K est linéairement disjointe de la Z¢-extension cyclotomique
K¢/K, la capitulation pour le module de Bertandias-Payan est donnée par l’isomorphisme :

b
C’apL];K ~ Hom(G', pug).
Preuve. L’hypothése de disjonction linéaire se traduit, en effet, par I’égalité : p1;, = g

Corollaire 11. Soient K un corps de nombres contenant les racines {-iemes de Uunité, K'° sa
pro-£-extension abélienne localement cyclotomique mazimale et K¢ sa sous-extension globalement
cyclotomique. Soient L une {-extension cyclique de K vérifiant la conjecture de Leopoldt (pour le
premier £), L' = K'NL et K' = K°NL. L’ordre de la capitulation pseudo-infinitésimale est alors
le minimum de lordre du £-groupe de racines py et du degré de lextension L'/ K' :

|Cap,") | = min {|ugl, [ : K']}.

Preuve. Observons d’abord que nous avons par construction K’ = K[y, ] donc pp = pip, = pp.
Le groupe quotient G’ = Gal(L'/K) étant cyclique, le premier groupe de cohomologie de G’ relatif
& py s’écrit comme quotient
I

Hl(G’,,uL) ~ Npp /g
du noyau de la norme ypu; = {¢ € py | Npyk(¢) = 1} par I'image de 'augmentation uic/. Le
dénominateur ,ué "={¢epu, [Nk yk(C) =1} =~ pupe, /py est formé des racines [K' : K]-iemes de
I'unité ; et le numérateur est sa pré-image dans p; par application ¢ +— Np. g/ (¢) = CHERKT e
premier est ainsi d’ordre (p, : pg) = [K' : K]; le second, d’ordre min {|u, |, [L' : K]}.

Exemple 12. Soient K un corps de nombres contenant les racines (-iémes de l'unité et L une
extension cyclique de degré € sur K vérifiant la conjecture de Leopoldt (pour le premier £). Alors :
(i) Si L/K est cyclotomique (i.e. contenue dans K°¢/K ), la capitulation CapiI;K est triviale.

(ii) Si L/K est localement cyclotomique mais non globalement, on a : |C’ap£];K| =/

(iii) Si L/K n’est pas localement cyclotomique, la capitulation Caprz;K est triviale.

Ilustrations numériques (suggérées par [5] et basées sur les tables de Thomas (cf. [25])).
Prenons ¢ = 3, pour K un corps biquadratique @[\/E, v/—3] contenant les racines cubiques de
P'unité et pour L 'extension cyclique de degré 3 engendrée sur K par une racine cubique de I'unité
fondamentale £ du sous-corps réel de K.
(i) Pour K = Q[v473,v/=3] ou K = Q[/785,v/—=3] et L = K[{/c], I'extension L/K est le

premier étage de la Zs-tour cyclotomique; il vient donc : Capi’; k=1L

(ii) Pour K = Q[v63,v/—3] ou K = Q[V69,/—3] et L = K[¥/¢], L/K est logarithmiquement
non ramifiée, mais n’est pas (globalement) cyclotomique; il suit : |C’ap£7 xl =3

Remarques. Lorsque K contient les racines ¢-iémes de I'unité, on sait par [10], Cor. A.2 ou [12],
§3.3 que la trivialité du sous-groupe de Z,-torsion ’T;p du module de Bertrandias-Payan ¢ f(p
équivaut a celle du ¢-groupe des classes logarithmiques Cly ~ Gal(K'¢/K*).
Dans chacun des exemples ci-dessus pour lesquels il n’y a pas de capitulation, le groupe de
classes logarithmiques du sous-corps réel est d’ordre 3, ce qui assure la non-trivialité de ’T;p .
Pour plus de détails sur le radical initial des Zs-extensions, on pourra comparer [4], [6], [10],
[17] et [18], [25] avec [21] et [22], qui ne connaissent aucun des précédents.



5. Application aux tours localement cyclotomiques

Il est naturel de se demander si un corps de nombres donné K, dont le module de Bertrandias-
bp ol N : bp __
payan T." est non trivial, posséde ou non une {-extension L avec 7, = 1.

Lorsque K ne contient pas les racines ¢-iémes de 'unité, le Théoréme 5 répond a la question :

Théoréme 13. Si K est un corps de nombres pour lequel on a p =1 mais T;p £ 1, toutes ses
L-extensions L vérifient les deux mémes propriétés : pn; =1 mais Tpr #1.

Preuve. D’aprés le Théoréme 5, en effet, le morphisme d’extension igl} P 7}?’) — Tpr est injectif.
Regardons maintenant le cas ot K contient les racines ¢-iémes de 'unité. Il vient alors :

Lemme 14. S’il existe une (-extension L/K avec 'Tpr = 1, alors sa sous-extension localement
cyclotomique (i.e. logarithmiquement non ramifiée) maximale L' | K vérifie aussi 'TLb,p =1.

Preuve. D’aprés la Proposition 7, en effet, le morphisme d’extension igl; K TP = Tpr est injectif,
puisque L/L’ ne contient par construction aucune sous-extension logarithmiquement non ramifiée.

Il suit de 1a que la question de la trivialisation du module de Bertrandias-Payan peut s’appré-
hender dans les tours localement cyclotomiques et qu’elle se raméne donc a I’étude de la trivialisa-
tion du f-groupe des classes logarithmiques par ¢-extension logarithmiquement non ramifiée, déja
conduite dans une série d’articles : [13], [14], [15]. I vient ainsi :

Théoréme 15. Soit K un corps de nombres contenant les racines £-iémes de l'unité. Sous la
conjecture Leopoldt et de Gross-Kuz’'min, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) 1l existe une £-extension L/ K qui admet un module de Bertrandias-Payan trivial : ’Tpr =1.

(i) 1l existe une L-extension localement cyclotomique L/K qui vérifie : ’Tpr =1.

(111) K a une £-extension localement cyclotomique L logarithmiquement principale : Clg =1.

(iv) La C-tour localement cyclotomique de K est finie.

Preuve. Rappelons qu’il est associé dans [13] & chaque corps de nombres K une ¢-tour localement
cyclotomique K = Ko ¢ K1 C K, C --- C K,, C --- K obtenue en prenant pour premier
étage K; le compositum des sous-extensions K'/K de la pro-f-extension abélienne localement
cyclotomique maximale K'¢/K, qui sont linéairement disjointes de la Zs-extension cyclotomique
K¢/K et pour lesquelles on a K'® = K'K¢; puis en itérant le procédé a partir de K; et ainsi de
suite (cf. [13] §3). Et il est montré (cf. [13], Th. 4) que cette tour est finie si et seulement si le
corps K posséde une f-extension localement cyclotomique L logarithmiquement principale ; ce qui
établit I’équivalence de (i77) et de (iv). Celle de (it) et (¢i7) résulte des théorémes de dualité cités
plus haut ([10], Cor. A.2 et [12], §3.3), qui assurent que les groupes C/y, et 'Tpr ont méme rang
deés lors que le corps L contient les racines /-iémes de I'unité. Enfin I’équivalence de (i) et (ii) est
donnée par le Lemme.

Remarques.

(i) Comme expliqué dans e.g. [8], [9], [12] ou [16], en présence des racines (-iémes de I'unité
la trivialité du ¢-groupe des classes logarithmiques entraine la validité des conjectures de
Leopoldt et de Gross-Kuz’min (dite aussi conjecture de Gross généralisée). Il est donc facile
de reformuler le Théoréme indépendamment de ces conjectures.

(ii) Il peut arriver que la tour localement cyclotomique K., /K soit finie comme infinie. Des
critéres d’infinitude, basés sur le théoréme de Golod et Safarevi¢, sont donnés dans [13] et
[14]. Inversement quelques conséquences de la finitude sont présentées dans [15].

(iii) Sur le probléme général de la capitulation pour le ¢-groupe des classes logarithmiques,
voir [16].
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