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De I'homologie des groupes d’automorphismes
des groupes libres a coefficients dans un
bifoncteur polynomial

Aurélien Djament*

13 octobre 2015

Résumé

On démontre, & l'aide de méthodes d’homologie des foncteurs, une
conjecture de Randal-Williams calculant certains groupes d’homologie de
groupes d’automorphismes de groupes libres & coefficients tordus.

Dans cette version préliminaire, on ne traite pas encore en détails de
bifoncteurs.

Abstract

We prove with functor homology methods a conjecture due to Randal-
Williams computing some homology groups of automorphism groups of
free groups with twisted coefficients.

In this preliminary version, we do not yet deal in detail with bifunc-
tors.

Introduction

Le but de cet article est de démontrer le résultat suivant, conjecturé par
O. Randal-Williams (|2I], Corollary 6.4 conditionné aux conjectures B et C de
la méme prépublication), dans lequel A’ et S? désignent les i-émes puissances
extérieure et symétrique respectivement.

Théoréme 1. Soient n, i et d des entiers tels que 2t < n —2d — 3 et G un
groupe libre de rang n. Notons H la représentation Hom(G,Q) de G. Le Q-
espace vectoriel H;(Aut(G); A% (H)) est nul sii # d; pour i = d, sa dimension
est le nombre p(d) de partitions de d. Le Q-espace vectoriel H;(Aut(G); S?(H))
est nul sauf pour i = d =1, auquel cas il est de dimension 1.

Notre méthode pour ce faire consiste & utiliser le profond résultat de Gala-
tius [§] sur la trivialité de 'homologie rationnelle stable des groupes d’automor-
phismes des groupes libres, un résultat de stabilité pour I’homologie des groupes
d’automorphismes des groupes libres & coefficients tordus dit & Randal-Williams
et Wahl ([22], Theorem 5.4, reposant sur Particle [I0] de Hatcher et Vogtmann
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qui permet d’établir la stabilité a coefficients constants), des calculs d’homologie
des foncteurs sur les groupes libres dus a Vespa [26] et des méthodes d’homologie
des foncteurs. La stratégie de la démonstration est expliquée dans la section [l
Il s’agit d’une approche totalement différente de celle, topologique, envisagée
par Randal-Williams dans [21], qui montre que, la stabilité homologique étant
admise, le théoréme précédent découle d’un énoncé conjectural prédisant I’ar-
rét a la deuxiéme page de suites spectrales analogues & des suites spectrales
pour ’homologie de groupes de difféotopie, dont ’effondrement a la page 2 est
connu. Toutefois, ’argument final de notre démonstration consiste & montrer
Parrét a la deuxiéme page d’une autre suite spectrale, issue d’un contexte algé-
brique suffisamment général pour pouvoir appliquer (en raison des nombreuses
fonctorialités) sans trop de peine un critére de formalité di & Dold [6].

On obtient en fait davantage que le théoréme [I comme le calcul analogue
avec les puissances tensorielles de H et des renseignements partiels en caracté-
ristique positive (ot des calculs complets semblent toutefois hors de portée).

Dans Darticle [5], les auteurs utilisent déja 'homologie des foncteurs pour
calculer certains groupes d’homologie stable & coefficients tordus de groupes
d’automorphismes des groupes libres — par exemple, les puissances symétriques,
extérieures ou tensorielles de I’abélianisation des groupes libres (i.e. les repré-
sentations duales de celle du théoréme [I), mais le résultat obtenu est toujours
trivial (et peut étre d’ailleurs obtenu, dans plusieurs cas particuliers, par des mé-
thodes topologiques antérieures, comme le montre le début de la prépublication
[21]) et la méthode beaucoup plus directe qu’ici.

Nous terminons cette introduction par quelques rappels généraux, surtout
destinés a fixer nos notations, qui seront abondamment utilisés dans ce travail.

Catégories ensemblistes On note Ens la catégorie des ensembles et ens la
sous-catégorie pleine des ensembles finis, ou plutét son squelette constitué des
ensembles n := {1,...,n} pour n € N. On désigne par ) la sous-catégorie de
ens ayant les mémes objets et dont les morphismes sont les fonctions surjec-
tives. On note également I" la catégorie ayant les mémes objets que ens et dont
les morphismes sont les applications partiellement définies. Autrement dit, un
morphisme ¢ : X — Y est la donnée d’un sous-ensemble de X noté Def(y) et
d’une fonction Def(p) — Y. Cette catégorie est équivalente a la catégorie des
ensembles finis pointés, les morphismes étant les applications (partout définies)
préservant le point de base (une équivalence est donnée par 1’adjonction d’un
point de base externe & un objet de la catégorie I'). On prendra garde que cette
convention, classique, pour la catégorie I' (qui concorde par exemple avec les ar-
ticles de Pirashvili comme [I9]) correspond a la catégorie opposée de la catégorie
notée I' par Segal [24].

L’objet 0 = @ est objet nul de I'; la somme ensembliste induit une somme
catégorique sur I', notée L.

On désigne par II la sous-catégorie de I' ayant les mémes objets et dont les
morphismes sont les applications surjectives partiellement définies.

On note enfin Ens, la catégorie des ensembles pointés.

Catégories de foncteurs Dans tout cet article, k désigne un anneau commu-
tatif (au-dessus duquel seront pris les produits tensoriels de base non spécifiée),
qui sera en général un corps ou 'anneau des entiers. Si C est une petite catégorie,



on note C-Mod la catégorie des foncteurs de C vers la catégorie k-Mod des k-
modules & gauche et ’on pose Mod-C := C°P-Mod. La catégorie C-Mod est une
catégorie abélienne de Grothendieck ; pour ¢ € ObC, on pose P¢ := k[C(c, —)]
(ot C(c,d) désigne 'ensemble des morphismes de ¢ vers d dans C et k[—] le
foncteur de k-linéarisation, c’est-a-dire ’adjoint & gauche au foncteur d’oubli de
k-Mod dans la catégorie Ens). Le foncteur PCC représente ’évaluation en ¢ de
C-Mod vers k-Mod (lemme de Yoneda), il est donc projectif de type fini, et les
P¢ engendrent C-Mod lorsque ¢ parcourt ObC. Si B est un bifoncteur sur C,
c’est-a-dire un objet de (C°? x C)-Mod, on note H Hy(C; B) la cofin de B ; les dé-
rivés & gauche du foncteur exact a droite HHy(C; —) : (C°? xC)-Mod — k-Mod
s’appellent homologie de Hochschild de C et sont notés HH,.(C; —).

Si F' et G sont des objets de Mod-C et C-Mod respectivement, on note

FXG € Ob (€ x C)-Mod leur produit tensoriel extérieur et ’on pose F(%)G =
HHy(C; F ¥ G). Le bifoncteur — (§C§> — : (Mod-C) x (C-Mod) — k-Mod est

équilibré, en le dérivant a gauche par rapport a I'une ou ’autre des variables, on
obtient un foncteur gradué Torf(—, —). Si F ou G prend des valeurs k-plates,
on dispose d’un isomorphisme canonique Torf(—7 —-)~ HH,.(C; FX Q).

L’homologie de C a coefficients dans un foncteur F' € ObC-Mod est H.(C; F) :
Tor® (k, F') ; elle s’identifie & I'homologie de Hochschild du bifoncteur obtenu en
précomposant F' par le foncteur de projection C°? x C — C. Noter que Hy(C; F)
n’est autre que la colimite de F'.

Notons A le squelette usuel de la catégorie des ensembles finis non vides tota-
lement ordonnés et S := Fct(A°P, Ens) la catégorie des ensembles simpliciaux.
On désignera par N le foncteur nerf de la catégorie Cat des petites catégo-
ries vers S. Si M est un k-module, qu’on peut voir comme foncteur constant
C — k-Mod, I’homologie H,(C; M) est canoniquement isomorphe a I’homologie
de l'ensemble simplicial N'(C) & coefficients dans M. Si G est un groupe, vu
comme catégorie a un objet, N'(G) sera noté B(G).

Il est classique que toutes les constructions précédentes possédent des foncto-
rialités relativement a la petite catégorie de base. Par exemple, si ¢ : C — D est
un foncteur entre petites catégories, le foncteur de précomposition par ¢, noté
¢* : D-Mod — C-Mod, induit un morphisme naturel H,(C; ¢*F) — H,(D; F)
pour F' € ObD-Mod.

Catégories d’éléments, extensions de Kan et suites spectrales de Gro-
thendieck Si C est une catégorie et F': C — Ens un foncteur, nous noterons
Cr la catégorie d’éléments associée : ses objets sont les couples (¢, x) constitués
d’un objet ¢ de C et d’un élément x de F(c), et les morphismes (¢,z) — (d,y)
sont les morphismes f : ¢ — d de C tels que F(f)(z) = y. On notera op : Cp — C
le foncteur d’oubli. Le foncteur de précomposition o} : C-Mod — Cr-Mod pos-
séde un adjoint & gauche exact wp : Cp-Mod — C-Mod donné sur les objets
par
wr(X)(c) = @ X (e, x).

z€F(c)

Cette adjonction entre foncteurs exacts induit un isomorphisme naturel en
homologie :
TorS (T, wp(X)) ~ TorS (05T, X)



pour T' € ObMod-C et X € ObCr-Mod (par abus, on note encore op pour
o 1 C¥ — C°P).

Si C est une petite catégorie, la catégorie d’éléments associée au foncteur
Homgeor : C x C°? — Ens est la catégorie des factorisations de C (Quillen
[20]), notée F(C). Si B est un bifoncteur sur C, il existe des isomorphismes
naturels HH,(C; B) ~ H.(F(C),0fime0, B) = TorS™ *¢(k[Homeor], B) (le
deuxiéme est un cas particulier de 'isomorphisme d’adjonction précédent). On
utilisera également la catégorie S(C) ayant les mémes objets que C et telle que
S(C)(c,d) :=={(f,g) € C(c,d)xC(d,c)|gof=1d.}; elle est munie d’un foncteur
canonique, pleinement fidéle, S(C) — F(C) qui associe a un objet ¢ la fleche Id...

Si € : C — D est un morphisme de Cat, nous noterons & : Mod-C — Mod-D
lextension de Kan a gauche du foncteur £°P : C°? — D°P. On dispose d'un
isomorphisme

SF)@G~F®G
D c

naturel en les objets F' et G de Mod-C et D-Mod respectivement, qui donne
lieu & une suite spectrale de Grothendieck

E?; = Tor? (L (&)(F), G) = Torf ;(F.£°G). (1)

Les foncteurs dérivés a gauche de & peuvent se décrire par les isomorphismes
canoniques

Le(&)(F)(d) = Torg(F, " P}) = H-(Cgfp(d,_)? O¢p(a,—)F) (2)

pour d € ObD (le dernier utilisant 1’adjonction entre OZ*D(d ) et WerD(d,—))-

1 Stratégie de la démonstation

La démonstration de nos résultats repose sur la considération de différentes
catégories de groupes libres et leur comparaison homologique. Commengons par
donner des notations qui interviendront dans tout l’article. On note Grp la
catégorie des groupes et gr la sous-catégorie pleine des groupes libres de rang
fini, ou plutot son squelette constitué des groupes Z*", pour n € N, ot * désigne
le produit libre (c’est-a-dire la somme catégorique de Grp). On désigne par
G, comme dans [B], la catégorie ayant les mémes objets que gr et dont les
morphismes G — H sont les couples (u,T') constitués d’un monomorphisme de

groupes u : G < H et d’un sous-groupe T de H tels que H = u(G) *x T (ici,

T ,S
* désigne le produit libre interne). La composition G M H g) K est le

morphisme (v ou, S *v(T)).
La premiére étape de 'approche de I’homologie stable des groupes d’auto-
morphismes des groupes libres par I’homologie des foncteurs est la suivante.

Proposition 1.1 ([5], proposition 4.4 et corollaire 4.5). Soit F' un objet de
G-Mod. I existe un isomorphisme naturel

colim H, (Aut(Z*"); F(Z*™)) = H.(G X Goo; 7 F)

neN

de k-modules gradués, ot G, désigne le groupe coli&n Aut(Z*™) (vu comme ca-
ne

tégorie & un objet) et m: G X G — G le foncteur de projection.



En particulier, si k est un corps, on a un isomorphisme naturel

colim H,(Aut(Z*"); F(Z*™)) ~ H.(G; F) @ Hi(Go; k) ~ H.(G; F) @ Hy (G o5 k)

neN

(0t G := colian S, désigne le groupe symétrique infini) et donc
ne

colim H, (Aut(Z*"); F(Z'™)) ~ H.(G; F)

neN
si k est de caractéristique nulle.

Cet énoncé, présent dans [5], est un corollaire de résultats généraux de com-
paraison d’homologie stable des groupes a coefficients tordus et d’homologie des
foncteurs apparaissant dans [4] et de l'identification de I’homologie de G a
celle de 6, (déterminée par Nakaoka dans [16]), due a Galatius [8].

Dans la suite, nous nous attacherons donc & étudier I’homologie de la ca-
tégorie G a coeflicients dans des foncteurs appropriés. La comparaison homo-
logique directe avec la catégorie de groupes libres usuelle gr (qui se préte a
des calculs explicites), hors des cas traités dans [5], semblant hors de portée,
nous utiliserons plusieurs catégories intermédiaires. La catégorie S(gr) semble
trés naturelle a cette fin, si 'on compare la situation & son analogue abélien
(étude de 'homologie stable des groupes linéaires a coefficients polynomiaux)
— voir la démonstration du théoréme de Scorichenko [23] donnée dans [3] (§ 5.2).
Néanmoins, c’est plutot par une variante de la catégorie S(gr) que nous tran-
siterons : celle-ci posséde trop de morphismes du fait que les monomorphismes
scindés entre groupes libres sont beaucoup plus riches qu’entre groupes abéliens
libres.

Notation 1.2. On désigne par S.(gr) la sous-catégorie de S(gr) ayant les
mémes objets et dont les morphismes (u,v) : G — H sont ceux tels qu’existe
un sous-groupe 17" de H et un isomorphisme H ~ G *x T faisant commuter le
diagramme

G—=H—">@G

e

dont les fléches obliques sont I'inclusion et la projection canoniques.

Remarquer que S.(gr) est I'image du foncteur canonique G — S(gr) qui est
lidentité sur les objets et associe & un morphisme (u,T) : G — H le couple
(u, H=u(G) * T — u(G) = G). On notera vy : G — S.(gr) le foncteur plein et
essentiellement surjectif qu’il induit.

Nos résultats ultérieurs nécessitent des hypothéses cruciales de polynomialité
(ou d’analycité — rappelons qu’un foncteur analytique est une colimite de fonc-
teurs polynomiaux). Cette notion classique, qui remonte & Eilenberg-Mac Lane
[7] pour des foncteurs entre catégories de modules, est exposée dans le cadre
général d’'une catégorie source monoidale symétrique dont I'unité est objet nul
dans [9], § 2, par exemple. Dans les cas qu’on considére, la structure monoidale
symétrique sera toujours donnée par le produit libre.



Théoréme 1.3. Soit C une sous-catégorie de S(gr) contenant S.(gr). Notons
B la restriction & C du foncteur canonique S(gr) — groP. Si F est un fonc-
teur analytigue de Mod-gr et G un foncteur arbitraire de gr-Mod, alors le
morphisme canonique

Toré (8*G, B*F) — Tor® (F,G)
est un isomorphisme.

On a en fait un résultat plus fort en termes de bifoncteurs, qui sera établi
dans une deuxiéme version de ce travail :

Théoréme 1.4. Soit C une sous-catégorie de S(gr) contenant S.(gr). Notons 3
(resp. A) la restriction a C du foncteur canonique S(gr) — groP (resp. S(gr) —
groP x gr). Si B : gro? x gr — k-Mod est un bifoncteur analytique prenant des
valeurs k-plates et G : gr — k-Mod un foncteur arbitraire, alors on dispose
d’un isomorphisme canonique

Toré(*G,\*B) ~ HH, (gr; m*G ® B)
ot 7 : groP x gr — gr désigne le foncteur de projection.

La démonstration de ces théorémes sera donnée dans la section

Ensuite, on compare les catégories G et S.(gr) du point de vue homolo-
gique : on détermine 'image du foncteur constant par I’extension de Kan déri-
vée a gauche du foncteur v°P : G? — S.(gr)””. Contrairement aux théorémes
précédents, cette comparaison n’a pas d’analogue dans le cas abélien. En effet,
I’équivalent du foncteur v dans le cas abélien est une équivalence de catégories.
Le défaut de fidélité du foncteur plein et essentiellement surjectif v peut toutefois
étre controlé. Cela nous conduira a étudier plusieurs catégories auxiliaires.

La suite spectrale générale (I]) donne en particulier une suite spectrale

S.(gr *
E? = Tor}*®)(L;, F) = Hi;(G:7*F) (3)

naturelle en F' € ObS.(gr)-Mod, ot Le(A) := He(C(A); k), C(A) désignant la
catégorie d’éléments G.-s_(gry(4,—) (cf. @)). Pour étudier 'homologie de la ca-
tégorie C(A), nous rencontrerons naturellement les A-groupes libres, introduits
maintenant avec quelques notations.

Notation 1.5. Soit A un groupe. On note Grp 4 la catégorie des groupes munis
d’une action (& gauche) du groupe A. Si G est un objet de Grp,4, ¢ un élément
de G et a un élément de A, on notera % ’action de a sur g.

On note L4 : Grp — Grp 4 'adjoint & gauche au foncteur d’oubli, de sorte

que L4(G) est le groupe G*4 avec I’action tautologique de A. On notera % °G
acA
ce produit libre et % I'image canonique d’un élément h de G dans le facteur

correspondant & a € A (ce qui est cohérent avec la convention précédente). Un
A-groupe (i.e. un objet de Grp,) est dit A-libre (ou simplement libre) s’il est
isomorphe & £4(G) pour un groupe libre G; il revient au méme de demander
qu’il appartienne & I'image essentielle de I’adjoint & gauche au foncteur d’oubli
Grpy4 — Ens.

On note gr, la sous-catégorie pleine de Grp, dont les objets sont les A-
groupes libres de type fini, ou plutot son squelette constitué des £4(Z*™) pour
n € N.



Au paragraphe 3] nous établirons un énoncé sur les A-groupes libres (qui
revient essentiellement a donner des générateurs explicites de leur groupe d’auto-
morphismes, analogues a ceux de Nielsen pour les automorphismes des groupes
libres) qui nous servira & montrer (§B.3]) qu’une certaine petite catégorie D 4(G)
associée & un A-groupe libre de type fini G est contractile. Ce résultat nous per-
mettra de voir que la catégorie C(A) posséde le méme type d’homotopie qu’une
autre catégorie (que nous introduirons plus tard), beaucoup plus simple a étu-
dier a 'aide de la machinerie de Segal [24] associant un spectre & une catégorie
monoidale symétrique. Sans entrer tout de suite dans les détails, notons que le
foncteur C : S.(gr)” — Cat prend ses valeurs dans la sous-catégorie des petites
catégories monoidales symétriques (la structure monoidale de C(A) étant, essen-
tiellement, donnée par la somme amalgamée au-dessus de A) connexes, de sorte
que lensemble simplicial N (C(A)) posséde une structure naturelle d’espace de
lacets infinis. Dans la section dl on montrera le théoréme suivant.

Théoréme 1.6. Soit A un objet de S.(gr). L’espace de lacets infinis N (C(A))
a naturellement le méme type d’homotopie que Q°X>*(B(A)) (dont la foncto-
rialité s’entend via le foncteur canonique S.(gr)”” — gr).

En particulier, les foncteurs L; possédent une description trés simple en
caractéristique nulle :

Corollaire 1.7. Soit A un objet de S.(gr). L’espace de lacets infinis N (C(A))
a naturellement le méme type d’homotopie rationnelle que B(Agp).
Sik =Q, on dispose d’un isomorphisme naturel Loe(A) ~ A®(Aqp @ Q).

Dans le cas général, 'homologie H,(Q*°X>°(B(A));k) est bien comprise,
fonctoriellement en ’homologie de A, au moins si k est un corps (voir par
exemple [2], chap. I, §4), mais moins simple a décrire. Plutét que d’énoncer
un résultat complet, technique, nous nous contentons de propriétés qualitatives
significatives faciles a exprimer. Dans ce qui suit, on désigne par ab la sous-
catégorie pleine de Ab des groupes abéliens libres de rang fini et par a : gr — ab
le foncteur d’abélianisation. On note également a : gr — k-Mod la composée

du foncteur gr — ab et de ab —9k, K Mod.

Corollaire 1.8. Pour tout entier n € N, le foncteur gradué L,, est isomorphe a
la composée du foncteur canonique S.(gr)” — gr, du foncteur d’abélianisation
gr = ab et d'un foncteur L, : ab — k-Mod polynomial de degré n. Sik est un
corps, le foncteur gradué Lo est exponentiel, c’est-a-dire muni d’isomorphismes
naturels Loe(U @ V) =~ Lo(U) ® Lo(V') de k-espaces vectoriels gradués vérifiant
les conditions de cohérence usuelles.

En combinant la suite spectrale ([B]) et le théoréme a ce résultat, on
obtient :

Théoréme 1.9. Soit ' € ObMod-gr un foncteur analytique. Il existe une
suite spectrale
E?; = Tor$"(F,a*L;) = H;1;(G; " F)

naturelle en F, ot 1 : G — gr°P désigne le foncteur canonique (qui est lidentité
sur les objets et se factorise par v: G — S.(gr)).

Pour k = Q, nous montrerons par un argument de formalité, dans la sec-
tion Bl que la suite spectrale s’effondre & la page 2 et obtiendrons :



Théoréme 1.10. Pour tout n € N, il existe un isomorphisme

: *T . *T ~ gr * AJ

colim Hy, (Aut(Z""); F(Z'")) ~ @ Tor®" (F, afy A7)
1+J=n

naturel en le foncteur analytique F : gr°? — Q-Mod.

On a méme des résultats pour les bifoncteurs analytiques ; de fait, en utilisant
le théoréme [[.4] plutot que le théoréme [I.3] on obtient :

Théoréme 1.11. Soit B : gr°? xgr — k-Mod un bifoncteur analytique prenant
des valeurs k-plates. Il existe une suite spectrale

E?g = HH,(gr;n*a"L; ® B) = H;1+;(G;(*B)

naturelle en F, ou ¢ : G — gr°P x gr désigne le foncteur canonique (qui est la
diagonale sur les objets et se factorise par v : G — S.(gr)) et w : grP x gr le
foncteur de projection.

La encore, on peut aller plus loin, en caractéristique nulle :

Théoréme 1.12. Soit B : gr°? x gr — Q-Mod un bifoncteur analytique. Pour
tout n € N, il existe un isomorphisme
. *T . EY EYd ~ X Lk Uk 7
colim Hy, (Aut(Z™"); B(Z™", ")) ~ @ HH;(gr;m*aj, AV ® B)
1+j=n
naturel en B.

La section [l utilisera également ce théoréme pour des calculs explicites.

2 Comparaison homologique des catégories G et
Sc(gr)

L’outil crucial pour démontrer le théoréme de comparaison homologique [L3]
est un critére d’annulation a la Scorichenko [23], analogue a celui utilisé dans [3]
pour établir un résultat de comparaison homologique similaire dans un contexte
abélien. Pour cela, donnons quelques notations, et placons-nous d’abord dans
le cadre général d’une catégorie source A possédant un objet nul et des copro-
duits finis (notés ). Si E est un ensemble fini et I une partie de E, notons tg
l’endofoncteur de A-Mod de précomposition par a — a*F et ufg ctg — 1Id la
transformation naturelle donnée par la précomposition par le morphisme natu-
rel a*F — a dont la composante a — a correspondant au facteur étiqueté par
e € F est l'identité si e € I et 0 sinon. Si (F,e) est un ensemble fini pointé, on
définit l'effet croisé cr(g ) comme la transformation naturelle

CT(B,e) i= Z (—1)card([>*1uIE ctp — Id.
ecICE

Un foncteur F' de A-Mod est polynomial de degré au plus d si et seulement si
cr(g,e)(F) = 0, ot E est un ensemble de cardinal d + 2.

Dans la suite de cette section, on note E(gr) la sous-catégorie de gr avec les
mémes objets et dont les morphismes sont les épimorphismes isomorphes & un
épimorphisme du type S*T — S. Si F et G sont des foncteurs définis sur gr, on
dira qu’une collection de morphismes F'(a) — G(a) définis pour a € Obgr est
faiblement naturelle si elle est naturelle relativement aux morphismes de E(gr).



Proposition 2.1. Soient T € gr-Mod, d € N et (E,e) un ensemble pointé de
cardinal d+2. Supposons que la transformation naturelle cr(g ¢y (T) : tp(T) — T
est un épimorphisme possédant un scindage faiblement naturel. Alors Tor® (F,T)
0 pour tout foncteur F de Mod-gr polynomial de degré au plus d.

Démonstration. Par adjonction somme/diagonale, on dispose d’un isomorphisme
naturel .
Tor® (X, tp(Y)) ~ Tor™ (X o ¥V o x%)

(ou ¥ : gr¥ — gr désigne le foncteur de produit libre itéré) d’ou 'on déduit

que, si F est polynomial de degré au plus d, le morphisme naturel Tor§" (F, tg(Y))
Tor$"(F,Y') induit par cr¢g ) (Y) est nul pour tout Y.

Notons U le noyau de I’épimorphisme crg,) (T'). Ce qui précéde montre
que la suite exacte longue pour Tor®"(F, —) associée a la suite exacte courte

7(5,e) (T) e s .
0—->U—tg(T) TEDT ) T 5 0 se réduit a des suites exactes courtes

0 — Tor®"(F,T) — Tor®" , (F,U) — Tor®" , (F,tg(T)) — 0,

ce qui établit déja la nullité de Tor§" (F,T'). Pour démontrer le cas général par ré-
currence sur le degré homologique, il suffit de prouver que I'effet croisé cr(g,e) (U)
est un épimorphisme faiblement scindé.

Cela découle formellement (raisonner exactement comme dans la proposi-
tion 2.5 de [3], due & Scorichenko) des deux observations suivantes :

1. 'automorphisme & du foncteur tg o tgp ~ tgxp donné par I’échange des
deux facteurs du produit cartésien E x E fait commuter le diagramme

cr(g,e)te
tpotp ————= 1tk

tEOtE

2. les foncteurs tg et les transformations naturelles ug, pour I partie non
vide de E2 — et donc cr(g,c) — sont déja définis sur E(gr)-Mod. Noter
que ce point est non formel (i.e. ne fonctionne pas pour toute catégorie
avec un objet nul et des coproduits finis), contrairement aux précédents :
il vient de ce que si f : H — G est un morphisme de gr, le morphisme
G x H — G dont les composantes sont Idg et f appartient & E(gr).
Pour le voir, on choisit une « base » B de H (au sens du produit libre)
et I’on note que notre morphisme est la composée de I’automorphisme
« triangulaire » de G * H égal & l'identité sur G et envoyant b € B sur
f(b)b et de I’épimorphisme canonique G * H — G.

O

Démonstration du théoréeme[I:3 On dispose (cf. (1)) une suite spectrale
E?; = Torf" (F,L;(£)(X)) = Torf, ;(X, 8*F)
pour tout foncteur X : C°? — Ab, ou

Lo (6)(X)(a) = Torg (X, 5" PE™)



(ct. @)).

Notons Y; = L;(8)(8*G) pour i > 0 et Y; le noyau de la coiinité 58*G —
G, qui est surjective parce que * est fidéle (en effet, 5 est essentiellement
surjectif). Il suffit de démontrer qu’on a Tor®" (F,Y;) = 0 pour F polynomial (le
cas analytique s’en déduit par passage a la colimite). On va le faire en utilisant
la proposition [Z1l

Le point crucial est ’existence d’une fonctorialité exceptionnelle sur les fonc-
teurs Y;, issue du caractére (fortement) monoidal du foncteur 8 (cf. [3], §2.3).
Précisément, si a et b sont deux objets de gr, on dispose d’un morphisme
&ab 2 Yi(a) = Yi(a = b) défini a partir de la composée suivante :

TorS (8*G, B PE™) — Torl (1, 8°G, mB* PEY, ) — Torl (B*G, 5* PE,)

axb axb

ou 73, désigne la translation par b (i.e. la précomposition par — * b, qu’on peut
considérer a la fois dans C et gr, ou leurs catégories opposées, et qui commute &
B* en raison du caractére monoidal de (), ou la premiére fleche est induite par
les morphismes obtenus en appliquant 8* au morphisme  : G — 71,G provenant
du morphisme b — 0 de gr et v : P& — Tbe:bp induit par I’endofoncteur
—xb de gr et la deuxiéme fléche est la fléche induite en homologie par le foncteur
—xb:C — C (pour i = 0, on constate que ces fleches passent bien au noyau
approprié car on peut faire la méme construction en considérant Tor®" et en
utilisant les mémes arguments, sans précomposition par 5*).

On note les propriétés suivantes de ces morphismes &, .

1. Soit f : b — a un morphisme de groupes et ¢ : a * b — a le morphisme
de composantes Id, et f. Alors la composée

() : Yila) = Vi(a xb) 2 Yi(a)
est égale a I'identité si f =0 et 4 0 si f appartient a la catégorie E(gr).
Pour le voir, on forme le diagramme commutatif

Tor§ (6*G, B*PE"™)

Torl (1,87 G, B* Pe*™) —“» Tor$ (1,8* G, 7,3* PE~, ) o TorS (8% G, 7,8* PE*™")

axb

| !

Toré (B*G, B P, ) — 2 Tor$ (3G, 3 PE™™)

axb

(ot les fleches verticales inférieures sont induites par le foncteur — * b :
C — C). La ligne du milieu est induite par la composée ﬂ*Pagrop BN
73 P 21 7 g pEs .

Pour f = 0, celle-ci est induite par la transformation naturelle Id = 79 —
7p (venant de ce que 0 est objet initial de C). Le diagramme commutatif

Tor (73" G, 8* PE") —— Torf (m 8" G, m3" PE™)

T

Tor§ (6*G, B* P&

10



dont la fleche horizontale (resp. oblique, verticale) est induite par cette
transformation naturelle Id — 7, (resp. par la version contravariante de
cette transformation naturelle, par le foncteur — x b : C — C) et le fait
que la composée f*G 5 7,8*G — B*G égale identité montrent que
c(9) est, dans ce cas, I'identité, comme souhaité.

Pour f € E(gr), la composée 5* P& =, Tbﬁ*Pf:;p LN m5* P8 se
factorise par TbPaC. En effet, par hypothése, f est du type b ~ a*a’ — a,
notons h le morphisme canonique a < a *a’ ~ b. Si g est un objet de C,

on dispose d’une fonction naturelle en g

gr(8(g),a) = C(a, g xb) lﬂH(agb%g*b,g*b—)(w’f) a)

dont la composée avec la fonction C(a,g *x b) — gr(5(g) = b, a) induite

par le foncteur 5 : C — gr° induit, aprés linéarisation, le morphisme
B PEr” Loy g e pEET Ony e pEr™ T nullite de o(¢) se déduit de
cette factorisation, en I'utilisant pour former un diagramme commutatif

TOI“Z-C(Tbﬁ*G, ﬁ*Pag"op) — TOI“Z-C(Tbﬁ*G, Ty PC) —— Torf(Tbﬁ*G, Tbﬁ*Pagrop)

! l

Tor$ (6*@G, PC) Toré (6*@G, p* P&

et en utilisant que PS est projectif.

. Le morphisme &, est naturel en a € Obgr et en b € ObE(gr). La
naturalité en a est immeédiate, celle en b s’obtient comme suit. Soit ¢ :
b — b’ un morphisme de E(gr). On dispose d’un diagramme commutatif

op
pe”’ — 7, P,

axb
roP r°P
To! Pag*b’ TbPag*b’

dont les fleches PE*” — 7, PE"" et PE*” — 7, PE"" sont induites par
les endofoncteurs respectifs — x b et — * b’ de gr et les autres fleches
sont induites par ¢ : b — . Comme ¢ appartient & E(gr), qui est
I'image essentielle du foncteur canonique S.(gr)°? — gr, ce morphisme

est I'image par 3 d’un morphisme 7 : ¥’ — b de C.

11



Cela permet de former un diagramme commutatif

Tor$ (8*G, g* P&

T

TOI‘Z-C(Tbﬂ*G, [0 - P—— TOI‘Z-C(Tbﬂ*G, Tb/ﬂ*Pf:;,p) 7> TOI‘iC(Tb/ﬂ*G, Ty B

| |

|

r°P
*Pu:g*b/

Tor§ (1,8* G, 748" PR, ) —— TorS (1,8* G, m,3* P, ) —— TorS (8°G, 5* P&,

%

I

Tor{ (5°G. 8 PE,")

axb

dans lequel la composée Tor$ (3*@G, f* P2”") — Tor¥ (8*G, B*Pgrop) est

axb

€ap et Torl (B*G, * PE*") — Tor$ (1,8* G, 7,8* PEY,) ) est Eapr ; le carré
de droite est déduit de la transformation naturelle — x 1) : — % b’ —

— x b entre endofoncteurs de C et celui de gauche du carré commutatif ci-
dessus, tandis que le triangle en a droite provient de ce que le morphisme
canonique G — 7.G est fonctoriel en l'objet ¢ de gr. Cela montre la
naturalité souhaitée.

Soit (E,e) un ensemble fini pointé. Le morphisme &, ;e\ @ Yi(a) — Yi(a *
a*P\¢) = tp(Y;)(a) est une section de Deffet croisé cr(p,e)(Yi)(a) grace a la
premiére propriété (qui montre que uk(Y;)(a) 0&, o+r\e est égal a I'identité pour
I = {e} et a 0 lorsque I C E contient strictement e). La seconde propriété
montre que cette section posséde la naturalité faible qui permet d’appliquer la
proposition [ZI], d’ou la conclusion. O

L’énoncé suivant, que nous utiliserons dans la section [l constitue une variante
du théoréme [[3] qui se démontre exactement de la méme maniére, ou s’en déduit
aisément.

Corollaire 2.2. Soit C une sous-catégorie de S(gr) contenant S.(gr). Notons
B la restriction a C du foncteur canonique S(gr)°? — gr. Soient F et G deux
foncteurs de gr-Mod. On suppose que G est analytique. Alors le morphisme
canonique

EXt;r—Mod(Fv G) - Eth*\/Iod—C (ﬂ*F, ﬂ* G)

est un tsomorphisme.

Démonstration du théoréme[I.4) Le résultat s’obtient en combinant le théoréme[[3]

et la proposition 5.4 de [5]. Les détails seront donnés dans une version ultérieure
de ce travail. g

3 La catégorie contractile D 4(G)

3.1 Transformations de Nielsen des A-groupes libres

Quelques notions relatives aux A-groupes ont déja été introduites en [LH;
nous aurons également besoin des notations suivantes.

12
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Définition 3.1. Soient A un groupe et G un A-groupe. On note B 4(G) l'en-
semble des sous-groupes H de G tels que G soit le produit libre (interne) des
?H pour a € A (il revient au méme de demander que le morphisme £4(H) — G
de Grp , adjoint a l'inclusion de groupes H < G soit un isomorphisme).

On appelle A-base (ou simplement base) de G toute partie génératrice libre
d’un sous-groupe de G appartenant & B 4(G). On note B4(G) 'ensemble de ces
bases, qui est donc non vide si et seulement si G est A-libre.

On introduit maintenant une généralisation aux A-groupes des opérations
de réduction de Nielsen pour les groupes, que ce dernier utilisa dans [I7] pour
montrer que le groupe des automorphismes d’un groupe libre de rang fini est
engendré par les automorphimes élémentaires usuels (une bonne référence plus
récente sur le sujet est [I5], chap. I, §2). Dans le cas ot A est le groupe trivial,
tous les résultats de ce paragraphe sont trés classiques; il se peut qu'’ils soient
bien connus, dans toute leur généralité, des experts de la théorie combinatoire
des groupes libres, mais 'auteur n’a trouvé aucune référence a ce sujet.

Définition 3.2. Une A-transformation de Nielsen élémentaire d’une partie F
d’un A-groupe G est une opération consistant soit a transformer I'un des élé-
ments de E en son inverse (et laisser les autres éléments de E inchangés), soit
a transformer I'un des éléments h de E en %h, pour un a € A, soit a transfor-
mer I'un des éléments de E en son produit (& gauche ou a droite) par un autre
élément de E.

Une A-transformation de Nielsen est une suite finie de A-transformations de
Nielsen élémentaires.

Deux parties de G sont dites équivalentes & la Nielsen s’il existe une A-
transformation de Nielsen envoyant 1'une sur ’autre.

L’objectif de ce paragraphe consiste & établir le résultat suivant, dont un
corollaire immédiat (qui posséde un intérét intrinséque mais ne sera pas utile
dans le présent travail) est la description de générateurs élémentaires explicites
du groupe Autgrp, (G), lorsque G est un A-groupe libre (A étant un groupe
quelconque) de type fini (i.e. possédant une A-base finie).

Théoréme 3.3. Soient A un groupe et G un A-groupe libre de type fini. Toutes
les A-bases de G sont équivalentes a la Nielsen.

Pour le voir, on adapte la méthode suivie par Hoare [I1], elle-méme inspirée
d’un travail beaucoup plus ancien de Petresco [18] et reposant sur le formalisme
des fonctions longueurs introduit par Lyndon [14].

Fixons-nous un élément e = {e,...,e,} (ou les e; sont deux a deux dis-
tincts) de Ba(G) et considérons la fonction longueur associée sur G, notée
x — |z| (ou |z|e lorsqu'une ambiguité est possible), c’est-a-dire la fonction
longueur sur le groupe libre G provenant de sa « base » constituée des %; pour
a € Aetie{l,...,n}. On note également d(z,y) = 1(|z| + |y| — |zy~!|) pour
(x,y) € G%. Ces fonctions vérifient les propriétés suivantes.

(C0) |.| et d prennent leurs valeurs dans les entiers ;

(A0”) pour 7 € G et a € A, on a |z| < |z. %], sauf si z est de la forme ¢. %!
pour unt € G;

(A1) |x| > 0 pour tout = € G, et |x| =0 si et seulement si z = 1;

(A2) o] = [al ;

(A2’) pour tous x € G et a € A, |%z| = |z];
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(A’) pour z € G et a € A, sia # 1, alors |z. %c™1| = 2|z| (ce qui équivaut a
d(z, %) = 0 compte-tenu de (A2’));

(A3) d(z,y) > 0

(A4) d(z,y) < d(z,z) implique d(y,z) = d(z,y) (souvent utilisé sous la
forme : d(z,y) > m et d(y,z) > m impliquent d(z, z) > m);

(A5’) Pour (z,y) € G* et a € A tels que d(z,y) + d(%~1,y~1) > |z| = |y,
il existe (r,s) € G? tel que x = rs et y = .5

Les propriétés numérotées sans prime ne dépendent pas de 'action de A et
sont établies dans [I4]. La propriété (A2’) est évidente ; montrons (A0’), (A’) et
(A5).

(A0’) : Ecrivons z sous la forme d’un mot réduit

r= “by... %D,

ol b; € eUe ™t et Y. “i+ip; g # 1. Alors |z| = r, et |z.%| = 2(r — s) ou s
est le plus grand entier tel que 7=+, _;11.%%b; = 1 pour 1 < ¢ < s. On en
déduit que x s’écrit (de fagon unique) sous la forme d'un mot réduit t.u. %1
avec |t| = s, et Ju. | = 2Ju|. On a |z| = 2Jt| + |u| < 2Jt| + 2u| = [t.u. . 2t}
sauf si u=1ie x =t %1
(A’) : dans Décriture de z sous forme de mot réduit, la premiére lettre de
71 est égale & %1, ol y est la derniére lettre de . Comme y.% ! # 1 (pour
a # 1), il n’y a pas de simplification possible, d’otu le résultat.
Une conséquence de (A’) est la suivante. Dans ce qui suit, on dit, par analogie
avec ’algébre linéaire, qu'un élément de G est unimodulaire s’il appartient a une

A-base de G.

a

Proposition 3.4. Soient x € G et a € A. Alors Uélément x.%~ ' de G n’est
jamais unimodulaire.

Démonstration. Sia = 1, c’est évident (1’élément est le neutre). Sinon, par (A’),
|z. %27 e # 1 pour tout élément e de B4(G), ce qui interdit que x soit un terme
de e. O

(A5’) : écrivons x = rs et y = ts de sorte que les mots rs, ts et rt—*
soient réduits — ainsi, |s| = d(z,y). On a w1 = %=L @=L et y=t = 57171,
ces écritures sont réduites et par hypothése d( %=1, y~1) > |z| — d(x,y) = ||
Comme |r| = [t| (car |z| = |y|), on en déduit ! = ¢t~! ie. t = %, dou la
conclusion.

Pour démontrer le théoréme [3.3] utilisons la terminologie suivante, tirée de
[18]. Tout d’abord, si E est un sous-ensemble de G, on note E l'ensemble des
éléments de G de la forme % ou %! pour un z € E et un a € A. Un élément e
de Ba(G), donc une fonction longueur, étant fixé, un sous-ensemble F de G est
dit progressif si pour toute suite finie non vide (uo, . .. ,u,) d’éléments de E, on
a

|uo.-uq - up| > Uy ..U

dés lors que u;—1.u; # 1 pour tout 1 < ¢ < n. Si c’est le cas, sous la méme
hypothése, on a aussi |ug.u1 ... up| > |u; ... u;| pour tous entiers 0 < i < j < n.

Disons par ailleurs qu’un sous-ensemble de G en est une A-base partielle
si c’est une partie d'une A-base. Le théoréme se déduira aisément de la
proposition suivante, qui adapte le Theorem de [I1].
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Proposition 3.5. Soient G un A-groupe libre de type fini muni d’une A-base, X
une A-base partielle progressive de G, ' un élément de G tel que |2'| > |x| pour
tout x € X et X' := X U{z'}. On suppose également que X' est encore une A-
base partielle de G. Si X' n’est pas progressif, alors il existe une transformation
de Nielsen de X' qui laisse invariant X et réduit strictement la longueur de z’.

Démonstration. Supposons que X’ n’est pas progressif : il existe alors des élé-
ments bg, ...,b, de X’ tels que |bgby ...b,| < |b1...b,|. On peut supposer que
n est minimal parmi les entiers pour lesquels existe un tel phénoméne. Pour
0 < i < n, posons ¢; = biy1...b, (de sorte que ¢,,—1 = b, et ¢, = 1). Comme
dans la démonstration du Theorem de [I1], en appliquant son Lemma, on voit
que |co| = [er] =+ = |en—1]-

Comme X est progressif, il existe i tel que b; soit de la forme %’ ou %'~
pour un a € A; soit i le plus petit tel entier. S’il existe au moins deux tels
entiers, nous noterons j le plus petit strictement supérieur a .

On va voir qu’il ne peut pas exister deux tels entiers. Cela permettra de
conclure, car I'unicité de 'occurrence de z’ dans le mot w = bg...b, montre
qu’il existe une transformation de Nielsen qui laisse invariant X et transforme
2’ en w, qui est de longueur strictement inférieure a la longueur de x (car
|w| < |co| par hypothése, et |co| = |c—1| = |bn]|, or b, appartient & X', donc est
de longueur au plus égale a celle de z/).

On cherche donc & établir une contradiction, en supposant que ¢ et j existent.

1

On va distinguer a cet effet plusieurs cas, en notant qu'on a soit b; = %;
pour un a € A, soit b; = %, ! Mais on fait tout d’abord quelques remarques
préliminaires.

Pour 1<k<n-—1,0na

1
d(ex—1,er) = 5 (lew1| + lexl = bal) = leol = [bk]/2 > leo] — [bil/2

puisque |b;| = |2'| > |b| pour tout k par hypothése. En utilisant (A4), on en
déduit
d(eryer) > |eol —105]/2 pour 0<I<k<n-—1. (4)

On a également
) 1 1
d(c, ", bi) = §(|ck| + [bk| = |ek—1]) = §|bk| pour 1<k<n-1. (5)

Supposons d’abord b; = %; (a € A) et j <n—1. Par (@), on a d(cj_l,“bi) =
d(c;',b;) = 3[bj| = $lbs| et d(%c; ', "b;) = d(c; ', b;) = |bi|, dou par (A4

d(“c{l,cj*l) > 1|b,|. Utilisant @) pour [ =i et k = j, on en déduit

(2

d(%e; e )+ d(ci, ¢5) > eo| = Jes] = |-

Par (A5’), on en déduit qu’il existe r € G tel que cic;1 =r%"1 Or cic;1 =

bit1 ... bj est unimodulaire, car b; est de la forme “z" ou ex'~1 avec o € A, tandis
que b;jt1,...,bj—1 appartiennent & X (par définition de ¢ et j), de sorte qu’il

existe une transformation de Nielsen qui change 2’ en cic;1 et laisse X invariant ;
comme par hypothése X’ est une A-base partielle de GG, notion préservée par
transformation de Nielsen, on voit que cicj_1 appartient & une A-base partielle,

i.e. est unimodulaire, de sorte que la proposition [3.4] fournit une contradiction.
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Supposons maintenant b; = %b; (a € A) et j = n. Comme b, = ¢p—1, par
@) on a d(c;,by) > |co| — [bi]/2 = |cn—1| — 3|bn| = 1|bs|. Par (@) on a d’autre
part d(%; ', b,) = d(%;",%b;) = d(c; ', b;) = 1|b;| = L[b,|. Par (A4), on en
tire d(c;,%c; ") > L|bn| = 2len—1| = 3|c;|. Comme d(c;,%; ") = |ei| — 3|ei.%i,
il vient |c;.%;| < |c;| puis, par (A0’) que ¢; est de la forme t.%~!, donc non
unimodulaire (proposition B4). Comme ¢; = ¢;c;; !, on en tire une contradiction
comme précédemment.
Supposons enfin b; = %b; ! (a € A). On a

N [= 3

1 1 1
—1 -1 -1
(e, be) = (e, b7) = 5 (legal + byl — lesl) > 51yl = 3o
(en effet, si j < n, alors |c;j—1| = |¢;|, et si j = n, alors |c,| = 0). On a également
|bic;| < e;| - pour ¢ > 0, on a égalité car b;c; = ¢;—1 (et i < n); pour ¢ =0, on
a une inégalité stricte par I’hypothése initiale. En conséquence, on a

3

1 1
d(%e; ' b)) = d(c; ' bi) = §(|Cz‘| + [bi| = [bici|) > §|bz‘|-

Les deux inégalités qu’on a établies impliquent, par (A4) : d(“cflc;fl) > 1bi.
Si l’on suppose de plus ¢ < j — 1, par @), comme on a d(c;, cj—1) > |co| — %|bi|,
il vient

(et e ly) +d(ci ¢j-1) = eol = les] = |ejal-
On en déduit une contradiction par le méme argument que plus haut.

Reste & exclure le cas b; = abi_1 et 7 =i+ 1. On a alors forcément a # 1,
car sinon on pourrait simplifier b;.b;11 = 1, contredisant la minimalité de n.
Par (A’), |bibiy1| = 2[bi[, donc d(bibit1,bit1) = 5(2[bi| + [bia] — [bi]) = [bil-
Par ailleurs, si ¢ < n — 1, alors |b;b;y1ci+1| < |ciy1| (inégalité stricte si ¢ = 0,

égalité sinon, car |¢;—1| = |¢i+1] pour i + 1 < n). Mais i = n — 1 est exclu, car
|bi.biv1| > |bit1], ce qui contredit 'hypothése sin = 1 et 'égalité |c,,—1] = |cn—2]
sin Z 2. De |bibi+1ci+1| S |Ci+1| on tire d(bibi+17ci__l’_11) Z %|bzbz+1| = |bz|

Par (A4) (et l’égalité d(bibi+1,bi+1) = |bl|), on en déduit |bl| S d(bi+1,0;+11) =
5 (bia|+lciva| = bivacival) = S(1bil +leiyr]—leil) = 5[bs| puisque i+1 < n—1.
C’est manifestement absurde (b; # 1), d’ou la conclusion. O

Démonstration du théoréemel33. Soit e une A-base de G. Appelons longueur de
e la suite ordonnée des longueurs des éléments de e (avec ses éventuelles ré-
pétitions), classées par ordre croissant. Supposons que e n’est équivalente a la
Nielsen & aucune A-base progressive de GG. On peut supposer que, parmi ces
bases, e est de longueur minimale, pour I'ordre lexicographique sur les suites fi-
nies d’entiers naturels. Sie = {ej,...,e,} avec |e1] < -+ < |ey|, notons i le plus
grand entier naturel (éventuellement nul) tel que {ey, ..., e;} soit progressive : on
a par hypothése ¢ < n. Appliquant la proposition B8 on voit que {es,...,e;+1}
est équivalente & la Nielsen a une suite {e1,...,e;,ej 1} ol |ef 1| < |ej41]; eest
alors équivalente a la Nielsen a {e1,...,e;, €] 1, €i12,...,€n}, ce qui contredit
la minimalité de la longueur de e.

Il suffit donc, pour conclure, de voir qu’une base progressive est équivalente a
la Nielsen a la base b fixée depuis le début sur G (celle relativement a laquelle on
prend la longueur). En effet, pour tout ¢, b;, qui est de longueur 1, s’écrit comme
un produit x;...z; d’éléments non triviaux de €, puisque e est une A-base de G.
Mais I’hypothése de progressivité implique que chaque z; est de longueur 1, et
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aussi les z;x;41 (on suppose le mot réduit). Mais |z;| = |zj41| = |zjzj41] =1
est impossible, donc t = 1 et b; € € pour tout ¢, ce qui montre que notre base e
est équivalente & b. [l

3.2 Un critére abstrait de discrétion

Donnons d’abord une notation : si F est un ensemble préordonné (qu’on
voit aussi bien, comme d’habitude, comme une petite catégorie ou un ensemble
simplicial via le foncteur nerf, ce qui permet de parler de son type d’homotopie)
et  un élément de E, on note [x,— [g, ou simplement [x,— [, Uensemble
{te E|x <t}.

On commence par un lemme général, classique et élémentaire.

Lemme 3.6. Soit E un ensemble préordonné. On suppose que tout élément
de E est supérieur ou égal & un élément minimal et que les deux conditions
sutvantes sont vérifiées :

1. pour tout ensemble fini non vide X d’éléments minimauzx de E, le sous-

ensemble préordonné () [x,— [ de E est vide ou contractile ;
reX

2. pour tout ensemble fini non vide X d’éléments minimaux de E, si les
intersections [x,— [N[y,— [ sont non vides pour tous éléments x et y

de X, alors () [x,— [ est non vide.
reX

Alors E a un type d’homotopie discret.

Démonstration. L’ensemble des parties P de FE telles que x € P et x < y
implique y € P est stable par intersection et réunion, il contient les parties de
la forme [z, — [ et la restriction du foncteur nerf a ces parties de E commute
aux réunions (elle commute aussi, toujours, aux intersections).

Par conséquent, ’hypothése [l montre que I’ensemble simplicial N'(E) a le
méme type d’homotopie d’homotopie que le nerf du recouvement de E par les
[x,— [ pour  minimal. La derniére hypotheése implique que chaque composante
connexe de ce nerf est contractile, d’ou le lemme. ([l

Considérons maintenant la situation suivante : A est un groupe, X un en-
semble muni d’une action (a gauche) de A. On suppose données deux opérations
sur les familles (finies ou non) d’éléments de X :

1. une opération (partout définie), notée A, compatible a l'action de A,
c’est-a-dire telle que
a(/\:cl) = /\a.zi
il il

pour tout a € A et toute famille (x;);c; d’éléments de X, envoyant une
famille réduite & un élément sur cet élément et vérifiant la propriété

d’associativité usuelle
o= A (A)

el JeJg jedJ

si ’ensemble I est la réunion disjointe de I’ensemble J et de commutati-
vité : si ¢ : I — I est une bijection, alors A z4i) = A i;
iel i€l
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2. une opération partiellement définie, appelée somme et notée >, compa-
tible & 'action de A (c’est-a-dire que, si (x;);er est une famille d’éléments
de X et a un élément de A, > a.x; est défini si et seulement si Y x; Dest,

icl i€l
auquel cas on a » a.x; = a.(>. x;)), associative et commutative (au
iel i€l

méme sens que précédemment, avec I’adaptation évidente liée au carac-
tére partiellement défini de 'opération), telle que la somme de la famille
réduite & un élément x soit égale & x. On note 0 la somme de la famille
vide. On suppose également que x + = n’est défini que si z = 0, et que la
somme est réguliére au sens ol x + y = x entraine y = 0.

On suppose que nos deux opérations vérifient les propriétés de compatibilité
suivantes.

(PO) si (x;)ier est une famille d’éléments de X telle que > x; est définie,
iel
alors, pour toute famille (J;);er de parties de I, on a

ASo= 3w

teTjcJ; ie N Ji
teT

(P1) Si z est un élément de X et (¢;)ier, (u;);es sont des familles d’éléments
de X telles que z = > t; = Y u;, alors il y a équivalence entre :

i€l jeT
1. z = E ti Nugs
(i,5)€IxJT
2. pour tout i € I, ;= > t; Avj;
jeJ
3. pour tout j € J, u; = > t; Avj.
i€l

(Noter que 2. ou 3. implique automatiquement 1.)
(P2) Si u, vett; (i €I)sontdes éléments de X tels que > ¢; est définie,
iel
u=>Y uAt;etv=> vAt,alorsuAv=>uAvAt.
icl iel il
On se fixe un élément s de X invariant par A et on note B I'ensemble des
x € X tels que > a.x = s. On fait enfin 'hypothése de finitude suivante : si
a€A
> ax; € B, alors ; = 0 sauf pour un nombre fini de I.
iel

Définition 3.7. On appelle catégorie des décompositions associée aux données
précédentes la catégorie, notée D dont :

1. les objets sont les familles finies (z1,...,z,) (ot n € N est quelconque)
d’¢léements de X \ {0} telles que > x; € B;
1<i<n
2. les morphismes (1, ...,2,) = (Y1,...,Ym) sont les couples (¢; ay, ..., am)
constitués d’une fonction surjective ¢ : m — n et d’un élément (aq, ..., an)
de A™ tels que
T; = Z a;.Y;
e(d)=i

pour tout ¢ € n;
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3. la composition de

) (‘P;alv"'va'IR) ( ) ("b;blv"'vbl) (

(x1,...,2n Yls v o Ym Z1y.vy21)

est le morphisme
(o, (ayube)i<i<t) : (T1,. .. Tn) = (21,..., 20).

On dispose ainsi d’un foncteur canonique D°P — €1, qui sur les objets s’ob-
tient par la longueur des familles finies.

Proposition 3.8. Si s # 0, alors la catégorie D est un ensemble préordonné
dont le type d’homotopie est discret.

Démonstration. On commence par vérifier que D est un ensemble préordonné,
c’est-a-dire qu’il y a au plus un morphisme entre deux de ses objets. Sup-

posons en effet que (p;a1,...,am) et (¢';a},...,al,) sont des éléments de
D((xl, ces ), (Y1, .- ,ym)). Par définition de D et B, la somme Y a.x; est
acA
€N

définie. Soit j € m; posons i 1= ¢(j) et i’ := ¢'(j). Si i # ' ou a; # af, la
somme x; + ajagfl.zi/ est définie. Cela implique, puisque z; (resp. z;/) est la
somme de a;.y; (resp. a’;.y;) et d’autres termes, que a;.y; + a;.y;, donc y; +yj,
est définie, donc, par hypothése, que y; = 0, ce qui contredit la définition des
objets de D et établit que ¢'(j) = ¢(j) et a; = a’; pour tout j.

Avant de terminer la démonstration, on donne un résultat intermédiaire qui
nous permettra d’appliquer le lemme [3.0 [l

Dans ce qui suit, on note de la méme facon un élément de B et I'objet de
D (qui est donc une famille & un objet) qu’il définit. Noter qu’on obtient ainsi
exactement tous les élément minimauzr de I’ensemble préordonné D.

Lemme 3.9. Soit X une partie finie non vide de B. Les assertions suivantes
sont équivalentes.

1. Le sous-ensemble () [x,— [ de D est non vide;

reX
2. pour toute partie non vide X' de X, onas= Y, N\ a(z).z;
acAX TEX!
3. pour tous éléments x ety de X, onay= > yAa.x;
a€A

De plus, lorsqu’elles sont vérifiées, il existe un élément T de D tel que
Nlz,—[=1T,—[
reX

Démonstration. Supposons [l vérifié. Il suffit de montrer [@ pour X’ = X, puis-
quon a a fortiori () [z, — [# 0, ce qu'on suppose désormais.
zeX’
Soit Y = (y1,...,yn) un élément de lintersection [ [z,— [p. Pour tout
reX
x € X, la relation z <Y signifie qu'il existe des éléments a;(x) de A tels que
x = Y a;(x).y;. Comme la somme > a.y; est définie, 'hypothése (P0)
i€n (i,a)€Enx A
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appliquée aux parties J2(Y) := {(4,a(z)i(z)) | i € n} (notées simplement J¢
il n’y a pas d’ambiguité) de n x A, pour x € X, ot a € A*, montre que

Na@)e= N\ a@ei@)yi= > cwis

zeX rEXi€n (i,ci)e N J2
zeEX

() J& est constituée des (7, ¢;) pour lesquels la fonction ¥ - Az — a(x)w;(z)
reX
est constante en ¢;. Etant donné un élément (4, c;) de n x A, il existe un et un

seul élément a de A* tel que (i,c;) appartienne & () J¢, qui est donné par
zeX
a(z) = c;a;(x)~t. On en déduit

Z /\ a(x).x = Z ay;, =s,

acAXzreX (i,a)enx A

de sorte que [l implique
Montrons également la derniére assertion : considérons un élément T =

(t1,...,t,) delongueur r minimale dans () [z, — [p. Celaimplique que [ J¢(T')
reX reX
posséde au plus un élément — si (4, ¢;) et (j, ¢;) appartiennent a cet ensemble,

on a o = a; (avec les notations précédentes) : si ¢ # j, on peut alors remplacer
t; et t; par t; +¢; dans T pour obtenir une famille 7 de longueur n — 1 qui sera
encore supérieure & tous les éléments de x. Par conséquent, chaque terme t; de

T peut s’écrire sous la forme A a(x).z pour un a € A*. Si Y = (y1,...,¥yn)
est un élément de () [z, — |, geeéui précéde donne des éléments ¢; de A et des
sous-ensembles E:epji)ur i €r,den tels que t; = Y ¢;.y;. Les E; forment
nécessairement une partition de n : ils sont non Videsjgf; t; # 0, disjoints parce

que la somme Y a.t; est définie (utiliser, comme dans le début de la dé-
(i,a)Erx A

monstration de la proposition B8 le fait que z + = n’est pas défini pour = # 0),

et ils recouvrent r en raison de la relation

s = Z at; = Z ac;.y; = Z b.y;

(i,a)Erx A (j,a)EVLEJ E;xA (4,b)Erx A
i€r

et de la régularité de la somme.
Montrons que [@ implique [3 : si 'on applique 'hypothése[@a X' = {x,y}, on

obtient
s = Z a.x A\Nby = Za.q:: Zb.y,
(a,b)EA? acA beA

de sorte que 'hypothése (P1) donne la conclusion.

= [0 : lapplication itérative de la propriété (P2) montre que, sous I’hy-
pothése [3 si n > 1 est un entier, (zo,...,2,) une famille d’éléments de X et
(ai1,...,ay) une famille d’éléments de A, on a

a1. L1 N Nap.Ty = g ag. o N a1.1 N+ N\ Qp.Ty,.
apg€EA
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En en déduit également (encore par récurrence sur n) que

Ty = Z ToANa1.Z1 N\ A Qp. Ty (6)
(ay,...,an)EA™

Fixons-nous un élément y de X et considérons la famille (ordonnée arbi-

trairement) des éléments non nuls de X de la forme A a(x).z, ot a parcourt
zeX
l’ensemble des fonctions X — A telles que a(y) = 1. La somme de cette famille

égale y € B (par (@), elle est donc finie (& cause de '’hypothése de finitude
faite juste avant la définition B.7)) et définit un élément T' de D. La relation (@)
montre également que, pour tout ¢t € X, on a

t= Z a(t)fl./\a(x).x

ac€AX reX
a(y)=1

d’ott 'on déduit < T (dans D). Ainsi T appartient & [ [z, — [, ce qui achéve
T€X
la démonstration. g

Fin de la démonstration de la proposition [3.8. Dans Iensemble préordonné D,
tout élément (1, ...,x,) est supérieur a I’élément (de longueur 1) z1+- -+,
qui est minimal (en effet, on a supposé s # 0). La derniére assertion du lemme 3.9l
montre que l'intersection d’une famille finie non vide de sous-ensembles de D

du type () [z,— [, ou les éléments de X sont minimauz dans D, c’est-a-dire
reX
appartiennent a B, est vide ou contractile. L’équivalence Q<> [@ de ce méme

lemme montre que la derniére condition du lemme est satisfaite, de sorte
que celui-ci donne la conclusion recherchée. ([l

3.3 Conclusion

Soient G un groupe et X ’ensemble des sous-groupes de G. On va appliquer
les résultats du paragraphe avec pour opération partiellement définie de
« somme » le produit libre interne (noté ¥ ), I'opération (partout définie) A
étant 'intersection. Ces opérations sont bien associatives et commutatives; le
produit libre interne est une opération réguliére (H * K = H implique K = {1},
ou H et K sont des sous-groupes de G) et le produit libre interne d’un sous-
groupe H de GG avec lui-méme n’est défini que si H est trivial.

Veérifions les propriétés (P0), (P1) et (P2).

(PO) : soient (H;);cs une famille de sous-groupes de G et (J;):er une famille
de parties de I. On a toujours

* H C() % Hj;
i J j€J,
ZEtDT t teT I/t

I'inclusion inverse est vraie lorsque v H; est défini, comme on le voit en exa-
iel

minant I'unique écriture réduite dans cette décomposition en produit libre d’un

élément du terme de droite.

(P1) : si (H;)ier et (K;)jes sont des familles de sous-groupes de G telles que

*xT; = %U;= > 1T;NUj,
el JjeJ (i,5)€IxJ
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considérons la décomposition réduite dans le produit libre de droite d’un élément
de H;, pour unt € I fixé. Cette décomposition ne fait intervenir que des éléments
d’intersections de la forme T; N U; car, quitte & regrouper certains termes (les
termes consécutifs pour lesquels la valeur de 'indice ¢ est constante), elle fournit

une décomposition de notre élément de H; dans le produit libre *ﬂ, puisque
T;NU; CT;. On a donc T; = * T; NU; comme souhaité. <
(P2):siH, K etles L; sontjfiés sous-groupes de G tels que * L; est défini, la
relation H = * HNL; signifie exactement que H C * L; et qileel7 dans I’écriture
réduite d’un éleélment de H dans cette décompositiozngen produit libre, tous les
termes appartiennent a H. Si ’on fait la méme hypothése pour K, on voit que,

dans I'écriture réduite d’un élément de H N K dans le produit libre s L;, tous

i€l

les termes appartiennent & H, et & K, donc & H N K comme souhaitée.
Supposons maintenant que G est muni d’une action d’un groupe A : 'action
induite sur 'ensemble X des sous-groupes de G est compatible aux opérations
d’intersection et de produit libre interne. Si I'on prend pour s € X le sous-
groupe G de G, cet élément est invariant par 'action de A, et I’ensemble noté B
dans le paragraphe précédent est exactement l'ensemble 9B 4(G) introduit dans
la définition Bl Si G est de type fini comme A-groupe, tous les éléments de cet
ensemble sont de type fini, de sorte qu'un produit libre interne de sous-groupes
de G ne peut lui appartenir que s’ils sont tous triviaux, sauf un nombre fini
d’entre eux : ’hypotheése de finitude précédant la définition [3.7 est bien vérifiée.

Notation 3.10. Soient A un groupe et G un A-groupe de type fini. On note
D 4(G) la catégorie des décompositions (notée D au paragraphe B.2) associée
aux données précédentes.

Théoréme 3.11. Soient A un groupe et G un A-groupe libre de type fini. La
catégorie D o(G) est un ensemble préordonné dont le nerf est contractile.

Démonstration. Le cas ou G est le A-groupe trivial est immédiat, car D 4(G)
est alors réduite a la famille vide.

Si G n’est pas trivial, d’aprés la proposition 3.8 il suffit de vérifier que
D 4(G) est connexe (cette catégorie est non vide puisque G est A-libre de type
fini). Cela découle du théoréme B3] car toute transformation de Nielsen entre
deux éléments de B 4 (G) (dont on choisit des bases pour le produit libre) fournit
un chemin entre eux dans © 4(G). Supposons en effet que deux éléments H et
K de B 4(G) sont reliés par une opération de Nielsen élémentaire : cela signifie
qu’il existe une base (e1,...,e,) de H, un indice ¢ € n et un élément a de A
tels que (e1,...,a;—1, %;, €i11,...,€n) soit une base de K (les opérations de
Nielsen élémentaires sur une base de H autres que I'application d’un élément de
A sur 'un d’entre eux ne changent pas le sous-groupe engendré, on peut donc
les négliger). On a alors, dans ©4(G), H < (T,U) et K < (T,U), ou T (resp.
U) désigne le sous-groupe de G engendré par les e; pour t # i (resp. par e;),
d’otu le théoréme. |
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4 Type d’homotopie de la catégorie C(A)

4.1 La catégorie G4 et le foncteur faible G4 — Cat

Le groupe A étant (provisoirement) fixé, nous avons besoin d’une fonctoria-
lité de Passociation G — D 4(G). La catégorie usuelle des A-groupes libres de
rang fini gr 4 n’est pas adaptée a cela; nous en modifierons donc les fleches (de
fagon analogue a celle dont on obtient G a partir de gr).

Notation 4.1. On désigne par G4 la catégorie ayant les mémes objets que
gr, et dont les morphismes G — H sont les couples (u,7T) constitués d’un
monomorphisme de A-groupes u : G — H et d’un sous-groupe T de H (pas
nécessairement stable par 'action de A) tel que H soit le produit libre interne

de 'image de u et des *H pour a € A.

T S . .
La composée G M> H Q) K est le couple constitué du monomorphisme

vou:G — K de A-groupes et du sous-groupe S x v(T') de K.

On note d’abord qu’on dispose d'un foncteur 8,4 : G4 — Ens dont effet
sur les morphismes est le suivant. Si (u,T) : G — H est un morphisme de G4,
B 4(u, T) associe & un sous-groupe K de G appartenant a B 4(G) le sous-groupe
u(K)« T de H, qui appartient manifestement a B 4 (H).

Si C est une catégorie, on rappelle quun foncteur faible (la terminologie
anglaise usuelle — cf. [25], §3 — est op-lax functor) F : C — Cat consiste en
la donnée, pour tout objet ¢ de C, d’une petite catégorie F(c), d'un foncteur
F(¢) : F(¢) — F(d) pour tout ¢ € C(c,d) et de transformations naturelles
F(Id.) = Idp(,) pour tout ¢ € ObC et F(¢ ov) = F(¢) o F(3p) pour tout
couple (¢, 1) de fleches composables de C, assujettis & vérifier les conditions de
cohérence usuelles (qu’on pourra trouver dans [25], 3.1.1).

Montrons comment faire de © 4 : G4 — Cat un foncteur faible. Soit (u,T) :
G — H un morphisme de G4. Si T est le groupe trivial (c’est-a-dire que wu,
ou (u,T), est un isomorphisme), D 4(u,T) associe & un objet (K1,...,Kp)
de D4(G) Tobjet (u(Ky),...,u(K,)) de Da(H) et a leffet évident sur les
morphismes (qui restent inchangés). Lorsque T est non trivial, ® 4(u,T) as-
socie & (K1,...,K,) € D4(G) lobjet (uw(K1),...,u(K,),T) de Da(H). Si
(p;a1,...,am) : (K1,...,Ky) = (K{,...,K],) est un morphisme de © 4(G) (on
a donc ¢ € Q(m,n) et a; € A pour tout i € m), D4(u,T) lui associe le mor-
phisme (py;a1,...,am,1) : (W(Ky),...,u(K,),T) = (w(K1),...,u(K]),T) de
Da(H), ot oy € Q(m+1,n+ 1) est la fonction coincidant avec ¢ sur m et
envoyant m + 1 sur n+ 1. Ainsi © 4 envoie les identités sur les identités, et 'on
a®Dy(vou) < Dy(v) oDy(u) lorsque u et v sont des fleches composables de
Ga (avec égalité si et seulement si u ou v est un isomorphisme), ce qui suffit a
montrer qu’on a bien affaire & un foncteur faible (comme D 4 prend ses valeurs
dans les ensembles préordonnés, les conditions de cohérence sont automatiques).

4.2 Le foncteur k: C(A) = G4

On rappelle que, lorsque A est un groupe libre de type fini, C(A) désigne la
catégorie d’éléments G, «g_ (gr)(4,—) (cf. section []).

Soit G := (G,A & G & A) un objet de C(A), oit G est un objet de G
et 7, p sont des morphismes de groupes tels que poi = Ida et qu’il existe un
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sous-groupe 1" de G et un diagramme commutatif

A— g2 .4

N

AxT

(o1t les fleches obliques sont I'inclusion et la projection canoniques). On note
k(G) le sous-groupe Kerp de G, qu’on munit de l'action de A donnée par % =
i(a).z.i(a)~!. Le diagramme commutatif précédent détermine un isomorphisme
LA(T) ~ k(G) de A-groupes (mais cet isomorphisme n’est pas canonique), de
sorte que k(G) est un A-groupe libre de type fini.

Soit (u,T) : G :== (G,A S5 G % A) - H:=HALHL A)u
morphisme de C(A). Autrement dit, (u,T) : G — H est un morphisme de G tel
que les diagrammes

A—ts

Q

/
-
S

et

H=u(G)«T

commutent. Le monomorphisme de groupes u : G — H induit un monomor-
phisme de groupes A-équivariant @ : k(G) — «(H); de plus, k(H) est le produit
libre interne de I'image de 4 et des 9T = aTa~' pour a € A. Ainsi, (4, T) dé-
finit un morphisme x(u,T) : K(G) — k(H). On obtient de la sorte un foncteur
K : C(A) — QA.

Par conséquent, on dispose d’un foncteur faible k* 4 : C(A) — Cat.

4.3 Constructions de Grothendieck

Soient C une catégorie et ® : C — Cat un foncteur faible. On rappelle
que la construction de Grothendieck C f ® est la catégorie dont les objets sont
les couples (¢,x) constitués d’un objet ¢ de C et d’un objet x de ®(z), les
morphismes (¢, z) — (d,y) étant les couples constitués d’un morphisme f : ¢ —
d de C et d’un morphisme u : ®(f)(x) — y de ®(d), la composition étant définie
de la fagon usuelle (cf. [25], 3.1.2). Si ¥ : C°? — Cat est un foncteur faible, on
notera ¥ [ C la catégorie (C°7 [ W)°P.

On définit de maniére évidente la catégorie ¥ [C [ @, lorsque ® : C — Cat
et U : C° — Cat sont des foncteurs faibles, catégorie dont les objets sont les
triplets (¢, z,t) constitués d’un objet ¢ de C, d’un objet 2 de ®(c¢) et d’un objet ¢
de ¥(z), qu’on peut voir indifféremment comme ¥(C [ ®) (avec 'abus consistant
a noter encore ¥ la composée de ce foncteur avec le foncteur canonique C f P —
C) ou comme (U [C) [ @ (avec un abus similaire pour ®).

Si T est une catégorie, on dispose d'un foncteur (strict) ens®? — Cat as-
sociant a ’ensemble E la catégorie 77, avec la fonctorialité évidente. Si T est
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munie d’'un objet ¢, on a méme un foncteur I'°? — Cat associant & ’ensemble
E la catégorie TP :si f : X — Y est une fonction partiellement définie, le
foncteur 7Y — T envoie (¢y)yey sur la famille (¢})zex Ol ¢}, = cp(y si
x € Def(f) et ¢}, =t sinon, avec l'effet évident sur les morphismes. On notera
n(T,t) : II°’? — Cat, ou simplement 7(7) si le choix de t est clair, la restriction
a II°P du foncteur précédent. Les cas qui nous intéresseront seront ceux ou 7T
est un groupe (vue comme catégorie & un objet) ou un ensemble (vu comme
catégorie discréte) pointé.

Si (C,+,0) est une petite catégorie monoidale symétrique, on dispose d’un
foncteur faible I' — Cat associant & un ensemble fini X la catégorie CX et
A un morphisme f : X — Y de I' le foncteur CX — CY dont la composante
C¥X — C indicée par y € Y est donnée par la composée du foncteur de projection
X — ¢/7'W et du foncteur ¢/ ®) — C obtenu par la somme (au sens de
la structure monoidale +) itérée (c’est la définition 4.1.2 de Thomason [25]).
Si (C,+) est une catégorie monoidale symétrique sans unité, on dispose d’une
variante du foncteur précédent, notée e(C,+), définie de la méme fagon, mais
seulement sur II. Autrement dit, ce foncteur associe CX a X, et a la surjection
partiellement définie f : X — Y le foncteur donné (sur les objets) par

Notation 4.2. Dans ce qui suit, gr désigne le groupoide sous-jacent a gr et gr’
désigne la sous-catégorie pleine de gr des groupes libres de rang fini strictement
positif. Munie du produit libre, c’est donc une catégorie monoidale symétrique
sans unité.

La vérification de la propriété suivante, qui est un jeu formel d’écriture entre
produits libres internes et externes, est immédiate.

Proposition 4.3. Soit A un groupe libre de rang fini. Il existe une équivalence

de catégories
C(A)/H*QA ze(gr',*)/HOP/n(A).

Plus précisément, les deux foncteurs définis ci-aprés sont des équivalences quasi-
wnverses 'une de 'autre.
— Le foncteur C(A) [£*Da — e(gr’,x) [1I°P [n(A) associe  un objet
(G,Hy,...,H,) lobjet (v,Hy,...,H,);
— si (u,T): G — G est un morphisme de C(A) et

(p;a1,...,as): (Hy,...,H,,T) = (Kq,...,Ks) (pour T # {1})

ou (psa1,...,as): (Hy,..., H,) = (Ky,...,Ky) (pour T = {1})

un morphisme de D A(k(G')), ot p:s —=1r+1 (oup:s—rsiT=1{1})

est un morphisme de Q) et les a; sont des éléments de A, de sorte que

u(H;)) = % “Kj, etT =  “K; si T # {1}, le morphisme
w(j)=i p(j)=r+1

(s,K1,...,Ks) — (v,Hy,...,H,) associé de e(gr',*) [1I°P [n(A) est

donné par le morphisme s — v de II défini sur le complémentaire de

la préimage de r + 1 par ¢ et coincidant dessus avec ¢ (pour T # {1} ;
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c’est simplement ¢ si T = {1}), la famille (a;)i1<j<s d’éléments de A et
la collection d’isomorphismes

HZ’ZU(Hl): * ajKjZ * Kj
()=t ()=

(le premier produit libre est interne, le second externe) et, si T # {1},

T = *x YK~ * Kj;
p(g)=r+1 p(g)=r+1

— le foncteur e(gr’,x) [II°? [n(A) — C(A) [ K*Da associe a un objet
(Hy,...,Hy) (ot les H; sont des groupes libres de rangs finis non nuls)
lobjet G = (G, A — Ax G — A) (avec les morphismes canoniques) de
C(A), ou G est le produit libre des H;, muni de la famille de sous-groupes
(Hy,...,Hy) (qui appartient & ©4(k(Q))) 2D a(La(G)));

— & un morphisme (@;a1, ..., am; V1, ., W) (H1,..., Hy) = (K1,...,K;)
de e(gr',*) [TI°P [n(A), ot ¢ : m — n est un morphisme de 11, les a;
sont des éléments de A et les 1; des isomorphismes de groupes H; =~

K, on associe le morphisme

e (j)=i

(*HZ,A%A**Hl%A,(HZ))%(* Kj,A—>A* * Kj —)A,(KJ))

i€En i€En JjEmM JjEmM
de C(A) fﬁ*@A donné par le monomorphisme de groupes

Axd H; > Axdh k Kj~Ax K Ky~ Ax K “K; — Ax % K;

i€n i€n p(j)=i j€Def(p) j€Def(p) JjEm

(le premier isomorphisme est induit par les ;, le second par la struc-
ture monoidale symétrique du produit libre, le troisieme par la conjugai-

son partielle sur les K; par les aj), le sous-groupe * UK de
j€m\Def (¢)
Ax Y Kj, et le morphisme de D a(k( % Kj, A — Ax % K; — A)) ~
JEmM JEmM JEmM

Da(La( K K;)) dont le morphisme de Q2 sous-jacent est ¢ si cette fonc-
JEmM

tion est partout définie, et sinon la fonction surjective partout définie
f:m — n+1 associée (égale a ¢ sur Def(p) et a n+ 1 ailleurs), et

donnée par les éléments a; de A. (C’est licite parce que H; C Ax % H,
t€En
est envoyé par notre morphisme de groupes sur le sous-groupe % “K;
f)=i
de Ax Y Kj et que * %K (lorsqu’il est non trivial) est égal a
JEmM je€m\Def(p)
*x YKj.)
f()=n+1

4.4 L’espace de lacets infinis N (C(A))

Pour démontrer le théoréme [LLG] on utilise la construction classique de Segal
[24], en suivant également la présentation de Bousfield-Friedlander [I]. Rappe-
lons ces constructions (auttention7 nos notations ne concordent pas exactement
avec celles des références précédentes). Un I'-espace est un foncteur F' de T' vers
la catégorie Fct(A°P Ens,) des ensembles simpliciaux pointés qui préserve les
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objets nuls; il est dit spécial si 'application canonique F(XUY) — F(X)x F(Y)
est une équivalence faible pour tous ensembles finis X et Y. Un I'-espace F' dé-
termine un spectre connectif Sp(F') (en fait, la catégorie des I'-espaces peut étre
prise comme modéle des spectres connectifs) de fagon fonctorielle.

Un I'-espace F' se prolonge en un foncteur F : Ens, — Fct(A°P, Ens,) par
extension de Kan a gauche le long du foncteur canonique (d’adjonction d’un
point de base externe) I' — Ens,, puis en un endofoncteur de Fct(A°, Ens,)
en considérant

Fct(A°?, Ens,) ——%FCt(A -F)

Fct(A? Fct(A°? Ens,)) ~ Fct(A?x A Ens,)
puis en précomposant par la diagonale A°? — A°P x A°P. Ce prolongement sera
encore noté F'; il est muni d’applications structurales canoniques X A F(Y) —
F(X AY) et le spectre Sp(F') peut se voir (avec le modéle classique des spectres)
comme la suite (F(S™)),, (ot S” désigne un modéle simplicial pointé de la sphére
de dimension n) munie des morphismes déduits d’icelles. Pour tout ensemble
simplicial pointé X, on dispose d’un morphisme canonique de spectres Sp(F') A
X — ¥°(F(X)) qui est une équivalence faible (cf. [T], Lemma 4.1).

Soit (C,+,0) une catégorie monoidale symétrique; comme nous n’aurons
besoin que des isomorphismes dans cette catégorie, nous supposerons d’emblée
que c’est un groupoide. Nous noterons C’ la sous-catégorie pleine des objets non
isormorphes a I'unité 0 (ce qui concorde avec les notations employées précédem-
ment, gr et gr’, pour les groupes libres).

Soit X un ensemble pointé : on a défini au paragraphe précédent un fonc-
teur n(X) : 1I°7 — Cat (dont les valeurs n(X)(E) = X sont discrétes); on
remarque que X — 7(X) définit méme un foncteur Ens, — Fct(I1°7, Cat),
avec un effet évident sur les morphismes.

On définit un foncteur €(C, —) : Ens, — Cat par

¢(C, X) = E(C’,—i—)/HOp/n(X)

sur les objets, l'effet sur les morphismes provenant de la fonctorialité de 7.
Soit X un ensemble pointé X, notons xg son point de base et posons X_ :=
X\ {z0}. On dispose d'un foncteur Fy : C*~ — €(C, X) associant & une famille
(cz)zex_ d’objets de C la famille finie (¢z,x)zcp, o0 E est ’ensemble des z
tels que ¢, ne soit pas isomorphe a 0 (avec leffet évident sur les morphismes
— on rappelle que C ne contient que des isomorphismes). On dispose également
d'un foncteur Gx : €(C,X) — CX- associant a une famille finie (ct, a;)ier de
Ob(C’' x X l'objet ( > ct) cx de CX- (avec encore un effet clair sur les mor-
ar=zx x _
phismes). On vérifie aussitot que Gx est adjoint & gauche a Fx. En particulier,
Fx et Gx induisent des équivalences d’homotopie mutuellement quasi-inverses
entre les ensembles simpliciaux N(C*-) et N(€(C, X)). De plus, ces foncteurs
respectent les points de base canoniques de ces catégories (la famille constante
en I'objet unité 0 dans CX-, et la famille vide dans €(C, X)), de sorte qu’il s’agit
d’équivalences d’homotopie d’ensembles simpliciaux pointés. En fait, le foncteur
Gx : €(C,X) — C¥X- est monoidal (au sens fort), ol la catégorie source est
munie de la structure monoidale symétrique donnée par la concaténation des
objets et la catégorie but de la structure monoidale symétrique produit induite
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par celle de C. De surcroit, si Y est un autre ensemble pointé (on notera de
méme Y_ le complémentaire du point de base de Y), le diagramme

CX-UY- _ o(XVY)- %Q(C,X VY)

] |

¢(C, X) x €(C,Y)

(dont les fleches verticales sont les foncteurs canoniques; V désigne la somme
catégorie de Ens, ) commute & isomorphisme prés. On en déduit que le I-espace
obtenu en composant le foncteur canonique I' — Ens,, le foncteur €(C, —) :
Ens, — Cat et le foncteur nerf (dont on a vu qu’il se factorisait naturellement
par les ensembles simpliciaux pointés) est spécial et a le méme type d’homotopie
que le T-espace associé a la petite catégorie monoidale symétrique (C,+,0) par
la machinerie de Segal [24] (§ 2 ; voir aussi [25], §4), que nous noterons o(C, +, 0),
ou simplement o(C).

Si T est une petite catégorie quelconque munie d’un objet ¢, ’ensemble sim-
plicial pointé NV ((C’,+) [1I°P [ n(T,t)) a naturellement le méme type d’homo-
topie que o(C)(N(T)). En effet, lorsque T est discréte, il s’agit d’une reformula-
tion de I'observation précédente sur I’équivalence homotopique entre le I'-espace
o(C) et celui construit a partir de €(C,—); le cas général s’en déduit par des
arguments formels (utiliser [25], § 1, par exemple). Si de plus T est connexe, on
en déduit par le Theorem 4.4 de [I] que N'((C’,+) [TI°P [n(T,t)) a le méme
type d’homotopie que Q°°(Sp(a(C)) AN(T)) (et ce fonctoriellement en (7, ¢)).

Si A est un groupe libre de rang fini, on a donc une suite d’équivalences
d’homotopie

N(C(A)) ~ N(C(A)/H*BDA) ~ N(f—:(gr/, *)/HOP/U(A)) ~ ...

Q% (Sp(o(gr)) AB(A)) =~ Q*°5>(B(4)).

La premiére équivalence découle du théoréme B0l et du Theorem 3.3 de [25],
la deuxiéme de la proposition 3], la troisiéme des rappels précédents sur les
I-espaces et la derniére du théoréme de Galatius [§] montrant que le foncteur
monoidal canonique ¥ — gr (ou X désigne le groupoide sous-jacent a la catégo-
rie monoidale symétrique ens) induit une équivalence Sp(c(X)) — Sp(o(gr)),
le spectre source étant, classiquement (cf. [24], proposition 3.5), équivalent au
spectre des sphéres.

Remarque 4.4. Toutes les équivalences précédentes sont des équivalences d’es-
paces de lacets infinis. En effet, la catégorie C(A) est munie d’une structure mo-
noidale symétrique donnée par la somme (ou produit libre) amalgamée au-dessus
de A. Cette structure se releve a C(A) [ *D 4 (en utilisant la concaténation des
suites de groupes libres), ce qui fait du foncteur canonique C(A) [ k*D 4 — C(A)
un foncteur monoidal (au sens fort), de sorte que I’équivalence d’homotopie qu’il
induit entre les nerfs de ces catégories est une équivalence d’espaces de lacets
infinis. I en est de méme pour les autres équivalences d’homotopie ci-dessus :
cela provient, pour la seconde, de ce que ’équivalence de catégories de la pro-
position A3 est monoidale (ou (gr’, ) [II°P ['n(A) est munie de la structure
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monoidale donnée par la concaténation des suites de groupes libres) et pour les
autres, c’est une conséquence formelle du travail de Segal [24].

En revanche, si A — B est un morphisme de S.(gr), le foncteur C(B) —
C(A) qu’il induit n’est pas monoidal, de sorte qu’il n’est pas clair a priori que
l’application N(C(B)) — N(C(A)) est un morphisme d’espaces de lacets infinis.

Nous n’avons pas pour autant tout-a-fait achevé la démonstration du théo-
réme [L8 car il reste a déterminer la fonctorialité en A (objet de S.(gr)). Il
est clair, en suivant les fonctorialités dans tout ce qui précéde, que 1’équiva-
lence d’homotopie obtenue est fonctorielle relativement aux isomorphismes de
groupes libres de rang fini, mais nettement moins, a priori, que la fonctorialité
relativement aux autres morphismes de S.(gr) est celle qu’on attend.

4.5 Structure monoidale du foncteur C: S.(gr)” — Cat

Soient A et B deux objets de S.(gr). Le produit libre induit un foncteur
C(A) x C(B) — C(A = B) naturel en A et B et vérifiant les conditions de cohé-
rence monoidales usuelles. De plus, la composée de ce foncteur avec le foncteur
C(A x B) — C(A) x C(B) induit par les morphismes canoniques A — A x B et
B — Ax B de S.(gr) est homotope a l'identité. En effet, il existe une trans-
formation naturelle de 1'identité de C(A) x C(B) vers cette composée, donnée
sur l'objet (G, H), ot G = (G,A— G — A) et H=(H,B — H — B), par les
morphismes canoniques G — G x H et H — G+ H de G.

Considérons a présent le diagramme suivant de la catégorie homotopique des
ensembles simpliciaux pointés, dont on note, classiquement, ) ’endofoncteur
Qoo

NC(A) x NC(B) — NC(A + B) —= NC(A) x NC(B) (7)

QB(A) x QB(B) —— QB(A * B) —— QB(A) x QB(B)

ol les isomorphismes verticaux sont ceux construits au paragraphe précédent, les
fleches horizontales inférieures sont les isomorphismes canoniques et les fléches
horizontales supérieures sont obtenues en appliquant le foncteur N (qui com-
mute aux produits) aux foncteurs qu’on vient de discuter entre C(A) x C(B) et
C(A * B).

Les composées horizontales supérieure et inférieure de ce diagramme sont les

identités. De plus, le carré de gauche est commutatif, car :

— la structure monoidale C(A) x C(B) — C(A % B) sur C se reléve (en
utilisant toujours la concaténation des suites de groupes libres) en une
structure monoidale C(4) [ k*D 4 xC(B) [ £*Dp — C(A*B) [ K*D axp,
de sorte que le diagramme

C(A) [k*Dax C(B) [k*Dp ——=C(A*B) [ K*Dasp

| |

C(A) x C(B) C(A* B)

(dont les fleches verticales sont les foncteurs canoniques) commute & iso-
morphisme canonique prés;
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— on peut également former un diagramme commutatif (& isomorphisme
canonique pres)

C(A)fn*@A X C(B)IH*QB C(A*B)IK*QA*B

(E(gr’,*)fHOpfn(A)) X (E(gr’,*)fHOpfn(B)) —¢(gr’, ) [II°P [ n(A = B)

ou les fléches verticales sont les équivalences de la proposition [43] et
la structure monoidale donnée par la fléche horizontale inférieure est
toujours donnée par la concaténation des suites de groupes libres;

— les équivalences d’homotopie

N (st 0) [0 [ ) = 5Tanna) = Q)

sont monoidales en A, car o(gr) est un I'-espace spécial.

Par conséquent, le carré de droite du diagramme () commute également.
Cela signifie que 1’équivalence d’homotopie du théoréme [[.Gl est naturelle relati-
vement aux morphismes canoniques A — A *x B de S.(gr). Comme la catégorie
Sc(gr) est engendrée par ces morphismes et les isomorphismes (relativement
auxquels on a déja observé la naturalité de notre équivalence), cela termine la
démonstration du théoréme

5 Conclusion

Formalité rationnelle

Les calculs de Vespa [26] montrent que l'on a
Extg__l\’}lﬁ(li(abA", apA™) =0

pour tous entiers 0 < n < m (c’est en fait vrai sans restriction sur n et m, et
méme en remplagant les puissances extérieures par les puissances tensorielles).
Par les corollaires [[.7 et 2.2] on en déduit

m—n-+1 .
EXtMod—Sc(gr) (L, L) =0

pour n < m, lorsque k = Q. La théorie de 'obstruction pour les complexes de
chaines, due & Dold [6] (voir aussi [19], proposition 1.6), permet alors de déduire
les théorémes [LI0 et [LT2 du corollaire [ 7] et des théorémes et L4

Remarque 5.1. Ce raisonnement de formalité est trés analogue a celui utilisé
par Pirashvili dans [I9] (Theorem 2.7) dans I'-Mod, qui donne une approche
de la décomposition de Hodge pour ’homologie de Hochschild des QQ-algébres
commutatives par ’homologie des foncteurs.

Corollaires

Le théoréme [[I0 et le Theorem 5.4 de [22] (déja mentionné dans Pintroduc-
tion) entrainent :
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Corollaire 5.2. Soient F : gr°? — Q-Mod un foncteur polynomial de degré
d, n et r des entiers naturels tels que r > 2(n+d) + 3 et G un groupe libre de
rang r. Pour tout n € N, il existe un isomorphisme

H,(Aut(G); F(G)) ~ @ Tor¥ (F,a;A)

i+j=n
naturel en F.

Dans [26], Vespa montre que la dimension du Q-espace vectoriel
* Ad * J
Torigr((aQA )Y, ag AJ) ,

ou 'exposant V indique la post-composition par la dualité des Q-espaces vecto-
riels, égale le nombre de partitions de d en exactement j parts sii =d — j et
zéro sinon. Le méme travail montre également que

Tor®" ((a5S%)Y, afy A)

est nul pour d > 1. Par conséquent, le résultat précédent entraine le théoréme [II
de 'introduction.

On a également le résultat dual, en cohomologie (en termes de laquelle la
conjecture originelle de [21] est d’ailleurs énoncée) :

Corollaire 5.3. Soient F' : gr — Q-Mod un foncteur polynomial de degré d,
n et r des entiers naturels tels que r > 2(n+d)+3 et G un groupe libre de rang
r. Pour tout n € N, il existe un isomorphisme

HY(Awt(G); F(G)) ~ @D Extiy apoalah A, F)
1+j=n

naturel en F.

Nous appellerons cohomologie stable de degré n des automorphismes des
groupes libres & coefficients dans F, et noterons H,(F'), le membre de gauche
de cet isomorphisme.

Produits

Travaillons avec cette cohomologie stable (des résultats analogues vaudraient
bien str en homologie) et plagons-nous d’emblée, par commodité, dans le cas
ou k = Q. On dispose bien siir, comme pour toute cohomologie de groupes,
d’un morphisme naturel monoidal H%(F) ® H5(G) — HAY(F ® G) de Q-
espaces vectoriels gradués. En utilisant les morphismes de groupes canoniques
Aut(Z*) x Aut(Z*7) — Aut(Z*+9)), on obtient également un morphisme natu-
rel comonoidal H}, (F ®G) — HY(F)® H}(G) de Q-espaces vectoriels gradués.

Par conséquent, si le foncteur F' € Obgr-Mod est muni d’'une structure
d’algebre (resp. de cogébre, de bigébre), il en est de méme pour HZ, (F).

On peut lire ces structures multiplicatives dans I'isomorphisme naturel du
corollaire Précisément, grice a la structure d’algébre de Hopf graduée du
foncteur puissance extérieure, on obtient des morphismes naturels

Extl, poa(ah A, F) ® Ext] voa(8h A%, G) — Ext;_fMod(a@ AT F® Q)
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(utiliser le produit externe sur les Ext et le coproduit A™™¢ — A” @ A%) et
Ethr_Mod(aZD AT+S, F ® G) — Ethr_Mod(a(E) AT ® G@AS, F ® G) ~ ...
Ext{grxgr)-Mod (00 A"HAGA”, (FRG)ox) — Ext{gry gr)-Moa (40 A"MagA”, FRG)

~ @ Extg, Moa(apA™, F) ® Extjgr_Mod(a(a A Q)
i+j=n

ol le premier morphisme est induit par le produit A”®A® — A4, le second est
I’isomorphisme d’adjonction induit par précomposition par ’adjonction entre
produit libre gr x gr — gr (& gauche) et diagonale (a droite), le troisiéme
est induit par Iépimorphisme canonique (FF ® G) o * — F X G et le dernier
isomorphisme provient de la formule de Kiinneth (qui s’applique ici sous sa
forme la plus simple car les produits tensoriels sont pris sur un corps et les
foncteurs ag A" possédent une résolution projective de type fini).

Proposition 5.4. L’isomorphisme du corollaire [2.3 est compatible auzx struc-
tures monoidales et comonoidales explicitées ci-avant.

Démonstration. C’est une conséquence formelle de ce que les foncteurs v : G —
Sc(gr) et 8 : S.(gr) — gro? sont monoidaux et de ce que I’équivalence d’homo-
topie du théoréme est également compatible aux structures monoidales (ce
qui résulte de la discussion du paragraphe 5] ([l

En conséquence, si le foncteur polynomial F' € Obgr-Mod est muni d’une
structure d’algebre (resp. de cogebre, de bigébre), la structure d’algébre (resp.
de cogebre, de bigébre) induite sur HZ, (F') se lit dans l'isomorphisme du corol-
laire B3]

A partir des résultats de [26] sur les produits, on peut ainsi préciser le théo-
réme [I1

Corollaire 5.5. La cohomologie rationnelle stable des automorphismes des
groupes libres a coefficients dans le foncteur gradué algébre extérieure est une
algebre symétrique sur des générateurs &,, pour n € N*| en bidegré (n,n).

Remarque 5.6. Dans [12], Kawazumi introduit des classes de cohomologie h,, €
HE, (apAP) ;5 il montre dans [I3] qu’elles sont algébriquement indépendantes dans
I'algébre bigraduée I}, (apA®) (c’est méme vrai en restreignant la cohomologie
des groupes d’automorphismes des groupes libres aux groupes de tresses). Cela
fournit une deuxiéme démonstration du résultat précédent, a partir du théo-
réme [Tl mais sans utiliser la proposition 5.4l De fait, le théoréme [Il implique que
les classes h, engendrent 1'algébre H s (apA®).

On peut montrer que, via I'isomorphisme du corollaire [5.3] la classe f_Lp cor-
respond au générateur canonique (cf. [26]) de Extgrjvlod(a@, agAP) ~ Q.
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